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Sobolev en présence de symétries 21
2.1 Introduction et énoncé du Théorème 2 . . . . . . . . . . . . . . . 21
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Introduction

0.1 Motivations

L’étude des inclusions de Sobolev sur une variété riemannienne recouvre des
questions très diverses et a des applications fondamentales, particulièrement
en analyse non linéaire. Les estimations des “meilleures constantes” interve-
nant dans les inégalités critiques de Sobolev ont une grande importance dans
de nombreux problèmes de géométrie riemannienne, comme par exemple les
problèmes de type courbure scalaire prescrite, une des meilleures illustrations
étant la résolution du problème de Yamabe.

L’étude du lien entre la géométrie de la variété riemannienne et les estima-
tions de ces meilleures constantes fait actuellement l’objet de nombreux travaux,
elle amène à développer des techniques fines d’analyse sur la résolution d’E.D.P,
l’étude des phénomènes de concentration et les techniques de blow up.

Lorsque l’on impose aux fonctions considérées d’être invariantes par un
groupe d’isométries, on sait que l’on peut augmenter l’exposant critique des
inégalités de Sobolev, et ainsi avoir de nouvelles applications en analyse non
linéaire. Là encore, l’estimation des “meilleures constantes” revêt une grande
importance et est liée cette fois ci aux symétries imposées.

0.2 Enoncé du problème

Soient (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n, G un sous
groupe compact du groupe des isométries Is(M, g) de (M, g), et p ≥ 1. Si
Hp

1 (M) désigne l’espace de Sobolev standard constitué des fonctions de Lp(M)
dont le gradient est aussi dans Lp(M), on note Hp

1,G(M) le sous espace de
Hp

1 (M) constitué des fonctions qui sont G-invariantes. Si k désigne la plus petite
dimension des orbites de M sous G, on sait depuis les travaux de Hebey et
Vaugon (voir [21, 24]) que pour p ∈ [1, n − k[, l’espace Hp

1,G(M) se plonge de

façon continue dans Lq
G(M) pour q ∈ [1, p?] où p? = (n−k)p

n−k−p . Lorsque k > 0,
c’est à dire lorqu’il n’y a pas d’orbite finie, p∗ est alors strictement plus grand
que l’exposant critique classique np

n−p . On obtient ainsi, lorsque toutes les orbites
sous G sont de cardinal infini, des plongements continus dans des espaces Lq où
q est plus grand que celui donné classiquement par le Théorème de Sobolev, et
par continuité des plongements, on a l’existence de constantes A, B > 0 telles
que quelle que soit u ∈ Hp

1,G(M),

||u||pq ≤ A||∇u||pp + B||u||pp. (0)
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Si G possède des orbites finies, une telle amélioration des inclusions de Sobolev
est impossible. En revanche, on sait, voir là encore Hebey et Vaugon [24], que la
meilleure constante multiplicative du terme en gradient est alors divisée par le
cardinal de l’orbite minimale. Iliopoulos [26], puis Aubin et Cotsiolis [5], se sont
également intéressés à la meilleure constante du terme en gradient dans le cas
critique q = p∗ lorsque la variété est la sphère unité standard, et G = O(r)×O(s)
avec r + s = n + 1, et r ≥ s ≥ 2. Dans ce contexte, la plus petite dimension des
G-orbites est k = s− 1, et si k > 2, il suit des travaux juste cités que quel que
soit ε > 0, il existe une constante Bε > 0 telle que quelle que soit u ∈ H2

1,G(Sn)

||u||22r
r−2

≤ (
A2(n, r) + ε

)||∇u||22 + Bε||u||22,

où A(n, r) = 2
[r(r−2)]1/2[ωrωn−r]1/r et ωn désigne le volume de la sphère Sn, avec

la propriété que A(n, r) est la meilleure constante possible dans cette inégalité.
Lorsque p = n, on est dans le cas d’exception des inclusions de Sobolev,

car Hn
1 (M) 6⊂ L∞(M). En revanche, quelle que soit u ∈ Hn

1 (M), exp(u) est
intégrable. On a donc un nouveau type d’inégalités, qui peuvent être considérées
comme une extension des inégalités précédentes à ce cas, comme celles établies
par Trudinger [32] dans le contexte euclidien, et par Aubin [3] et Cherrier [12]
sur des variétés riemanniennes. Il existe des constantes C, µ, ν telles que quelle
que soit u ∈ Hn

1 (M)
∫

M

eudV ≤ C exp [µ||∇u||nn + ν||u||nn] .

Lorsque l’on se restreint à la classe des fonctions invariantes par un groupe
d’isométries G, il est alors possible d’améliorer la constante multiplicative du
terme en gradient. Aubin et Cotsiolis [7] se sont à nouveau intéressés à la sphère
standard et au groupe O(r) × O(s) et ont déterminé la meilleure constante
possible dans ce cas.

Meilleures constantes et inégalités de Sobolev jouent un rôle fondamental
dans l’étude d’équations différentielles non linéaires sur les variétés. Lorsque
l’on restreint les espaces de Sobolev à une classe de fonctions soumises à des
contraintes, on modifie souvent la valeur de la meilleure constante. Pour les
applications, il est important d’exprimer précisément cette valeur. On peut alors
se poser différentes questions :

1) Que vaut la meilleure constante dans les inégalités classiques de Sobolev
sur une variété riemannienne compacte quelconque, lorsque les fonctions sont
invariantes par un groupe d’isométries ? Cette question est explicitement posée
dans le livre d’E. Hebey [21] p. 277.

2) Que vaut la meilleure constante dans le cas d’exception des inégalités de
Sobolev sur une variété riemannienne compacte quelconque, lorsque les fonctions
sont invariantes par un groupe d’isométrie ?

Par ailleurs, on sait depuis Hebey et Vaugon [24] puis Druet [18], que
l’inégalité de Sobolev “classique” qui dit que : quel que soit ε, il existe Bε > 0
tel que quelle que soit u ∈ Hp

1 (M),

||u||pp∗ ≤ (K + ε) ||∇u||pp + Bε||u||pp
où K est la meilleure constante possible, peut être écrite “sans ε”, autrement
dit : il existe une constante C > 0 telle que quelle que soit u ∈ Hp

1 (M)

||u||pp∗ ≤ K||∇u||pp + C||u||pp.
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On peut alors se poser une troisième question :
3) Ce dernier résultat reste-t-il vrai lorsque l’on impose aux fonctions d’être

invariantes par un groupe d’isométries, autrement dit, existe-t-il une constante
C > 0 telle que quelle que soit u ∈ Hp

1,G(M)

||u||pp∗ ≤ K ′||∇u||pp + C||u||pp,
où K ′ est la meilleure constante déterminée par la réponse à la question 1.

Dans cette thèse nous apportons une réponse complète aux questions 1 et
2, et une réponse partielle à la question 3. On donne de plus quelques exemples
d’applications des réponses aux questions 1 et 2 à des problèmes d’analyse non
linéaire. Pour répondre à la question 3, on développe des techniques d’analyse
sur les phénomènes de concentration sur une orbite d’une suite de solutions
d’équations différentielles non linéaires.

0.3 Notations et résultats préliminaires

Soit (M, g) une variété riemannienne et Is(M, g) son groupe d’isométries.
Lorsque G est un sous groupe de Is(M, g), on note :

C∞G (M) = {u ∈ C∞(M)|∀σ ∈ G, u ◦ σ = u},
C∞0,G(M) = {u ∈ C∞0 (M)|∀σ ∈ G, u ◦ σ = u},

où C∞(M) désigne l’ensemble des fonctions C∞ sur M , et C∞0 (M) l’ensemble
des fonctions C∞ sur M à support compact. De la même façon, quel que soit
p ≥ 1, on note :

Lp
G(M) = {u ∈ Lp(M)|∀σ ∈ G, u ◦ σ = u},

Hp
1,G(M) = {u ∈ Hp

1 (M)|∀σ ∈ G, u ◦ σ = u},
et

H̊p
1,G(M) = {u ∈ H̊p

1 (M)|∀σ ∈ G, u ◦ σ = u},
où l’espace de Sobolev Hp

1 (M) (resp H̊p
1 (M)) est le complété de C∞(M) (resp

C∞0 (M)) pour la norme

||u||Hp
1

=
(∫

M

|∇u|pdV
) 1

p

+
(∫

M

|u|pdV
) 1

p

.

Lorsqu’il n’y a pas d’ambigüıté, on note Lp
G, C∞G , C∞0,G, Hp

1,G, H̊p
1,G au lieu de

Lp
G(M), C∞G (M), C∞0,G(M), Hp

1,G(M), H̊p
1,G(M). Rappelons à présent quelques

résultats standards.
L’espace C∞G (M) est dense dans Hp

1,G(M), et de même C∞0,G(M) est dense
dans H̊p

1,G(M) (voir par exemple [24]).
Si M est compacte, Is(M, g) est un groupe de Lie compact et si G est un sous

groupe de Is(M, g), sa fermeture G pour la topologie standard de Is(M, g) est un
sous groupe de Lie compact de Is(M, g). Les fonctions invariantes par G étant
invariantes par G, on peut sans perdre la généralité considérer qu’on a toujours
un groupe d’isométries compact, quitte à remplacer G par son adhérence dans
Is(M, g).
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Quel que soit x ∈ M , Ox,G = {σ(x), σ ∈ G} l’orbite de x sous G est une sous
variété compacte de M . De plus, Sx,G = {σ ∈ G|σ(x) = x} le groupe d’isotropie
(ou fixateur) de x est un sous-groupe de Lie compact de G, et la variété quotient
G/Sx,G est naturellement difféomorphe à Ox,G.

Une orbite Ox,G est dite principale si quel que soit y ∈ M , Sy,G possède
un sous-groupe conjugué à Sx,G. Les orbites principales sont de dimension ma-
ximale (mais les orbites de dimension maximale ne sont pas nécessairement
principales).

La réunion Ω des orbites principales est un ouvert dense de M , et Ω/G
est une variété quotient. Plus précisément, si on note Π la submersion associée,
(Π, Ω, Ω/G) est une fibration dont chaque fibre est une orbite (pour ces résultats
on pourra se référer à [9]).

Par la suite, on notera vol Ox,G le volume de la sous variété Ox,G pour la
métrique riemannienne induite sur Ox,G. Dans le cas particulier où Ox,G est de
cardinal fini, vol Ox,G = Card Ox,G.

Lorsqu’il n’y a pas de confusion possible, on note Ox pour Ox,G et Sx pour
Sx,G.

On dit qu’on localise autour d’une orbite Ox (ou qu’on choisit un voisinage
de Ox) lorsque l’on choisit δ > 0 et qu’on considère

Ox,δ = {y ∈ M |d(y, Ox) < δ}.
Terminons ces préliminaires en rappelant les résultats obtenus par Hebey et
Vaugon [24]. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n et
p ≥ 1 un réel. Soit G un sous groupe compact du groupe des isométries de M
et k la plus petite dimension des orbites sous G. Alors

(a) Si n− k ≤ p, pour tout réel q ≥ 1, Hp
1,G(M) ⊂ Lq

G(M) et l’inclusion est
continue et compacte.

(b) Si n − k > p, pour tout réel 1 ≤ q ≤ (n−k)p
n−k−p , Hp

1,G(M) ⊂ Lq
G(M) et

l’inclusion est continue, elle est de plus compacte si q < (n−k)p
n−k−p .

0.4 Présentation des résultats

Chapitre 1 : Nous présentons ici l’étude des meilleures constantes dans les
inégalités critiques de Sobolev sur les variétés riemanniennes compactes, lorsque
la classe des fonctions considérées est invariante par un groupe d’isométries de
la variété. On établit le théorème suivant :

Théorème 1. Considérons (M, g) une variété riemannienne compacte de di-
mension n, G un sous groupe compact du groupe des isométries de M . Soit k la
plus petite dimension des orbites de M sous G, et A le volume minimum des or-
bites de dimension k (si G a des orbites finies, k = 0 et A = minx∈M CardOx).
Soit p un réel tel que 1 ≤ p < n− k et p∗ = (n−k)p

n−k−p . Alors
(a) Quel que soit ε > 0, il existe Bε, tel que quelle que soit u ∈ Hp

1,G(M) on
ait :

||u||pp∗ ≤
(

Kp(n− k, p)

A
p

n−k

+ ε

)
||∇u||pp + Bε||u||pp,

où

K(m, p) =
p− 1
m− p

[
m− p

m(p− 1)

]1/p [
Γ(m + 1)

Γ(m/p)Γ(m + 1−m/p)wm−1

]1/m
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pour 1 < p < m et K(m, 1) = 1
m

[
m

wm−1

]1/m

, wm désignant le volume de Sm

standard.
(b) Kp(n−k, p)/A

p
n−k est la plus petite constante possible telle que l’inégalité

précédente reste vraie quelle que soit u ∈ Hp
1,G(M).

La démonstration s’appuie sur un lemme important (Lemme 2) qui sera
réutilisé par la suite. L’approche que nous adoptons pour démontrer ce théorème
est comparable à celle développée par Hebey et Vaugon [24]. Elle a pour base
l’étude de la géométrie des orbites du groupe considéré. Elle diffère en revanche
notablement de l’approche utilisée par Iliopoulos [26] et Aubin et Cotsiolis [5, 7],
dont les techniques sont spécifiques au cas de la sphère.
Chapitre 2 : Dans ce chapitre, nous nous intéressons au cas d’exception des
inégalités de Sobolev en présence de symétries. On établit le théorème suivant.

Théorème 2. Considérons (M, g) une variété riemannienne compacte de di-
mension n, G un sous groupe compact du groupe des isométries de M . Soit k
la plus petite dimension des orbites de M sous G, et A le volume minimum des
orbites de dimension k. On suppose que n− k ≥ 2. Alors

(a) Quel que soit ε > 0, il existe Cε, tel que quelle que soit u ∈ Hn−k
1,G (M)

de moyenne nulle (i.e.
∫

M
udV = 0) on ait :

∫

M

eudV ≤ Cε exp
((µn−k

A
+ ε

)
||∇u||n−k

n−k

)
,

où µn−k = (n− k− 1)n−k−1(n− k)1−2(n−k)w−1
n−k−1, wn désignant le volume de

Sn standard. Autrement dit, quelle que soit u ∈ Hn−k
1,G (M) (pas nécessairement

de moyenne nulle), on a l’inégalité :
∫

M

eudV ≤ Cε exp
((µn−k

A
+ ε

)
||∇u||n−k

n−k +
1

vol (M)

∫

M

udV
)

.

(b) µn−k

A est la plus petite constante telle que les inégalités précédentes res-
tent vraies quelle que soit u ∈ Hn−k

1,G (M).

La démonstration de ce théorème s’appuie (en partie) sur le lemme déjà
utilisé dans la démonstration du Théorème 1, mais les propriétés de l’exponen-
tielle nous obligent à changer de méthode. De ce théorème découle le corollaire
suivant.

Corollaire 1. Sous les mêmes hypothèses sur (M, g), G, k, et A que dans le
Théorème 2, on obtient :

quels que soient ε, ε′ > 0, il existe Cε,ε′ tel que quelle que soit u ∈ Hn−k
1,G (M)

on ait ∫

M

eudV ≤ Cε exp
((µn−k

A
+ ε

)
||∇u||n−k

n−k + ε′||u||n−k
n−k

)
,

avec la propriété que µn−k

A est la meilleure constante possible dans cette inégalité.

Cette démonstration s’inspire fortement d’une démonstration d’Aubin [3],
mais, là aussi, les difficultés amenées par la condition de symétrie des fonctions
entrâınent des modifications dans la technique.
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Chapitre 3 : Une des motivations de l’étude des inégalités de Sobolev dans
le cas critique ou dans le cas d’exception est que la connaissance précise de
la meilleure constante permet d’obtenir des résultats quant à l’existence de
solutions non triviales d’équations différentielles non linéaires. Nous présentons
ici des applications des théorèmes établis dans les deux premiers chapitres à
des problèmes d’analyse non linéaires. On obtient des conditions d’existence de
solutions aux équations

∆pΦ + hΦp−1 = fΦp∗−1

et

∆pΦ + a = feΦ.

Aubin et Cotsiolis [5, 7] ont déjà donné des exemples d’applications possibles
aux EDP dans le cas M = Sn et G = O(r) × O(s), nous présentons dans ce
chapitre la généralisation de ces applications.
Chapitre 4 : Ce chapitre est un peu à part et présente des résultats concernant
la géométrie des orbites qui seront fondamentaux pour le chapitre suivant. Ces
résultats peuvent recouper des résultats existants (en particulier présents dans
Bredon [9]), mais nous nous concentrons sur le cas des variétés riemanniennes
compactes, ce qui simplifie certaines démonstrations et donne aussi des résultats
plus spécifiques.
Chapitre 5 : On donne ici une réponse partielle à la question 3. Certaines
hypothèses, que l’on peut considérer comme géométriques, permettent de se
débarasser du ε dans l’inégalité du Théorème 1, avec Bε = B. Sous certaines
hypothèses, qui permettent en fait d’étudier tous les exemples que l’on sait
construire, on généralise alors le théorème établi par Druet [18] dans le cas où
G est réduit à l’identité.

Théorème 6. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension
n, G un sous groupe compact du groupe des isométries de M , k la dimension
minimum des G-orbites, A le volume minimum des orbites de dimension k. Si
l’une des deux hypothèses (H1) ou (H2) suivantes est vérifiée, alors il existe
B > 0 tel que quelle que soit u ∈ Hp

1,G(M),

||u||θp∗ ≤
Kθ(n− k, p)

Aθ/(n−k)
||∇u||θp + B||u||θp

avec p ∈]1, n− k[, θ = p si p ≤ 2, θ = 2 si p ≥ 2, p∗ = p(n−k)
n−k−p et

K(m, p) =
p− 1
m− p

[
m− p

m(p− 1)

]1/p [
Γ(m + 1)

Γ(m/p)Γ(m + 1−m/p)wm−1

]1/m

pour 1 < p < m, wm désignant le volume de Sm standard.
(H1) Quelle que soit Ox0 une orbite de dimension minimale k et de volume

minimal A, il existe G′ un sous groupe du groupe des isométries de M et δ > 0
tels que

1. sur Ox0,δ = {x ∈ M |d(x,Ox0) < δ} les G′-orbites sont toutes principales,

2. quel que soit x ∈ Ox0,δ, Ox,G′ est inclus dans Ox,G et Ox0,G = Ox0,G′ ,
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3. quel que soit x ∈ Ox0,δ, A = vol (Ox0) ≤ vol (Ox,G′).

(H2) Quelle que soit Ox0 une orbite de dimension minimale k et de volume
minimal A, il existe H un sous groupe normal de G et δ > 0 tels que

1. sur Ox0,δ, les H-orbites sont toutes principales,

2. Ox0,H = Ox0,G,

3. quel que soit x ∈ Ox0,δ, x /∈ Ox0 , dim Ox,G > k = dim Ox0,G,

4. quel que soit x ∈ Ox0 , x est un point critique de la fonction v définie par
v = vol (Ox,H).

La démonstration de ce dernier théorème a pour point central l’étude d’un
phénomène de concentration autour d’une orbite, étude qui fait apparâıtre des
techniques et des outils nouveaux relativement au cas où l’orbite est réduite à
un nombre fini de points.
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Chapitre 1

Meilleure constante dans les
inégalités classiques de
Sobolev en présence de
symétries

1.1 Introduction et énoncé du Théorème 1

On sait depuis Hebey et Vaugon [24] que si l’on se restreint à la classe des
fonctions invariantes par un sous groupe G du groupe des isométries de M , il
est possible d’obtenir un plongement continu de Hp

1,G dans Lq
G, avec q ≥ np

n−p
qui est l’exposant critique habituel, on obtient ainsi des inégalités avec des
exposants “surcritiques”. On cherche à établir dans ce chapitre la valeur précise
de la meilleure constante devant le terme en gradient dans le cas “critique du
surcritique”. Hebey et Vaugon ont étudié le cas des groupes présentant des
orbites finies ; Iliopoulos [26], puis Aubin et Cotsiolis [7] se sont quant à eux
intéressés au cas de la sphère standard et du groupe G = O(r) × O(s). Notre
premier théorème étend les résultats établis par Hebey et Vaugon et par Aubin et
Cotsiolis au cas d’une variété compacte quelconque et d’un groupe d’isométries
quelconque.

Théorème 1. Considérons (M, g) une variété riemannienne compacte de di-
mension n, G un sous groupe compact du groupe des isométries de M . Soit k la
plus petite dimension des orbites de M sous G, et A le volume minimum des or-
bites de dimension k (si G a des orbites finies, k = 0 et A = minx∈M CardOx).
Soit p un réel tel que 1 ≤ p < n− k et p∗ = (n−k)p

n−k−p . Alors
(a) Quel que soit ε > 0, il existe Bε, tel que quelle que soit u ∈ Hp

1,G(M) on
ait :

||u||pp∗ ≤
(

Kp(n− k, p)

A
p

n−k

+ ε

)
||∇u||pp + Bε||u||pp,

où

K(m, p) =
p− 1
m− p

[
m− p

m(p− 1)

]1/p [
Γ(m + 1)

Γ(m/p)Γ(m + 1−m/p)wm−1

]1/m

12



pour 1 < p < m et K(m, 1) = 1
m

[
m

wm−1

]1/m

, wm désignant le volume de Sm

standard.
(b) Kp(n−k, p)A

−p
n−k est la plus petite constante possible telle que l’inégalité

précédente reste vraie quelle que soit u ∈ Hp
1,G(M).

1.2 Démonstration du Théorème 1

1.2.1 Principe de la démonstration

Dans le cas très particulier où toutes les orbites sont principales, une étude
par passage au quotient M/G permettrait d’obtenir rapidement le Théorème 1.
En revanche, dans le cas général que nous étudions ici, la démonstration est plus
difficile et nécessite l’introduction de deux lemmes. Le premier lemme s’obtient
facilement par des calculs standard utilisant une partition de l’unité. Le second
lemme donne l’outil technique fondamental de la suite de la démonstration.

L’inégalité du Théorème 1 met en avant l’importance de l’orbite de volume
minimal dans la classe des orbites de dimension minimale, il est donc naturel
de s’intéresser pour commencer au voisinage d’une telle orbite. On remarque
qu’alors, s’il était possible d’assimiler une fonction G-invariante (donc constante
sur l’orbite) à une fonction ne dépendant que des variables “n’appartenant pas
à l’orbite”, on pourrait, en se servant des théorèmes existants pour les cas sans
symétrie, obtenir le Théorème 1 pour des fonctions à support dans le voisinage
de l’orbite. En réalité, cette “assimilation” d’une fonction G-invariante à une
fonction plus simple ne sera possible dans le cas général que par un contrôle de
la métrique dans ce voisinage, ce qui sera précisé dans le Lemme 2. Ensuite, on
démontre le théorème pour des fonctions définies sur M tout entier en utilisant
une partition de l’unité grâce au Lemme 1.

1.2.2 Lemmes préliminaires

Lemme 1 (Localisation dans les inégalités de Sobolev). Soit (M, g)
une variété riemannienne compacte, (Ui, ηi) une partition de l’unité de M.
Considérons X ⊂ C∞(M) (par exemple l’ensemble des fonctions C∞G , où G est
un sous groupe compact du groupe des isométries de M). Supposons que quelle
que soit v ∈ X, les |ηi|

1
p v appartiennent à H̊p

1 (Ui). Supposons de plus qu’il existe
C, tel que quel que soit i il existe Di de sorte que l’on ait la propriété suivante :
quelle que soit w ∈ X nulle en dehors de Ui,

||w||pq ≤ C||∇w||pp + Di||w||pp, (1.1)

où q ≥ p ≥ 1. Alors, quel que soit ε > 0, il existe Dε tel que quelle que soit
u ∈ X,

||u||pq ≤ (C + ε)||∇u||pp + Dε||u||pp.
Démonstration. Quelle que soit u ∈ X on a :

||u||pq =
[∫

M

|u|qdV
] p

q

= ||up|| q
p

= ||
∑

i

(η
1
p

i u)p|| q
p

≤
∑

i

||(η
1
p

i u)p|| q
p
≤

∑

i

[∫

M

η
q
p

i uqdV
] p

q

.
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D’après l’hypothèse (1.1) du Lemme 1 on en déduit, en prenant w = η
1
p

i u,

||u||pq ≤
∑

i

[
C

∫

M

|∇(η
1
p

i u)|pdV + Di

∫

M

ηiu
pdV

]
. (1.2)

De plus,

|∇(η
1
p

i u)|p ≤ (|u||∇η
1
p

i |+ |η
1
p

i ||∇u|)p. (1.3)

En utilisant le fait qu’il existe deux constantes α, β, dépendant uniquement de
p, telles que quels que soient les deux réels positifs x et y, on ait la relation
(x + y)p ≤ xp + αxp−1y + βyp, on déduit de (1.3) :

|∇(η
1
p

i u)|p ≤ |ηi||∇u|p + α|η
p−1

p

i ||∇u|p−1|u||∇η
1
p

i |+ β|u|p|∇η
1
p

i |p. (1.4)

D’autre part, quel que soit ε0 > 0, il existe B, dépendant de ε0 et p, tel que
quels que soient les réels positifs x et y, xp−1y ≤ ε0x

p + Byp. Il suit alors de
(1.4)

|∇(η
1
p

i u)|p ≤ [ε0 + |ηi|]|∇u|p +
[
Bαp|ηi|p−1|∇η

1
p

i |p + β|∇η
1
p

i |p
]
|u|p.

En reprenant l’inégalité (1.2) on obtient :

||u||pq ≤ C||∇u||pp + Cε0||∇u||pp + C||u||pp.

On conclut en choisissant ε0 ≤ ε/C.

Lemme 2. Considérons (M, g) une variété riemannienne compacte de dimen-
sion n, G un sous groupe compact du groupe des isométries de M , x un élément
de M dont l’orbite a pour dimension k, 0 ≤ k < n. Il existe alors une carte
(Ω, Ψ) en x vérifiant les propriétés suivantes :

1. Ψ(Ω) = U1 × U2 avec U1 ∈ Rk et U2 ∈ Rn−k,

2. Ψ = Ψ1 ×Ψ2 et Ψ1,Ψ2 se décomposent de la manière suivante :
Ψ1 = Φ1 ◦ γ ◦ Γ1, γ étant définie d’un voisinage de l’identité de G dans
Ox, et γ ◦ Γ1(Ω) = Vx, où Vx est un voisinage ouvert de x dans Ox,
Ψ2 = Φ2 ◦Γ2 avec Γ2(Ω) = Wx, où Wx est une sous variété de dimension
n− k orthogonale en x à Ox,

3. (Ω, Ψ) est une carte en x telle que gij(x) = δij, (Vx, Φ1) est une carte
normale en x de la sous variété Ox, (Wx,Φ2) est une carte géodésique
normale en x de la sous variété Wx. En particulier, quel que soit ε > 0,
(Ω, Ψ) peut être choisie de sorte que
1− ε ≤ √

detgij ≤ 1 + ε sur Ω, pour 1 ≤ i, j ≤ n, et
1− ε ≤ √

detg̃ij ≤ 1 + ε sur Vx, pour 1 ≤ i, j ≤ k,

où g̃ désigne la métrique induite par g sur Ox.
De plus, (1− ε)δij ≤ gij ≤ (1 + ε)δij en tant que forme bilinéaire.

4. quelle que soit u ∈ C∞G , u ◦Ψ−1 ne dépend que des variables de U2.
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Démonstration. L’application γ de G dans Ox qui à σ associe σ(x) est de rang
k, car dim Ox = k. Par conséquent, il existe H une sous variété de G de di-
mension k contenant l’identité (notée Id) telle que γ restreinte à H soit un
difféomorphisme de H dans son image notée Vx. D’autre part, en utilisant l’ap-
plication exponentielle en x, on construit une sous variété de Wx de dimension
n− k orthogonale en x à Ox, et telle que quel que soit y ∈ Wx, les géodésiques
minimisantes de (M, g) joignant x et y sont contenues dans Wx.

On considère alors l’application Γ définie de H ×Wx dans M par Γ(σ, y) =
σ(y). Le théorème d’inversion locale nous donne l’existence d’un voisinage VId,x

de (Id,x) dans H ×Wx et d’un voisinage Ṽx de x dans M telle que l’application
Γ−1 = (Γ1 × Γ2) de Ṽx dans VId,x soit un difféomorphisme.

Quitte à restreindre Vx, on choisit en x une carte normale (Vx, Φ1) pour la
métrique g̃ induite sur Ox, avec Φ1(Vx) = U1 ⊂ Rk. On choisit de même une
carte géodésique normale (Wx,Φ2) en x pour la métrique ˜̃g induite sur Wx avec
Φ2(Wx) = U2 ⊂ Rn−k. Posons Ψ1 = Φ1 ◦ γ ◦ Γ1 et Ψ2 = Φ2 ◦ Γ2. L’application
Ψ = (Ψ1, Ψ2) vérifie alors les propriétés 1. et 2. du Lemme 2, où Ω = Ṽx (quitte
à restreindre Ṽx).

On montre à présent que dans la carte (Ω, Ψ), gij(x) = δij . D’après les
définitions données de Ψ et Φ1, on vérifie que les k premiers vecteurs de la base
canonique de Rn transportés par Φ1 sur Tx(Ox) sont identiques à ceux trans-
portés par Ψ sur Tx(M). De même, d’après la définition de Φ2, les n−k derniers
vecteurs de la base canoniques de Rn transportés par Φ2 sur Tx(Wx) sont iden-
tiques à ceux transportés par Ψ sur Tx(M). De plus, le choix de l’orthogonalité
en x de Wx et Ox assure le fait que gij(x) = δij pour 1 ≤ i, j ≤ n dans la carte
(Ω, Ψ). Un argument standard de continuité termine la démonstration du point
3.

Pour finir, montrons que, quelle que soit u ∈ C∞G , u◦Ψ−1 ne dépend que des
variables de U2. Considérons u ∈ C∞G , x′, x′′ ∈ U1, y ∈ U2. Notons

σ′ = γ−1 ◦ Φ−1
1 (x′) et σ′′ = γ−1 ◦ Φ−1

1 (x′′).

Nous avons alors :

u ◦Ψ−1(x′, y) = u ◦ Γ(σ′,Φ−1
2 (y)) = u(σ′(Φ−1

2 (y)) = u(σ′′(Φ−1
2 (y)),

car u ∈ C∞G . D’où, quels que soient x′, x′′ ∈ U1, y ∈ U2

u ◦Ψ−1(x′, y) = u ◦Ψ−1(x′′, y).

Le Lemme 2 est ainsi démontré.

On est à présent en mesure de démontrer le Théorème 1.

Démonstration. Etant donné que C∞G (M) est dense dans Hp
1,G(M), il suffit de

montrer l’inégalité du Théorème 1 pour les fonctions u ∈ C∞G (M).
Fixons ε > 0. Le but de cette démonstration est de trouver Bε > 0 tel

que quelle que soit u ∈ C∞G , u vérifie l’inégalité du Théorème 1 pour le ε fixé.
Considérons un point x ∈ M , Ox son orbite sous G, et une carte (Ω, Ψ) en x
vérifiant les propriétés du Lemme 2 (notamment le point 3. pour le ε fixé). Pour
chaque y ∈ Ox, on choisit une carte en y “isométrique” à (Ω, Ψ) de la forme
(σ(Ω), Ψ◦σ−1), où σ ∈ G est tel que y = σ(x). On note (Ωm)m=1,...,M un recou-
vrement fini extrait du recouvrement de Ox ainsi construit, (Ωm, Ψm)m=1,...,M

les cartes associées.
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Ce recouvrement permet de choisir δ > 0 suffisamment petit, dépendant de
x et de ε, de sorte que Ox,δ = {y ∈ M |d(y,Ox) < δ} ait les propriétés suivantes :
Ox,δ est une sous variété à bord de M , d2(·, Ox) (où d(·, Ox) désigne la distance
à l’orbite) est une fonction C∞ sur Ox,δ, et Ox,δ est recouverte par les Ωm.

En répétant la construction de Ox,δ quel que soit x ∈ M , on recouvre M par
les Ox,δ. On extrait du recouvrement ainsi construit un recouvrement fini noté
(Oi,δ)i=1,...,N (eux mêmes recouverts par des (Ωim)m=1,...,Mi

). En considérant
sur chaque (Oi,δ) des fonctions dépendant uniquement de la distance à Ox (et
donc G-invariantes), on construit une partition de l’unité (ηi) subordonnée aux
Oi,δ. Quel que soit i, ηi ∈ C∞G , et donc quelle que soit u ∈ C∞G , ηiu ∈ C∞G et est
à support compact dans Oi,δ.

Sur chaque Oi,δ on construit une partition de l’unité subordonnée au re-
couvrement des Oi,δ par les Ωm de la manière suivante : pour chaque m on
considère βm ∈ C∞0 (U1m), βm ≥ 0. Alors βm peut être considérée comme une
fonction réelle définie sur U1m×U2m et ne dépendant pas des variables de U2m.
Posons αm = βm◦ΨmPM

m=1(βm◦Ψm)
, les αm constituent alors une nouvelle partition de

l’unité subordonnée aux Ωm et les αm ◦ Ψ−1
m sont indépendantes des variables

de U2m.
Considérons maintenant v ∈ C∞0,G(Oi,δ), v ≥ 0. On peut écrire :

∫

M

vdV =
∫

M

(∑
m

αm

)
vdV =

∑
m

∫

M

αmvdV =
∑
m

∫

Ωm

αmvdV

=
∑
m

∫

U1m×U2m

√
detgm

ij αmv ◦Ψ−1
m dxdy. (1.5)

Et, compte-tenu du point 3. du Lemme 2, on en déduit
∫

M

vdV ≤ (1 + ε)
∑
m

∫

U1m×U2m

αmv ◦Ψ−1
m dxdy. (1.6)

Comme pour chaque m la fonction αm ◦Ψ−1
m est indépendante des variables de

U2m, on note α1m la fonction αm ◦ Ψ−1
m considérée définie sur U1m. De même,

comme d’après le point 4. du Lemme 2, v ◦Ψ−1
m ne dépend que des variables de

U2m, on note v2m la fonction v ◦Ψ−1
m considérée définie sur U2m.

On peut alors écrire en séparant les variables :
∫

M

vdV ≤ (1 + ε)
∑
m

∫

U1m

α1mdx
∫

U2m

v2mdy. (1.7)

Comme les cartes (Ωm,Ψm) ont été construites isométriques entre elles et que v
est une fonction G-invariante,

∫
U2m

v2mdy ne dépend pas de m. L’inégalité (1.7)
s’écrit alors

∫

M

vdV ≤ (1 + ε)
∫

U2

v2dy
∑
m

∫

U1m

α1mdx. (1.8)

De plus, d’après le point 3. du Lemme 2,
∫

Vx

αmdṽ =
∫

U1m

√
detg̃ijαm ◦ Φ−1

1mdx ≥ (1− ε)
∫

U1m

α1mdx, (1.9)
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où dṽ est l’élément de volume pour g̃. D’où, en reprenant (1.8) et (1.9)
∫

M

vdV ≤ 1 + ε

1− ε

∫

U2

v2dy
∑
m

∫

Vx

αmdṽ

=
1 + ε

1− ε

∫

U2

v2dy
∫

Ox

∑
m

αmdṽ.

Finalement, en se rappelant que le volume de Ox est le volume pour la métrique
induite par g sur Ox,

∫

M

vdV ≤ 1 + ε

1− ε
vol Ox

∫

U2

v2dy. (1.10)

On distingue alors deux cas.
1. Cas où Ox est une orbite de dimension minimum k.
Soit u ∈ C∞G , reprenons (1.10) avec v = |u|p∗ . Alors,

[∫

M

|u|p∗dV
]n−k−p

n−k

≤
(

1 + ε

1− ε
vol Ox

)1− p
n−k

[∫

U2

|u2|p
∗
dy

]n−k−p
n−k

. (1.11)

On sait (voir par exemple [4] ou [17]) que quelle que soit w ∈ H̊p
1 (U2),

(∫

U2

|w|p∗dy
) 1

p∗

≤ K(n− k, p)
(∫

U2

|∇ew|pdy
) 1

p

,

où |∇e| désigne le module euclidien du gradient euclidien. On en déduit :

[∫

M

|u|p∗dV
]n−k−p

n−k

≤
(

1 + ε

1− ε
vol Ox

)1− p
n−k

Kp(n− k, p)
∫

U2

|∇eu2|pdy.(1.12)

D’autre part, en reprenant (1.5) avec v = |∇u|p qui est à support compact dans
Oi,δ, on obtient

∫

M

|∇u|pdV =
∑
m

∫

U1m×U2m

√
detgm

ij αm|∇u|p ◦Ψ−1
m dxdy

=
∑
m

∫

U1m×U2m

√
detgm

ij αm|gij
m∂iu∂ju|p ◦Ψ−1

m dxdy.

Et d’après le point 3. du Lemme 2,
∫

M

|∇u|pdV ≥ 1− ε

1 + ε

∑
m

∫

U1m×U2m

(αm ◦Ψ−1
m )|∇e(u ◦Ψ−1

m )|pdxdy.

Comme u ◦Ψ−1
m ne dépend que des variables de U2m, |∇e(u ◦Ψ−1

m )|p définie sur
U2m n’est autre que |∇eu2m|p, où l’on rappelle que u2m est l’application u◦Ψ−1

m

considérée définie sur U2m. Il s’ensuit :
∫

M

|∇u|pdV ≥ 1− ε

1 + ε

∑
m

(∫

U1m

α1mdx
)(∫

U2m

|∇eu2m|pdy
)

.
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Et, puisque
∫

U1m
α1mdx ≥ 1

1+ε

∫
Vx

α1m ◦Φ−1
1 dṽ, et comme u2 est G-invariante,

∫

M

|∇u|pdV ≥ 1− ε

(1 + ε)2
vol Ox

∫

U2

|∇eu2|pdy. (1.13)

Des relations (1.12) et (1.13) on peut déduire, lorsque u ∈ C∞0,G(Oi,δ),

(∫

M

|u|p∗dV
)n−k−p

n−k

≤ (1 + cε)(vol Ox)
−p

n−k Kp(n− k, p)
∫

M

|∇u|pdV

≤ (1 + cε)A
−p

n−k Kp(n− k, p)
∫

M

|∇u|pdV, (1.14)

où c ne dépend que de n, k et p, et A est le plus petit volume des orbites de
dimension minimum k.

2. Cas où Ox est de dimension k0 > k.
Dans ce cas U2 ⊂ Rn−k0 . L’inclusion H̊p

1 (U2) ⊂ Lp∗(U2) est compacte, étant
donné que p∗ = (n−k)p

n−k−p < (n−k0)p
n−k0−p . Alors, quel que soit ε0 > 0, il existe C tel que

(∫

U2

|u2|p
∗
dy

) p
p∗

≤ ε0

∫

U2

|∇eu2|pdy + C

∫

U2

|u2|pdy.

D’où, d’après la relation (1.11),

(∫

M

|u|p∗dV
) p

p∗

≤ C

(
ε0

∫

U2

|∇eu2|pdy + C

∫

U2

|u2|pdy
)

.

D’autre part, en utilisant, comme pour obtenir la relation (1.13), les majorations
de la métrique données dans le point 3. du Lemme 2, on trouve :

∫

M

|u|pdV ≥ C

∫

U2

|u2|pdy.

On obtient, en utilisant (1.13) :

(∫

M

|u|p∗dV
) p

p∗

≤ ε0 C

∫

M

|∇u|pdV + C

∫

M

|u|pdV.

On peut choisir ε0 suffisamment petit de sorte que

(∫

M

|u|p∗dV
) p

p∗

≤ A
−p

n−p Kp(n− k, p)
∫

M

|∇u|pdV + C

∫

M

|u|pdV. (1.15)

On est sous les hypothèses du Lemme 1, où C = A
−p

n−p K(n − k, p)p. En se
rappelant que C∞G est dense dans Hp

1,G et en appliquant le Lemme 1, on peut
déduire des relations (1.14) et (1.15) que, quelle que soit u ∈ Hp

1,G,

[∫

M

|u|p∗dv
] p

p∗

≤
(

Kp(n− k, p)

A
p

n−k

+ ε

) ∫

M

|∇u|pdV + Bε

∫

M

|u|pdV, (1.16)

ce qui termine la démonstration de la partie (a) du Théorème 1.
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On s’attache à présent à montrer que la constante K(n − k, p)pA
−p

n−k de
l’inégalité (1.16) est la meilleure possible. Pour cela, quel que soit ε > 0 il suffit
d’exhiber une famille (uα)α>0 de fonctions de Hp

1 (M) telles que, quel que soit
le réel C,

lim
α→0

∫
M
|∇uα|pdV + C

∫
M
|uα|pdV

(∫
M
|uα|p∗

) p
p∗

≤ A
p

n−k K(n− k, p)−p + ε. (1.17)

Rappelons d’abord un résultat classique qui caractérise K(n, p) (voir par
exemple [4] ou [17]).

Lemme 3. Soit B une boule de Rn centrée en 0 et de rayon δ. Les fonctions
vα ∈ H̊p

1 (B) définies par vα(y) = (α + ||y||2)1−n
p − (α + δ2)1−

n
p vérifient :

lim
α→0

∫
B
|∇evα|p dx + C

∫
B

vp
αdx

(∫
B

v
pn

n−p
α dV

)n−p
n

= K−p(n, p).

Considérons Ox une orbite de dimension minimale k et de volume minimal
A. Pour ε > 0, considérons un voisinage Ox,δε de Ox, où δε est tel que sur
Ox,δε on puisse appliquer le Lemme 2 (notamment le point 3. pour le ε choisi)
comme dans la démonstration de la partie (a). On définit pour α > 0 la fonction
uα ∈ H̊p

1 (Ox,δε) de la manière suivante :

uα(y) =
{

(α + d2(y,Ox))1−
n−k

p − (α + δ2
ε)1−

n−k
p pour y ∈ Ox,δε

0 pour y ∈ M \Ox,δε

où d(y, Ox) désigne la distance de y à l’orbite Ox pour la métrique g.
Comme uα(y) ne dépend que de la distance à Ox, uα ∈ Hp

1,G(M). En utili-
sant, comme pour la démonstration de la partie (a), les majorations et minora-
tions de la métrique g données dans le point 3. du Lemme 2, on obtient, quel
que soit le réel C,
∫

M
|∇uα|p dV + C

∫
M

up
αdV

(∫
M

u
p(n−k)
n−k−p
α

)n−k−p
n−k

≤ (1 + cε)A
p

n−k

∫
U2
|∇eu2,α|pdy + C

∫
U2

up
2,αdy

(∫
U2

u
p(n−k)
n−k−p

2,α dy
)n−k−p

n−k

,

où l’on rappelle que u2,α = uα ◦ Ψ−1 est considérée comme définie sur U2,
puisque uα ◦ Ψ−1 ne dépend pas des variables de U1. D’autre part, comme la
carte (Wx, Φ2) est une carte géodésique normale en x pour Wx et que, d’après
la construction de Wx, quel que soit y ∈ Wx, dWx(y, x) = d(y,Ox), on peut
écrire, quel que soit y ∈ U2 ⊂ Rn−k,

u2,α(y) = (α + ||y||2)1−n−k
p − (α + δ2

ε)1−
n−k

p .

Il s’ensuit d’après le Lemme 3 que :

lim
α→0

∫
M
|∇uα|p dV + Bα

∫
M

up
αdV

(∫
M

u
p(n−k)
n−k−p
α

)n−k−p
n−k

≤ (1 + cε)A
p

n−k
1

Kp(n− k, p)
.

L’inégalité (1.17) est montrée, ce qui termine la démonstration de la partie (b)
du Théorème 1.
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1.3 Exemples

Le Théorème 1 permet de retrouver les résultats obtenus par Aubin et Cot-
siolis sur la sphère Sn pour le groupe d’isométries O(r)×O(s), où r + s = n+1
et r ≥ s ≥ 2. On peut en fait étendre ce résultat à n’importe quel groupe
d’isométries G du type O(r1)×O(r2)× . . .×O(rm), où r1 + r2 + . . . rm = n+1,
et en choisissant (sans nuire à la généralité) r1 ≥ r2 ≥ . . . ≥ rm ≥ 2. Dans ce
cas, la dimension minimum des G-orbites est k = rm−1, et le volume minimum
des orbites de dimension k est A = wrm−1. La valeur explicite de la meilleure
constante dans l’inégalité du Théorème 1 est donc, pour 1 ≤ p ≤ r1 + . . .+rm−1

Kp(n− k, p)

A
p

n−k

=
Kp(n + 1− rm, p)

w
p

n−k

rm−1

.

On peut également considérer à titre d’exemple le produit de la sphère S2 par
le tore T2 défini par

T2(a, b) = {(x, y, z) ∈ R3|(x2 + y2 + z2 + b2)2 − 4a2(x2 + y2) = 0},

où 0 < b < a, et le groupe d’isométries G = Rz × Rz, où Rz est le groupe des
rotations autour de l’axe z. La meilleure constante de l’inégalité dans ce cas est
alors, pour 1 ≤ p < 3

Kp(3, p)
(2π(a−√a2 − b2))

p
3
.

Une étude détaillée de ces exemples est proposée au Chapitre 5 “Des conditions
suffisantes pour une inégalité sans ε”, Propositions 3 et 4.
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Chapitre 2

Meilleure constante dans le
cas d’exception des
inégalités de Sobolev en
présence de symétries

2.1 Introduction et énoncé du Théorème 2

Lorque p = n − k, le Théorème 1 ne s’applique plus, mais le théorème
qui suit peut être considéré comme une extension à ce cas. On obtient alors
des inégalités de Sobolev du type de celles établies par Trudinger [32] dans le
contexte euclidien et par Aubin [3] et Cherrier [12] sur les variétés riemanniennes
en l’absence d’invariance par symétrie. Dans ces inégalités, il nous est de nouveau
possible de déterminer la meilleure constante. Ce théorème étend à une variété
riemannienne compacte quelconque et à un groupe d’isométries quelconque les
résultats obtenus par Aubin et Cotsiolis [7] dans le cas de la sphère standard et
du groupe O(r)×O(s).

Théorème 2. Considérons (M, g) une variété riemannienne compacte de di-
mension n, G un sous groupe compact du groupe des isométries de M . Soit k
la plus petite dimension des orbites de M sous G, et A le volume minimum des
orbites de dimension k. On suppose que n− k ≥ 2. Alors

(a) Quel que soit ε > 0, il existe Cε tel que quelle que soit u ∈ Hn−k
1,G (M) de

moyenne nulle (i.e.
∫

M
udV = 0) on ait :

∫

M

eudV ≤ Cε exp
((µn−k

A
+ ε

)
)||∇u||n−k

n−k

)
,

où µn−k = (n− k− 1)n−k−1(n− k)1−2(n−k)w−1
n−k−1, wn désignant le volume de

Sn standard. Autrement dit, quelle que soit u ∈ Hn−k
1,G (M) (pas nécessairement

de moyenne nulle), on a l’inégalité :
∫

M

eudV ≤ Cε exp
((µn−k

A
+ ε

)
||∇u||n−k

n−k +
1

vol (M)

∫

M

udV
)

.
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(b) µn−k

A est la meilleure constante telle que les inégalités précédentes restent
vraies quelle que soit u ∈ Hn−k

1,G (M).

2.2 Démonstration du Théorème 2

Pour prouver le Théorème 2, on a besoin de la Proposition 1 qui suit. Par la
suite, on déduira du Théorème 2 un corollaire, qui sera en fait une amélioration
de cette proposition.

Proposition 1. Considérons (M, g) une variété riemannienne compacte de di-
mension n, G un sous groupe compact du groupe des isométries de M . Soit k
la plus petite dimension des orbites de M sous G, et A le volume minimum des
orbites de dimension k. On suppose que n− k ≥ 2. Alors

(a) Quel que soit ε > 0, il existe des constantes Bε et Aε telles que, quelle
que soit u ∈ Hn−k

1,G (M) on ait :

∫

M

eudV ≤ Bε exp
((µn−k

A
+ ε

)
||∇u||n−k

n−k + Aε||u||n−k
n−k

)
,

où µn−k = (n− k− 1)n−k−1(n− k)1−2(n−k)w−1
n−k−1, wn désignant le volume de

Sn standard.
(b) µn−k

A est la meilleure constante telle que l’inégalité précédente reste vraie
quelle que soit u ∈ Hn−k

1,G (M).

Remarque. Le schéma de la démonstration de la Proposition 1 est proche de
celui du Théorème 1, et utilise entre autres le Lemme 2. Mais les propriétés de
l’exponentielle obligent à modifier certaines étapes. On ne pourra en particulier
pas utiliser une partition de l’unité comme dans la démonstration du Lemme 1.

Démonstration. Puisque C∞G (M) est dense dans Hn−k
1,G (M), il suffit de montrer

l’inégalité de la proposition pour les fonctions u ∈ C∞G (M). Fixons ε > 0. Re-
prenons le recouvrement de M par les N ouverts (Oi,δε) construits comme dans
la démonstration du Théorème 1, c’est à dire tels qu’on puisse utiliser les mino-
rations et majorations du point 3. du Lemme 2 pour le ε > 0 fixé (chaque Oi,δε

étant recouvert par un nombre fini de cartes Ωm du type de celle construite
dans le Lemme 2). On montre le lemme suivant :

Lemme 4. Pour ε > 0, considérons un des Oi,δε du recouvrement de M , de
sorte que Oi soit de dimension k. Il existe alors C > 0 tel que quelle que soit
Φ ∈ Hn−k

1 (Oi,δε) on ait
∫

Oi,δε

eΦdV ≤ Cexp
(

(1 + cε)
µn−k

vol Oi
||∇Φ||n−k

n−k

)
,

avec
µn−k = (n− k − 1)n−k−1(n− k)1−2(n−k)w−1

n−k−1.

Démonstration. Lorsque Ω est un ouvert borné de Rn, on sait, (voir par exemple
[12]) qu’il existe une constante C̃ telle que quelle que soit Φ ∈ H̊n

1 (Ω), on ait
∫

Ω

eΦdv ≤ C̃exp (µn||∇eΦ||nn) , (2.1)
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avec
µn = (n− 1)n−1n1−2nw−1

n−1.

Si maintenant Φ ∈ C∞0,G(Oi,δε), Oi étant de dimension k, les techniques utilisées
dans la démonstration du Théorème 1, en considérant la partition de l’unité
(Ωm, αm), permettent d’écrire :

∫

Oi,δε

eΦdV ≤ (1 + ε)
∑
m

∫

U1m×U2m

αm ◦Ψ−1
m eΦ◦Ψ−1

m dxdy

≤ (1 + ε)
∑
m

(∫

U1m

αm ◦Ψ−1
1mdx

)(∫

U2m

eΦ2dy
)

,

≤ (1 + ε)(vol Oi)
∫

U2m

eΦ2dy,

où l’on rappelle que Φ2 est l’application Φ ◦Ψ−1
m considérée définie sur U2m. En

utilisant (2.1), on trouve, puisque U2m est un ouvert borné de Rn−k

∫

Oi,δε

eΦdV ≤ (1 + ε)(vol Oi)C exp
(

µn−k

∫

U2m

|∇eΦ2|n−kdy
)

. (2.2)

Or, d’après les inégalités du point 3. du Lemme 2,
∫

M

|∇Φ|n−kdV ≥ (1 + cε)(vol Oi)
∫

U2m

|∇eΦ2|n−kdy. (2.3)

En réinjectant (2.3) dans (2.2), on termine la démonstration du Lemme 4.

Choisissons alors δ > 0 de sorte que la variété M soit recouverte par N
ouverts Oi,δ/2 = {y ∈ M |d(y, Oi) < δ/2} où Oi est une G-orbite de dimension
ki ≥ k.

Soit Ψ(r) une fonction numérique de classe C∞, 0 ≤ Ψ ≤ 1, égale à 1 pour
0 ≤ r ≤ δ/2, nulle pour r ≥ δ. Notons Ψi(x) = Ψ(d(Oi, x)). Les fonctions
Ψi définies sur Oi,δ sont alors invariantes par G (mais ne constituent pas une
partition de l’unité), et pour tout i, si u ∈ C∞G , uΨi ∈ C∞G (Oi,δ).

Soit u ∈ C∞G (M), d’après le Lemme 4,
∫

M

euΨidV ≤ C exp
(

(1 + cε)
µn−ki

vol Oi
||∇(uΨi)||n−ki

n−ki

)
.

Utilisant le fait qu’il existe deux constantes α > 0 et β > 0 dépendant uni-
quement de n − k telles que, quels que soient les réels positifs x et y on ait
(x + y)n−k ≤ xn−k + αxn−k−1y + βyn−k, on majore ||∇(uΨi)||n−ki

n−ki
de la façon

suivante :

||∇(uΨi)||n−ki

n−ki

≤ (||Ψi∇u||n−ki + ||u∇Ψi||n−ki)
n−ki

≤ ||Ψi∇u||n−ki

n−ki
+ α||Ψi∇u||n−ki−1

n−ki
||u∇Ψi||n−ki + β||u∇Ψi||n−ki

n−ki
.

D’autre part, quel que soit ε0 > 0, il existe un réel B dépendant de ε0, n, k tel
que pour tous réels positifs x et y, xn−k−1y ≤ ε0x

n−k + Byn−k. Il s’ensuit :
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||∇(uΨi)||n−ki

n−ki

≤ (1 + αε0)||Ψi∇u||n−ki

n−ki
+ (αn−kiB + β)||u∇Ψi||n−ki

n−ki

≤ (1 + αε0)||∇u||n−ki

n−ki
+ (αn−kiB + β)(sup

M
|∇Ψi|n−ki)||u||n−ki

n−ki

≤ (1 + αε0)||∇u||n−ki

n−ki
+ C||u||n−ki

n−ki
. (2.4)

Si la dimension de Oi est telle que dimOi = ki = k (rappelons que k est la
dimension minimale des orbites), le Lemme 4 et l’inégalité (2.4) permettent
d’écrire :

∫

Oi,δ

euΨidV ≤ C exp
(
(1 + ε)

µn−k

A
(1 + αε0)||∇u||n−k

n−k + C||u||n−k
n−k

)
. (2.5)

Dans le cas où ki > k, on procède différemment et on utilise le fait que quels
que soient ε0 > 0 et le réel positif x, on a xn−ki ≤ εox

n−k + ε
(n−ki)(k−ki)
0 . On

peut alors écrire, en utilisant l’inégalité de Hölder, qu’il existe C tel que quel
que soit ε0 > 0,

||∇u||n−ki

n−ki
≤ εo||∇u||n−k

n−ki
+ ε

(n−ki)(k−ki)
0 ≤ Cε0||∇u||n−k

n−k + ε
(n−ki)(k−ki)
0 .

De même,

||u||n−ki

n−ki
≤ εo||u||n−k

n−ki
+ ε

(n−ki)(k−ki)
0 ≤ Cε0||u||n−k

n−k + ε
(n−ki)(k−ki)
0 .

De (2.4) on déduit alors, lorsque ki > k, que, quel que soit ε0 > 0, il existe C
tel que

||∇uΨi||n−ki

n−ki
≤ εo||∇u||n−k

n−k + C||u||n−k
n−k + C.

On en déduit en utilisant le Lemme 4, que
∫

Oi,δ

euΨidV ≤ C exp
(

(1 + ε)
µn−ki

vol Oi
ε0||∇u||n−k

n−k + C||u||n−k
n−k

)
. (2.6)

On peut donc, pour chaque i tel que ki > k, choisir ε0 de sorte que ε0
µn−ki

vol Oi
<

µn−k

A . Il s’ensuit d’après (2.5) et (2.6) que, quel que soit i,
∫

Oi,δ

euΨidV ≤ C exp
(
(1 + ε)

µn−k

A
||∇u||n−k

n−k + C||u||n−k
n−k

)
.

Finalement, quelle que soit u ∈ Hn−k
1,G ,

∫

M

eudV ≤
∑

i

∫

Oi,δ/2

eudV ≤
∑

i

∫

Oi,δ

euΨidV

≤ Cε exp
(
(1 + cε)

µn−k

A
||∇u||n−k

n−k + C||u||n−k
n−k

)
.

La partie (a) de la Proposition 1 est démontrée.
On s’attache à présent à montrer que la constante µn−k

A de la Proposition 1
est bien la plus petite constante µ telle que l’inégalité

∫

M

eudV ≤ Cε exp
(
(µ + ε)||∇u||n−k

n−k + Aε||u||n−k
n−k

)

24



soit vérifiée quelle que soit u ∈ Hn−k
1 (M). Pour cela il suffit, quel que soit ε > 0,

d’exhiber une suite (vα) de fonctions dans Hn−k
1,G (M) telle que, quels que soient

les réels D et E,

lim
α→0

||∇vα||n−k
n−k + D||vα||n−k

n−k + E

log
∫

M
evαdV

≤ A

µn−k
+ ε.

Soit ε > 0. Considérons Ox une orbite de dimension minimum k et de volume
minimum A. Pour ε > 0, soit Ox,δε

= {y ∈ M |d(y, Ox) < δε} tel que, sur Ox,δε
,

le point 3. du Lemme 2 soit vérifié pour le ε que l’on s’est fixé. En reprenant les
fonctions introduites par Cherrier [12] on définit les fonctions vα ∈ Hn−k

1,G (M)
de la manière suivante :

vα(y) =





−(n− k) log
(
α + d(y, Ox)

n−k
n−k−1

)
+ (n− k) log

(
α + δ

n−k
n−k−1
ε

)
si y ∈ Ox,δε

0 si y ∈ M \Ox,δε

où d(y, Ox) désigne la distance à Ox pour la métrique g. En procédant comme
dans la démonstration du Théorème 1, on écrit :

∫

M

evαdV ≤ (1 + ε)
∑
m

∫

U1m×U2m

αm ◦Ψ−1
m evα◦Ψ−1

m dxdy

≤ (1 + ε)A
∫

U2

ev2,αdy,

où l’on rappelle que v2,α = vα ◦ Ψ−1 est considérée définie sur U2, vα ◦ Ψ−1

ne dépendant pas des variables de U1. D’autre part, comme (Wx, Φ2) est une
carte géodésique normale en x pour Wx et comme, quel que soit y ∈ Wx,
dWx(y, x) = d(y, Ox) d’après la construction de Wx, on en déduit : quel que soit
y ∈ U2 ⊂ Rn−k,

v2,α(y) = −(n− k) log(α + ||y|| n−k
n−k−1 ) + (n− k) log(α + δ

n−k
n−k−1 ). (2.7)

On obtient alors :∫

M

evαdV ≤ C

∫

U2

ev2,αdy

≤ C

∫

U2

[
α + ||y|| n−k

n−k−1

]−(n−k)

×
[
α + δ

n−k
n−k−1
ε

]−(n−k)

dy,

où C > 0, et par un changement de variable :
∫

M

evαdV ≥ C

(
n− k − 1

n− k
wn−k−1δ

(n−k)2

n−k−1
ε

∫ +∞

0

(1 + t)−(n−k)tn−k−2dt
)

1
α

,

On remarque que l’intégrale
∫ +∞
0

(1 + t)−(n−k)tn−k−2dt est finie, étant donné
que n − k ≥ 2. Il s’ensuit

∫

M

evαdV ≥ Cε
1
α

.

D’autre part, en utilisant à nouveau le point 3. du Lemme 2 :

||∇vα||n−k
n−k ≤ (1 + ε)A

∫

U2

|∇ev2,α|n−kdy,
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où l’on rappelle que v2,α est l’application vα ◦Ψ−1
2m considérée définie sur U2m.

En utilisant l’expression (2.7) et d’après [12], on trouve :

||∇vα||n−k
n−k ≤

(1 + ε)A
µn−k

log
1
α

+ C.

On majore maintenant ||vα||n−k
n−k de la manière suivante :

||vα||n−k
n−k ≤ C

∫

U2

vn−k
α dy

≤ C

∫ δε

0

(
log(α + r

n−k
n−k−1 ) + log(α + δ

n−k
n−k−1
ε )

)n−k

rn−k−1dr.

Puisque, quels que soient les réels x, y > 0, il existe deux réels γ et β strictement
positifs tels que (x + y)n−k ≤ xn−k + γxn−k−1y + βyn−k, il s’ensuit :

||vα||n−k
n−k

=
∫ δε

0

[ ∣∣∣log(α + r
n−k

n−k−1 )
∣∣∣
n−k

+ γ
∣∣∣log(α + r

n−k
n−k−1 )

∣∣∣
n−k−1

∣∣∣∣log(α + δ
n−k

n−k−1
ε )

∣∣∣∣

+β

∣∣∣∣log(α + δ
n−k

n−k−1
ε )

∣∣∣∣
n−k

]
rn−k−1dr.

De plus, pour α et δε suffisamment petits, r étant inférieur à δε,

∣∣∣log(α + r
n−k

n−k−1 )
∣∣∣
n−k

≤
∣∣∣log(r

n−k
n−k−1 )

∣∣∣
n−k

≤
∣∣∣∣

n− k

n− k − 1
log r

∣∣∣∣
n−k

≤ C

ra
,

où a est choisi de sorte que 0 < a− n + k + 1 < 1. On en déduit facilement que
||vα||n−k

n−k ≤ C.
Finalement, quels que soient les réels D et E

||∇vα||n−k
n−k + D||vα||n−k

n−k + E

log
∫

M
evαdV

≤
(1 + ε) A

µn−k
log 1

α + C

log 1
α + log Cε

.

D’où

lim
α→0

||∇vα||n−k
n−k + D||vα||n−k

n−k + E

log
∫

M
evαdV

≤ (1 + ε)A
µn−k

.

Ce qui termine la démonstration de la partie (b) de la Proposition 1.

On est à présent en mesure de prouver le Théorème 2.

Démonstration. On reprend ici le principe de la démonstration proposée par
Aubin [3]. On apportera cependant certaines modifications, liées au fait que dans
notre cas les fonctions sont invariantes par G. En particulier nous n’utiliserons
pas la densité des fonctions C∞(M) n’ayant qu’un nombre fini de points critiques
non dégénérés dans C∞(M).

Lorsque u ∈ C∞G (M), u de moyenne nulle (i.e.
∫

M
udV = 0) on note ǔ =

sup(u, 0). Il est alors clair que ǔ ∈ Hn−k
1,G (M) et ||∇ǔ||n−k ≤ ||∇u||n−k. Pour

a ∈ R on note Ωa(u) = {x ∈ M |u(x) ≥ a} et ηa(u) la mesure de Ωa(u). Pour
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u ∈ C∞G (M) fixée, ηa(u) est évidemment une fonction décroissante en a, mais
pas nécessairement continue.

Soit ε > 0. Il s’agit de déterminer un Cε tel que, quelle que soit u ∈ Hn−k
1,G (M)

de moyenne nulle,
∫

M

eudV ≤ Cε exp
(
(
µn−k

A
+ ε)||∇u||n−k

n−k

)
.

Fixons un réel η > 0, dont le choix en fonction de ε sera précisé par la suite.
Soit u ∈ C∞G (M) de moyenne nulle. Deux cas peuvent se produire suivant qu’il
existe b ≥ 0 tel que ηb(u) ≥ η ou non.

1. Supposons qu’il existe b ≥ 0 tel que ηb(u) ≥ η.
On pose a = sup{b ∈ R|ηb(u) ≥ η}. Alors a ≥ 0, ηa+1(u) < η et ηa/2(u) ≥ η.

On déduit de la Proposition 1 :
∫

M

eudV ≤ ea+1

∫

M

e
ˇ̂

u−(a+1)dV

≤ ea+1Bε/2 exp
(

(
µn−k

A
+

ε

2
)||∇u||n−k

n−k + Aε/2||
ˇ̂

u− (a + 1)||n−k
n−k

)
(2.8)

Comme u est de moyenne nulle, il existe une constante C1 telle que

||ǔ||1 =
1
2
||u||1 ≤ C1||∇u||n−k. (2.9)

D’autre part, ||ǔ||1 ≥ a
2ηa/2(u) et ||ǔ||1 ≤ C1||∇u||n−k, on en déduit, puisque

ηa/2(u) ≥ η :

a ≤ 2
(
ηa/2(u)

)−1 ||ǔ||1 ≤ 2
C1

η
||∇u||n−k.

Utilisant le fait que pour tout α > 0,

||∇u||n−k < α||∇u||n−k
n−k + α

−1
n−k−1

et en choisissant α = η2

2C1
, on obtient

a ≤ η||∇u||n−k + C2η
− n−k+1

n−k−1 + 1, (2.10)

où C2 ne dépend ni de u ni de η.
Par ailleurs, comme a + 1 > 0, on a, toujours d’après (2.9),

|| ˇ̂
u− (a + 1)||1 ≤ ||ǔ||1 ≤ C1||∇u||n−k.

D’après l’inégalité de Hölder et les inclusions de Sobolev continues et compactes
de Hn−k

1,G (M) dans Lp
G(M) quel que soit p ≥ 1, on obtient :

|| ˇ̂
u− (a + 1)||n−k

n−k ≤ η
1/2
a+1(u)|| ˇ̂

u− (a + 1)||n−k
2(n−k) < η1/2|| ˇ̂

u− (a + 1)||n−k
2(n−k).

Finalement,

|| ˇ̂
u− (a + 1)||n−k

n−k ≤ Dη1/2||∇u||n−k
n−k, (2.11)
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où D est une constante ne dépendant ni de u, ni de η.
En réinjectant (2.11) et (2.10) dans (2.8), on peut écrire

∫

M

eudV ≤

Bε/2 exp
(
C2η

− n−k+1
n−k−1 + 1

)
exp

(
(
µn−k

A
+

ε

2
+ Aε/2Dη1/2 + η)||∇u||n−k

n−k

)
.

2. Supposons que quel que soit b ≥ 0, ηb(u) < η.
On a ∫

M

eudV ≤
∫

M

eǔdV

et d’après la Proposition 1,
∫

M

eudV ≤ Bε/2 exp
(
(
µn−k

A
+

ε

2
)||∇u||n−k

n−k + Aε/2||u||n−k
n−k

)
. (2.12)

Mais dans ce cas η0(u) ≤ η, alors, par les mêmes calculs que ceux utilisés dans
le premier cas, on obtient :

||ǔ||n−k
n−k ≤ ||ǔ||n−k

2(n−k) (η0(u))1/2 ≤ Dη1/2||∇u||n−k
n−k. (2.13)

D’où, d’après (2.12) et (2.13)
∫

M

eudV ≤ Bε/2 exp
(
(
µn−k

A
+ Aε/2Dη1/2 +

ε

2
)||∇u||n−k

n−k

)
.

Dans les deux cas il suffit donc de choisir η > 0 tel que

Aε/2Dη1/2 + η <
ε

2
,

puis
Cε = Bε/2 exp

(
C2η

− n−k+1
n−k−1 + 1

)

pour que la première inégalité du Théorème 2 soit vérifiée quel que soit
u ∈ Hn−k

1,G (M) de moyenne nulle.
La deuxième inégalité du Théorème 2 s’obtient alors facilement en écrivant

la première inégalité pour les fonctions

ũ = u− 1
vol (M)

∫

M

udV

lorsque u n’est pas de moyenne nulle.
La partie (b) du Théorème 2 se montre de la même manière que la partie

(b) de la Proposition 1, en utilisant la suite de fonctions (vα) définie alors.
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2.3 Corollaire du Théorème 2

Du Théorème 2 découle le corollaire suivant.

Corollaire 1. Sous les mêmes hypothèses sur (M, g), G, k, et A que dans le
Théorème 2, quels que soient ε, ε′ > 0, il existe Cε,ε′ tel que, quelle que soit
u ∈ Hn−k

1,G (M), on ait

∫

M

eudV ≤ Cε exp
(
(
µn−k

A
+ ε)||∇u||n−k

n−k + ε′||u||n−k
n−k

)
,

et µn−k

A est la meilleure constante possible telle que l’inégalité précédente reste
vraie quelle que soit u ∈ Hn−k

1,G (M).

Remarque. La constante devant le terme ||u||n−k
n−k peut être choisie aussi petite

que l’on souhaite, ce qui est une amélioration de la Proposition 1.

Démonstration. Quelle que soit u ∈ Hn−k
1,G (M),

∫
M

udV ≤ C||u||n−k, où C ne
dépend que de M . D’autre part, quel que soit ε′ > 0, il existe une constante Cε′

telle que C||u||n−k ≤ ε′||u||n−k
n−k + Cε′ . En utilisant le Théorème 2 on en déduit :

quels que soient ε, ε′ > 0, il existe Cε,ε′ tel que quelle que soit u ∈ Hn−k
1,G (M)

∫

M

eudV ≤ Cε,ε′ exp
(
(
µn−k

A
+ ε)||∇u||n−k

n−k + ε′||u||n−k
n−k

)
.

Pour prouver que µn−k

A est la meilleure constante possible, on utilise à nouveau
les fonctions vα définies pour démontrer la partie (b) de la Proposition 1.

2.4 Exemple

Ce théorème permet de retrouver le résultat établi par Aubin et Cotsiolis
sur la sphère Sn avec le groupe d’isométries G = O(r) × O(s), r + s = n + 1,
r ≥ s ≥ 2. Dans ce cas, la dimension minimum des G-orbites est k = s−1 = n−r
et le volume minimum des orbites de dimension k est A = ws−1 = wn−r. On a
alors µn−k

A = µr

wn−r
, et on retrouve la constante établie par Aubin et Cotsiolis.

On peut également étendre ce résultat au cas d’un groupe d’isométries G du
type O(r1)×O(r2)×. . .×O(rm), r1+r2+. . .+rm = n+1 et r1 ≥ r2 ≥ . . . ≥ rm.
Dans ce cas, k = rm − 1 et A = wrm−1.

29



Chapitre 3

Quelques applications à des
problèmes d’analyse non
linéaire

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n. On considère
les deux équations différentielles suivantes :

∆pΦ + hΦp−1 = fΦq−1 (3.1)

et

∆pΦ + a = feΦ (3.2)

où p > 1, q > 2 sont deux réels donnés et ∆p désigne le p-laplacien ∆pΦ =
−∇(|∇Φ|p−2∇Φ). On suppose que h et f sont deux fonctions continues sur M
et a un réel.

Dans l’équation (3.1), l’exposant critique pour lequel l’existence de solu-
tions non nulles pose problème est q = np

n−p (quand n > p). Pour p = 2 et
h = n−2

4(n−1)scal(M), on retrouve l’équation bien connue de courbure scalaire
prescrite. Quand h et f sont G-invariantes, G étant un sous groupe du groupe
des isométries de M , l’exposant critique de l’équation (3.1) devient q = (n−k)p

n−k−p

(quand n−k > p), où k est la plus petite dimension des G-orbites. Quand k > 0,
l’exposant critique est alors “sur-critique”, car (n−k)p

n−k−p > np
n−p . L’équation (3.1)

lorsque p 6= 2 en l’absence de symétries a été étudiée par Druet [16]. Dans le
cas particulier de la sphère Sn pour les fonctions O(r) × O(s)-invariantes, les
équations (3.1) et (3.2) ont été étudiées par Aubin et Cotsiolis [7]. Les théorèmes
de ce chapitre étendent ces résultats à une variété compacte quelconque et
à un groupe d’isométries quelconque. Les démonstrations font intervenir les
meilleures constantes déterminées dans les Théorèmes 1 et 2.
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3.1 Enoncé des théorèmes

Théorème 3. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte, G un sous
groupe compact du groupe des isométries de M tel que la plus petite dimension
des orbites soit k et le volume minimum des orbites de dimension k soit A, h et
f deux fonctions continues invariantes par G. Soit p un réel tel que n > k + p.
On suppose que f est positive quelquepart et que Lp(Φ) = ∆pΦ + a(x)Φp−1 est
un opérateur coercif.

a) Si

µ <
A

p
n−k

Kp(n− k, p)(supM f)
n−k−p

n−k

, (?)

où K(n− k, p) est la meilleure constante établie dans le Théorème 1 et

µ = inf
A

(∫

M

|∇Φ|pdV +
∫

M

h|Φ|pdV
)

avec A = {Φ ∈ Hp
1,G|

∫
M

f |Φ| (n−k)p
n−k−p dV = 1}, alors l’équation (3.1) avec

q = (n−k)p
n−k−p admet une solution strictement positive appartenant à C1,α pour

un certain α ∈]0, 1[, (cette solution appartient à C2
G si p = 2).

b) L’inégalité (?) est en particulier vérifiée si

∫

M

hdV <
A

p
n−k

K(n− k, p)p

(∫
M

fdV
supM f

)n−k−p
n−k

.

Théorème 4. Soient M , G, k et A comme dans le théorème précédent, (3.2)
admet une solution appartenant à C1,α pour un certain α ∈]0, 1[ (cette solution
appartient à C2

G si p = 2) si l’une des hypothèses suivantes est vérifiée :

1. a < 0 et f est partout négative

2. a = 0,
∫

M
fdV < 0 et supM f > 0

3. 0 < a < A
(n−k)V µn−k

et supM f > 0

avec µn−k = (n− k − 1)n−k−1(n− k)1−2(n−k)w−1
n−k−1 et V = vol M .

3.2 Démonstration des théorèmes

3.2.1 Démonstration du Théorème 3

Démonstration. La preuve du théorème se fait en plusieurs étapes. On com-
mence par établir un résultat d’existence dans le cas où l’exposant q est
sous-critique, c’est à dire lorsque p < q < p∗, avec p∗ = (n−k)p

n−k−p . On note
Aq = {Φ ∈ Hp

1,G|
∫

M
|Φ|qdV = 1} pour p < q ≤ p∗ et on considère la fonction-

nelle
I(Φ) =

∫

M

|∇Φ|pdV +
∫

M

h|Φ|pdV.

On pose µq = inf Φ pour Φ ∈ Aq et on note µ = µp∗ .
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Lemme 5. Sous les mêmes hypothèses sur M , G, h et f que dans le Théorème
3, si p < q < p∗, l’équation

∆pΦ + hΦp−1 = µqfΨΦq−1 (3.3)

admet une solution faible positive Φq ∈ Aq, telle que I(Φq) = µq.

Démonstration. On utilise la méthode variationnelle standard. Sous la condition
nécessaire que f soit positive quelquepart, on montre que Aq n’est pas vide. En
effet, dans le cas particulier où G est un groupe fini, si Φ ∈ D(M) est une fonction
positive telle que

∫
M

fΦqdV > 0, alors on peut vérifier que ΦG = (Σσ∈GΦq ◦ σ)
1
q

est G-invariante, appartient à Hp
1, et vérifie

∫

M

fΦq
GdV = (Card G)

∫

M

fΦq > 0.

Dans le cas général, si l’on note dµ la mesure de Haar sur G, on prend ΦG =(∫
G

Φq ◦ σdµ
) 1

q qui est G-invariante, appartient à Hq
1 et vérifie

∫

M

fΦq
G = voldµG

∫

M

fΦq > 0.

Soit (Φi) une suite minimisante de fonctions positives, c’est à dire une suite
vérifiant lim I(Φi) = µq. La coercivité de l’opérateur Lp permet alors de montrer
que la suite (Φi) est bornée dans Hp

1 . On peut donc extraire de (Φi) une sous
suite, toujours notée (Φi), qui converge faiblement dans Hp

1 , fortement dans Lp

et presque partout vers une fonction Φq. Il s’ensuit que Φq appartient à Aq et
Φq ≥ 0, puisque les fonctions Φi sont positives. Alors I(Φq) = µq et, quelle que
soit Ψ ∈ Hp

1,G,

∫

M

|∇Φq|p−2∇Φq∇ΨdV +
∫

M

h|Φq|p−1ΨdV = µq

∫

M

f |Φq|q−1ΨdV. (3.4)

En fait, (3.4) reste vraie quelle que soit Ψ ∈ Hp
1 , pas nécessairement invariante

par G. En effet, à Φ ∈ Hp
1 on associe ΦG la fonction définie par ΦG =

∫
G

Φ◦σdµ,
où dµ désigne la mesure de Haar sur G. Alors (3.4) est vraie pour Ψ = ΦG et on
en déduit, puisque h, f et Φq sont invariantes par G que (3.4) est vraie quelle
que soit Φ ∈ Hp

1 . D’autre part, comme Φq ∈ Aq, Φq n’est pas identiquement
nulle, et en particulier µq = I(Φq) > 0. La fonction Φq est alors solution faible,
lorsque 1 < p < q, de

∆pΦ + hΦp−1 = µqfΦq−1.

Le Lemme 5 est ainsi démontré.

La suite de la démonstration du Théorème 3 va consister à construire Φ une
solution de (3.1) non identiquement nulle comme limite de la suite Φq lorque q
tend vers p∗. Pour cela, on commence par montrer le résultat suivant.

Proposition 2. L’ensemble des µq (où 1 < q < p∗) est borné.

Démonstration. Notons Ω = {x ∈ M |f(x) > 0}. Comme f est invariante par
G, Ω est stable sous l’action de G. Soit 1 < q0 < p∗, il existe alors Ψ ∈ C∞0,G(Ω),
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Ψ positive telle que
∫

M
fΨq0dV = 1. Posons φq =

(∫
M

fΨqdV
)− 1

q Ψ, alors∫
M

fφq
qdV = 1 et φq ∈ Aq. D’autre part, d’après l’inégalité de Hölder,

∫

Ω

fΨq0dV ≤
(∫

Ω

fdV
) q−q0

q
(∫

Ω

fΨqdV
) q0

q

et comme, sans nuire à la généralité, on peut supposer que
∫
Ω

fdV = 1, on en
déduit

∫
Ω

fΨqdV ≥ 1. Finalement µq ≤ I(Φq) ≤ I(Ψ).

Comme µq = I(Φq) et puisque la fonctionnelle I est coercive, on en déduit
que la famille (Φq) est bornée dans Hp

1 . Il existe alors une sous suite (Φqi
),

avec limi→+∞ qi = p∗, qui converge faiblement dans Hp
1 , fortement dans Lp

et presque partout vers une fonction positive Φ∗ ∈ Hp
1,G. De plus comme la

famille (Φq−1
q ) est bornée dans L

p
p∗−1 , la suite (Φqi−1

qi
) peut être choisie de

sorte qu’elle converge faiblement vers (Φ∗)p∗−1, et d’après le Lemme 5 la suite
(µqi

) peut être choisie convergente vers µ̄, voir [7]. D’autre part, en reprenant
la démonstration proposée par Demengel et Hebey dans [13], on montre que
|∇Φqi |p−2∇Φqi converge faiblement dans H p̃

1 vers |∇Φ∗|p−2∇Φ∗, où p̃ est le
conjugué de p. Finalement, en faisant tendre q vers p∗, on en déduit que Φ∗

vérifie faiblement dans Hp
1 l’équation

∆pΦ∗ + hΦ∗ p−1 = fΦ∗ p∗−1.

L’étape suivante consiste à montrer que Φ∗ n’est pas la solution nulle. C’est à
ce point de la démonstration qu’intervient la meilleure constante de l’inégalité
de Sobolev du Théorème 1. Pour cela, on écrit :

1 =
(∫

M

fΦq
qdV

) p
q

≤ (sup
M

f)
p
q

(∫

M

Φq
qdV

) p
q

≤ (sup
M

f)
p
q

(∫

M

Φp∗
q dV

) p
p∗

.

D’après l’inégalité de Hölder, en posant V = vol M ,

1 ≤ (sup
M

f)
p
q V

p(p∗−q)
qp∗

(∫

M

Φp∗
q dV

) p
q

.

Alors, en utilisant le Théorème 1, on en déduit que : quel que soit ε > 0, il existe
Dε tel que

1 ≤ (sup
M

f)
p
q V

p(p∗−q)
qp∗

[(
Kp(n− k, p)

A
p

n−k

+ ε

)
||∇Φq||pp + Dε||Φq||pp

]

≤ (sup
M

f)
p
q V

p(p∗−q)
qp∗

[(
Kp(n− k, p)

A
p

n−k

+ ε

) (
µq −

∫

M

hΦp
qdV

)
+ Dε||Φq||pp

]
.

Il s’ensuit que, sous l’hypothèse

µ <
A

p
n−k

Kp(n− k, p)(supM f)
p

p∗
,
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et puisque limq→p∗ µq = µ et limq→p∗ V
p(p∗−q)

qp∗ = 1, on peut choisir ε > 0 de
sorte que ||Φ∗||p ≥ C > 0. Comme la suite (Φqi

) converge fortement dans Lp

vers Φ∗, on en déduit que Φ∗ n’est pas la solution nulle. Les travaux de Tolksdorf
[31] et Vazquez [34] montrent que Φ est de classe C1,α pour un certain α ∈]0, 1[
et strictement positive. Si p = 2, les théorèmes classiques de régularité montrent
que Φ est de classe C2.

La partie b) du théorème s’obtient immédiatement en remarquant que si∫
M

fdV > 0, la fonction constante Φ0 =
(∫

M
fdV

)− 1
q ∈ Aq et que

µ ≤ I(Φ0) =
(∫

M

fdV
)−p

q
∫

M

hdV.

3.3 Equations non linéaires et exponentielle

L’équation (3.2) a été étudiée sur une variété compacte en l’absence de
symétries ainsi que sur la sphère Sn pour des fonctions invariantes par le groupe
O(r) × O(s) (voir [7]). La transposition de cette étude au cas d’un groupe
d’isométries quelconque ne pose pas de réels problèmes dans les cas a < 0
et a = 0. On se reportera à [7] pour l’étude développée. En revanche, le cas
a > 0 fait intervenir la meilleure constante déterminée dans le Théorème 2. On
se bornera donc à présenter la démonstration du Théorème 4 dans ce cas.

Démonstration. On utilise la méthode variationnelle standard. On considère sur
Hn−k

1 la fonctionnelle

I(Φ) = ||∇Φ||n−k
n−k + (n− k)a

∫

M

ΦdV,

et on définit A = {Φ ∈ Hn−k
1,G | ∫

M
feΦdV = aV }, où V désigne le volume de M .

Comme a > 0, A n’est pas vide si et seulement si f est positive quelque part.
On commence par montrer que I(Φ) est minorée lorsque Φ ∈ A. Pour cela, en
utilisant le Théorème 2, on écrit : quel que soit ε > 0, il existe Cε tel que

aV =
∫

M

feΦdV ≤ Cε(sup
M

f) exp
((µn−k

A
+ ε

)
||∇Φ||n−k

n−k +
1
V

∫

M

ΦdV
)

.

Il s’ensuit
[
log

(
aV

Cε sup f

)
−

(µn−k

A
+ ε

)
||∇Φ||n−k

n−k

]
V ≤

∫

M

ΦdV.

Alors

I(Φ) ≥ ||∇Φ||n−k
n−k

[
1− (n− k)a

µn−k + ε

A
V

]
+ C

avec

C = (n− k)aV log
(

aV

Cε sup f

)
.
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Comme, par hypothèse, a < A
(n−k)V µn−k

on peut choisir ε > 0 tel que (n−k)a <
A

V (µn−k+ε) . On en déduit l’existence de η > 0 tel que I(Φ) ≥ η||∇Φ||n−k
n−k + C et

finalement I(Φ) ≥ C.
On note λ = infΦ∈A I(Φ). On choisit une suite (Φi) telle que Φi ∈ A et

limi→+∞ I(Φi) = λ. Des calculs identiques aux précédents montrent qu’il existe
η > 0 tel que, quel que soit i, I(Φi) ≥ ||∇Φi||n−k

n−kη + C. On en déduit que la
suite (Φi) est bornée dans Hn−k

1 . On extrait une sous suite (Φj) qui converge
faiblement dans Hn−k

1 , fortement dans L1 et presque partout vers Φ ∈ Hn−k
1,G .

Comme l’application qui à Φ associe eΦ est compacte de Hn−k
1 dans L1, on peut

choisir (Φj) de sorte que
∫

M
feΦj dV converge vers

∫
M

feΦdV. Il s’ensuit que
Φ ∈ A et I(Φ) = λ. La fonction Φ vérifie faiblement l’équation

(n− k)∆pΦ + (n− k)a = feΦ.

Finalement, Φ′ = Φ− log(n− k) est solution de l’équation (3.2).
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Chapitre 4

Etude de la géométrie des
orbites

Les démonstrations des résultats du chapitre 5 suivant celui ci vont utiliser
certaines propriétés de la géométrie des orbites d’une variété riemannienne sous
l’action d’un groupe d’isométries compact. Nous présentons dans ce chapitre
plusieurs résultats qui, en plus d’avoir un intérêt propre, seront fondamentaux
par la suite.

4.1 Localisation d’une orbite et dimension

On commence par rappeler, sous forme de lemme, un résultat classique sur
l’existence de voisinages tubulaires. Ce résultat sera fréquemment utilisé dans
ce chapitre.

Lemme 6 (Voisinage tubulaire). Soit N une sous variété compacte d’une
variété riemannienne (M, g). Il existe δ > 0 tel que, quel que soit x appartenant
à Nδ = {y ∈ M |d(y,N) < δ} il existe un unique x′ ∈ N vérifiant d(x, x′) =
d(x, N). L’application Π définie de Nδ dans N par Π(x) = x′ est alors une C∞
submersion surjective.

Pour la démonstration, voir par exemple [29].
Le résultat qui suit a été démontré dans le contexte plus général d’un groupe

de Lie opérant sur une variété différentiable [9]. Mais dans le cas qui nous
intéresse ici d’un groupe d’isométries opérant sur une variété riemannienne,
la démonstration se trouve grandement simplifiée.

Lemme 7. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n, G
un sous groupe compact du groupe des isométries de M . Quel que soit x ∈ M , il
existe un voisinage Ox,δ de Ox, tel que quel que soit y ∈ Ox,δ, dim Oy ≥ dim Ox.
On rappelle que Ox,δ = {y ∈ M |d(y,Ox) < δ}.
Démonstration. Soit Ox,δ un voisinage tubulaire de Ox. Pour y ∈ Ox,δ,
considérons l’unique point Π(y) ∈ Ox tel que d(y, Π(y)) = d(y,Ox). Notons
Sy le sous groupe de G fixateur du point y. Alors, quel que soit σ ∈ Sy,

d(y, σ(Π(y))) = d(σ(y), σ(Π(y))) = d(y, Π(y)) = d(y, Ox).
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On en déduit, comme Ox,δ est un voisinage tubulaire de Ox, que σ(Π(y)) = Π(y).
Le fixateur Sy est donc inclus dans le fixateur SΠ(y). Comme Oy est difféomorphe
à G/Sy et Ox est difféomorphe à G/SΠ(y), on a alors dim Oy ≥ dim Ox.

4.2 Localisation d’une orbite et volume

Le résultat qui suit est plus difficile à démontrer que le précédent, et n’a
de sens que dans le cas d’une variété riemannienne. On rappelle que le volume
d’une orbite O de (M, g) sous l’action d’un groupe compact d’isométries est le
volume relatif à la métrique induite par g sur O. Lorsque O est une orbite finie,
vol O = Card O.

Théorème 5. Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension n, G un
sous groupe compact du groupe des isométries de M . Soit O une G-orbite de
dimension k < n, et (Oi) une suite de G-orbites de dimension k qui converge
vers O, c’est à dire telle que limi→+∞ d(Oi, O) = 0. Alors

lim inf vol Oi ≥ vol O.

Démonstration. Première étape. Soit Oδ un voisinage tubulaire de O, et Π
la submersion riemannienne associée. On montre que pour toute G-orbite Oi

incluse dans Oδ, (Π/Oi
, Oi, O) est un revêtement à ki feuillets. Pour cela on

remarque que Π/Oi
notée Πi est surjective et que, d’après le Théorème de Sard,

il existe une valeur régulière x ∈ O pour l’application Πi. Par invariance par
isométries, tous les points de O sont des valeurs régulières et, comme Oi et O
sont compacts, (Πi, Oi, O) est un revêtement à ki feuillets.

Cas où k = 0. Lorsque k = 0, l’orbite O est finie, dans ce cas le résultat
précédent montre que vol Oi = Card Oi = kiCard O = kivol O, et le Théorème
5 est démontré, puisque ki ≥ 1.

Cas où k ≥ 1. Sur chaque orbite Oi ⊂ Oδ, on considère les deux métriques
gi = g/Oi

et g′i = Π∗i (g/O). Il est clair, puisque (Πi, Oi, O) est un revêtement à
ki feuillets, que

∫

O

dvg/O =
1
ki

∫

Oi

dvg′i (4.1)

Le Théorème 5 sera alors démontré si l’on vérifie que
∫

Oi

dvgi = ai

∫

Oi

dvg′i

avec limi→+∞ ai = 1. C’est l’objet de l’étape suivante.
Deuxième étape. Soit x ∈ O, on peut choisir une suite (xi) telle que, quel

que soit i, xi ∈ Oi, Π(xi) = x, et limi→+∞ d(xi, x) = 0. En effet, considérons
une suite (yi) telle que quel que soit i, yi ∈ Oi et limi→+∞ d(yi, O) = 0. Pour
chaque i, il existe σi tel que σi(Πi(yi)) = x. Prenons xi = σi(yi), on a alors

d(yi, Πi(yi)) = d(σi(yi), x) = d(xi, x)

et
Πi(xi) = Πi(σi(yi)) = σi(Πi(yi)) = x.
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Soit X1, . . . , Xk une base orthonormée de (Tx(O), gx) et, pour j de 1 à k, un
chemin σj

t dans G tel que σj
0 = Id et tel que le vecteur tangent en x ∈ O

au chemin σj
t (x) (noté (

˙̂
σj

t (x))0) soit égal à Xj . Pour tout y ∈ Oδ, on note

Yy,1, . . . , Yy,k les vecteurs tangents en y à Oy définis par Yy,j = (
˙̂

σj
t (y))0. Pour

chaque xi, dΠ(Yxi,j) = Xj car

dΠ(Yxi,j) = dΠ(
˙̂

σj
t (xi))0 = (

˙̂
Π ◦ σj

t (xi))0 = (
˙̂

σj
t ◦Π(xi))0 = (

˙̂
σj

t (x))0.

On en déduit que les vecteurs tangents Yxi,j forment une base orthonormée de
(Txi

(Oi), g′i) (mais pas nécessairement de (Txi
(Oi), gi)). Notons ρ, ρi, ρ

′
i les k-

formes de volume (définies au signe près suivant l’orientation) sur O (resp. Oi)
associées à g/O (resp. gi, resp. g′i). Il suit des remarques précédentes que, pour
tout i,

|ρ′i(Yxi,1, . . . , Yxi,k)| = |ρ(X1, . . . , Xk)| = 1.

D’autre part,

|ρi(xi)| = ai|ρ′i(xi)| (4.2)

avec ai = |ρi(Yxi,1, . . . , Yxi,k)|. Mais l’application définie sur Oδ par
|vgy (Yy,1, . . . , Yy,k)| (le volume déterminé par les k-vecteurs Yy,1, . . . , Yy,k relatif
au produit scalaire gy) est continue en y et comme, pour tout i,

|ρi(Yxi,1, . . . , Yxi,k)| = |vgxi
(Yxi,1, . . . , Yxi,k)| = ai

on en déduit que
lim

i→+∞
ai = |vgx(X1, . . . , Xk)| = 1.

Par invariance par isométries on déduit de (4.2) que, sur Oi, |ρi| = ai|ρ′i|. Alors
∫

Oi

dvgi = ai

∫

Oi

dvg′i

et finalement, en utilisant (4.1),
∫

Oi

dvgi = aiki

∫

Oi

dvg/O
.

Comme limi→+∞ ai = 1 et ki ≥ 1, le Théorème 5 est démontré.

Le corollaire suivant se déduit immédiatement du Théorème 5.

Corollaire 2. Soit (M, g), G, O et k comme dans le Théorème 5. Soit ε > 0,
il existe δ > 0 tel que quel que soit y ∈ Oδ avec dim Oy = k alors

vol Oy ≥ vol O − ε.

On démontre également le corollaire suivant.

Corollaire 3. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte, G un sous
groupe compact du groupe des isométries de M . Il existe toujours une orbite
de dimension minimum k et de volume minimum dans l’ensemble des orbites
de dimension k.
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Démonstration. Soit Ok l’ensemble des orbites de dimension minimum k. No-
tons A = infO∈Ok

vol O, et soit (xi) une suite d’éléments de M telle que, quel
que soit i, Oxi ∈ Ok et limi→+∞ vol Oxi = A. Comme M est compacte en peut
extraire une sous suite (xj) qui converge vers x ∈ M . Alors, d’après le Lemme
7, dim Ox = k, et d’après le Théorème 5, vol Ox ≤ limi→+∞ vol Oxi = A.
Finalement vol Ox = A.

Corollaire 4. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension
n, G un sous groupe compact du groupe des isométries de M . Soit O une G-
orbite de dimension maximale. Si il existe (Oi) une suite d’orbites principales
qui converge vers O, alors les deux propositions suivantes sont équivalentes :

1. lim vol Oi = vol O.

2. O est une G-orbite principale.

Démonstration. Si O est principale, on sait qu’il existe δ > 0 tel que dans
le voisinage Oδ de O toutes les orbites sont principales, et que (Π, Oδ, Oδ/G)
est une fibration. La fonction vol Ox est alors C∞ en x sur Oδ et il s’ensuit
évidemment que limi→+∞ vol Oi = vol O.

On suppose maintenant que limi→+∞ vol Oi = vol O. Si l’on reprend la
démonstration du Théorème 5, on sait que dans un voisinage tubulaire Oδ de O,
les orbites Oi sont des revêtements à ki feuillets de O, et que volOi = aikivolO,
limi→+∞ ai = 1. On en déduit que pour i assez grand, ki = 1. Les orbites Oi

sont alors difféomorphes à O. Soit Sx le fixateur d’un point x d’une orbite Oi

difféomorphes à O et SΠ(x) le fixateur du point Π(x) ∈ O. On sait que Sx ⊂
SΠ(x), et que ces deux groupes sont compacts et de mêmes dimension, comme
Oi ∼ G/Sx est difféomorphe à O ∼ G/SΠ(x), on en déduit que Sx = SΠ(x).
L’orbite Oi étant principale, O est principale.

4.3 Exemple

Considérons la sphère S2 et G le groupe engendré par les rotations autour
d’un axe et la symétrie par rapport au plan orthogonal à cet axe. Les orbites
sont alors les doubles cercles, à l’exception de “l’équateur” (cercle simple) noté
O et des deux pôles. Les doubles cercles ainsi que l’équateur sont de dimension
maximale, mais seuls les doubles cercles sont des orbites principales. On re-
marque que lorsque une suite d’orbites principales (Oi) converge vers l’équateur
O, lim vol Oi = 2vol O, et, d’après le Corollaire 4, O n’est pas une orbite prin-
cipale.
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Chapitre 5

Des conditions suffisantes
pour une inégalité sans ε

Il a été établi dans le Théorème 1 que quel que soit ε > 0, il existe Bε tel
que quelle que soit u ∈ Hp

1,G(M),

||u||pp∗ ≤
(

Kp(n− k, p)

A
p

n−k

+ ε

)
||∇u||pp + Bε||u||pp.

La constante Bε construite dans la démonstration de ce théorème tend vers +∞
lorsque ε tend vers 0. Il est donc légitime de se poser la question : dans quels
cas a-t-on l’existence d’une constante B telle que quelle que soit u ∈ Hp

1,G,

||u||θp∗ ≤
Kθ(n− k, p)

A
θ

n−k

||∇u||θp + B||u||θp.

On sait depuis les travaux de Hebey et Vaugon [22, 23], Druet [18], Aubin [6] que
ce dernier résultat est toujours vrai avec θ = p si p ≤ 2 et θ = 2 si p ≥ 2 lorsque
l’on ne considère pas de symétries, autrement dit lorsque le groupe G est réduit
à l’identité (il a de plus été établi par Druet [17] que dans le cas p > 2, une telle
inégalité est impossible dès que θ > 2). En revanche, lorsque le groupe G n’est
pas trivial, et en particulier lorsque toutes les G-orbites sont de dimension plus
grande ou égale à 1, la réponse à cette question s’avère plus délicate. La difficulté
est essentiellement due au fait que le contrôle du phénomène de concentration
d’une suite de fonctions au voisinage d’une orbite de dimension plus grande ou
égale à 1 demande bien plus de travail et engendre des phénomènes nouveaux
relativement au cas où l’orbite est réduite à un nombre fini de points.

Le résultat obtenu est énoncé dans le théorème qui suit. La réponse à la
question sera positive sous certaines conditions (l’hypothèse (H1) ou l’hypothèse
(H2)). Une question ouverte est donc : a-t-on dans tous les cas l’une ou l’autre
des deux hypothèses ? Il se peut également que la conclusion du théorème soit
toujours vraie, même lorsqu’aucune des deux hypothèses n’est vérifiée. Il est à
noter cependant que jusqu’à présent le théorème s’applique à tous les exemples
que nous construisons.
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5.1 Enoncé du théorème et exemples

5.1.1 Enoncé du théorème

Théorème 6. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension
n, G un sous groupe compact du groupe des isométries de M , k la dimension
minimum des G-orbites, A le volume minimum des orbites de dimension k. Si
l’une des deux hypothèses (H1) ou (H2) suivantes est vérifiée, alors il existe
B > 0 tel que quelle que soit u ∈ Hp

1,G(M),

||u||θp∗ ≤
Kθ(n− k, p)

A
θ

n−k

||∇u||θp + B||u||θp (5.1)

avec p ∈]1, n− k[, θ = p si p ≤ 2, θ = 2 si p ≥ 2, p∗ = p(n−k)
n−k−p et

K(m, p) =
p− 1
m− p

[
m− p

m(p− 1)

]1/p [
Γ(m + 1)

Γ(m/p)Γ(m + 1−m/p)wm−1

]1/m

pour 1 < p < m, wm désignant le volume de Sm standard.
(H1) Quelle que soit Ox0 une orbite de dimension minimale k et de volume
minimal A, il existe G′ un sous groupe du groupe des isométries de M et δ > 0
tels que

1. sur Ox0,δ = {x ∈ M |d(x,Ox0) < δ} les G′-orbites sont toutes principales,
2. quel que soit x ∈ Ox0,δ, Ox,G′ est inclus dans Ox,G et Ox0,G = Ox0,G′ ,
3. quel que soit x ∈ Ox0,δ, A = vol Ox0 ≤ vol Ox,G′ .

(H2) Quelle que soit Ox0 une orbite de dimension minimale k et de volume
minimal A, il existe H un sous groupe normal de G et δ > 0 tels que

1. sur Ox0,δ, les H-orbites sont toutes principales,
2. Ox0,H = Ox0,G,
3. quel que soit x ∈ Ox0,δ, x /∈ Ox0 , dim Ox,G > k = dim Ox0,G,
4. quel que soit x ∈ Ox0 , x est un point critique de la fonction v définie par

v = vol Ox,H .

Remarques. 1. Comme les orbites sous G′ (resp. H) sont principales dans
Ox0,δ, on sait que la fonction définie par v(x) = volOx,G′ (resp. volOx,H)
est C∞ sur Ox0,δ.

2. La condition 3. de l’hypothèse (H1) dit que tout x de Ox0 est un point
minimum de la fonction v(x) = vol Ox,G′ , alors que la condition 4. de
l’hypothèse (H2) impose seulement que tout x de Ox0 soit un point critique
de v, mais on demande alors d’autres conditions plus restrictives dans
l’hypothèse (H2) : la condition 3. et le fait que H est un sous groupe
normal de G.

3. Les conditions (H1) et (H2) peuvent éventuellement être vérifiées simul-
tanément.

4. Sous l’hypothèse (H1) (resp. (H2)), il peut exister dans M des orbites sous
G′ (resp. sous H) qui sont de dimension strictement plus petite que k.

5. Si G est tel que toutes les G-orbites sont principales sur M (en particulier
si G est réduit à l’identité), alors l’hypothèse (H1) est vérifiée (mais pas
l’hypothèse (H2)).
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5.1.2 Exemples

Les deux exemples qui suivent ont pour but de clarifier les hypothèses du
théorème. Le premier exemple est un cas non trivial d’utilisation de l’hypothèse
(H1). Le deuxième exemple est une généralisation du cas étudié par Aubin et
Cotsiolis [5] et utilise l’hypothèse (H2).

Un exemple d’application sous l’hypothèse (H1)

On considère T2(a, b) le tore défini par

T2(a, b) = {(x, y, z) ∈ R3|(x2 + y2 + z2 + b2)2 − 4a2(x2 + y2) = 0},
où 0 < b < a, muni de la métrique induite par celle de R3. On note Rz le
groupe des rotations d’axe z. Les Rz-orbites de T2(a, b) sont des cercles, on
note C(x, y, z) l’orbite du point de T2(a, b) de coordonnées (x, y, z). Toutes les
Rz-orbites sont alors de dimension 1, et l’orbite de volume minimal est le cercle
C de rayon a−√a2 − b2, son volume est 2π(a−√a2 − b2). On considère ensuite
la sphère standard S2 de rayon 1 définie par

S2 = {(x, y, z) ∈ R3|x2 + y2 + z2 = 1}.
Soit M = S2 × T2 muni de la métrique produit, et G = Rz × Rz. On a la
proposition suivante.

Proposition 3. On considère la variété M et le groupe G définis
précédemment. Alors, il existe B > 0 tel que quelle que soit u ∈ Hp

1,G,

||u||θp∗ ≤
Kθ(3, p)

(2π(a−√a2 − b2))θ/3
||∇u||θp + B||u||θp,

avec p ∈]1, 3[, θ = p si p ≤ 2, θ = 2 si p ∈]2, 3[. De plus Kθ(3,p)

(2π(a−√a2−b2))θ/3 est la
meilleure constante possible dans cette inégalité.

Démonstration. On note N = (0, 0, 1) et S = (0, 0,−1) les deux points de la
sphère S2 invariants par Rz. Les orbites de M de dimension minimale sont
alors {N}×C(x, y, z) et {S}×C(x, y, z) de dimension 1, et les deux orbites de
volume minimal dans la classe des orbites de dimension minimale sont OXN ,G =
{N} × C et OXS ,G = {S} × C (où XN = N × XC , XS = S × XC , XC étant
un point quelconque de C) de volume 2π(a−√a2 − b2). Remarquons que pour
X = (X1, X2) ∈ M où X1 6= {N} et X1 6= {S}, OX,G est le produit de deux
cercles et est alors de dimension 2. Ces orbites sont de dimension maximales,
elles sont de plus principales (une démonstration simple peut être obtenue en
utilisant le Corollaire 4).

On considère alors G′ = I ×Rz le sous groupe de G où I est le sous groupe
de Rz réduit à l’identité. Quel que soit {P, (x, y, z)} un point quelconque de M ,
{P} ∈ S2, (x, y, z) ∈ T2, alors sa G′-orbite est de la forme {P} × C(x, y, z). Sa
dimension est 1 et elle est principale, son volume est 2πvol C(x, y, z). D’autre
part, comme G′ est un sous groupe de G, OX,G′ ⊂ OX,G, de plus OXN ,G =
OXN ,G′ et OXS ,G = OXS ,G′ . Comme C est de volume minimal dans l’ensemble
des C(x, y, z), on en déduit que quel que soit X ∈ M , vol OXN

≤ vol OX,G′ et
vol OXS ≤ vol OX,G′ . Les conditions 1. à 3. de l’hypothèse (H1) sont vérifiées,
et on peut appliquer le Théorème 6.
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Un exemple d’application sous l’hypothèse (H2)

On considère la sphère unité standard Sn dans Rn+1 et le groupe d’isométries
G = O(s1) × . . . × O(sm), avec si ≥ 2 quel que soit i, et Σm

i=1si = n + 1.
Précisons la manière dont G opère sur Sn. On décompose Rn+1 en somme directe
orthogonale

Rn+1 = Rs1 ⊕ . . .⊕ Rsm .

Soit X ∈ Sn, X = (X1, . . . , Xm), avec Xi ∈ Rsi quel que soit i, et Σm
i=1||Xi||2 =

1. Soit σ ∈ G, σ = (σ1, . . . , σm), avec σi ∈ O(si) quel que soit i. On pose alors

σ(X) = (σ1(X1), . . . , σm(Xm)).

On a la proposition suivante.

Proposition 4. On considère la sphère unité standard Sn et le groupe G défini
précédemment. Alors, il existe B > 0 tel que quelle que soit u ∈ Hp

1,G,

||u||θp∗ ≤
Kθ(n− k, p)

w
θ/p
k

||∇u||θp + B||u||θp,

avec k = mini(si − 1), p ∈]1, n − k[, θ = p si p ≤ 2, θ = 2 si p ∈]2, n − k[, wk

étant le volume de la sphère unité standard de dimension k. De plus Kθ(n−k,p)

w
θ/p
k

est la meilleure constante possible dans cette inégalité.

Démonstration. Soit X = (X1, . . . , Xm) un point de Sn, sa G-orbite OX,G est
le produit de sphères Ss1(r1)× . . .× Ssm(rm), où le rayon ri vaut ri = ||Xi|| (si
||Xi|| = 0, alors Ssi(ri) est réduite à un point). Si quel que soit i, ||Xi|| 6= 0,
la dimension de OX,G est maximale dans l’ensemble des G-orbites et égale à
Σm

i=1(si − 1) = n−m + 1. Le volume de OX,G est égal au produit des volumes
des sphères, autrement dit

vol OX,G = Πm
i=1vol Ssi(ri) = Πm

i=1||Xi||si−1wsi−1,

où wp désigne le volume de la sphère Sp de rayon 1. Soit Ω l’ouvert de Sn formé
des X tels que quel que soit i, ||Xi|| 6= 0, on pourra remarquer que comme
vol OX,G est une fonction continue en X sur Ω et d’après le Corollaire 4, toutes
ces orbites sont principales pour G (cette remarque n’étant pas utile à la preuve
de la proposition).

Si p composantes Xi1 , . . . , Xip sont telles que ||Xi1 || = . . . = ||Xip || = 0,
alors OX,G est de dimension strictement inférieure à n + m − 1 et n’est pas
principale.

Posons k = mini(si − 1) et soit j, 1 ≤ j ≤ m tel que sj − 1 = k. Soit
X = (X1, . . . , Xm) tel que ||Xi|| = 0 si i 6= j et ||Xj || = 1, alors dim OX,G = k
est minimale dans l’ensemble des G-orbites, et de plus vol OX,G = wk. Toutes
les orbites de dimension minimale sont de ce type, elles sont toutes de même
volume.

Soit OY,G une orbite de dimension minimale k et de volume minimal wk, Y
est donc de la forme Y = (Y1, . . . , Ym) et il existe j tel que ||Yi|| = 0 si i 6= j et
||Yj || = 1.

Considérons le sous groupe H de G, H = I × . . . × O(sj) × . . . × I, où I
désigne le sous groupe de O(si) réduit à l’identité, H est alors un sous groupe
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normal de G. On remarque pour commencer que OY,G = OY,H , le point 2. de
l’hypothèse (H2) est vérifié.

Considérons le voisinage ω de OY,G dans Sn formé des X = (X1, . . . , Xm)
tels que ||Xj || 6= 0. Pour X ∈ ω, OX,H est de la forme

OX,H = {X1} × . . .× Ssj−1(||Xj ||)× . . .× {Xm}.

Alors dim OX,H = sj −1 = k, et volOX,H = ||Xj ||kwk. D’après la continuité du
volume des orbites quand OX,H tend vers OY,H , les H-orbites sont alors toutes
principales dans ω, et le point 1. de (H2) est vérifié. (On peut remarquer que si
X n’appartient pas à ω, alors OX,H est réduite à un point.)

De plus, quel que soit X ∈ ω,

vol OY,H = wk ≥ ||Xj ||kwk = vol OX,H .

La fonction v définie sur Ω est donc maximum sur OY,H . Les conditions 1. à 4.
de l’hypothèse (H2) sont toutes vérifiées.

Remarque. On montrera à la fin de ce chapitre que dans le cas particulier
où Sn est de dimension impaire, il existe une démonstration plus simple de la
Proposition 4 utilisant cette fois ci l’hypothèse (H1).

5.1.3 Principe de la démonstration du Théorème 6

La démonstration du Théorème 6 se fait par l’absurde. Supposer que
l’inégalité (5.1) est fausse permet de construire quel que soit α > 0 une so-
lution faible positive uα de l’équation

||∇uα||θ−p
p ∆puα + α||uα||θ−p

p up−1
α = λαup∗−1

α .

Lorsque α tend vers +∞, on montrera en particulier que les fonctions uα se
concentrent nécessairement sur une orbite de volume minimal dans l’ensemble
des orbites de dimension minimale. L’étude de ce phénomène de concentration
sera le point central de la démonstration du théorème, et au delà de son ca-
ractère de preuve, elle présente un intérêt en tant que tel. Cette étude reste
inchangée quelle que soit l’hypothèse de départ. En revanche, l’argument final
de la démonstration permettant d’aboutir à une contradiction fait appel, suivant
que l’on se place sous l’hypothèse (H1) ou (H2), à des travaux préliminaires très
différents.

5.2 Etude du phénomène de concentration

On rappelle que cette étude est commune aux démonstrations, quelle que
soit l’hypothèse de départ. Les résultats qui sont démontrés dans cette partie
seront utilisés aussi bien pour la démonstration sous l’hypothèse (H1) que sous
l’hypothèse (H2).

Dans toute la suite, θ = p si p ≤ 2 et θ = 2 si p ≥ 2. On suppose l’inégalité
(5.1) fausse. Quel que soit α > 0, il existe donc u ∈ Hp

1,G tel que

||u||θp∗ >
Kθ(n− k, p)

Aθ/(n−k)
||∇u||θp + α

Kθ(n− k, p)
Aθ/(n−k)

||u||θp.
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Alors

inf
u∈Hp

1,G,u 6≡0

||∇u||θp + α||u||θp
||u||θp∗

= λα <
Aθ/(n−k)

Kθ(n− k, p)
(∗).

Cette inégalité stricte permet par les méthodes variationnelles standard (voir les
démonstrations du Chapitre “Quelques applications à des problèmes d’analyse
non linéaire”), de montrer que pour chaque α > 0,

inf
u∈Hp

1,G,u6≡0

||∇u||θp + α||u||θp
||u||θp∗

est atteint par uα ≥ 0, que l’on peut choisir (par homogénéité de la fonctionnelle)
tel que

∫

M

up∗
α dV = 1. (5.2)

Comme
||∇uα||θp + α||uα||θp

||uα||θp∗
= λα

est majoré lorsque α tend vers +∞, à partir d’un certain rang uα ne peut être

une fonction constante (sinon α
||uα||θp
||uα||θp∗

tend vers +∞). En particulier, pour α

assez grand, ||∇uα||p 6= 0. L’équation d’Euler associée à la fonctionnelle nous
dit alors que uα vérifie faiblement l’équation

||∇uα||θ−p
p ∆puα + α||uα||θ−p

p up−1
α = λαup∗−1

α ,

(où ∆puα est le p-laplacien de uα, et on rappelle que θ = p si p ≤ 2 et θ = 2 si
p ≥ 2), ce qui précisément signifie, quelle que soit Φ ∈ C∞0 ,

||∇uα||θ−p
p

∫

M

|∇uα|p−2∇uα∇ΦdV+α||uα||θ−p
p

∫

M

up−1
α ΦdV = λα

∫

M

up∗−1
α ΦdV

(Eα).
Dans le cas où p = 2, (Eα) est une équation elliptique. Les résultats standards
de régularité disent que uα ∈ C∞G , et le principe du maximum assure que uα > 0.
Si p 6= 2, p ∈]1, n− k[, uα ne peut être considérée que dans C1,β

G (0 < β < 1) et
reste donc une solution faible de (Eα), mais là encore uα > 0. Pour ces derniers
résultats, on pourra se référer à [31] et [34].

Remarquons que d’après les constructions précédentes et (?), pour α assez
grand

0 < ||∇uα||θp < λα <
Aθ/(n−k)

Kθ(n− k, p)
. (5.3)

On suppose désormais que l’on a extrait une sous suite de la famille (uα), notée
encore (uα), de sorte que les suites (λα), (||uα||p∗), (||∇uα||p), qui sont bornées,
soient convergentes lorsque α tend vers +∞. On commence par établir une série
de résultats (numérotés de (5.4) à (5.8)) sur la limite de ces suites lorsque α
tend vers +∞. Tout d’abord,

lim
α→+∞

||uα||p = 0,

lim
α→+∞

||∇uα||p 6= 0. (5.4)
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La première limite vient du fait que α||uα||θp est bornée et que α tend vers +∞.
Pour la deuxième inégalité, on utilise l’inégalité de Sobolev pour les fonctions
G-invariantes établie dans le Théorème 1 : quel que soit ε > 0, il existe Bε tel
que

1 = ||uα||θp∗ ≤
(

Kθ(n− k, p)
Aθ/(n−k)

+ ε

)
||∇uα||θp + Bε||uα||θp. (∗∗)

Si l’on suppose que ||∇uα||p tend vers 0, comme ||uα||p tend vers 0 quand α
tend vers +∞, on a ||uα||θp∗ qui tend vers 0, ce qui est absurde car ||uα||p∗ = 1.
On montre également :

lim
α→+∞

λα =
Aθ/(n−k)

Kθ(n− k, p)
. (5.5)

En effet, on sait d’après (Eα) en prenant Φ = uα et d’après (??), que quel que
soit ε > 0 il existe un Bε > 0, tel que,

||∇uα||θp + α||uα||θp ≤ λα

(
Kθ(n− k, p)

Aθ/(n−k)
+ ε

)
||∇uα||θp + λαBε||uα||θp. (∗ ∗ ∗)

Si

lim
α→+∞

λα = λ <
Aθ/(n−k)

Kθ(n− k, p)
,

il existe ε > 0 tel que λ
(

Kθ(n−k,p)
Aθ/(n−k) + ε

)
< 1. Il existe alors c > 0 tel que

c||∇uα||θp ≤ λαBε||uα||θp, ce qui est absurde d’après (5.4).
On a de plus

lim
α→+∞

α||uα||θp = 0. (5.6)

Pour cela on utilise (? ? ?) en remarquant que λα < Aθ/(n−k)

Kθ(n−k,p)
. On en déduit

que, quel que soit ε > 0, il existe Bε tel que

α||uα||θp ≤ λαε||∇uα||θp + λαBε||uα||θp
d’où, d’après (5.3) et (5.4)

lim
α→+∞

α||uα||θp ≤ ε

(
Aθ/(n−k)

Kθ(n− k, p)

)2

.

Ce résultat est vrai quel que soit ε, ce qui prouve (5.6). On déduit alors de (?),
(5.5) et (5.6)

lim
α→+∞

||∇uα||θp =
Aθ/(n−k)

Kθ(n− k, p)
. (5.7)

On prouve ensuite, quel que soit 1 ≤ q < p∗,

lim
α→+∞

||uα||q = 0. (5.8)

Lorsque 1 ≤ q < p∗, q n’est pas l’exposant critique de l’inégalité de Sobolev, et
l’inclusion Hq

1,G ⊂ Lp
G est compacte. On peut donc écrire : quel que soit ε, il

existe Cε tel que
||uα||pq ≤ ε||∇uα||pp + Cε||uα||pp
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d’où, puisque ||uα||p tend vers 0 quand α tend vers +∞,

lim
α→+∞

||uα||pq < ε
Ap/(n−k)

Kp(n− k, p)
.

Ce résultat est vrai quel que soit ε, ce qui prouve (5.8).
On précise maintenant le comportement de la suite (uα) lorsque α tend vers

l’infini. Comme cette suite tend vers 0 presque partout sur M , que ||uα||p∗ = 1
et que les fonctions uα sont invariantes par G, il est naturel de définir ce qu’est
une orbite de concentration pour la suite (uα) de la manière suivante.

Définition (Orbite de concentration). Soit Ox une G-orbite de M , Ox est
une orbite de concentration pour la suite (uα) si quel que soit δ > 0,

lim sup
α→+∞

∫

Ox,δ

up∗
α dV > 0

où l’on rappelle que Ox,δ = {y ∈ M |d(y, Ox) < δ}.
La suite de l’étude du phénomène de concentration de (uα) va consister à

démontrer la proposition suivante, démonstration qui nécessite l’utilisation des
résultats du Chapitre “Etude de la géométrie des orbites”.

Proposition 5. Il existe une sous suite de la suite (uα), toujours notée (uα)
qui admet une et une seule orbite de concentration, et celle ci est nécessairement
de dimension minimale k et de volume minimal A.

Démonstration. Nous commençons par prouver qu’il existe au moins une orbite
de concentration pour (uα). Nier cette affirmation revient à dire que quel que
soit Ox ∈ M , il existe δx > 0 tel que

lim sup
α→+∞

∫

Ox,δx

up∗
α dV = 0.

Les (Ox,δx) forment alors un recouvrement de M . On considère (Oxi,δxi
)i=1,...,N

un recouvrement fini de M . On a alors

1 =
∫

M

up∗
α dV ≤

N∑

i=1

∫

Oxi,δxi

up∗
α dV

ce qui est absurde.
Ensuite, nous prouvons, quitte à extraire une sous suite de (uα), l’unicité

de l’orbite de concentration. Supposons que Ox0 et Ox1 soient deux orbites de
concentrations disjointes et soit δ > 0 tel que Ox0,δ ∩ Ox1,δ = ∅. On considère
une sous suite de uα toujours notée uα telle que les suites

∫
Ox0,δ

up∗
α dV et∫

Ox1,δ
up∗

α dV soient convergentes, et on suppose par exemple que
∫

Ox0,δ

up∗
α dV ≤ 1

2
. (5.9)

Soit η une fonction positive de C∞G égale à 1 sur Ox0,δ/2 et nulle en dehors de
Ox0,δ. En reprenant (Eα) avec Φ = ηpuα, on trouve :

||∇uα||θ−p
p

∫

M

|∇uα|p−2∇uα∇(ηpuα)dV

+α||uα||θ−p
p

∫

M

ηpup
αdV = λα

∫

M

ηpup∗
α dV. (5.10)
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En développant ∇(ηpuα), on obtient
∫

M

|∇uα|p−2∇uα∇(ηpuα)dV ≥
∫

M

ηp|∇uα|pdV −
∫

M

uα|∇uα|p−1|∇(ηp)|dV.

D’autre part, il existe C > 0 tel que
∫

M

|∇(ηuα)|pdV ≤
∫

M

ηp|∇uα|pdV + C

∫

M

|∇uα|p−1|∇(ηp)|uαdV + C

∫

M

up
α|∇η|pdV.

D’où ∫

M

ηp|∇uα|pdV −
∫

M

uα|∇uα|p−1|∇(ηp)|dV ≥
∫

M

|∇(ηuα)|pdV − C

∫

M

up
α|∇η|pdV − C

∫

M

|∇uα|p−1uα|∇(ηp)|dV.

On réinjecte ce dernier résultat dans (5.10) et on trouve :

||∇uα||θ−p
p

[∫

M

|∇(ηuα)|pdV − C

∫

M

up
α|∇η|pdV − C

∫

M

|∇uα|p−1uα|∇(ηp)|dV
]

+ α||uα||θ−p
p

∫

M

ηpup
αdV ≤ λα

∫

M

ηpup∗
α dV. (5.11)

Or d’après (∗),
||∇uα||θp ≤ λα,

d’où
||∇uα||θ−p

p ≥ λ(θ−p)/θ
α .

En reprenant (5.11), puis d’après Hölder,
[∫

M

|∇(ηuα)|pdV − C

∫

M

up
α|∇η|pdV − C

∫

M

|∇uα|p−1uα|∇(ηp)|dV
]

+λ
p−θ

θ
α α||uα||θ−p

p

∫

M

ηpup
αdV

≤ λ
p
θ
α

∫

M

ηpup∗
α dV

≤ λ
p
θ
α

[∫

M

(ηuα)p∗dV
] p

p∗
[∫

Ox0,δ

up∗
α dV

] p
n−k

. (5.12)

D’après (5.3), (5.9), et grâce au Théorème 1, il s’ensuit : quel que soit ε > 0, il
existe Bε tel que
[∫

M

|∇(ηuα)|pdV − C

∫

M

up
α|∇η|pdV − C

∫

M

|∇uα|p−1uα|∇(ηp)|dV
]

+λ
p−θ

θ
α α||uα||θ−p

p

∫

M

ηpup
αdV

<
Ap/(n−k)

Kp(n− k, p)
1

2
p

n−k

[∫

M

(ηuα)p∗ dV
]p/p∗

<
Ap/(n−k)

Kp(n− k, p)
1

2p/(n−k)

[(
Kp(n− k, p)

Ap/(n−k)
+ ε

)
||∇(ηuα)||pp + Bε||(ηuα)||pp

]
.
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D’où, en choisissant le ε qui convient, il existe c < 1 tel que
[∫

M

|∇(ηuα)|pdV
]
− C

∫

M

up
α|∇η|pdV − C

∫

M

|∇uα|p−1uα|∇(ηp)|dV

+λ
p−θ

θ
α α||uα||θ−p

p

∫

M

ηpup
αdV

≤ c||∇(ηuα)||pp + Cε||ηuα||pp. (5.13)

Or
lim

α→+∞

∫

M

up
α|∇η|pdV = 0

et
lim

α→+∞

∫

M

|∇uα|p−1uα|∇(ηp)|dV = 0.

Pour cette dernière affirmation, on remarque que quel que soit ε > 0, il existe
Aε tel que

∫

M

|∇uα|p−1uα|∇(ηp)|dV ≤ ε

∫

M

|∇uα|pdV + Aε

∫

M

up
α|∇(ηp)|pdV. (5.14)

Or
∫

M
up

α|∇(ηp)|pdV tend vers 0 quand α tend vers +∞, et (5.14) étant vrai
quel que soit ε > 0, on a

lim
α→+∞

∫

M

|∇uα|p−1uα|∇(ηp)|dV = 0.

D’où en reprenant (5.13), pour c < 1 on obtient

lim
α→+∞

[∫

M

|∇(ηuα)|pdV
]
− c||∇(ηuα)||pp = 0, (5.15)

car ||ηuα||pp a pour limite 0 quand α tend vers l’infini. Finalement

lim
α→+∞

||∇(ηuα)||pp = 0 (5.16)

et on aboutit à une contradiction. En effet, d’après l’inégalité du Théorème 1,
on a :
[∫

M

(ηuα)p∗dV
]p/p∗

≤
(

Kp(n− k, p)
Ap/(n−k)

+ ε

) ∫

M

|∇(ηuα)|pdV+Bε

∫

M

(ηuα)pdV

et (5.16) entraine alors

lim
α→+∞

[∫

M

(ηuα)p∗dV
]p/p∗

= 0.

Or [∫

Ox0,δ/2

up∗
α dV

]p/p∗

<

[∫

M

(ηuα)p∗dV
]p/p∗

et Ox0 n’est pas une orbite de concentration, ce qui est absurde.
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A présent, nous montrons que l’unique orbite de concentration est
nécessairement de dimension minimale k. Pour cela, supposons que Ox0 soit
de dimension k′ > k. D’après le Lemme 7 démontré dans le Chapitre 4, on peut
localiser autour de Ox0 de sorte que toutes les orbites dans ce voisinage soient
de dimension supérieures ou égales à k′. Autrement dit, il existe un δ > 0 de
sorte que quel que soit x ∈ Ox0,δ, Ox est de dimension supérieure ou égale à
dim Ox0 = k′. L’exposant critique pcrit de l’inégalité du Théorème 1 sur Ox0,δ

devient alors

pcrit =
(n− k′)p
n− k′ − p

>
(n− k)p
n− k − p

= p∗,

et l’inclusion Hq
1 ⊂ Lp∗ est compacte. On considère une fonction 0 ≤ η ≤ 1 à

support compact dans Ox0,δ. Les inclusions compactes de Sobolev nous donnent :
quel que soit ε > 0, il existe Bε de sorte que :

||ηuα||pp∗ ≤ ε||∇(ηuα)||pp + Bε||ηuα||pp.

Cette inégalité étant établie quel que soit ε > 0 et comme ||uα||pp tend vers 0, il
est facile de voir que dans ce cas, Ox0 n’est pas une orbite de concentration, ce
qui est absurde.

Nous montrons ensuite que l’unique orbite de concentration est de volume
minimal A. Pour cela, supposons que Ox0 soit de volume strictement supérieur
à A, autrement dit, il existe ε > 0 tel que vol Ox0 − ε > A. Soit alors δ > 0
tel que sur Ox0,δ on puisse appliquer le Corrolaire 2 du Théorème 5, en prenant
B = volOx0 −ε > A. On considère ensuite η une fonction positive de C∞G valant
1 sur Ox0,δ/2 et 0 en dehors de Ox0,δ. On reprend le raisonnement et les calculs
faits lors de l’étude de l’unicité de l’orbite de concentration et on trouve, de la
même manière qu’on a établi (5.12) :

[∫

M

|∇(ηuα)|pdV − C

∫

M

up
α|∇η|pdV − C

∫

M

|∇uα|p−1uα|∇(ηp)|dV
]

+λ
p−θ

θ
α α||uα||θ−p

p

∫

M

ηpup
αdV

<
Ap/(n−k)

Kp(n− k, p)

[∫

Ox0,δ

up∗
α dV

] p
n−k [∫

M

(ηuα)p∗dV
] p

p∗

<
Ap/(n−k)

Kp(n− k, p)

[(
Kp(n− k, p)

Bp/(n−k)
+ ε

)
||∇(ηuα)||pp + Bε||ηuα||pp

]
.

Or B > A entrâıne qu’on peut choisir un ε > 0 de sorte qu’il existe c > 0 tel
que

Ap/(n−k)

Kp(n− k, p)

(
Kp(n− k, p)

Bp/(n−k)
+ ε

)
= c < 1.

On obtient la même contradiction que lors de l’étude de l’unicité de l’orbite de
concentration. Finalement, Ox0 est de volume minimal A.

On montre à présent le dernier point de l’étude du phénomène de concen-
tration : quel que soit K un compact de M \Ox0 ,

lim
α→+∞

sup
K

uα = 0. (5.17)
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On prend Ox une orbite qui n’est pas une orbite de concentration, c’est à dire
telle qu’il existe un δ > 0 pour lequel

lim
α→+∞

∫

Ox,δ

up∗
α dV = 0.

Soit alors η une fonction positive de C∞G valant 1 sur Ox,δ/2 et nulle en dehors
de Ox,δ. Dans (Eα), on prend Φ = ηpul

α, avec l > 1. On obtient

||∇uα||θ−p
p

∫

M

|∇uα|p−2∇uα∇(ηpul
α)dV

+α||uα||θ−p
p

∫

M

ηpul+p−1
α dV = λα

∫

M

ηpup∗+l−1
α dV (5.18)

En développant ∇(ηpul
α) on trouve :

∫

M

|∇uα|p−2∇uα∇(ηpul
α)dV ≥

∫

M

lul−1
α ηp|∇uα|pdV−

∫

M

ul
α|∇(ηp)||∇uα|p−1dV.

Or
∫

M

∣∣∣∇
(
ηu(l+p−1)/p

α

)∣∣∣
p

dV ≤
(

l + p− 1
p

)p ∫

M

ηpul−1
α |∇uα|pdV

+Cl

∫

M

ul+p−1
α |∇η|pdV + Cl

∫

M

ul
α|∇uα|p−1|∇(ηp)|dV.

D’où, en réinjectant dans (5.18), et d’après Hölder,

C||∇uα||θ−p
p

[∫

M

|∇(ηu
l+p−1

p
α )|pdV − Cl

∫

M

ul+p−1
α |∇η|pdV −

C̃l

∫

M

ul
α|∇uα|p−1|∇(ηp)|dV

]
+ α||uα||θ−p

p

∫

M

ηpul+p−1
α dV

= λα

∫

M

ηpup∗+l−1
α dV

≤ λα

[∫

M

(ηu
l+p−1

p
α )p∗dV

] p
p∗

[∫

Ox,δ

up∗
α dV

] p
(n−k)

.

Or
∫

Ox,δ
up∗

α dV a pour limite 0 quand α tend vers l’infini, puisque Ox n’est
pas une orbite de concentration. En reprenant l’inégalité du Théorème 1 pour

(ηu
l+p−1

p
α ) on trouve

lim
α→+∞

c

∫

M

|∇(ηu
l+p−1

p
α )|pdV−C

∫

M

ul+p−1
α |∇η|pdV−C

∫

M

ul
α|∇uα|p−1|∇(ηp)|dV

−C

∫

M

(ηu
l+p−1

p
α )pdV + α||uα||θ−p

p

∫

M

ηpul+p−1
α dV = 0

où c > 0. D’après (5.8) si l + p− 1 < p∗,

lim
α→+∞

∫

M

ul+p−1
α dV = 0.
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D’où
lim

α→+∞

∫

M

(ηu
l+p−1

p
α )pdV = 0.

De plus

∫

M

ul
α|∇uα|p−1|∇(ηp)|dV ≤

[∫

M

|∇(ηp)| p
p−1 |∇uα|pdV

]p/(p−1) [∫

M

upl
α dV

]1/p

.

Or d’après (5.8),
[∫

M
upl

α dV
] 1

p tend vers 0 avec α si pl < p∗, et
∫

M
|∇uα|pdV

est borné. Il s’ensuit que
∫

M
ul

α|∇uα|p−1|∇(ηp)|dV tend vers 0 avec α. On en
déduit alors que

lim
α→+∞

∫

M

|∇(ηu
l+p−1

p
α )|pdV = 0

et

lim
α→+∞

α

∫

M

(
ηu

l+p−1
p

α

)p

dV = 0.

En reprenant l’inégalité du Théorème 1, on obtient

lim
α→+∞

∫

M

(
ηu

l+p−1
p

α

)p∗

dV = 0,

ce qui entraine

lim
α→+∞

∫

Ox,δ/2

u
p∗ l+p−1

p
α dV = 0.

On a alors
lim

α→+∞

∫

Ox,δ/2

uq
αdV = 0,

où q > p∗. Une récurrence sur l nous permet alors d’écrire pour tout N ≥ 1,

lim
α→+∞

∫

Ox,δ/2

uN
α dV = 0.

En revenant à l’équation (Eα) et par itération de type Moser, on en déduit que
quel que soit N ≥ 1,

lim
α→+∞

||uα||HN
1 (Ox,δ/2)

= 0.

Or, pour N assez grand, HN
1 est inclus dans C0, l’inclusion étant continue. Ce

qui nous donne,
lim

α→+∞
sup

Ox,δ/2

uα = 0.

Par recouvrement fini de tout compact K ⊂ M/Ox0 par des Ox,δ/2, on obtient
finalement que

lim
α→+∞

uα = 0

dans C0
loc(M/Ox0).
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5.3 Démonstration du Théorème 6 sous l’hy-
pothèse (H1)

5.3.1 Rappels et notations

Soit G un sous groupe du groupe des isométries de M tel que sur Ox0,δ toutes
les G-orbites soient principales. On peut considérer (voir par exemple [24]) la
variété quotient Ox0,δ/G sur laquelle g induit une métrique “quotient” g̃, de sorte
qu’alors Π la surjection canonique de Ox0,δ dans Ox0,δ/G est une submersion
riemannienne. On note ṽ la fonction définie sur Ox0,δ/G par ṽ(y) = vol(Π−1(y))
et on note v la fontion définie sur Ox0,δ par v(x) = vol (Ox). Si ũ ∈ C0(Ox0,δ/G)
et a support compact, on sait, toujours d’après [24],

∫

Ox0,δ

ũ ◦ΠdV =
∫

Ox0,δ/G

ũṽdvg̃. (5.19)

D’autre part, toute fonction u définie sur Ox0,δ et G-invariante “passe au quo-
tient” et s’écrit sous la forme u = ũ◦Π, où ũ est définie sur Ox0,δ/G. Remarquons
aussi que si l’on désigne par ∇̃ le gradient pour la métrique g̃ sur Ox0,δ/G, quelles
que soient ũ, w̃ définies sur Ox0,δ/G on a

(
∇̃ũ∇̃w̃

)
◦Π = ∇(ũ ◦Π)∇(w̃ ◦Π) (5.20)

Ce dernier résultat est en fait vrai dans le cadre plus général d’une submersion
riemannienne.

5.3.2 Résultat préliminaire

Lemme 8. Soit (N, g) une variété riemannienne compacte à bord de dimension
n, G un sous groupe compact du groupe des isométries de N , k la dimension
minimum des G-orbites, A le volume minimum des orbites de dimension k. Soit
Ox0 une orbite de dimension k et de volume A. Si il existe G′ un sous groupe
du groupe des isométries de N tel que

1. les G′-orbites sont toutes principales,
2. quel que soit x ∈ N , Ox,G′ est inclus dans Ox,G et Ox0,G′ = Ox0,G,
3. quel que soit x ∈ N , A = vol Ox0,G′ ≤ vol Ox,G′ ,

alors il existe B > 0 tel que, quelle que soit u ∈ C∞G à support compact dans N ,

||u||θp∗ ≤
Kθ(n− k, p)

Aθ/(n−k)
||∇u||θp + B||u||θp (5.21)

avec p ∈]1, n− k[, θ = p pour p ≤ 2, θ = 2 pour p ≥ 2, et p∗ = p(n−k)
n−k−p .

Démonstration. D’après l’hypothèse 1 du lemme et ce qui a été dit en rappel,
la variété N/G′ est une variété quotient et on note g̃ la métrique “quotient”
induite par g. Si l’on note toujours Π la surjection canonique de N dans la
variété quotient N/G′ de dimension n− k, alors, quelle que soit Φ ∈ C0(N/G′)
à support compact,

∫

N

(Φ ◦Π)dvg =
∫

N/G′
(Φṽ) dvg̃,
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où ṽ(y) = vol (Π−1(y)).
Considérons sur N/G′ le changement de métrique conforme g̃′ = ṽ2/(n−k)g̃

de sorte que dvg̃′ = ṽdvg̃. Alors, quelle que soit une fonction positive ũ ∈
C∞(N/G′),

∫

N/G′
ũp∗dvg̃′ =

∫

N/G′
ṽũp∗dvg̃ (5.22)

et
|∇g̃′ ũ|p =

1
ṽp/(n−k)

|∇g̃ũ|p.
En effet

|∇g̃′ ũ|p =
(|∇g̃′ ũ|2

)p/2
=

(
ṽ−2/(n−k)|∇g̃ũ|2

)p/2

.

D’où
∫

N/G′
|∇g̃′ ũ|pdvg̃′ =

∫

N/G′

ṽ

ṽp/(n−k)
|∇g̃ũ|pdvg̃. (5.23)

On utilise alors l’inégalité de Sobolev établie par Druet [18] dans le cas où le
groupe G est réduit à l’identité, il existe B > 0 tel que quelle que soit ũ ∈
H̊p

1 (N/G′),

[∫

N/G′
ũp∗dvg̃′

] θ
p∗

≤ Kθ(n− k, p)

[∫

N/G′
|∇g̃′ ũ|pdvg̃′

] θ
p

+ B

[∫

N/G′
ṽũpdvg̃

] θ
p

(5.24)

D’après (5.19), (5.22), (5.23) et (5.24), on déduit (en notant u = ũ ◦Π)

[∫

N

up∗dvg

] θ
p

≤ Kθ(n− k, p)
[∫

N

1
ṽp(n−k) ◦Π

|∇gu|pdvg

] θ
p

+ B

[∫

N

updvg

] θ
p

.

Comme, d’après l’hypothèse 3 du Lemme 8, ṽ ◦ Π(y) ≥ A quel que soit y ∈ N ,
on obtient finalement : quelle que soit u ∈ C∞G′(N),

[∫

N

up∗dvg

] θ
p

≤ Kθ(n− k, p)
Aθ/(n−k)

[∫

N

|∇gu|pdvg

] θ
p

+ B

[∫

N

updvg

] θ
p

.

Cette inégalité est en fait vraie quelle que soit u ∈ C∞G (N), car l’hypothèse 2
du lemme montre que C∞G (N) ⊂ C∞G′(N), ce qui termine la démonstration du
lemme.

5.3.3 Argument final

On donne à présent l’argument final de la démonstration du théorème sous
l’hypothèse (H1). Dans cette partie, on se sert de certains résultats établis dans
l’étude du phénomène de concentration.

Soit Ox0 l’orbite de concentration de la suite (uα) définie en 5.2. D’après la
Proposition 5, cette orbite est de dimension minimum k et de volume minimum
A. Soit δ > 0 tel que sur Ox0,2δ on puisse écrire le Lemme 8 en prenant N =
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Ox0,2δ. Soit η une fonction positive de C∞G , 0 ≤ η ≤ 1, valant 1 sur Ox0,δ et nulle
en dehors de Ox0,2δ. Alors d’après (5.21) il existe B > 0 tel que,

[∫

Ox0,δ

up∗
α dV

] θ
p∗

≤
[∫

Ox0,2δ

(ηuα)p∗ dV

] θ
p∗

≤ Kθ(n− k, p)
Aθ/(n−k)

[∫

Ox0,2δ

|∇(ηuα)|pdV

] θ
p

+ B

[∫

Ox0,2δ

(ηuα)pdV

] θ
p

.(5.25)

D’autre part, il existe C > 0 tel que,

|∇(ηuα)|p ≤ ηp|∇uα|p + Cηp−1uα|∇uα|p−1|∇η|+ C|∇η|pup
α,

d’où, puisque |∇η| = 0 sur Ox0,δ,
∫

Ox0,2δ

|∇(ηuα)|pdV ≤
∫

M

|∇uα|pdV + C

∫

M\Ox0,δ

uα|∇uα|p−1dV + C

∫

M\Ox0,δ

up
αdV.

Alors, puisque θ/p ≤ 1,

[∫

Ox0,2δ

|∇(ηuα)|pdV

] θ
p

≤

[∫

M

|∇uα|pdV
] θ

p

+ C

[∫

M\Ox0,δ

uα|∇uα|p−1dV +
∫

M\Ox0,δ

up
αdV

] θ
p

.

Dans l’équation (Eα) on prend Φ = uα. On trouve :

[∫

M

|∇uα|pdV
] θ

p

= λα − α

[∫

M

up
αdV

] θ
p

.

D’où
[∫

Ox0,2δ

|∇(ηuα)|pdV

] θ
p

≤ λα − α

[∫

M

up
αdV

] θ
p

+C

[∫

M\Ox0,δ

uα|∇uα|p−1dV +
∫

M\Ox0,δ

up
αdV

] θ
p

. (5.26)

Finalement, d’après (5.25) et (5.26),

[∫

Ox0,δ

up∗
α dV

] θ
p∗

≤ Kθ(n− k, p)
Aθ/(n−k)

(
λα − α

[∫

M

up
αdV

] θ
p

+

C

[∫

M\Ox0,δ

uα|∇uα|p−1dV +
∫

M\Ox0,δ

up
αdV

] θ
p


 + B

[∫

Ox0,2δ

(ηuα)pdV

] θ
p

.
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En se rappelant que λα tend vers Aθ/(n−k)/Kθ par valeurs inférieures, on
trouve :

α ≤ A
θ

n−k

Kθ




1−
[∫

Ox0,δ
up∗

α dV
] θ

p∗

||uα||θp




+
C

[∫
M\Ox0,δ

uα|∇uα|p−1dV
] θ

p

+
[∫

M\Ox0,δ
up

αdV
]

||uα||θp

θ
p

+C

[∫
Ox0,2δ

up
αdV

]

||uα||θp

θ
p

. (5.27)

Remarquons tout d’abord que

[∫
Ox0,2δ

up
αdV

]

||uα||θp

θ
p

≤ 1,

et [∫
M\Ox0,δ

up
αdV

]

||uα||θp

θ
p

≤ 1.

On cherche à prouver que
∫

M\Ox0,δ
uα|∇uα|p−1dV

∫
M

up
αdV

≤ C. (5.28)

Soit ζ une fonction C∞G , 0 ≤ ζ ≤ 1 telle que ζ soit nulle sur Ox0,δ/2 et vale 1 sur
M \Ox0,δ. Dans (Eα) on prend Φ = ζpuα. On trouve

||∇uα||θ−p
p

∫

M

|∇uα|p−2∇uα∇ (ζpuα) dV+α||uα||θ−p
p

∫

M

ζpup
αdV = λα

∫

M

ζpup∗
α dV.

On a déjà vu qu’il existe C > 0 tel que
∫

M

|∇uα|p−2∇uα∇ (ζpuα) dV ≥
∫

M

ζp|∇uα|pdV−C

∫

M

uα|∇uα|p−1|∇(ζp)|dV.

D’où

||∇uα||θ−p
p

∫

M

ζp|∇uα|pdV

≤ λα

∫

M

ζpup∗
α dV + ||∇uα||θ−p

p C

∫

M

uα|∇uα|p−1|∇(ζp)|dV

≤ A
θ

n−k

Kθ

∫

M

ζpup∗
α dV + C

∫

M

uαζp−1|∇uα|p−1dV

≤ C

∫

M

ζpup∗
α dV + C

[∫

M

ζp|∇uα|pdV
] p−1

p
[∫

M

up
αdV

] 1
p

.
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D’après l’inégalité de Young, et comme d’après (5.7), ||∇uα||p tend vers une
constante C > 0,

∫

M

ζp|∇uα|pdV ≤ C

∫

M

ζpup
αdV + C

∫

M

up∗
α dV.

Comme d’après (5.17) uα a pour limite 0 dans C0
loc(M \Ox0,δ/2),

∫

M\Ox0,δ

|∇uα|pdV ≤ C

(
1 + sup

M\Ox0,δ/2

up∗−p
α

)∫

M

up
αdV

≤ C

∫

M

up
αdV. (5.29)

En remarquant qu’on obtient, d’après Hölder,

∫

M\Ox0,δ

uα|∇uα|p−1dV ≤
[∫

M\Ox0,δ

up
αdV

] 1
p

[∫

M\Ox0,δ

|∇uα|pdV

] p−1
p

,

on a, d’après (5.29)

∫

M\Ox0,δ

uα|∇uα|p−1dV ≤ C

[∫

M\Ox0,δ

up
αdV

] 1
p [∫

M

up
αdV

] p−1
p

.

D’où finalement ∫
M\Ox0,δ

uα|∇uα|p−1dV
∫

M
up

αdV
≤ C

et l’inégalité (5.28) est démontrée.
Il reste à prouver que

1−
[∫

Ox0,δ
up∗

α dV
]

[∫
M

up
αdV

] θ
p

θ
p∗

≤ C. (5.30)

Comme
∫

Ox0,δ
up∗

α dV < 1 et θ/p∗ ≤ 1, on a

1−
[∫

Ox0,δ

up∗
α dV

] θ
p∗

≤
∫

M\Ox0,δ

up∗
α dV

≤
(

sup
M\Ox0,δ

uα

)p∗−p ∫

M

up
αdV

≤ C

∫

M

up
αdV,

puisque d’après (5.17)
lim

α→+∞
sup

M\Ox0

uα = 0.

D’où

1−
[∫

Ox0,δ
up∗

α dV
]

[∫
M

up
αdV

] θ
p

θ
p∗

≤ C

∫
M

up
αdV

[∫
M

up
αdV

] θ
p

≤ C
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car θ/p ≤ 1 et ||uα||pp tend vers 0.
En réinjectant (5.28) et (5.30) dans (5.27), on trouve α ≤ C. Cette contra-

diction termine la démonstration du théorème sous l’hypothèse (H1).

5.4 Démonstration du Théorème 6 sous l’hy-
pothèse (H2)

5.4.1 Résultats préliminaires

Soit Ox0 l’orbite de concentration de la suite (uα), qui d’après la Proposition
5 est de dimension minimum k et de volume minimum A. L’hypothèse 1. de (H2)
nous dit qu’il existe un voisinage Ox0,2δ de Ox0 tel que dans Ox0,2δ toutes les
H-orbites sont principales. On sait qu’alors Ox0,2δ/H est une variété quotient et
vérifie les propriétés décrites dans la partie 5.3.1 de ce chapitre. On note toujours
Π la submersion riemannienne de Ox0,2δ dans la variété quotient Ox0,2δ/H. On
note x̄ = Π(Ox). D’après l’hypothèse 4. de (H2), x̄0 est un point critique de la
fonction ṽ, on en déduit : il existe C > 0 tel que quel que soit x̄ ∈ Ox0,2δ/H,

A− Cd2
g̃(x̄, x̄0) ≤ ṽ(x̄) ≤ A + Cd2

g̃(x̄, x̄0) (5.31)

car ṽ(x̄0) = A.
On écrit sur Ox0,2δ/H l’inégalité de Sobolev dans le cas sans symétrie telle

qu’elle a été établie par Druet [18]. Il existe B > 0 tel que quelle que soit
ũ ∈ H̊q

1 (Ox0,2δ/H),

[∫

Ox0,2δ/H

ũp∗dvg̃

] θ
p∗

≤ Kθ(n−k, p)

[∫

Ox0,2δ/H

|∇̃ũ|pdvg̃

] θ
p

+B

[∫

Ox0,2δ/H

ũpdvg̃

] θ
p

.

Soit Oxα une suite d’orbites sur lesquelles uα atteint son maximum (d’après
(5.17), cette suite converge vers Ox0). On a alors ũ(x̄α) = ||ũ||∞. Soit η une
fonction C∞G , η = 1 sur Ox0,δ, nulle en dehors de Ox0,2δ, 0 ≤ η ≤ 1. Soit η̃
la fonction C∞(Ox0,2δ/H) telle que η = η̃ ◦ Π. Alors η̃ = 1 sur (Ox0,δ/H) et
η̃ũα ∈ H̊q

1 (Ox0,2δ/H). D’après l’inégalité précédente, on peut écrire en prenant
ũ = ηũα : quel que soit α

[∫

Ox0,2δ/H

(η̃ũα)p∗dvg̃

] θ
p∗

≥
[
A−1

∫

Ox0,2δ/H

ṽ(η̃ũα)p∗dvg̃ − C

∫

Ox0,2δ/H

d2
g̃(x̄, x̄0)(η̃ũα)p∗dvg̃

] θ
p∗

.

Comme Ox0 est une orbite de concentration,
∫

Ox0,2δ/H
ṽ(η̃ũα)p∗dvg̃ est majoré

et minoré par une constante strictement positive. On peut alors écrire
[∫

Ox0,2δ/H

(η̃ũα)p∗dvg̃

] θ
p∗

≥ A−
θ

p∗

[∫

Ox0,2δ/H

ṽ(η̃ũα)p∗dvg̃

] θ
p∗

(
1− C

∫

Ox0,2δ/H

d2
g̃(x̄, x̄0)(η̃ũα)p∗dvg̃

) θ
p∗

.
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Et, comme θ
p∗ < 1,

[∫

Ox0,2δ/H

(η̃ũα)p∗dvg̃

] θ
p∗

≥ A
−θ
p∗

[∫

Ox0,2δ/H

ṽ(η̃ũα)p∗dvg̃

] θ
p∗

− C

∫

Ox0,2δ/H

d2
g̃(x̄, x̄0)(η̃ũα)p∗dvg̃.

De même, étant donné que θ
p ≤ 1

[∫

Ox0,2δ/H

|∇̃(η̃ũα)|pdvg̃

] θ
p

≤ A
−θ
p

[∫

Ox0,2δ/H

ṽ|∇̃(η̃ũα)|pdvg̃

] θ
p

+ C

[∫

Ox0,2δ/H

d2
g̃(x̄, x̄0)|∇̃(η̃ũα)|pdvg̃

] θ
p

,

et
[∫

Ox0,2δ/H

(η̃ũα)pdvg̃

] θ
p

≤ A
−θ
p

[∫

Ox0,2δ/H

ṽ(η̃ũα)pdvg̃

] θ
p

+ C

[∫

Ox0,2δ/H

d2
g̃(x̄, x̄0)(η̃ũα)pdvg̃

] θ
p

.

Finalement, on trouve

[∫

Ox0,2δ/H

ṽ(η̃ũα)p∗dvg̃

] θ
p∗

≤ Kθ(n− k, p)
Aθ/(n−k)

[∫

Ox0,2δ/H

ṽ|∇̃(η̃ũα)|pdvg̃

] θ
p

+ C

[∫

Ox0,2δ/H

ṽ(η̃ũα)pdvg̃

] θ
p

+C

∫

Ox0,2δ/H

d2
g̃(x̄, x̄0)(η̃ũα)p∗dvg̃ + C

[∫

Ox0,2δ/H

d2
g̃(x̄, x̄0)|∇̃(η̃ũα)|pdvg̃

] θ
p

+C

[∫

Ox0,2δ/H

d2
g̃(x̄, x̄0)(η̃ũα)pdvg̃

] θ
p

. (5.32)

On utilise ensuite l’inégalité triangulaire, d2
g̃(x̄, x̄0) ≤ 2

(
d2

g̃(x̄α, x̄0) + d2
g̃(x̄, x̄α)

)
.

De plus, d’après (5.19), on peut “remonter” une partie de (5.32) sur Ox0,2δ. De
la même manière qu’on a démontré (5.27), on obtient :
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α ≤ 


A
θ

n−k

Kθ

[
1−

[∫
Ox0,δ

up∗
α dV

] θ
p∗

]

||uα||θp
+ C

[∫
M\Ox0,δ

uα|∇uα|p−1dV
]

||uα||θp

θ
p

+C

[∫
M\Ox0,δ

up
αdV

]

||uα||θp

θ
p

+ C

[∫
Ox0,δ

(ηuα)pdV
]

||uα||θp

θ
p

 (5.33)

+C




∫
Ox0,2δ/H

d2
g̃(x̄, x̄α)(η̃ũα)p∗dvg̃ +

[∫
Ox0,2δ/H

d2
g̃(x̄, x̄α)|∇̃(η̃ũα)|pdvg̃

] θ
p

||uα||θp

+

[∫
Ox0,2δ/H

d2
g̃(x̄, x̄α)(η̃ũα)pdvg̃

] θ
p

||uα||θp


 (5.34)

+C




∫
Ox0,2δ/H

d2
g̃(x̄0, x̄α)(η̃ũα)p∗dvg̃ +

[∫
Ox0,2δ/H

d2
g̃(x̄0, x̄α)|∇̃(η̃ũα)|pdvg̃

] θ
p

||uα||θp

+

[∫
Ox0,2δ/H

d2
g̃(x̄0, x̄α)(η̃ũα)pdvg̃

] θ
p

||uα||θp


 (5.35)

Comme sous l’hypothèse (H1), la contradiction finale de ce raisonnement par
l’absurde sera obtenue en montrant que le second terme de cette inégalité est
majoré quel que soit α. On a déjà prouvé que (5.33) ≤ C (il s’agit en réalité
de l’inégalité (5.27)). Pour majorer la deuxième partie (5.34), on a besoin d’une
première inégalité fondamentale : il existe C > 0, tel que quel que soit α

dg̃(x̄, x̄α)
n−k

p −1ũα(x̄) ≤ C.

Cette inégalité a été initialement démontrée dans Druet [18] lorsque le groupe
G est réduit à l’identité, et la démonstration dans notre cas s’y raporte par de
nombreux aspects. Pour majorer la troisième partie (5.35), on a besoin d’une
deuxième inégalité fondamentale : il existe C > 0, tel que quel que soit α

dg̃(x̄α, x̄0)(sup ũα)
p

n−k−p ≤ C.

La condition 3. de l’hypothèse (H2) est fondamentale pour la démonstration de
cette inégalité, elle n’a donc pas d’équivalent lorsque le groupe G est réduit à
l’identité. La démonstration nécessitera l’introduction d’outils nouveaux.

5.4.2 Démonstration des inégalités fondamentales

Rappelons que uα est solution faible sur M de

||∇uα||θ−p
p ∆puα + α||uα||θ−p

p up−1
α = λαup∗−1

α ,
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ce qui signifie précisément : quelle que soit Φ ∈ C∞0

||∇uα||θ−p
p

∫

M

|∇uα|p−2∇uα∇ΦdV+α||uα||θ−p
p

∫

M

up−1
α ΦdV = λα

∫

M

up∗−1
α ΦdV

(Eα).
On considère la submersion riemannienne Π définie de (Ox0,2δ, g) dans
(Ox0,2δ/H, g̃). On note toujours ũα et ṽ les fonctions définies sur Ox0,2δ/H
qui vérifient uα = ũα ◦ Π et ṽ(x̄) = vol g̃

(
Π−1(x̄)

)
. On cherche alors à établir

l’équation vérifiée par ũα sur (Ox0,2δ/H, g̃). En utilisant (5.19) et (5.20) on écrit :
quelle que soit Φ ∈ C∞0 (Ox0,2δ/H),

||∇uα||θ−p
p

∫

Ox0,2δ/H

ṽ|∇̃ũα|p−2∇̃ũα∇̃Φdvg̃ + α||uα||θ−p
p

∫

Ox0,2δ/H

ṽũp−1
α Φdvg̃

= λα

∫

Ox0,2δ/H

ṽũp∗−1
α Φdvg̃.

Ce qui signifie que ũα vérifie faiblement sur (Ox0,2δ/H, g̃) l’équation

−||∇uα||θ−p
p ∇̃(ṽ|∇̃ũα|p−2∇̃ũα) + α||uα||θ−p

p ṽũp−1
α = λαṽũp∗−1

α (E′
α).

On remarque que cette équation ne diffère de l’équation vérifiée par uα

que par l’introduction de la fonction ṽ qui, on le rappelle, est C∞ et posi-
tive sur Ox0,2δ/H. L’équation (E′

α) vérifée par ũα est fondamentale pour les
démonstrations qui suivent.

Première inégalité fondamentale

On s’inspire de la démonstration proposée par Druet dans [18], articulée
principalement autour de la technique du “blow up”. La différence entre le
problème qui se pose ici et celui trâıté par Druet étant très minime (due à
l’introduction de ṽ dans l’équation (E′

α)), on ne présentera qu’un schéma de la
démonstration.

La démonstration se fait par l’absurde. Soit x̄α une suite de points tels que
ũα(x̄α) = sup ũα = ||ũα||∞. D’après (5.17), x̄α converge vers x̄0. On définit sur
Ox0,2δ/H les fonctions zα par

zα(x̄) = dg̃(x̄, x̄α)
n−k

p −1ũα(x̄).

Nier la première inégalité fondamentale revient à supposer qu’il existe une sous
suite (notée encore (zα)) telle que

lim
α→+∞

||zα||∞ = +∞.

Soit ȳα tel que zα(ȳα) = ||zα||∞. On fait un “blow up” en ȳα de coefficient
de dilatation kα = ũα(ȳα)

p
p−(n−k) sur les fonctions ũα. Plus précisément, on

considère la carte exponentielle

(Bȳα , exp−1
ȳα

),

où Bȳα est une boule de Ox0,2δ/H de centre ȳα et de rayon ρ suffisamment petit,
et où

exp−1
ȳα

Bȳα = B0(ρ) ⊂ Rn−k.
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On définit sur B0(ρ) la métrique

gα = exp∗ȳα
g̃

et la fonction
vα = ũα ◦ expȳα

.

On considère l’application Ψkα
, définie de B0(ρ) dans Bα = B0(kαρ) ⊂ Rn−k

par Ψkα(x) = kαx avec kα = ũα(ȳα)
p

p−(n−k) . Sur Bα on considère la métrique

g′α = ũα(ȳα)
2p

p−(n−k) (Ψ−1
kα

)∗gα = k2
α(Ψ−1

kα
)∗gα,

et la fonction
wα =

1
ũα(ȳα)

vα ◦Ψ−1
kα

.

De l’équation (E′
α) vérifiée par ũα sur Ox0,2δ/H on déduit l’équation vérifiée par

wα sur (Bα, g′α). On note v̂ la fonction définie sur Bα par v̂ = ṽ ◦Ψ−1
kα
◦ expȳα

.
Alors wα vérifie faiblement

−||∇uα||θ−p
p ∇g′α(v̂|∇g′αwα|p−2∇g′αwα) + αk−p

α ||uα||θ−p
p v̂wp−1

α = λαv̂wp∗−1
α (5.36)

Notons de plus que

wα(0) = 1, (5.37)

et ∫

Bα

wp∗
α dvg′α =

∫

Bȳα

ũp∗
α dvg̃.

Rappelons d’autre part que d’après (5.7)

lim
α→+∞

||∇uα||θ−p
p =

A
θ−p
n−k

Kθ−p(n− k, p)
.

La suite de la démonstration consiste à montrer que

lim
α→+∞

∫

B0(1)

wp∗
α dvg′α = 0. (5.38)

La démonstration de ce dernier point est longue et technique, mais identique
à celle proposée dans Druet [18], à laquelle on pourra se référer (la différence
entre l’équation (5.36) vérifiée par wα et celle vérifiée dans Druet [18] n’apporte
aucune modification à la démonstration).

La méthode d’itération de Moser (voir par exemple Serrin [28], Trüdinger
[33] ou Véron [35]) appliquée à l’équation (5.36) sur la boule B0(1) permet
ensuite, grâce à (5.38), de montrer que

lim
α→+∞

||wα||Hl
1(B0(

1
2 )) = 0,

où l peut être choisi aussi grand que l’on veut. Comme H l
1(B0( 1

2 )) ⊂ C0,β(B0( 1
2 ))

pour l suffisamment grand, on en déduit que wα converge uniformément vers
la fonction nulle dans B0( 1

2 ), ce qui contredit (5.37), et termine ainsi la
démonstration de la première inégalité fondamentale.
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Deuxième inégalité fondamentale

Le groupe G induit sur Ox0,2δ/H un groupe d’isométries (noté S), isomorphe
à G/H, construit de la manière suivante. Quel que soit x̄ ∈ Ox0,2δ/H, on pose
σ̄(x̄) = Π ◦ σ(x), où σ ∈ G et x est tel que Π(x) = x̄. Comme H est un
sous groupe normal de G, on vérifie aisément que Π ◦ σ(x) ne dépend pas du
représentant x de x̄. Par construction, σ̄ ◦ Π = Π ◦ σ. D’après la définition de
Π et comme σ est une isométrie, on déduit que quels que soient X et Y dans
Tx̄(Ox0,2δ/H), g̃σ̄(x̄)(dσ̄x̄X, dσ̄x̄Y ) = g̃x̄(X, Y ). Alors σ̄ est une isométrie de
(Ox0,2δ/H, g̃).

Dans la suite, on note (sans confusion possible) Ox̄ l’orbite de x̄ pour le
groupe S. Le lemme suivant se démontre sans difficultés.

Lemme 9. Sous l’action de S, Ox0,2δ/H admet pour seul point fixe x̄0, et quel
que soit x̄ 6= x̄0, dim Ox̄ ≥ 1.

Démonstration. Quelle que soit σ̄ ∈ S, σ̄(x̄0) = σ̄ ◦ Π(x0) = Π ◦ σ(x0). On sait
par hypothèse que Ox0,G = Ox0,H , d’où σ(x0) appartient à Ox0,H , et σ̄(x̄0) =
Π ◦ σ(x0) = x̄0.

Soit à présent x̄ 6= x̄0. Supposons que dim Ox̄ = 0, cela signifie que Ox̄ est
une orbite finie {x̄, x̄2, . . . , x̄m}. D’après la construction de S, cela implique que
Ox,G est de la forme

⋃
i=1,...,m Oxi,H , et on a donc dim Ox,G = dim Oxi,H . Or les

H-orbites sont toutes de même dimension, car elles sont toutes principales par
hypothèse. On a alors dim Ox,G = dim Ox0,H = dim Ox0,G, d’après la condition
2. de l’hypothèse (H2), ce qui est en contradiction avec l’hypothèse dimOx,G >
dim Ox0,G. Le lemme est ainsi démontré.

Comme x̄0 est un point fixe pour S, on peut considérer sur l’espace tangent
Tx̄0(Ox0,2δ/H) muni du produit scalaire g̃x̄0 , le groupe d’isométries “dérivé”
du groupe S défini par S′ = {dσ̄x̄0 |σ̄ ∈ S}. Soit ρ > 0 suffisamment petit
pour que l’application expx̄0

soit un difféomorphisme de B0(ρ) dans Bx̄0(ρ),
où B0(ρ) (resp. Bx̄0(ρ)) est la boule de rayon ρ de (Tx̄0(Ox0,2δ/H), g̃x̄0)
(resp. (Ox0,2δ/H, g̃)) centrée en 0 (resp. x̄0). On vérifie aisément, compte
tenu des propriétés de l’application exponentielle expx̄0

, que sur un voisi-
nage de 0 de Tx̄0(Ox0,2δ/H), dσ̄x̄0 = exp−1

x̄0
◦σ̄ ◦ expx̄0

et que, quel que soit
x̄ ∈ Bx̄0(ρ), exp−1

x̄0
Ox̄ = Oexp−1

x̄0
x̄,S′ . D’autre part, puisque B0(ρ) et Bx̄0(ρ)

sont compacts, la distance sur B0(ρ) associée au produit scalaire exp∗x̄0
g̃ est

équivalente à la distance sur Bx̄0(ρ) associée au tenseur métrique g̃. De ces
dernières remarques on déduit que montrer la deuxième inégalité fondamentale
dg̃(x̄α, x̄0)(sup ũα)

p
n−k−p < C, est équivalent à montrer sur Tx̄0(Ox0,2δ/H) :

dg̃x̄0
(exp−1(x̄α), 0)(sup(ũα ◦ exp−1))

p
n−k−p ≤ C.

On rappelle que, comme x̄α converge vers x̄0, pour α suffisamment grand les
orbites de Ox̄α (resp. Oexp−1

x̄α
,S′) sont dans Bx̄0(ρ) (resp. dans B0(ρ)). Dans la

suite, à isométrie I près, on identifie (Tx̄0(Ox0,2δ/H), g̃x̄0) à (Rn−k, ξ) (où ξ est
le produit scalaire euclidien), et pour ne pas alourdir l’écriture, on conserve sur
Rn−k les mêmes notations que sur Ox0,2δ/H (on note toujours x̄, ũα, Ox̄α =
Ox̄α,S′ ...). Il s’agit de démontrer que sur (Rn−k, ξ), il existe C > 0 tel que, quel
que soit α

dξ(x̄α, 0)(sup ũα)
p

n−k−p ≤ C (5.39)
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Cette inégalité est équivalente à la deuxième inégalité fondamentale. L’intérêt
des constructions précédentes est de pouvoir dans la suite de la démonstration
utiliser la notion de barycentre d’une orbite, notion classique sur Rn, mais bien
plus délicate sur une variété quelconque.

Soit S′I la composante connexe de l’identité du groupe S′, Ox̄α,S′I l’orbite de
x̄α sous S′I (Ox̄α,S′I est connexe, de plus si S′ est connexe Ox̄α,S′I = Ox̄α

). On
note DOx̄α,S′I le diamètre de l’orbite Ox̄α,S′I , ie la plus grande distance entre
deux points. On démontre le lemme suivant.

Lemme 10. Sur (Rn−k, ξ) muni du groupe d’isométries S′, on considère ũα la
suite de fonctions S′-invariantes et (x̄α) une suite convergeant vers 0, telle que
ũα(x̄α) = sup ũα. Alors il existe C > 0 tel que quel que soit α

DOx̄α,S′I (sup ũα)
p

n−k−p ≤ C.

Démonstration. La démonstration se fait par l’absurde. Supposons que
DOx̄α,S′I (sup ũα)

p
n−k−p admette une sous suite ayant pour limite +∞. Remar-

quons qu’alors il existe Nα une suite d’entiers telle que limα→+∞Nα = +∞ et,
quel que soit α,

DOx̄α,S′I (sup ũα)
p

n−k−p ≥ N2
α. (5.40)

Première étape On montre que pour chaque α on peut choisir Nα boules
disjointes, isométriques entre elles, centrées en des points de Ox̄α,S′I , et de rayon
rα tel que

Nαrα

DOx̄α,S′I

>
1
2
. (5.41)

Pour cela, on considère deux points A et B réalisant le diamètre de Ox̄α,S′I .
Comme cette orbite est connexe, il existe un chemin γ sur Ox̄α,S′I tel que γ(0) =
A et γ(1) = B. On considère f la fonction définie de [0, 1] dans R telle que
f(t) = d(γ(t), A). Alors f est continue, f(0) = 0, f(1) = DOx̄α,S′I . Pour i de 1
à Nα, on considère les points x̄iα = γ(ti) tels que

f(ti) =
iDOx̄α,S′I

Nα
.

Alors pour i > j,

d(x̄iα, x̄jα) ≥ d(x̄iα, A)− d(x̄jα, A) = f(ti)− f(tj)

=
(i− j)

Nα
DOx̄α,S′I ≥

DOx̄α,S′I

Nα

Prenons rα =
DOx̄α,S′

I

2Nα
, les boules Bx̄iα(rα) sont alors disjointes et isométriques

entre elles, et on a (5.41).
Remarquons alors que

lim
α→+∞

∫

Bx̄α (rα)

ũp∗
α dvg̃ = 0 (5.42)

et

lim
α→+∞

rα(sup ũα)
p

n−k−p = +∞. (5.43)
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En effet, comme
∫

Ox̄α
ũp∗

α dvg̃ ≤ C et que, pour α fixé, les boules Bx̄iα(rα) sont
disjointes et isométriques entre elles,

∫

Bx̄α (rα)

ũp∗
α dvg̃ ≤ 1

Nα
,

ce qui prouve (5.42). On trouve (5.43) en réinjectant (5.41) dans (5.40).
Deuxième étape La contradiction cherchée sera obtenue en faisant un

“blow up” en x̄α de coefficient de dilatation kα = (sup ũα)
p

n−k−p sur les fonc-
tions ũα. Pour cela on considère les boules Bx̄α

(rα) où les x̄α convergent vers x̄0

et vérifient ũα(x̄α) = ||ũα||∞, les rayons rα vérifiant (5.41). Soit la carte expo-
nentielle (Bx̄α

(rα), exp−1
x̄α

), où exp−1
x̄α

Bx̄α
(rα) ⊂ Rn−k. On définit sur B0(rα) la

métrique gα = exp∗x̄α
g̃ et la fonction vα = ũα◦expx̄α

. On considère l’application
Ψkα

définie de B0(rα) dans la boule Bα = B0(kαrα) ⊂ Rn−k par Ψkα(x) = kαx,

où kα = (sup ũα)
p

n−k−p = ||ũα||
p

p−(n−k)∞ . Sur Bα on considère la métrique

g′α = k2
α(Ψ−1

kα
)∗gα

et la fonction
wα =

1
||uα||∞ (vα ◦Ψ−1

kα
).

D’après (5.43) le rayon kαrα = (sup ũα)
p

p−(n−k) rα tend vers +∞ avec α (et c’est
là un point essentiel de la démonstration).

De l’équation (E′
α) vérifiée par ũα sur (Ox0,2δ/H, g̃), on déduit l’équation

vérifiée par wα sur (Bα, g′α). Il suffit pour cela de remarquer que Ψkα ◦ exp−1

est une isométrie de (Bx̄α(ρ), g) dans (Bα, g′′α) pour la métrique g′′α = (Ψ−1
kα

)∗gα.
L’équation vérifiée par wα sur (Bkα , g′′α) s’obtient immédiatement, et comme
g′α = k2

αg′′α, on en déduit que wα est solution faible dans (Bα, g′α) de

−||∇uα||θ−p
p ∇g′α(v̂|∇g′αwα|p−2∇g′αwα) + αk−p

α ||uα||θ−p
p v̂wp−1

α = λαv̂wp∗−1
α

(E′′
α)

où v̂ est la fonction définie sur Bα par v̂ = ṽ ◦Ψ−1
kα
◦ expx̄α

. Notons de plus que

wα(0) = 1 (5.44)

et ∫

Bα

wp∗
α dvg′α =

∫

Bx̄α (rα)

ũp∗
α dvg̃.

Rappelons d’autre part que d’après (5.7)

lim
α→+∞

||∇uα||θ−p
p =

A
θ−p
n−k

Kθ−p(n− k, p)
.

Comme le rayon de Bα tend vers l’infini, pour α assez grand B0(1) ⊂ Bα. La
méthode d’itération de Moser appliquée à l’équation (E′′

α) sur la boule B0(1)
(voir par exemple Serrin [28], Trudinger [33] ou Veron [35]) permet alors grâce
à (5.42) de montrer que

lim
α→+∞

||wα||Hl
1(B0(

1
2 )) = 0,
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où l peut être choisi aussi grand que l’on veut. Comme H l
1(B0( 1

2 )) ⊂ C0,β(B0( 1
2 ))

pour l suffisamment grand, on en déduit que wα converge uniformément vers
une fonction nulle dans B0( 1

2 ), ce qui contredit (5.44) et termine ainsi la
démonstration du Lemme 10.

La suite de la démonstration de la deuxième inégalité fondamentale va uti-
liser la notion de barycentre d’une orbite de (Rn−k, ξ) sous l’action du groupe
d’isométries S′. On en rappelle la définition.

Définition (Barycentre). Le barycentre I d’une orbite est l’unique point tel

que
∫

x∈Ox̄

−→
Ix= 0. (Si Ox̄ est une orbite finie {A1, . . . , An}, alors I est l’unique

point tel que Σ
−→
IAi= 0.)

La notion de barycentre est utilisée dans la démonstration du Lemme qui
suit.

Lemme 11. Sous les mêmes hypothèses que pour le Lemme 10

dξ(x̄α, 0) ≤ DOx̄α,S′I .

Démonstration. On commence par prouver que quelle que soit Ox̄ une S′-orbite,
toutes ses composantes connexes et en particulier Ox̄α,S′I ont pour barycentre 0.
Les composantes connexes OCi de Ox̄α sont en nombre fini. Soit Ii le barycentre
de OCi , pour tout σ ∈ S′, σ̄(Ii) est alors le barycentre de σ̄(OCi) = OCj , et
l’orbite de Ii est finie sous S′. On en déduit d’après le Lemme 9, que quel que
soit i, Ii = 0. On peut alors écrire

−→
x̄α0=

1
vol Ox̄α,S′I

∫

Ox̄α,S′
I

−→
x̄αx

d’où

dξ(x̄α, 0) ≤ 1
vol Ox̄α,S′I

∫

Ox̄α,S′
I

d(x̄α, x) ≤ 1
vol Ox̄α,S′I

DOx̄α,S′I

∫

Ox̄α,S′
I

1 = DOx̄α,S′I

et on a démontré le Lemme 11. L’inégalité (5.39) est une conséquence immédiate
des Lemmes 10 et 11, et la deuxième inégalité fondamentale est démontrée.

5.4.3 Argument final

Une fois prouvées les deux inégalités fondamentales, on est en mesure de
trouver une absurdité dans l’inégalité α ≤ (5.33)+(5.34)+(5.35) et de conclure.
On commence par prouver (5.34) ≤ C à l’aide de la première inégalité fonda-
mentale. On reprend là aussi les méthodes utilisées par Druet dans [18].

On démontre tout d’abord

[
∫

Ox0,2δ/H
d2

g̃(x̄, x̄α)(η̃ũα)pdvg̃]

||uα||θp

θ
p

≤ C. (5.45)

On a [∫

Ox0,2δ/H

d2
g̃(x̄, x̄α)(η̃ũα)pdvg̃

] θ
p

≤ C

[∫

Ox0,2δ/H

ũp
αdvg̃

] θ
p

.
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Or, d’après (5.19)
∫

Ox0,2δ/H

ũp
αdvg̃ ≤ C

∫

Ox0,2δ/H

ũp
αṽdvg̃ = C

∫

Ox0,2δ

up
αdV

et (5.45) est prouvé. On montre ensuite que
∫

Ox0,2δ/H
d2

g̃(x̄, x̄α)(η̃ũα)p∗dvg̃

||uα||θp
≤ C. (5.46)

Pour cela on distingue deux cas.
Cas p ≤ 2. En utilisant la première inégalité fondamentale, on obtient

∫

Ox0,2δ/H

(η̃ũα)p∗d2
g̃(x̄α, x̄)dvg̃ =

∫

Ox0,2δ/H

η̃p∗d2
g̃(x̄α, x̄)ũp∗−p

α ũp
αdvg̃

≤ C

∫

Ox0,2δ/H

d2−p
g̃ (x̄α, x̄)ũp

αdvg̃ ≤ C

∫

Ox0,2δ/H

ũp
αdvg̃.

L’inégalité (5.46) lorsque p ≤ 2 s’en déduit immédiatement d’après ce que l’on
a vu précédemment.

Cas p > 2, θ = 2. Remarquons que

d2
g̃(x̄, x̄α)(η̃ũα)p∗ = η̃p∗ ũα(dg̃(x̄, x̄α)ũ

p∗
2

α )(dg̃(x̄, x̄α)ũ
p

n−k−p
α )ũ

p∗ p−2
2p

α .

D’après Hölder, et puisque dg̃(x̄, x̄α)ũ
p

n−k−p
α ≤ C d’après la première inégalité

fondamentale, on en déduit :
∫

Ox0,2δ/H

d2
g̃(x̄, x̄α)(η̃ũα)p∗dvg̃ ≤

C

(∫

Ox0,2δ/H

ũp
αdvg̃

) 1
p

(∫

Ox0,2δ/H

ũp∗
α dvg̃

) p−2
2p

(∫

Ox0,2δ/H

d2
g̃(x̄, x̄α)(η̃ũα)p∗dvg̃

) 1
2

.

D’où ∫

Ox0,2δ/H

d2
g̃(x̄, x̄α)(η̃ũα)p∗dvg̃ ≤ C

(∫

Ox0,2δ/H

ũp
αdvg̃

) 2
p

.

On a démontré (5.46) lorsque p > 2. Ensuite on montre que

[
∫

Ox0,2δ/H
d2

g̃(x̄, x̄α)|∇̃(η̃ũα)|pdvg̃]

||uα||θp

θ
p

≤ C. (5.47)

Remarquons que
∫

Ox0,2δ/H

d2
g̃(x̄, x̄α)|∇̃(η̃ũα)|pdvg̃

≤ C

∫

Ox0,2δ/H

d2
g̃(x̄, x̄α)η̃p|∇̃ũα|pdvg̃ + C

∫

Ox0,2δ/H

dg̃(x̄, x̄α)ũp
αdvg̃.
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On a déjà montré ∫

Ox0,2δ/H

dg̃(x̄, x̄α)ũp
αdvg̃ ≤ C,

il reste à majorer
∫

Ox0,2δ/H
d2

g̃(x̄, x̄α)η̃p|∇̃ũα|pdvg̃. On distingue deux cas.

Cas p ≤ 2. En reprenant l’expression (E′
α) avec Φ = η̃ũαd2

g̃(x̄, x̄α) on trouve
∫

Ox0,2δ/H

η̃p|∇̃ũα|pd2
g̃(x̄, x̄α)dvg̃

≤ C

∫

Ox0,2δ/H

η̃pũp∗
α d2

g̃(x̄, x̄α)dvg̃ + C

∫

Ox0,2δ/H

η̃pũα|∇̃ũα|p−1dg̃(x̄, x̄α)dvg̃

+C

∫

Ox0,2δ/H\Ox0,δ/H

ũα|∇̃ũα|p−1dvg̃

et d’après Hölder
∫

Ox0,2δ/H

η̃p|∇̃ũα|pd2
g̃(x̄, x̄α)dvg̃

≤ C

∫

Ox0,2δ/H

η̃p∗ ũp∗
α d2

g̃(x̄, x̄α)dvg̃ + C

∫

Ox0,2δ/H\Ox0,δ/H

|∇̃ũα|p−1ũαdvg̃

+C

[∫

Ox0,2δ/H

ũp
αdvg̃

] 1
p

[∫

Ox0,2δ/H

|∇̃ũα|pd2
g̃(x̄, x̄α)dvg̃

] p−1
p

car p
p−1 ≥ 2 quand p ≤ 2. D’après l’inégalité de Young

∫

Ox0,2δ/H

η̃p|∇̃ũα|pd2
g̃(x̄, x̄α)dvg̃

≤ C

∫

Ox0,2δ/H

η̃pũp∗
α d2

g̃(x̄, x̄α)dvg̃ + C

∫

Ox0,2δ/H

ũp
αdvg̃

+C

∫

Ox0,2δ/H\Ox0,δ/H

|∇̃ũα|p−1ũαdvg̃.

Or ∫

Ox0,2δ/H\Ox0,δ/H

|∇̃ũα|p−1ũαdvg̃ ≤ C

∫

M\Ox0,δ

|∇uα|p−1uαdV.

En reprenant ce qui a été dit précédemment, on a bien (5.47) lorsque p ≤ 2.
Cas p > 2. Toujours en reprenant (E′

α) avec Φ = η̃ũαd2
g̃(x̄, x̄α) on trouve

∫

Ox0,2δ/H

η̃p|∇̃ũα|pd2
g̃(x̄, x̄α)dvg̃

≤ C

∫

Ox0,2δ/H

η̃pũp∗
α d2

g̃(x̄, x̄α)dvg̃ + C

∫

Ox0,2δ/H

η̃pũα|∇̃ũα|p−1dg̃(x̄, x̄α)dvg̃

+C

∫

Ox0,2δ/H\Ox0,δ/H

ũα|∇̃ũα|p−1dvg̃
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et d’après Hölder
∫

Ox0,2δ/H

η̃p|∇̃ũα|pd2
g̃(x̄, x̄α)dvg̃ ≤ C

∫

Ox0,2δ/H

η̃pũp∗
α d2

g̃(x̄, x̄α)dvg̃

+C

[∫

Ox0,2δ/H

η̃p|∇̃ũα|pd2
g̃(x̄, x̄α)dvg̃

] 1
2

[∫

Ox0,2δ/H

η̃pũp
αdvg̃

] 1
p

[∫

Ox0,2δ/H

η̃p|∇̃ũα|pdvg̃

] p−2
2p

+C

∫

Ox0,2δ/H\Ox0,δ/H

ũα|∇̃ũα|p−1dvg̃.

D’après l’inégalité de Young, et comme
∫

Ox0,2δ/H

η̃p|∇̃ũα|pdvg̃ ≤ C

on trouve
∫

Ox0,2δ/H

η̃p|∇̃ũα|pd2
g̃(x̄, x̄α)dvg̃

≤ C

∫

Ox0,2δ/H

η̃pũp∗
α d2

g̃(x̄, x̄α)dvg̃ + C

[∫

Ox0,2δ/H

η̃pũp
αdvg̃

] 2
p

+C

∫

Ox0,2δ/H\Ox0,δ/H

|∇̃ũα|p−1ũαdvg̃.

D’après ce qui a été dit précédemment, on a bien (5.47) lorsque p > 2. L’inégalité
(5.34) est démontrée.

Pour démontrer (5.35), il suffit de remarquer la symétrie des expressions
(5.34) et (5.35) et celle des inégalités fondamentales correspondantes. On peut
ainsi reprendre tout le procédé précédent. Certaines étapes peuvent toutefois
être simplifiées compte tenu du fait que pour α fixé, dg̃(x̄0, x̄α) est une constante.

On trouve finalement, comme dans le cas de l’hypothèse (H1), α ≤ C. Cette
contradiction termine la démonstration du Théorème sous l’hypothèse (H2).

5.5 Remarque

Le deuxième exemple de la partie 5.1.2 a été traité en montrant que l’hy-
pothèse (H2) était vérifiée. Dans le cas particulier où Sn est de dimension im-
paire et où le groupe d’isométries G = O(s1) × . . . × O(sm) est tel que les si

sont pairs, on peut montrer que l’hypothèse (H1) est aussi vérifiée.
On considère le sous groupe G′ de G, G′ = {(σ, . . . , σ)|σ ∈ SO2}. On montre

alors le lemme suivant :

Lemme 12. Quel que soit X ∈ Sn, OX,G′ est un cercle de rayon 1 sur Sn.

Démonstration. Soit X = (X1, . . . , X(n+1)/2), où les Xi = (xi, yi) ∈ R2, avec
Σ(n+1)/2

1 (x2
i + y2

i ) = 1. On commence par montrer que OX,G′ ⊂ P , où P est
un plan vectoriel de Rn+1. Soit θ ∈ G′, θ = (σ, . . . , σ), la matrice de σ ∈ SO2

69



s’écrit sous la forme
(

cosα sin α
− sin α cosα

)
. Alors

θ(X) = (σ(X), . . . , σ(X))
= cos α(x1, y1, . . . , x(l+1)/2, y(l+1)/2) + sin α(y1,−x1, . . . , y(l+1)/2,−x(l+1)/2)
= cos αX + sin αY.

Comme Σ(l+1)/2
1 x2

i +y2
i = 1, X et Y sont indépendants dans Rn+1, et OX,G′ est

donc inclu dans le plan engendré par X et Y . Comme OX,G′ ⊂ Sn, OX,G′ ⊂ C,
où C est un cercle de rayon 1 de Sn. Comme X 6= 0, le sous groupe SX,G′

de G′ (fixateur de X) est réduit à l’identité. On en déduit donc que OX,G′ ,
difféomorphe à SO2/SX,G′ , est de dimension 1. De plus, OX,G′ est une sous
variété compacte et connexe de C. Il s’ensuit que OX,G′ = C.

D’après le Lemme 12, toutes les G′-orbites sont de même dimension et de
même volume 2π, elles sont toutes principales. Les conditions de l’hypothèse
(H1) du théorème sont donc vérifiées. On pourra remarquer que dans ce cas la
démonstration du théorème sous l’hypothèse (H1) est grandement simplifiée car
la variété quotient Sn/G′ existe globalement.
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