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Introduction

0.1 Motivations

L’étude des inclusions de Sobolev sur une variété riemannienne recouvre des
questions tres diverses et a des applications fondamentales, particulierement
en analyse non linéaire. Les estimations des “meilleures constantes” interve-
nant dans les inégalités critiques de Sobolev ont une grande importance dans
de nombreux problemes de géométrie riemannienne, comme par exemple les
probléemes de type courbure scalaire prescrite, une des meilleures illustrations
étant la résolution du probleme de Yamabe.

L’étude du lien entre la géométrie de la variété riemannienne et les estima-
tions de ces meilleures constantes fait actuellement ’objet de nombreux travaux,
elle amene & développer des techniques fines d’analyse sur la résolution d’E.D.P,
I’étude des phénomenes de concentration et les techniques de blow up.

Lorsque l'on impose aux fonctions considérées d’étre invariantes par un
groupe d’isométries, on sait que l'on peut augmenter ’exposant critique des
inégalités de Sobolev, et ainsi avoir de nouvelles applications en analyse non
linéaire. La encore, ’estimation des “meilleures constantes” revét une grande
importance et est liée cette fois ci aux symétries imposées.

0.2 Enoncé du probleme

Solent (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n, G un sous
groupe compact du groupe des isométries Is(M,g) de (M,g), et p > 1. Si
HY(M) désigne l'espace de Sobolev standard constitué des fonctions de LP (M)
dont le gradient est aussi dans LP(M), on note Hy (M) le sous espace de
HY (M) constitué des fonctions qui sont G-invariantes. Si k désigne la plus petite
dimension des orbites de M sous G, on sait depuis les travaux de Hebey et
Vaugon (voir (21, 24]) que pour p € [1,n — k[, espace HY (M) se plonge de

fagon continue dans L (M) pour ¢ € [1,p*] ot p* = E::ﬂk_)g Lorsque k > 0,

c’est a dire lorqu’il n’y a pas d’orbite finie, p* est alors strictement plus grand
que 'exposant critique classique %' On obtient ainsi, lorsque toutes les orbites
sous G sont de cardinal infini, des plongements continus dans des espaces L¢ ou
q est plus grand que celui donné classiquement par le Théoréeme de Sobolev, et
par continuité des plongements, on a ’existence de constantes A, B > 0 telles
que quelle que soit u € HY (M),

lullg < Al[Vully + Blfull5. (0)



Si G possede des orbites finies, une telle amélioration des inclusions de Sobolev
est impossible. En revanche, on sait, voir 1 encore Hebey et Vaugon [24], que la
meilleure constante multiplicative du terme en gradient est alors divisée par le
cardinal de 'orbite minimale. Iliopoulos [26], puis Aubin et Cotsiolis [5], se sont
également intéressés a la meilleure constante du terme en gradient dans le cas
critique ¢ = p* lorsque la variété est la sphére unité standard, et G = O(r) xO(s)
avec r+s=n+1, et r > s > 2. Dans ce contexte, la plus petite dimension des
G-orbites est k = s — 1, et si k > 2, il suit des travaux juste cités que quel que
soit € > 0, il existe une constante B. > 0 telle que quelle que soit u € H127G(S”)

ullPer, < (4%(n,7) + )|Vl + Befulf3,

ou A(n,r) = [r(7‘—2)]1/2[2wrwn,,\]1/r et w, désigne le volume de la sphere .S,,, avec
la propriété que A(n,r) est la meilleure constante possible dans cette inégalité.

Lorsque p = n, on est dans le cas d’exception des inclusions de Sobolev,
car H(M) ¢ L*°(M). En revanche, quelle que soit v € H*(M), exp(u) est
intégrable. On a donc un nouveau type d’inégalités, qui peuvent étre considérées
comme une extension des inégalités précédentes a ce cas, comme celles établies
par Trudinger [32] dans le contexte euclidien, et par Aubin [3] et Cherrier [12]
sur des variétés riemanniennes. Il existe des constantes C, i, v telles que quelle

que soit u € H'(M)

/ e*dV < Cexp [l | Vul|” + v]Jul["] .
M

Lorsque l'on se restreint a la classe des fonctions invariantes par un groupe
d’isométries G, il est alors possible d’améliorer la constante multiplicative du
terme en gradient. Aubin et Cotsiolis [7] se sont & nouveau intéressés a la spheére
standard et au groupe O(r) x O(s) et ont déterminé la meilleure constante
possible dans ce cas.

Meilleures constantes et inégalités de Sobolev jouent un role fondamental
dans I’étude d’équations différentielles non linéaires sur les variétés. Lorsque
I'on restreint les espaces de Sobolev a une classe de fonctions soumises a des
contraintes, on modifie souvent la valeur de la meilleure constante. Pour les
applications, il est important d’exprimer précisément cette valeur. On peut alors
se poser différentes questions :

1) Que vaut la meilleure constante dans les inégalités classiques de Sobolev
sur une variété riemannienne compacte quelconque, lorsque les fonctions sont
invariantes par un groupe d’isométries ? Cette question est explicitement posée
dans le livre ’E. Hebey [21] p. 277.

2) Que vaut la meilleure constante dans le cas d’exception des inégalités de
Sobolev sur une variété riemannienne compacte quelconque, lorsque les fonctions
sont invariantes par un groupe d’isométrie ?

Par ailleurs, on sait depuis Hebey et Vaugon [24] puis Druet [18], que
I'inégalité de Sobolev “classique” qui dit que : quel que soit ¢, il existe B. > 0
tel que quelle que soit u € HY (M),

pr < (K +)[[Vullp + Bellull}

||l

ol K est la meilleure constante possible, peut étre écrite “sans £”, autrement
dit : il existe une constante C' > 0 telle que quelle que soit u € HY (M)

[lullp- < K[[Vullf + Cllull3.



On peut alors se poser une troisieme question :

3) Ce dernier résultat reste-t-il vrai lorsque I'on impose aux fonctions d’étre
invariantes par un groupe d’isométries, autrement dit, existe-t-il une constante
C > 0 telle que quelle que soit u € Hf’G(M)

ullp < K[Vl + Cllull,

ol K’ est la meilleure constante déterminée par la réponse a la question 1.

Dans cette these nous apportons une réponse complete aux questions 1 et
2, et une réponse partielle a la question 3. On donne de plus quelques exemples
d’applications des réponses aux questions 1 et 2 a des problémes d’analyse non
linéaire. Pour répondre a la question 3, on développe des techniques d’analyse
sur les phénomenes de concentration sur une orbite d’une suite de solutions
d’équations différentielles non linéaires.

0.3 Notations et résultats préliminaires

Soit (M, g) une variété riemannienne et Is(M, g) son groupe d’isométries.
Lorsque G est un sous groupe de Is(M, g), on note :

CE (M) ={uecC>®(M)|Vo € Gyuoo=u},
Coc(M) ={u € C°(M)|Vo € G,uoo = u},

ot C*°(M) désigne I'ensemble des fonctions C* sur M, et C§°(M) ensemble
des fonctions C* sur M a support compact. De la méme fagon, quel que soit
p > 1, on note :

L?(M) ={ue LP(M)|Vo € G,uo00 = u},

HY (M) = {u € H{(M)|Vo € G,uo 0o = u},

et
HY (M) = {u € HY(M)NVo € G,uo0 = u},

ol espace de Sobolev H (M) (resp HP(M)) est le complété de C> (M) (resp
C°(M)) pour la norme

lull = ([ 19upav)” ([ purav)”.
M M

Lorsquil n’y a pas d’ambiguité, on note Lg;, C&F, C5% HY o Iflfyg au lieu de
L (M), C& (M), Ca(M), HY (M), HfG(M) Rappelons a présent quelques
résultats standards.

L’espace CF (M) est dense dans HY (M), et de méme C5% (M) est dense
dans ];fiG(M) (voir par exemple [24]).

Si M est compacte, Is(M, g) est un groupe de Lie compact et si G est un sous
groupe de Is(M, g), sa fermeture G pour la topologie standard de Is(M, g) est un
sous groupe de Lie compact de Is(M, g). Les fonctions invariantes par G étant
invariantes par G, on peut sans perdre la généralité considérer qu’on a toujours
un groupe d’isométries compact, quitte a remplacer G par son adhérence dans
Is(M, g).



Quel que soit x € M, O,.¢ = {o(z),0 € G} orbite de x sous G est une sous
variété compacte de M. De plus, Sy.¢ = {0 € G|o(z) = z} le groupe d’isotropie
(ou fixateur) de z est un sous-groupe de Lie compact de G, et la variété quotient
G/ Sz ¢ est naturellement difféomorphe & O, .

Une orbite O, ¢ est dite principale si quel que soit y € M, S, g possede
un sous-groupe conjugué a Sy . Les orbites principales sont de dimension ma-
ximale (mais les orbites de dimension maximale ne sont pas nécessairement
principales).

La réunion Q) des orbites principales est un ouvert dense de M, et Q/G
est une variété quotient. Plus précisément, si on note II la submersion associée,
(IL, ©2,Q/G) est une fibration dont chaque fibre est une orbite (pour ces résultats
on pourra se référer a [9]).

Par la suite, on notera vol O ¢ le volume de la sous variété O, ¢ pour la
métrique riemannienne induite sur O, ¢. Dans le cas particulier ou O, g est de
cardinal fini, vol O ¢ = Card O, .

Lorsqu’il n’y a pas de confusion possible, on note O, pour O, ¢ et S, pour
Se.G-

On dit qu’on localise autour d’une orbite O, (ou qu’on choisit un voisinage
de O,) lorsque 1'on choisit § > 0 et qu’on considere

Oy5 ={y € M|d(y,0,) < d}.

Terminons ces préliminaires en rappelant les résultats obtenus par Hebey et
Vaugon [24]. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n et
p > 1 un réel. Soit G un sous groupe compact du groupe des isométries de M
et k la plus petite dimension des orbites sous G. Alors

(a) Sin—k < p, pour tout véel ¢ > 1, HY (M) C L§(M) et Vinclusion est
continue et compacte.

(b) Si n —k > p, pour tout réel 1 < ¢ < M HY (M) C L§(M) et

Iinclusion est continue, elle est de plus compacte si q < (" — )Z

0.4 Présentation des résultats

Chapitre 1 : Nous présentons ici I’étude des meilleures constantes dans les
inégalités critiques de Sobolev sur les variétés riemanniennes compactes, lorsque
la classe des fonctions considérées est invariante par un groupe d’isométries de
la variété. On établit le théoreme suivant :

Théoréme 1. Considérons (M, g) une variété riemannienne compacte de di-
mension n, G un sous groupe compact du groupe des isométries de M. Soit k la
plus petite dimension des orbites de M sous G, et A le volume minimum des or-
bites de dimension k (si G a des orbites finies, k =0 et A = ming¢ps Card O, ).

Soit p un réel tel que 1 <p<n—k et p* = ;" kk)g Alors

(a) Quel que soit € > 0, il existe Be, tel que quelle que soit u € HfG(M) on

ait :
o (BB ) g + Bl
ot
Kimp) = 220 [ 2L ]””[ Dm + 1) o
m—p [m(p-1) L(m/p)L(m + 1 —m/p)wy—



_ 1
pour 1 < p <m et K(m,1) = -
standard. )

(b) KP(n—k,p)/A»=F est la plus petite constante possible telle que l’inégalité

précédente reste vraie quelle que soit u € HY (M).

Wm—1

1/m
[ m } , Wy, désignant le volume de Sy,

La démonstration s’appuie sur un lemme important (Lemme 2) qui sera
réutilisé par la suite. L’approche que nous adoptons pour démontrer ce théoreme
est comparable & celle développée par Hebey et Vaugon [24]. Elle a pour base
I’étude de la géométrie des orbites du groupe considéré. Elle differe en revanche
notablement de 'approche utilisée par Iliopoulos [26] et Aubin et Cotsiolis [5, 7],
dont les techniques sont spécifiques au cas de la sphere.

Chapitre 2 : Dans ce chapitre, nous nous intéressons au cas d’exception des
inégalités de Sobolev en présence de symétries. On établit le théoreme suivant.

Théoreme 2. Considérons (M, g) une variété riemannienne compacte de di-
mension n, G un sous groupe compact du groupe des isométries de M. Soit k
la plus petite dimension des orbites de M sous G, et A le volume minimum des
orbites de dimension k. On suppose que n — k > 2. Alors

(a) Quel que soit € > 0, il existe Ce, tel que quelle que soit u € Hf&k(M)
de moyenne nulle (i.e. [,, udV =0) on ait :

/M e"dV < C. exp ((Mjk + E) || Vul Z:’,j) ,

Ol ity = (n—k — 1)" k= (n — k)1=200=R)yy 1w, désignant le volume de

Sy standard. Autrement dit, quelle que soit u € Hfak(M) (pas nécessairement
de moyenne nulle), on a l'inégalité :

U Hn—k n—k 1
av < C. - .
/Me v<C exp<( 1 —|—6>||Vu||nk+vol(M)/MudV>

(b) ”%’“ est la plus petite constante telle que les inégalités précédentes res-

tent vraies quelle que soit u € H'"(M).

La démonstration de ce théoréme s’appuie (en partie) sur le lemme déja
utilisé dans la démonstration du Théoreéme 1, mais les propriétés de I’exponen-
tielle nous obligent a changer de méthode. De ce théoreme découle le corollaire
suivant.

Corollaire 1. Sous les mémes hypothéses sur (M,qg), G, k, et A que dans le
Théoréme 2, on obtient :

quels que soient €,&’ > 0, il existe C. o/ tel que quelle que soit u € Hfak (M)
on ait

/M e"dV < C. exp ((Mz_k + 5) [Vl Z:Z +&'l[u| Z:]’:) ’

s Kn—k
avec la pT‘OpTZ@t@ que —x

est la meilleure constante possible dans cette inéqgalité.

Cette démonstration s’inspire fortement d’une démonstration d’Aubin [3],
mais, la aussi, les difficultés amenées par la condition de symétrie des fonctions
entrainent des modifications dans la technique.



Chapitre 3 : Une des motivations de I’étude des inégalités de Sobolev dans
le cas critique ou dans le cas d’exception est que la connaissance précise de
la meilleure constante permet d’obtenir des résultats quant a l’existence de
solutions non triviales d’équations différentielles non linéaires. Nous présentons
ici des applications des théoremes établis dans les deux premiers chapitres a
des probléemes d’analyse non linéaires. On obtient des conditions d’existence de
solutions aux équations

Ap® + hdP~! = fpr 1
et
ApP+a= fe®.

Aubin et Cotsiolis [5, 7] ont déja donné des exemples d’applications possibles
aux EDP dans le cas M = S, et G = O(r) x O(s), nous présentons dans ce
chapitre la généralisation de ces applications.

Chapitre 4 : Ce chapitre est un peu a part et présente des résultats concernant
la géométrie des orbites qui seront fondamentaux pour le chapitre suivant. Ces
résultats peuvent recouper des résultats existants (en particulier présents dans
Bredon [9]), mais nous nous concentrons sur le cas des variétés riemanniennes
compactes, ce qui simplifie certaines démonstrations et donne aussi des résultats
plus spécifiques.

Chapitre 5 : On donne ici une réponse partielle a la question 3. Certaines
hypotheses, que l'on peut considérer comme géométriques, permettent de se
débarasser du ¢ dans l'inégalité du Théoreme 1, avec B, = B. Sous certaines
hypotheses, qui permettent en fait d’étudier tous les exemples que l'on sait
construire, on généralise alors le théoréme établi par Druet [18] dans le cas ou
G est réduit a I'identité.

Théoreme 6. Soit (M,g) une variété riemannienne compacte de dimension
n, G un sous groupe compact du groupe des isométries de M, k la dimension
minimum des G-orbites, A le volume minimum des orbites de dimension k. Si
lune des deux hypothéses (Hy) ou (Hz) suivantes est vérifie, alors il existe
B > 0 tel que quelle que soit u € HfG(M),

Ke(n_k7p)
[[ul z* < WHVUH;G;‘FBHUHg
avec p €]l,n — k[, 0 =p sip§2,9:2sip22,p*:i(f7k_f; et
K(m,p) = 2—1 [ m—p ]/{ I(m +1) Hm
R — m(p—1) C(m/p)T(m+1—m/p)wm_1

pour 1 < p < m, wy, désignant le volume de S,, standard.

(H1) Quelle que soit O, une orbite de dimension minimale k et de volume
minimal A, il existe G’ un sous groupe du groupe des isométries de M et § > 0
tels que

1. sur Ogy5 = {x € M|d(x,04,) < 0} les G'-orbites sont toutes principales,
2. quel que soit x € Oy, 5, Oy g est inclus dans Oy g et Oyy.q = Ogo.cr»

10



3. quel que soit x € Oy, 5, A= vol (Oy,) < vol (Op,cr).

(H3) Quelle que soit Oy, une orbite de dimension minimale k et de volume
minimal A, il existe H un sous groupe normal de G et § > 0 tels que

1. sur Og, 5, les H-orbites sont toutes principales,

2. Ozo,5 = OgyG,

3. quel que so0it © € Oy, 5, T ¢ Oy, MOy ¢ > k = dim Oy,

4. quel que soit © € Oy, x est un point critique de la fonction v définie par
v =v0l (Og,f1).

La démonstration de ce dernier théoreme a pour point central I’étude d’un
phénomene de concentration autour d’une orbite, étude qui fait apparaitre des
techniques et des outils nouveaux relativement au cas ou l'orbite est réduite a
un nombre fini de points.

11



Chapitre 1

Meilleure constante dans les
inégalités classiques de
Sobolev en présence de
symeétries

1.1 Introduction et énoncé du Théoréme 1

On sait depuis Hebey et Vaugon [24] que si 'on se restreint a la classe des
fonctions invariantes par un sous groupe G du groupe des isométries de M il
est possible d’obtenir un plongement continu de HY e dans L{,, avec ¢ > & _p
qui est l’exposant critique habituel, on obtient ainsi des inégalités avec des
exposants “surcritiques”. On cherche a établir dans ce chapitre la valeur précise
de la meilleure constante devant le terme en gradient dans le cas “critique du
surcritique”. Hebey et Vaugon ont étudié le cas des groupes présentant des
orbites finies; Iliopoulos [26], puis Aubin et Cotsiolis [7] se sont quant & eux
intéressés au cas de la sphere standard et du groupe G = O(r) x O(s). Notre
premier théoreme étend les résultats établis par Hebey et Vaugon et par Aubin et
Cotsiolis au cas d’une variété compacte quelconque et d’un groupe d’isométries
quelconque.

Théoréme 1. Considérons (M, g) une variété riemannienne compacte de di-
mension n, G un sous groupe compact du groupe des isométries de M. Soit k la
plus petite dimension des orbites de M sous G, et A le volume minimum des or-
bites de dimension k (si G a des orbites finies, k = 0 et A = min,¢p CardO, ).

Soit p un réel tel que 1 <p<n—k etp* = ;” kk)g Alors

(a) Quel que soit e > 0, il existe B, tel que quelle que soit uw € HY (M) on

ait :
Kp(n_ kvp)
| « < (Apk +€) [[Vul[b + Bel|ul[5,
ol
K(m,p) = 2=1 [ m—p ]/[ I(m +1) Hm
P = —p |mp-1) Tim/p)T'(m+1—m/p)wm_1

12



1/m
pour 1 <p <m et K(m,1) = % [wZZJ , Wy, désignant le volume de Sy,
standard. .

(b) KP(n—k,p)An=F est la plus petite constante possible telle que l’inégalité

précédente reste vraie quelle que soit u € HY (M).

1.2 Démonstration du Théoréme 1

1.2.1 Principe de la démonstration

Dans le cas tres particulier ou toutes les orbites sont principales, une étude
par passage au quotient M /G permettrait d’obtenir rapidement le Théoréme 1.
En revanche, dans le cas général que nous étudions ici, la démonstration est plus
difficile et nécessite 'introduction de deux lemmes. Le premier lemme s’obtient
facilement par des calculs standard utilisant une partition de I'unité. Le second
lemme donne 'outil technique fondamental de la suite de la démonstration.

L’inégalité du Théoreme 1 met en avant I'importance de 'orbite de volume
minimal dans la classe des orbites de dimension minimale, il est donc naturel
de s’intéresser pour commencer au voisinage d’une telle orbite. On remarque
qu’alors, s'il était possible d’assimiler une fonction G-invariante (donc constante
sur l'orbite) & une fonction ne dépendant que des variables “n’appartenant pas
a lorbite”, on pourrait, en se servant des théoremes existants pour les cas sans
symétrie, obtenir le Théoreme 1 pour des fonctions a support dans le voisinage
de lorbite. En réalité, cette “assimilation” d’une fonction G-invariante a une
fonction plus simple ne sera possible dans le cas général que par un controle de
la métrique dans ce voisinage, ce qui sera précisé dans le Lemme 2. Ensuite, on
démontre le théoreme pour des fonctions définies sur M tout entier en utilisant
une partition de l'unité grace au Lemme 1.

1.2.2 Lemmes préliminaires

Lemme 1 (Localisation dans les inégalités de Sobolev). Soit (M, g)
une variété riemannienne compacte, (U;,m;) une partition de 'unité de M.
Considérons X C C™(M) (par exemple l’ensemble des fonctions C&, ou G est
un sous groupe compact du groupe des isométries de M ). Supposons que quelle
que soitv € X, les \m\%v appartiennent a I—?{’(Ui). Supposons de plus qu’il existe
C, tel que quel que soit i il existe D; de sorte que l’on ait la propriété suivante :
quelle que soit w € X nulle en dehors de U;,

[|wllg < ClIVw|[f + Dillwl[, (1.1)

ot q > p > 1. Alors, quel que soit € > 0, il existe D, tel que quelle que soit
ueX,
lullf < (C +&)lIVullp + Dellul[}-

Démonstration. Quelle que soit © € X on a :

lalty = |/ orav]" = el =11 Sl

g

;ll(m’l’u)plg <Y [/Mnfuqdv}

]

IN
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1
D’apres ’hypothese (1.1) du Lemme 1 on en déduit, en prenant w = n/ u,

ullz < 3 [c [ vl wpav o [ mupdv] . (1.2)
i M M
De plus,

IV w)” < ([ull V! |+ 07 [Vul)P. (1.3)

En utilisant le fait qu’il existe deux constantes «, 3, dépendant uniquement de
p, telles que quels que soient les deux réels positifs x et y, on ait la relation
(x4 y)P < 2P + azP~ty + ByP, on déduit de (1.3) :

1 p—1 1 1
V(0 W) < [ngl [Vl + aln; 7 (IVulP =l [Vof | + BlulP|Vnf [P (14)

D’autre part, quel que soit g9 > 0, il existe B, dépendant de g et p, tel que
quels que soient les réels positifs = et y, P~y < goxP 4+ ByP. 1l suit alors de
(1.4)

1 1 1
IV w)” < [eo + [nil][Vul” + | Ba|ni [P~V [P+ 81V |7 | ful.

En reprenant 'inégalité (1.2) on obtient :
lullg < ClIVull} + Ceol[Vaullp + Cllull}.
On conclut en choisissant g9 < ¢/C. O

Lemme 2. Considérons (M, g) une variété riemannienne compacte de dimen-
sion n, G un sous groupe compact du groupe des isométries de M, x un élément
de M dont l'orbite a pour dimension k, 0 < k < n. Il existe alors une carte
(Q, W) en x vérifiant les propriétés suivantes :

1. W(Q) = Uy x Uy avec Uy € R¥ et Uy € R,

2. U=y x Uy et U1,Vy se décomposent de la maniere suivante :

Uy = & oyoTl'y, v étant définie d’un voisinage de l'identité de G dans
Oy, et yoT'1(Q) =V,, ot V, est un voisinage ouvert de x dans Oy,

Uy = Py0ly avec T'o(Q) = W, ot W, est une sous variété de dimension
n — k orthogonale en x a O,

3. (Q,T) est une carte en x telle que g;;(x) = §;5, (Va, P1) est une carte
normale en x de la sous variété Op, Wy, Pa) est une carte géodésique
normale en x de la sous variété W,. En particulier, quel que soit € > 0,
(Q, ) peut étre choisie de sorte que
1—e</detgy; <1+¢€sur ), pour 1 <4,5 <n, et
1—¢e</detg;; <1+¢€ sur V,, pour 1 <14,5 <K,
ou g désigne la métrique induite par g sur O.

De plus, (1 —€)d;; < gij < (14 €)di; en tant que forme bilinéaire.

4. quelle que soit w € CF, uo U~ ne dépend que des variables de Us.

14



Démonstration. L’application v de G dans O, qui & o associe o(z) est de rang
k, car dim O, = k. Par conséquent, il existe H une sous variété de G de di-
mension k contenant l'identité (notée Id) telle que 7 restreinte & H soit un
difféomorphisme de H dans son image notée V,.. D’autre part, en utilisant ’ap-
plication exponentielle en =, on construit une sous variété de W, de dimension
n — k orthogonale en = a O,, et telle que quel que soit y € W,, les géodésiques
minimisantes de (M, g) joignant x et y sont contenues dans W,.

On consideére alors application T’ définie de H x W, dans M par I'(c,y) =
o(y). Le théoréme d’inversion locale nous donne l'existence d'un voisinage Viq o
de (Id,z) dans H x W, et d’un voisinage V, de  dans M telle que application
! = (I'y x I'y) de V, dans Viq, soit un difféomorphisme.

Quitte & restreindre V,, on choisit en  une carte normale (V,, ®1) pour la
métrique § induite sur O, avec ®;(V,) = U; C R*. On choisit de méme une
carte géodésique normale (W, ®3) en x pour la métrique ¢ induite sur W, avec
Do (W,) =Us C R" %, Posons ¥; = ®; oyoI'; et Uy = ®, 0 'y. L’application
U = (U, Uy) vérifie alors les propriétés 1. et 2. du Lemme 2, ott Q = V, (quitte
a restreindre V,).

On montre & présent que dans la carte (2, %), g;(x) = 6;5. D’apres les
définitions données de ¥ et @1, on vérifie que les k premiers vecteurs de la base
canonique de R™ transportés par ®; sur T, (O,) sont identiques & ceux trans-
portés par ¥ sur T, (M). De méme, d’apres la définition de @9, les n—k derniers
vecteurs de la base canoniques de R™ transportés par @2 sur T, (W, ) sont iden-
tiques & ceux transportés par ¥ sur T, (M ). De plus, le choix de I'orthogonalité
en x de W, et O, assure le fait que g;;(x) = d;; pour 1 <4,j < n dans la carte
(Q, ). Un argument standard de continuité termine la démonstration du point
3.

Pour finir, montrons que, quelle que soit u € C¥, uo ¥~! ne dépend que des
variables de Us. Considérons u € C¥, 2/, 2" € Uy, y € Us. Notons

o =71 od ) et 0" =y Lo ® 1 (2").
Nous avons alors :
wo U~ (z',y) =uo (o', @5 (y)) = ula' (@3 (y)) = u(0” (@5 (v)),
car u € C¥. D’ou, quels que soient 2/, 2" € Uy,y € Us
wo Utz y) =uo ¥ (a" y).
Le Lemme 2 est ainsi démontré. O
On est a présent en mesure de démontrer le Théoreme 1.

Démonstration. Etant donné que C&F (M) est dense dans HY (M), il suffit de
montrer I'inégalité du Théoreme 1 pour les fonctions u € C¥ (M).

Fixons € > 0. Le but de cette démonstration est de trouver B. > 0 tel
que quelle que soit © € C&, u vérifie I'inégalité du Théoreme 1 pour le ¢ fixé.
Considérons un point x € M, O, son orbite sous G, et une carte (Q, ¥) en x
vérifiant les propriétés du Lemme 2 (notamment le point 3. pour le € fixé). Pour
chaque y € O,, on choisit une carte en y “isométrique” a (Q, ¥) de la forme
(0(2),¥oo~1), ollo € G est tel que y = o(x). On note (R, )m=1, . a un recou-
vrement fini extrait du recouvrement de O, ainsi construit, (2, m)m=1,... M
les cartes associées.
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Ce recouvrement permet de choisir § > 0 suffisamment petit, dépendant de
x et de g, de sorte que O, 5 = {y € M|d(y, O,) < 0} ait les propriétés suivantes :
O, s est une sous variété a bord de M, d?(-,0,) (ou d(-, 0,) désigne la distance
a Porbite) est une fonction C* sur Oy 5, et O, 5 est recouverte par les Q.

En répétant la construction de O, 5 quel que soit € M, on recouvre M par
les O 5. On extrait du recouvrement ainsi construit un recouvrement fini noté
(0i,5)i=1,...n (eux mémes recouverts par des (Qy,)m=1,...,m;)- En considérant
sur chaque (O;s) des fonctions dépendant uniquement de la distance a O, (et
donc G-invariantes), on construit une partition de I'unité (7;) subordonnée aux
0;,5. Quel que soit %, ; € C&, et donc quelle que soit u € CF, nyu € C&F et est
a support compact dans O; 5.

Sur chaque O; s on construit une partition de 'unité subordonnée au re-
couvrement des O; s par les ,, de la maniere suivante : pour chaque m on
considere By, € C§°(Uim), Bm > 0. Alors 8, peut étre considérée comme une
fonction réelle définie sur Uy, X Us,, et ne dépendant pas des variables de Us,,.

Posons «,, = %, les o, constituent alors une nouvelle partition de
m=1 m m

I'unité subordonnée aux €2, et les «,, o \Il;} sont indépendantes des variables
de Ugm.
Considérons maintenant v € Cgf’G(Oi75), v > 0. On peut écrire :

dV m | vdV = odV = dV
/ZVIU /M <%:Oz )U ;/Ma v %:/Qma v
Z/UMLXU%L \/@amv o \Ilngdxdy. (1.5)

m

Et, compte-tenu du point 3. du Lemme 2, on en déduit
/ vdV < (1+¢) Z/ v o U tdxdy. (1.6)
M m UlmXU2m,

Comme pour chaque m la fonction a,, o ¥, ! est indépendante des variables de
Us,n, on note aq,, la fonction «,, o \Il;ll considérée définie sur Uy,,. De méme,
comme d’apres le point 4. du Lemme 2, v o W1 ne dépend que des variables de
Uz, on note v, la fonction v o Wb considérée définie sur Uy, .

On peut alors écrire en séparant les variables :

/MvdVS(l-i-e);/U

Comme les cartes (2,,, ¥,,) ont été construites isométriques entre elles et que v
est une fonction G-invariante, fUz vamdy ne dépend pas de m. L’inégalité (1.7)
s’écrit alors

almdx/ Vo dy. (1.7)
U

im 2m

/ vdV < (1+5)/ vzdyZ/ a1 dx. (1.8)
M Us wJu

1im

De plus, d’apres le point 3. du Lemme 2,

/ amdv = / Vdetgijap, o ® L dx > (1 —¢) / o mdx, (1.9)
Va Uim

Uim
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ol d¥ est ’élément de volume pour §. D’ou, en reprenant (1.8) et (1.9)

1+s/ -
vdV < vady / oy dv
/M L—¢Ju, zm: V.
1+e¢
= d d~.
1—5/U2v2 y/omzmzam Y

Finalement, en se rappelant que le volume de O, est le volume pour la métrique
induite par g sur O,,

1
/ vdV < + 8vol O, vody. (1.10)
M 1- Us

On distingue alors deux cas.
1. Cas ou O, est une orbite de dimension minimum k.
Soit u € C¥, reprenons (1.10) avec v = |u|P". Alors,

n—k—p 1__» n—k—p
- n—k 1 n—k . n—k
ufP”dv < (a0, luz [P dy . (111)
1
M —€ Us

On sait (voir par exemple [4] ou [17]) que quelle que soit w € Hf (Us),

(/ |wp*dy)p < K(n—k.p) (/ vewwdy)p,
U2 U2

ou |V.| désigne le module euclidien du gradient euclidien. On en déduit :

e

D’autre part, en reprenant (1.5) avec v = |Vu|P qui est & support compact dans
0,5, on obtient

/ |VulPdV = Z/ \/detgan, | VulP o U ldxdy
M m Y Uim XUz2m
= Z/ ,/detgz?’}am|gﬁ,{8iu8ju|p o U ldxdy.
Urm XUz2m

m

n—k—

. ek 1 1-555
P dV] < (1 +ivol Ow> KP(n — k,p)/ |Veus [Pdy(1.12)
_ U,

Et d’apres le point 3. du Lemme 2,

/ [VulPdV >
M

Comme uo ¥, ! ne dépend que des variables de Uay,, |V (uo ¥, 1)|P définie sur
Uspm, nest autre que |V g, [P, ot Pon rappelle que us,, est application uo \Il;f
considérée définie sur Us,,. Il s’ensuit :

1—¢
VulPdV > md
/Ml u‘ - 1 +e ; </U1m “ X) <L2

1—¢
A 0 U 1)V (uwo W1 [Pdxdy.
O O SRR LA

|V otam |pdy> .

m
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Et, puisque fU17n a1mdx > Tlre fvm Q1ym © <I>171d\77 et comme usy est G-invariante,

/|Vu|pdV> vol O, / |V eusz|Pdy. (1.13)
Uz

1+ )
Des relations (1.12) et (1.13) on peut déduire, lorsque u € C5%/(0i.s),

n—k—p

()™

IN

(1+c€)(v010x)n%p’va(n—k,p)/ VAV

M

< (1+cs)A%Kp(n—k,p)/ IVulPdV,  (1.14)
M

ou ¢ ne dépend que de n, k et p, et A est le plus petit volume des orbites de
dimension minimum k.
2. Cas ou O, est de dimension kg > k.

Dans ce cas Uy C R"~*0. L’inclusion HP(UQ) C LP" (Uy) est compacte, étant

(n—k)p < (n kop

donné que p* = =" b < o

. Alors, quel que soit g > 0, il existe C' tel que

D

( / |u2|P*dy) < e / VouslPdy +C [ Jus|Pdy.
Us Uz Uz

D’oti, d’apres la relation (1.11),

( Iul"’*dV)p SC’(so/ \V6u2|pdy+(]/ |u2|pdy),
M Us Ua

D’autre part, en utilisant, comme pour obtenir la relation (1.13), les majorations
de la métrique données dans le point 3. du Lemme 2, on trouve :

/ |u\pdV2C'/ |uz[Pdy.
M Uz

On obtient, en utilisant (1.13) :

P

(/ |u|p*dV)p gaoc/ |Vu|pdV+O/ lul[PdV.
M M M

On peut choisir g suffisamment petit de sorte que

P

</ |u|p*dv>p < AT KP(n — k, p)/ |Vu|pdV+C/ lufPAV.  (1.15)
M M M

On est sous les hypotheéses du Lemme 1, ou C' = A%K(n — k,p)P. En se
rappelant que C¥ est dense dans HY et en appliquant le Lemme 1, on peut
déduire des relations (1.14) et (1.15) que, quelle que soit u € HY 4,

. 1w P
[/ lul? dv} <<K(Akp +€)/ IVulPdV + B. / lulPdV, (1.16)
M n—k

ce qui termine la démonstration de la partie (a) du Théoréme 1.
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On s’attache & présent & montrer que la constante K(n — k,p)pA% de
Pinégalité (1.16) est la meilleure possible. Pour cela, quel que soit € > 0 il suffit
d’exhiber une famille (uy)q>0 de fonctions de HY (M) telles que, quel que soit
le réel C,

i fM |[Vue|PdV + CfM |tg [PAV
o0 (fM |ua p*>F

Rappelons d’abord un résultat classique qui caractérise K(n,p) (voir par
exemple [4] ou [17]).

<ATFK(n—kp)P+e  (1.17)

Lemme 3. Soit B une boule de R™ centrée en 0 et de rayon §. Les fonctions
vo € HP(B) définies par vy (y) = (a+ |lyl|?)' ™% — (a +62)' "7 vérifient :

i J5 IVeval” dx + C [ vEdx

o (fB UﬁdV)

Considérons O, une orbite de dimension minimale k et de volume minimal
A. Pour ¢ > 0, considérons un voisinage Oy s. de Oy, ou 6. est tel que sur
O, 5. on puisse appliquer le Lemme 2 (notamment le point 3. pour le € choisi)
comme dans la démonstration de la partie (a). On définit pour « > 0 la fonction

- =K ?(n,p).

uq € HY(O,,5.) de la maniére suivante :

ua(y) = { (a+d%(y,0.)) "7 —(a+ )7 pourye Oy,
0 pour y € M\ O .

ou d(y, O, ) désigne la distance de y & l'orbite O, pour la métrique g.

Comme u,(y) ne dépend que de la distance & O, uy € HY 5(M). En utili-
sant, comme pour la démonstration de la partie (a), les majora’tions et minora-
tions de la métrique g données dans le point 3. du Lemme 2, on obtient, quel

que soit le réel C,
P
Ju [Vual’ &V + C [y whdV (e Ju, \Veuzal?dy +C [, f,ady

n—k—p n—k
p(n—k) n—k p(n—k) n—k
n—Fk—p n—Fk—p
fM Ua fU2 Ug o dy

olt l'on rappelle que us, = uq o ¥~ est considérée comme définie sur Us,
puisque u, o ¥~! ne dépend pas des variables de U;. D’autre part, comme la
carte (W,, ®2) est une carte géodésique normale en z pour W, et que, d’apres
la construction de W,, quel que soit y € Wy, dw, (y,2) = d(y,O0,), on peut
écrire, quel que soit y € Uy C R ¥,

_n—k _n—k
uza(y) = (a+ |7 —(a+8)" 7.
Il s’ensuit d’apres le Lemme 3 que :

1y IVtual? AV + By [y, ubdV

lim
- 2

n—k
a—0 p(n—k)\ “n—F
n—k—

L’inégalité (1.17) est montrée, ce qui termine la démonstration de la partie (b)
du Théoreme 1. O

1

geoarti L
S (e A e e %)
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1.3 Exemples

Le Théoreme 1 permet de retrouver les résultats obtenus par Aubin et Cot-
siolis sur la sphere S,, pour le groupe d’isométries O(r) x O(s), our+s=n+1
et 1 > s > 2. On peut en fait étendre ce résultat a n’importe quel groupe
d’isométries G du type O(r1) X O(r2) X ... X O(rp,), 0Ur1 +ro+... 10 =n+1,
et en choisissant (sans nuire a la généralité) r1 > ro > ... > r,,, > 2. Dans ce
cas, la dimension minimum des G-orbites est k = r,,, — 1, et le volume minimum
des orbites de dimension k est A = w,,_;. La valeur explicite de la meilleure
constante dans 'inégalité du Théoreme 1 est donc, pour 1 < p <ri+...4+7pn_1

Kp(n - k7p) _ Kp(n +1- Tm,p)

p
An,fk n—k
wrm—l

On peut également considérer a titre d’exemple le produit de la sphere Sy par
le tore Ty défini par

Ta(a,b) = {(z,y,2) € R®*|(2* + ¢y + 2° + b%)* — 4a*(z* + y*) = 0},

ou 0 < b < a, et le groupe d’isométries G = R, X R,, ou R, est le groupe des
rotations autour de ’axe z. La meilleure constante de 'inégalité dans ce cas est
alors, pour 1 < p <3
K?(3,p)
(2m(a — VaZ = b2))5
Une étude détaillée de ces exemples est proposée au Chapitre 5 “Des conditions
suffisantes pour une inégalité sans €”, Propositions 3 et 4.
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Chapitre 2

Meilleure constante dans le
cas d’exception des
inégalités de Sobolev en
présence de symétries

2.1 Introduction et énoncé du Théoréme 2

Lorque p = n — k, le Théoreme 1 ne s’applique plus, mais le théoréme
qui suit peut étre considéré comme une extension & ce cas. On obtient alors
des inégalités de Sobolev du type de celles établies par Trudinger [32] dans le
contexte euclidien et par Aubin [3] et Cherrier [12] sur les variétés riemanniennes
en ’absence d’invariance par symétrie. Dans ces inégalités, il nous est de nouveau
possible de déterminer la meilleure constante. Ce théoreme étend a une variété
riemannienne compacte quelconque et a un groupe d’isométries quelconque les
résultats obtenus par Aubin et Cotsiolis [7] dans le cas de la sphere standard et
du groupe O(r) x O(s).

Théoréme 2. Considérons (M, g) une variété riemannienne compacte de di-
mension n, G un sous groupe compact du groupe des isométries de M. Soit k
la plus petite dimension des orbites de M sous G, et A le volume minimum des
orbites de dimension k. On suppose que n — k > 2. Alors

(a) Quel que soit e > 0, il existe Ce tel que quelle que soit u € H{Ek(]VI) de
moyenne nulle (i.e. [, udV =0) on ait :

/M e"av < Ceexp (P22 +2))IVullif) |

Ol it = (n—k — 1)" k= (n — k)1=2(0=R)yy 1w, désignant le volume de
S, standard. Autrement dit, quelle que soit u € H{LE;’“(M) (pas nécessairement
de moyenne nulle), on a l’inégalité :

u Hn—k n—k 1
< —_ .
/Me dV_C’EeXp<( —|—€>||Vu| nk—i-VOl(M)/MudV)

A
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(b) ’ﬂ%’“ est la meilleure constante telle que les inégalités précédentes restent
vraies quelle que soit u € Hfak(M)

2.2 Démonstration du Théoréeme 2

Pour prouver le Théoreme 2, on a besoin de la Proposition 1 qui suit. Par la
suite, on déduira du Théoreme 2 un corollaire, qui sera en fait une amélioration
de cette proposition.

Proposition 1. Considérons (M, g) une variélé riemannienne compacte de di-
mension n, G un sous groupe compact du groupe des isométries de M. Soit k
la plus petite dimension des orbites de M sous G, et A le volume minimum des
orbites de dimension k. On suppose que n — k > 2. Alors

(a) Quel que soit € > 0, il existe des constantes B, et A, telles que, quelle
que soit u € Hlnak(M) on ait :

[ erav < Beexp (255 + ¢) IVallih + Aclull=E).

ol g = (n—k—1)""F1(n— k)172("7k)w;ik_1, w, désignant le volume de
S, standard.
(b) % est la meilleure constante telle que l'inégalité précédente reste vraie

quelle que soit u € H'ZF(M).

Remarque. Le schéma de la démonstration de la Proposition 1 est proche de
celui du Théoréme 1, et utilise entre autres le Lemme 2. Mais les propriétés de
Uexponentielle obligent a modifier certaines étapes. On ne pourra en particulier
pas utiliser une partition de [’'unité comme dans la démonstration du Lemme 1.

Démonstration. Puisque C& (M) est dense dans Hﬁak (M), il suffit de montrer
I'inégalité de la proposition pour les fonctions u € CF (M). Fixons € > 0. Re-
prenons le recouvrement de M par les N ouverts (O; 5.) construits comme dans
la démonstration du Théoreme 1, c’est a dire tels qu’on puisse utiliser les mino-
rations et majorations du point 3. du Lemme 2 pour le € > 0 fixé (chaque O, 5,
étant recouvert par un nombre fini de cartes €2, du type de celle construite
dans le Lemme 2). On montre le lemme suivant :

Lemme 4. Pour € > 0, considérons un des O; 5. du recouvrement de M, de
sorte que O; soit de dimension k. Il existe alors C > 0 tel que quelle que soit
® € H "(0;5.) on ait

D < 1 Hn—k (p n—=k
/OME e®dV < Cexp (( —|—c€)VO1 OZ—HV I

avec
JTR— (n S 1)”7]671(77, _ k)172(n7k:)w;ik_1.

Démonstration. Lorsque Q est un ouvert borné de R", on sait, (voir par exemple
[12]) qu'il existe une constante C' telle que quelle que soit & € H'(£2), on ait

/ e®dv < Cexp (1in||Ve®||7), (2.1)
Q
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avec

1)n—1 1—2nw—1

o= (n— 1" 0t

Si maintenant ® € C(‘)”OG(OL(;E), O; étant de dimension k, les techniques utilisées
dans la démonstration du Théoréme 1, en considérant la partition de I'unité
(i, i), permettent d’écrire :

/ ePdV. < (14¢)) / a0 W te oV dxdy
O, Uim xUzm

m

< (1+¢) Z (/ QU © \Ill_#tdx> (/ e%dy) ,
m Ulm U2m
< (14 ¢)(vol Ol)/ e®2dy,
Uzm

ott 'on rappelle que ®, est 'application ® o W1 considérée définie sur Us,,. En
utilisant (2.1), on trouve, puisque Us,, est un ouvert borné de R"~*

/ e®dV < (1 + ) (vol 0;)C exp (Mn—k/ |Ve¢2"_kdy) . (2.2)
Oi. 5. Uam
Or, d’apres les inégalités du point 3. du Lemme 2,
V"5V > (1 4+ c)(vol 0) / IV, By dy. (2.3)
M Uam

En réinjectant (2.3) dans (2.2), on termine la démonstration du Lemme 4. [

Choisissons alors § > 0 de sorte que la variété M soit recouverte par N
ouverts O; 572 = {y € M|d(y,0;) < 6§/2} out O; est une G-orbite de dimension
ki > k.

Soit ¥(r) une fonction numérique de classe C*°, 0 < ¥ < 1, égale a 1 pour
0 < r < §/2, nulle pour » > §. Notons ¥;(z) = ¥(d(O;,x)). Les fonctions
U, définies sur O; s sont alors invariantes par G (mais ne constituent pas une
partition de 'unité), et pour tout i, si u € CF, u¥; € CX(0;5).

Soit w € CF (M), d’apres le Lemme 4,

/Me dV < Cexp (( + C€)V01 0 [V (w)]],

Utilisant le fait qu’il existe deux constantes o > 0 et § > 0 dépendant uni-
quement de n — k telles que, quels que soient les réels positifs x et y on ait
(x+y)"F <2 F 4 az"F 1y + By"F on majore ||V (u¥;)] Z:IIZ de la facon
suivante :
1V ()75
< (1% Vullnk, + [uV¥ilnk,)"
< 1Vl 7k + ol Vul 75 [V Wil o, + BlluV @37

D’autre part, quel que soit €9 > 0, il existe un réel B dépendant de £g,n, k tel
que pour tous réels positifs x et y, 2"k 1y < g2 F + By" . 1l s’ensuit :
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IV ()| |22
< (14 ago)|[W;Vul 125 + ("% B + 8)|[uV ¥ [T}
< (1+ aco)||Vul[2ZF + <a”—’“B + ﬁ)(s;;p [V

Jul [,

< (1+ azo)||Vul[n =5 + Cllull;= (2.4)

Si la dimension de O; est telle que dimO; = k; = k (rappelons que k est la
dimension minimale des orbites), le Lemme 4 et l'inégalité (2.4) permettent
d’écrire :

[ emav<con (@Rt @+ an) [Vl + Clullh) . (25)
Oi,s

Dans le cas ou k; > k, on procede différemment et on utilise le fait que quels

que solent £y > 0 et le réel positif z, on a "% < g,z % + E(gn*ki)(kfki). On

peut alors écrire, en utilisant 'inégalité de Holder, qu’il existe C' tel que quel
que soit g9 > 0,

IValP2F < el [V 4§ FIER) < Ceg||Wul[nzh 4 g TFOtRD,
De méme,
ul |28 < eollul[22f, + el TF*R) < Cegfful |2k + efP Ot

De (2.4) on déduit alors, lorsque k; > k, que, quel que soit €9 > 0, il existe C'
tel que
ki —k
IVuWi|[n=yt < eol[Vul[n =5 + Cllul[n 7% + C

On en déduit en utilisant le Lemme 4, que

/ ¢"¥idV < Cexp <(1 +e) ki v E 4 Cful g:g) . (26)
Ois vol OZ

On peut donc, pour chaque i tel que k; > k, choisir €y de sorte que &g 551 Ok’ <

Enck 11 S’ensuit d’apres (2.5) et (2.6) que, quel que soit 4,

[ emav < ce (ot vallt + i),
Ois
Finalement, quelle que soit u € H{' g G ,

e*dV / e"dV < / e"vidv
[\/[ ; Oi.5/2 ; Ois

/’Ln—k n— n—
Ceexp ((1+ ce) R [ Vull =k + Cllul =)

IN

IN

La partie (a) de la Proposition 1 est démontrée.
On s’attache a présent a montrer que la constante ”"T’k de la Proposition 1
est bien la plus petite constante u telle que 'inégalité

/ e"dV < Gz exp (( + )| Vul [P~ + Ac[lul[F)
M
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soit vérifiée quelle que soit u € H f*k(M ). Pour cela il suffit, quel que soit € > 0,
d’exhiber une suite (v,) de fonctions dans HY' Ek (M) telle que, quels que soient
les réels D et E,

—k —k
o Vvallik + Dlleal b+ E A
a—0 IOg fM evadV o HMn—k

+ €.

Soit € > 0. Considérons O, une orbite de dimension minimum k et de volume
minimum A. Pour € > 0, soit O, s, = {y € M|d(y, Oz) < 0.} tel que, sur Oy 5_,
le point 3. du Lemme 2 soit vérifié pour le € que 'on s’est fixé. En reprenant les
fonctions introduites par Cherrier [12] on définit les fonctions v, € H {’E;k (M)
de la maniere suivante :

n—=k _n—k
—(n —k)log (a +d(y, Oz) "—kil) + (n — k) log (a + 55”“) siy € Oqs.
0 sty € M\ Oys.

Vo (y) =

ou d(y, O,) désigne la distance & O, pour la métrique g. En procédant comme
dans la démonstration du Théoreme 1, on écrit :

/ edV < (1+¢)) / O 0 U e Vm’ dxdy
M . JU

1m XUzm
< (1+5)A/ e’>edy,
Us

ou l'on rappelle que v2 o = V4 © U1 est considérée définie sur Us, vq 0 U1
ne dépendant pas des variables de U;. D’autre part, comme (W,, ®2) est une
carte géodésique normale en = pour W, et comme, quel que soit y € W,,
dw, (y,x) = d(y, O,) d’apres la construction de W, on en déduit : quel que soit
yeUs; C Rnfk,

v2,a(y) = —(n— k) log(a+ ||y|| 7+ 1) + (n — k) log(a + 67 F-1).  (2.7)
On obtient alors :

/e““dV < C e’?dy
M

Us
C/ {a—k lly
U2

ou C' > 0, et par un changement de variable :

k-1 (n—k)2 ptoo
/ el dV Z C <nwn—k—158nkl / (1 + t)(nk)tnk2dt>
M 0

IA

nk 1—(n=k) _ni (R
n*kfl] X a4+ 68 dy,

1
n—k o’

On remarque que l'intégrale f0+oo(1 4 t)~(=R)¢n=k=2qt est finie, étant donné
quen — k> 2.1l s’ensuit

1
/ e’>dV > C.—.
M o
D’autre part, en utilisant & nouveau le point 3. du Lemme 2 :

IVvalln =k < (1+)A [ [Vevaa|" *dy,
Uz
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ot 'on rappelle que vs , est I'application v, o \112*”1T considérée définie sur Us,,.
En utilisant 'expression (2.7) et d’apres [12], on trouve :

(14+¢)A

n—

1
[IVvalln =k < log — +C.

On majore maintenant ||v,||"~% de la maniere suivante :

o’k < C / ok dy
Uz

IN

e n— n-k_ \ "R
C/ <log(a + ,,,Fkﬁl) +log(a + 62" )> pn—k=1q,.
0

Puisque, quels que soient les réels x, y > 0, il existe deux réels v et § strictement
positifs tels que (z 4+ y)"~F < 2"~k 4 4z =F=1y 4 By"~F il S’ensuit :

—k
[lvall, "k

5. -
:/ “10g(a+rnkkl)
0

n—k
Ry,

n n—k—1

—k n—k
+ ‘log(a +re-kE-T)

log(a+627*71)

n—k ‘

n—k
+0 |log(a+ 6275 1)

De plus, pour « et §. suffisamment petits, r étant inférieur & J.,

n—k n—k

n—k C
n—k—1

n_k n—k n—k
‘log(a AR < ‘log(rn—ikil) < logr <

(1’

=

ol a est choisi de sorte que 0 < a —n+k+1 < 1. On en déduit facilement que
lvall3 =% < C-
Finalement, quels que soient les réels D et E

Vool " =F + Dljua|"F+ B (1+e)2-log2 +C

Hn—k
log [, ev=dV - log L + log C.
D’ou . .
o V0 llik + Dlfoal ik + B (14)4
a—0 log [,, ev=dV T fnek
Ce qui termine la démonstration de la partie (b) de la Proposition 1. O

On est a présent en mesure de prouver le Théoreme 2.

Démonstration. On reprend ici le principe de la démonstration proposée par
Aubin [3]. On apportera cependant certaines modifications, liées au fait que dans
notre cas les fonctions sont invariantes par G. En particulier nous n’utiliserons
pas la densité des fonctions C*° (M) n’ayant qu'un nombre fini de points critiques
non dégénérés dans C=(M).

Lorsque u € C& (M), u de moyenne nulle (i.e. [,, udV = 0) on note @ =
sup(u,0). Il est alors clair que @ € Hfak(M) et [|[Va||n—r < ||Vul||n—k. Pour
a € R on note Q,(u) = {x € M|u(z) > a} et n,(u) la mesure de Q,(u). Pour
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u € C¥ (M) fixée, n,(u) est évidemment une fonction décroissante en a, mais
pas nécessairement continue.

Soit € > 0. Il s’agit de déterminer un C. tel que, quelle que soit u € H fak (M)
de moyenne nulle,

U Mn—k n—=k
e*dV < C.exp +e)||Vul[Zy ) -

Fixons un réel n > 0, dont le choix en fonction de e sera précisé par la suite.
Soit u € CF (M) de moyenne nulle. Deux cas peuvent se produire suivant qu’il
existe b > 0 tel que 7,(u) > 1 ou non.

1. Supposons qu’il existe b > 0 tel que n,(u) > 7.

On pose a = sup{b € R|ny(u) > n}. Alors a > 0, nay1(u) < n et ng/2(u) > 1.
On déduit de la Proposition 1 :

/ eUdvgea“/ v (@) gy
M M

a n— € n— = n—
< e B e (U555 + DI + Acallu ~Ta T IR ) 29

Comme u est de moyenne nulle, il existe une constante C; telle que
. 1
lall = §||UH1 < Gi|IVullp—k- (2.9)

D’autre part, |[a|l1 > §7q/2(u) et |[@]l1 < C1]|Vul|n—k, on en déduit, puisque
Nay2(u) 21 :
-1 . Cl
a <2 (nas2(w)  lalh < QWHVUHn—h

Utilisant le fait que pour tout a > 0,

IVl ln_k < of|Vul|P2F + am e

2

et en choisissant v = 55—, on obtient

a < ||Vullnoy, + Con~F=5T 41, (2.10)

ou C3 ne dépend ni de u ni de 7.
Par ailleurs, comme a + 1 > 0, on a, toujours d’apres (2.9),

=

lu = (a+ Dl < lally < C1[Vulln—k-

D’apres I'inégalité de Holder et les inclusions de Sobolev continues et compactes
de Hfak(M) dans L% (M) quel que soit p > 1, on obtient :

= 1/2

llu = (a+ D25 < ngha (@)llu— (@+ D5 < n'2llu—(a+DI5E,).

Finalement,

llu = (a + D=5 < D2Vl 2=y (2.11)

n—k>
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ou D est une constante ne dépendant ni de u, ni de 7.
En réinjectant (2.11) et (2.10) dans (2.8), on peut écrire

/ e"dV <
M

B. 5 exp (6’27]_ it + 1) exp (('u"_k

A

€ n
5+ ApDnt2 4 )| Vullih)

2. Supposons que quel que soit b > 0, np(u) < 7.

On a
/e“dVg/ etdv
M M

u n— € n— n—
/ edV < Beexp (U228 4 SVullih + Acpallull}) . (212)
M

et d’apres la Proposition 1,

Mais dans ce cas no(u) < 7, alors, par les mémes calculs que ceux utilisés dans
le premier cas, on obtient :

< 1n— ~|n— 1/2 n—
lal[2=F < llall5er ) (o(w)? < Dp'/2||Vul 2=}, (2.13)

D’ou, d’apres (2.12) et (2.13)

w n— € n—
/ e"dV < B. 5 exp ((NA by A.joDnt /2 + §)||Vullnfi) .
M

Dans les deux cas il suffit donc de choisir n > 0 tel que
€

145/2D’I’]1/2 + n < 9

puis
n—k+4+1
Ce = Bepyexp (Con 7 +1)
pour que la premiere inégalité du Théoreme 2 soit vérifiée quel que soit
u € H'ZF(M) de moyenne nulle.

La deuxieme inégalité du Théoreme 2 s’obtient alors facilement en écrivant
la premiere inégalité pour les fonctions

N 1

lorsque u n’est pas de moyenne nulle.
La partie (b) du Théoréme 2 se montre de la méme maniére que la partie
(b) de la Proposition 1, en utilisant la suite de fonctions (v,) définie alors. [
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2.3 Corollaire du Théoréeme 2

Du Théoréme 2 découle le corollaire suivant.

Corollaire 1. Sous les mémes hypothéses sur (M,g), G, k, et A que dans le
Théoréme 2, quels que soient £, > 0, il existe C. o tel que, quelle que soit
we H'F(M), on ait

[ erav < ey (M5 olITulliz + <lull k).
M

et “’i{%’“ est la meilleure constante possible telle que l'inégalité précédente reste
vraie quelle que soit u € Hfak(M)

Remarque. La constante devant le terme ||u|["~% peut étre choisie aussi petite
que l’on souhaite, ce qui est une amélioration de la Proposition 1.

Démonstration. Quelle que soit u € H{LE;"“(M), Sy wdV < Cllul|n—k, oit C ne
dépend que de M. D’autre part, quel que soit ¢’ > 0, il existe une constante C./
telle que C||ul],— < &’|[u||"~f + Cr. En utilisant le Théoréme 2 on en déduit :

quels que soient g,&’ > 0, il existe C. . tel que quelle que soit u € Hfak(M)

[ v < e (P22t 4 IVallt + ulli)
M A

Pour prouver que % est la meilleure constante possible, on utilise a nouveau
les fonctions v, définies pour démontrer la partie (b) de la Proposition 1. [

2.4 Exemple

Ce théoreme permet de retrouver le résultat établi par Aubin et Cotsiolis
sur la sphére S, avec le groupe d’isométries G = O(r) x O(s), r +s = n + 1,
r > s > 2. Dans ce cas, la dimension minimum des G-orbites est k = s—1 =n—r
et le volume minimum des orbites de dimension k est A = ws_1 = w,,_,. On a
alors % = wiir’ et on retrouve la constante établie par Aubin et Cotsiolis.
On peut également étendre ce résultat au cas d’un groupe d’isométries G' du
type O(r1) X O(r2) X ... X O(ry), ri+ra4...4rm =n+letry >re > 00 > 1.

Danscecas, k=r, —let A=w, _;.
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Chapitre 3

Quelques applications a des
problemes d’analyse non
linéaire

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n. On considere
les deux équations différentielles suivantes :

A,® + hdP = fPprt (3.1)
et
A,® +a= fe® (3.2)

ot p > 1, ¢ > 2 sont deux réels donnés et A, désigne le p-laplacien A,® =
~V(|]V®|P~2V®). On suppose que h et f sont deux fonctions continues sur M
et a un réel.

Dans ’équation (3.1), 'exposant critique pour lequel D'existence de solu-
tions non nulles pose probléme est ¢ = (quand n > p). Pour p = 2 et
h = Wscal(M ), on retrouve lequatlon blen connue de courbure scalaire
prescrite. Quand h et f sont G-invariantes, G étant un sous groupe du groupe
des isométries de M, l'exposant critique de ’équation (3.1) devient ¢ = Uikk)ﬁ
(quand n—k > p), ou k est la plus petite dimension des G-orbites. Quand k > 0,
I'exposant critique est alors “sur-critique”, car ;" kk)z > ”p . L’équation (3.1)
lorsque p # 2 en I'absence de symétries a été étudiée par Druet [16]. Dans le
cas particulier de la sphére S,, pour les fonctions O(r) x O(s)-invariantes, les
équations (3.1) et (3.2) ont été étudiées par Aubin et Cotsiolis [7]. Les théorémes
de ce chapitre étendent ces résultats a une variété compacte quelconque et
a un groupe d’isométries quelconque. Les démonstrations font intervenir les
meilleures constantes déterminées dans les Théoremes 1 et 2.
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3.1 Enoncé des théorémes

Théoréme 3. Soit (M,g) une variété riemannienne compacte, G un sous
groupe compact du groupe des isométries de M tel que la plus petite dimension
des orbites soit k et le volume minimum des orbites de dimension k soit A, h et
f deux fonctions continues invariantes par G. Soit p un réel tel que n > k + p.
On suppose que f est positive quelquepart et que Ly(®) = A,® + a(z)PP~! est
un opérateur coercif.
a) Si
AT
< e (%)
K?(n —k,p)(supy, f) 7F

ot K(n — k,p) est la meilleure constante établie dans le Théoréme 1 et

= inf (/ |V<I>|pdV—|-/ h|<I)|pdV>
A \JuM M

avec A = {® € Hf7G|fo|<I>|¥:QZdV = 1}, alors l’équation (3.1) avec

—k
q = Sikjg

un certain a €)0,1[, (cette solution appartient ¢ CZ sip=2).
b) Linégalité (x) est en particulier vérifiée si

admet une solution strictement positive appartenant ¢ C»® pour

n—k—p
n—k

=3 dv
/ hav < 27 (fM f )

M K(n—k,p)P \ supy f
Théoréme 4. Soient M, G, k et A comme dans le théoréme précédent, (3.2)

admet une solution appartenant a C1® pour un certain « €]0,1[ (cette solution
appartient a C% sip =2) si l'une des hypothéses suivantes est vérifiée :

1. a <0 et f est partout négative
2.a=0, [, fAV <0 et sup,, f >0
3. O<a<(n—k)ﬁ etsupr>O

avec g = (n—k — 1)k (n — k)1 200k 1 et V= vol M.

3.2 Démonstration des théoremes

3.2.1 Démonstration du Théoréeme 3

Démonstration. La preuve du théoreme se fait en plusieurs étapes. On com-
mence par établir un résultat d’existence dans le cas ou l’exposant ¢ est
sous-critique, c’est a dire lorsque p < ¢ < p*, avec p* = %. On note
A, ={® ¢ H{’G\ Joy |®2]9dV = 1} pour p < g < p* et on considere la fonction-
nelle

I(<I>):/ |v<1>|PdV+/ h|®|PAV.
M M

On pose pg = inf @ pour ¢ € A, et on note p = pip-.
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Lemme 5. Sous les mémes hypothéses sur M, G, h et f que dans le Théoréme
3, sip < q<p*, Uéquation

A,® + h®P! =y, fUPI! (3.3)
admet une solution faible positive &, € Ay, telle que I(Pq) = fiq.

Démonstration. On utilise la méthode variationnelle standard. Sous la condition
nécessaire que f soit positive quelquepart, on montre que A, n’est pas vide. En
effet, dans le cas particulier out G est un groupe fini, si & € D(M) est une fonction

1
positive telle que [,, f®4dV > 0, alors on peut vérifier que ¢ = (XoecaP?00)7
est G-invariante, appartient & HY, et vérifie

/ f®LdV = (Card G)/ f@1>0.
M M

Dans le cas général, si I'on note du la mesure de Haar sur G, on prend &g =

1
(fG ®70 od,u) 7 qui est G-invariante, appartient & Hf et vérifie

/ FOL = volg,G / F07 > 0.
M M

Soit (®;) une suite minimisante de fonctions positives, c’est & dire une suite
vérifiant lim I(®;) = p,. La coercivité de Popérateur L, permet alors de montrer
que la suite (®;) est bornée dans HY. On peut donc extraire de (®;) une sous
suite, toujours notée (®;), qui converge faiblement dans HY, fortement dans L?
et presque partout vers une fonction ®,. Il s’ensuit que ®, appartient & A, et
®, > 0, puisque les fonctions ®; sont positives. Alors I(®,) = 4 et, quelle que
soit W € HY g,

/|v<1>q|P*2V<I>qv\1/dV+/ h\q>q|1’*1qfdvzpq/ @97 wdV.  (3.4)
M M M

En fait, (3.4) reste vraie quelle que soit ¥ € HY, pas nécessairement invariante
par G. En effet, & ® € HY on associe @ la fonction définie par P = fG doody,
ou dy désigne la mesure de Haar sur G. Alors (3.4) est vraie pour ¥ = ®¢ et on
en déduit, puisque h, f et ®, sont invariantes par G que (3.4) est vraie quelle
que soit ® € HY. D’autre part, comme @, € A,, ®, n'est pas identiquement
nulle, et en particulier p, = I(®,) > 0. La fonction &, est alors solution faible,
lorsque 1 < p < g, de
A,® + hOP! = gy fOIL

Le Lemme 5 est ainsi démontré. O

La suite de la démonstration du Théoreme 3 va consister a construire ® une
solution de (3.1) non identiquement nulle comme limite de la suite ®, lorque ¢
tend vers p*. Pour cela, on commence par montrer le résultat suivant.

Proposition 2. L’ensemble des pg (ot 1 < g < p*) est borné.

Démonstration. Notons Q = {x € M|f(x) > 0}. Comme f est invariante par
G, Q2 est stable sous 'action de G. Soit 1 < go < p*, il existe alors ¥ € C5%(9),
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U positive telle que [,, f¥%dV = 1. Posons ¢, = (f,, f¥9dV) ¢ ¥, alors
fM foldV =1et ¢, € A;. D'autre part, d’apres I'inégalité de Holder,

/Qf\I/quV < (/Q de)qqqo (/Q f\I/qu)

et comme, sans nuire a la généralité, on peut supposer que fQ fdV =1, on en
déduit [, fU?dV > 1. Finalement p, < I(®,) < I(V). O

a0
q

Comme p, = I(®,) et puisque la fonctionnelle I est coercive, on en déduit
que la famille (®,) est bornée dans HY. Il existe alors une sous suite (@),
avec lim; 1o ¢i = p*, qui converge faiblement dans HY, fortement dans LP
et presque partout vers une fonction positive ®* € Hf,c“ De plus comme la
famille (®27') est bornée dans L7 la suite (®%1) peut étre choisie de
sorte qu’elle converge faiblement vers (@*)p*’l, et d’apres le Lemme 5 la suite
(iq;) peut étre choisie convergente vers fi, voir [7]. D’autre part, en reprenant
la démonstration proposée par Demengel et Hebey dans [13], on montre que
|V®,,[P~2Vd,, converge faiblement dans H? vers |[V®*[P~2Vd*, ol j est le
conjugué de p. Finalement, en faisant tendre ¢ vers p*, on en déduit que ®*
vérifie faiblement dans HY 'équation

A& + h®* P = forP L
L’étape suivante consiste & montrer que ®* n’est pas la solution nulle. C’est a

ce point de la démonstration qu’intervient la meilleure constante de 'inégalité
de Sobolev du Théoreme 1. Pour cela, on écrit :

1= ( / fcpgdv> < (sup )% ( / cbgdv)
M M M
(supf)g (/ @ng) o
M M
D’apres l'inégalité de Holder, en posant V' = vol M,
p_ P —q) * %
1< (sup f)aV o~ (/ b dV) .
M M

Alors, en utilisant le Théoreme 1, on en déduit que : quel que soit £ > 0, il existe
D. tel que

IN

—
IN

p(p*—q p —
ap v [ (K20
M An—F

2 2@ —q) Kp(n—k,p)
(S}\bpf)qv o [(Anfk +5> (Mq —/M h‘I’ZdV) +DE|<I>q||§} :

+e) ||v<1>q||,€+Dg||<1>q||z]

IN

Il s’ensuit que, sous ’hypothese
=3
—
K?r(n — k,p)(supy, f)7*

p<

)
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@ —a)
et puisque limg_,p« g = p et limg_ - Ve = 1, on peut choisir € > 0 de

sorte que ||®*||, > C > 0. Comme la suite (®,,) converge fortement dans LP
vers ®*, on en déduit que ®* n’est pas la solution nulle. Les travaux de Tolksdorf
[31] et Vazquez [34] montrent que ® est de classe C1'* pour un certain o €]0, 1]
et strictement positive. Si p = 2, les théoremes classiques de régularité montrent
que ® est de classe C2.

La partie b) du théoréme s’obtient immédiatement en remarquant que si

fdV > 0, la fonction constante &gy = fav ~u € A, et que
M M q

1< I(Dy) = (/M de) - /M hdv.

3.3 Equations non linéaires et exponentielle

L’équation (3.2) a été étudiée sur une variété compacte en ’absence de
symétries ainsi que sur la sphere S,, pour des fonctions invariantes par le groupe
O(r) x O(s) (voir [7]). La transposition de cette étude au cas d’un groupe
d’isométries quelconque ne pose pas de réels problemes dans les cas a < 0
et a = 0. On se reportera & [7] pour I’étude développée. En revanche, le cas
a > 0 fait intervenir la meilleure constante déterminée dans le Théoréme 2. On
se bornera donc a présenter la démonstration du Théoreme 4 dans ce cas.

Démonstration. On utilise la méthode variationnelle standard. On considére sur
HY ~* la fonctionnelle

[(®) = ||[VO|"=F 4 (n — k)a/ ®dv,
M

et on définit A = {® € H{lak| [iy fe*dV = aV}, ot V désigne le volume de M.

Comme a > 0, A n’est pas vide si et seulement si f est positive quelque part.

On commence par montrer que I(®) est minorée lorsque ® € A. Pour cela, en
utilisant le Théoreme 2, on écrit : quel que soit £ > 0, il existe C. tel que

_ 1
aV = [ fedV < Ce(sup f)exp ((“” Ete) IVOlliTh+ / @dV) :
M M A 14 M

Il s’ensuit

(ZV Mn—k _k
: - o[ < [ ®av.
{Og<CeSUPf> (P +e) v Ink]v_/M v

I(®) > [|Ve||r—k {1 —(n-— k:)aM"_ZHV] +C

Alors

avec

C = (n—k)aV log (C‘ipf> .
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Comme, par hypotheése, a < (nfk)%

m. On en déduit 'existence de 1 > 0 tel que I(®) > n||[V®||"~F + C et
finalement I(®) > C.

On note A = infeea I(P). On choisit une suite (P;) telle que &, € A et
lim; 400 I(®;) = A. Des calculs identiques aux précédents montrent qu’il existe
n > 0 tel que, quel que soit i, I(®;) > ||[V®;|["“Fn + C. On en déduit que la
suite (®;) est bornée dans Hj'*. On extrait une sous suite (®;) qui converge

faiblement dans H {L*k, fortement dans L' et presque partout vers ® € H ﬁ&k .

on peut choisir £ > 0 tel que (n—k)a <

Comme Papplication qui & ® associe e® est compacte de H {L*k dans L', on peut
choisir (®;) de sorte que | Y fe®idV converge vers / M fe®dV. Il s’ensuit que
® € Aet I(P) = A. La fonction ® vérifie faiblement I’équation

(n —k)A,® + (n — k)a = fe®.

Finalement, ® = ® — log(n — k) est solution de 1’équation (3.2). O
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Chapitre 4

Etude de la géométrie des
orbites

Les démonstrations des résultats du chapitre 5 suivant celui ci vont utiliser
certaines propriétés de la géométrie des orbites d’une variété riemannienne sous
l'action d’un groupe d’isométries compact. Nous présentons dans ce chapitre
plusieurs résultats qui, en plus d’avoir un intérét propre, seront fondamentaux
par la suite.

4.1 Localisation d’une orbite et dimension

On commence par rappeler, sous forme de lemme, un résultat classique sur
Iexistence de voisinages tubulaires. Ce résultat sera fréquemment utilisé dans
ce chapitre.

Lemme 6 (Voisinage tubulaire). Soit N une sous variété compacte d’une
variété riemannienne (M, g). Il existe § > 0 tel que, quel que soit x appartenant
6 Ns = {y € M|d(y,N) < 6} il existe un unique ' € N vérifiant d(z,z") =
d(z, N). L’application I1 définie de N5 dans N par Il(x) = 2’ est alors une C™
submersion surjective.

Pour la démonstration, voir par exemple [29].

Le résultat qui suit a été démontré dans le contexte plus général d’un groupe
de Lie opérant sur une variété différentiable [9]. Mais dans le cas qui nous
intéresse ici d’'un groupe d’isométries opérant sur une variété riemannienne,
la démonstration se trouve grandement simplifiée.

Lemme 7. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n, G
un sous groupe compact du groupe des isométries de M. Quel que soit x € M, il
existe un voisinage Oy 5 de O, tel que quel que soity € Oy s, dim Oy > dim O,.
On rappelle que O, 5 = {y € M|d(y,0,) < d}.

Démonstration. Soit Ogs un voisinage tubulaire de O,. Pour y € Oy,
considérons 'unique point II(y) € O, tel que d(y,II(y)) = d(y,O.). Notons
Sy le sous groupe de G fixateur du point y. Alors, quel que soit o € Sy,

d(y,o(T(y))) = d(o(y), o(I(y))) = d(y,(y)) = d(y, Oz).
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On en déduit, comme O, 5 est un voisinage tubulaire de O, que o(II(y)) = II(y).
Le fixateur Sy est donc inclus dans le fixateur Syy(,). Comme O, est difféomorphe
a G/Sy et O, est difféomorphe & G/Sty(y), on a alors dim O, > dim O,. O

4.2 Localisation d’une orbite et volume

Le résultat qui suit est plus difficile & démontrer que le précédent, et n’a
de sens que dans le cas d'une variété riemannienne. On rappelle que le volume
d’une orbite O de (M, g) sous 'action d’un groupe compact d’isométries est le
volume relatif a la métrique induite par g sur O. Lorsque O est une orbite finie,
vol O = Card O.

Théoréme 5. Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension n, G un
sous groupe compact du groupe des isométries de M. Soit O une G-orbite de
dimension k < n, et (0;) une suite de G-orbites de dimension k qui converge
vers O, c’est a dire telle que lim;_, o d(O;,0) = 0. Alors

lim inf vol O; > vol O.

Démonstration. Premiére étape. Soit Os un voisinage tubulaire de O, et II
la submersion riemannienne associée. On montre que pour toute G-orbite O;
incluse dans Os, (I1,0,,0;,0) est un revétement a k; feuillets. Pour cela on
remarque que I ,o, notée I1; est surjective et que, d’apres le Théoreme de Sard,
il existe une valeur réguliere x € O pour 'application II;. Par invariance par
isométries, tous les points de O sont des valeurs régulieres et, comme O; et O
sont compacts, (II;, 0;,O) est un revétement a k; feuillets.

Cas ou k = 0. Lorsque & = 0, l'orbite O est finie, dans ce cas le résultat
précédent montre que vol O; = Card O; = k;Card O = k;vol O, et le Théoreme
5 est démontré, puisque k; > 1.

Cas ou k > 1. Sur chaque orbite O; C Os, on considere les deux métriques
gi = 9)0, et g; = 1I5(g/0). Il est clair, puisque (II;, O;, O) est un revétement a

k; feuillets, que
1
dvg/o = T dvy, (4.1)
] 1 JO;

Le Théoreme 5 sera alors démontré si I'on vérifie que

/ dvyg, :ai/ dvg;

avec lim;_, o a; = 1. C’est 'objet de I’étape suivante.

Deuxiéme étape. Soit € O, on peut choisir une suite (z;) telle que, quel
que soit 4, x; € Oy, II(x;) = x, et lim;_, y» d(z;,2) = 0. En effet, considérons
une suite (y;) telle que quel que soit i, y; € O; et lim;_ 1o, d(y;,0) = 0. Pour
chaque 1, il existe o; tel que o;(I1;(y;)) = . Prenons x; = o;(y;), on a alors

d(ys, (i) = d(o4(ys), ) = d(z4, 2)

et
I (2;) = (03 (y:)) = o3(ILi(ys)) = -
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Soit X1,..., X}, une base orthonormée de (T, (O),gs) et, pour j de 1 a k, un
chemin o dans G tel que o) = Id et tel que le vecteur tangent en z € O

o

au chemin of (z) (noté (o7 (z))o) soit égal & X;. Pour tout y € Os, on note
Yy1,...,Yy les vecteurs tangents en y a O, définis par Yy ; = (o7 (y))o. Pour
chaque z;, dII(Y;, ;) = X car

dII(Y,, ;) = dI1(} (:))o = (o 07 (2:))o = (07 o T(w:))o = (o7 (x))o-

On en déduit que les vecteurs tangents Y, ; forment une base orthonormée de
(T4,(0;),4}) (mais pas nécessairement de (T, (0;),¢:)). Notons p, p;, p} les k-
formes de volume (définies au signe prés suivant Porientation) sur O (resp. O;)
associées & g/o (resp. g;, resp. g;). Il suit des remarques précédentes que, pour
tout ¢,

|p;(Yxi71’ s 7Y3€1:J€)| = |p(X1, s 7Xk)‘ =1

D’autre part,

pi(@i)| = ailp ()| (4.2)
avec a; = |pi(Yy,1,...,Ys, k)| Mais Dlapplication définie sur Os par
|vg, (Yy,1,- .., Yy r)| (le volume déterminé par les k-vecteurs Yy, 1,...,Y,  relatif

au produit scalaire g,) est continue en y et comme, pour tout 1,
‘pi(Yxi,la cee ani,k)| = ‘Ug,,,i (Yxi,la ey Yxi,k)‘ = a;

on en déduit que
dim a; = |vg, (X1,..., Xi)| =1
1——+00
Par invariance par isométries on déduit de (4.2) que, sur O;, |p;| = ai|p}|. Alors

/ dvy, :ai/ dvgy
0; 0;

1

et finalement, en utilisant (4.1),

/ dVgi = azkl/ dVg/o.
O; O;

i

Comme lim; 400 a; =1 et k; > 1, le Théoreme 5 est démontré. O
Le corollaire suivant se déduit immédiatement du Théoreme 5.

Corollaire 2. Soit (M,g), G, O et k comme dans le Théoréme 5. Soit € > 0,
il existe 6 > 0 tel que quel que soit y € Os avec dim Oy = k alors

vol Oy > vol O —¢.

On démontre également le corollaire suivant.

Corollaire 3. Soit (M,g) une variété riemannienne compacte, G un sous
groupe compact du groupe des isométries de M. Il existe toujours une orbite
de dimension minimum k et de volume minimum dans l’ensemble des orbites
de dimension k.
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Démonstration. Soit Oy 'ensemble des orbites de dimension minimum k. No-
tons A = infpep, vol O, et soit (z;) une suite d’éléments de M telle que, quel
que soit i, Oy, € Oy et lim;_, 4o vol O,, = A. Comme M est compacte en peut
extraire une sous suite (z;) qui converge vers x € M. Alors, d’aprés le Lemme
7, dim O, = k, et d’apres le Théoreme 5, vol O, < lim; ,y.,vol O,, = A.
Finalement vol O, = A. O

Corollaire 4. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension
n, G un sous groupe compact du groupe des isométries de M. Soit O une G-
orbite de dimension mazimale. Si il existe (O;) une suite d’orbites principales
qui converge vers O, alors les deux propositions suivantes sont équivalentes :

1. limvol O; = vol O.

2. O est une G-orbite principale.

Démonstration. Si O est principale, on sait qu’il existe 4 > 0 tel que dans
le voisinage O de O toutes les orbites sont principales, et que (II, Og, Os5/G)
est une fibration. La fonction vol O, est alors C* en x sur Os et il s’ensuit
évidemment que lim;_, o, vol O; = vol O.

On suppose maintenant que lim; ., vol O; = vol O. Si l'on reprend la
démonstration du Théoreme 5, on sait que dans un voisinage tubulaire Os de O,
les orbites O; sont des revétements a k; feuillets de O, et que vol O; = a;k;vol O,
lim; .4+ a; = 1. On en déduit que pour 7 assez grand, k; = 1. Les orbites O;
sont alors difféomorphes a O. Soit S, le fixateur d’un point & d’une orbite O;
difféomorphes a O et Syy(y) le fixateur du point II(z) € O. On sait que S, C
Sti(x), et que ces deux groupes sont compacts et de mémes dimension, comme
O; ~ G/S; est difféomorphe a O ~ G/Sn(y), on en déduit que S, = Sti(g)-
L’orbite O; étant principale, O est principale. O

4.3 Exemple

Considérons la sphere Ss et G le groupe engendré par les rotations autour
d’un axe et la symétrie par rapport au plan orthogonal a cet axe. Les orbites
sont alors les doubles cercles, & 'exception de “I’équateur” (cercle simple) noté
O et des deux poles. Les doubles cercles ainsi que 1’équateur sont de dimension
maximale, mais seuls les doubles cercles sont des orbites principales. On re-
marque que lorsque une suite d’orbites principales (O;) converge vers I’équateur
O, limvol O; = 2vol O, et, d’apres le Corollaire 4, O n’est pas une orbite prin-
cipale.
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Chapitre 5

Des conditions suffisantes
pour une inégalité sans ¢

Il a été établi dans le Théoreme 1 que quel que soit € > 0, il existe B tel
que quelle que soit u € Hf’G(M)7

Kp(n - kap)
lull?. < ( o) IVl + Bellul.

An—F

La constante B, construite dans la démonstration de ce théoreme tend vers +oo
lorsque € tend vers 0. Il est donc légitime de se poser la question : dans quels
cas a-t-on l'existence d’une constante B telle que quelle que soit u € HY .,

Ka(n_ k7p)

0
Ul <
|| Hp — ngk

[IVull} + Bllull;-

On sait depuis les travaux de Hebey et Vaugon [22, 23], Druet [18], Aubin [6] que
ce dernier résultat est toujours vrai avec 0 = psip < 2et 6§ =2sip > 2 lorsque
P’on ne considere pas de symétries, autrement dit lorsque le groupe G est réduit
a 'identité (il a de plus été établi par Druet [17] que dans le cas p > 2, une telle
inégalité est impossible dés que 6 > 2). En revanche, lorsque le groupe G n’est
pas trivial, et en particulier lorsque toutes les G-orbites sont de dimension plus
grande ou égale a 1, la réponse a cette question s’avere plus délicate. La difficulté
est essentiellement due au fait que le controle du phénomene de concentration
d’une suite de fonctions au voisinage d’une orbite de dimension plus grande ou
égale a 1 demande bien plus de travail et engendre des phénomenes nouveaux
relativement au cas ou 'orbite est réduite & un nombre fini de points.

Le résultat obtenu est énoncé dans le théoreme qui suit. La réponse a la
question sera positive sous certaines conditions (I’hypothese (H;) ou ’hypothese
(Hz2)). Une question ouverte est donc : a-t-on dans tous les cas 1'une ou 'autre
des deux hypotheses 7 Il se peut également que la conclusion du théoréme soit
toujours vraie, méme lorsqu’aucune des deux hypothéses n’est vérifiée. Il est a
noter cependant que jusqu’a présent le théoreme s’applique a tous les exemples
que nous construisons.
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5.1 Enoncé du théoreme et exemples

5.1.1 Enoncé du théoréeme

Théoréme 6. Soit (M,g) une variété riemannienne compacte de dimension
n, G un sous groupe compact du groupe des isométries de M, k la dimension
minimum des G-orbites, A le volume minimum des orbites de dimension k. Si
Uune des deux hypothéses (Hyi) ou (Hz) suivantes est vérifiée, alors il existe
B > 0 tel que quelle que soit u € Hf’G(M),

K%mn —k,p)
[lullp. < ?HVUH;’;JrBHUHf, (5.1)
avecp €]l,n—k[, 6 =p sz’pﬁQ,HrQsz’pZZp*z% et

1/m

K(m,p):p_l [ m-—p P(m+1)

1/p
m—p [mip— 1)] {F(m/mr(mﬂ—m/p)wml

pour 1 < p < m, wy, désignant le volume de Sy, standard.

(H1) Quelle que soit Oy, une orbite de dimension minimale k et de volume
minimal A, il existe G un sous groupe du groupe des isométries de M et § > 0
tels que

1. sur Ogy5 = {x € M|d(x,0y4,) <} les G'-orbites sont toutes principales,

2. quel que soit x € Oy, 5, Oy q est inclus dans Oy g et Oyy.q = Ogo.cr»

3. quel que soit x € Oy 5, A =vol Oy, < vol Oy .
(Hz2) Quelle que soit Oy, une orbite de dimension minimale k et de volume
manimal A, il existe H un sous groupe normal de G et § > 0 tels que

1. sur Oy, 5, les H-orbites sont toutes principales,

2. Oy, = Ogzy,a,

3. quel que soit x € Oy, 5, & Oy, AIM O, ¢ > k = dim Oy, ¢,

4. quel que soit © € Oy, x est un point critique de la fonction v définie par

v=vol Og .

Remarques. 1. Comme les orbites sous G' (resp. H ) sont principales dans
Oyy.5, 0N sait que la fonction définie par v(z) = vol Oy g (resp. volOy g )
est C sur Oy, 5.

2. La condition 3. de Uhypothése (Hy) dit que tout x de Oy, est un point
minimum de la fonction v(z) = vol Oy ¢, alors que la condition 4. de
Uhypothése (Hy) impose seulement que tout x de O, soit un point critique
de v, mais on demande alors d’autres conditions plus restrictives dans
Uhypothése (Hz) : la condition 3. et le fait que H est un sous groupe
normal de G.

3. Les conditions (Hy) et (Ha) peuvent éventuellement étre vérifiées simul-
tanément.

4. Sous Uhypothése (Hy) (resp. (Hs)), il peut exister dans M des orbites sous
G’ (resp. sous H) qui sont de dimension strictement plus petite que k.

5. Si G est tel que toutes les G-orbites sont principales sur M (en particulier
st G est réduit a Uidentité), alors Uhypothése (Hy) est vérifiée (mais pas
Uhypotheése (Ha)).
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5.1.2 Exemples

Les deux exemples qui suivent ont pour but de clarifier les hypotheses du
théoreme. Le premier exemple est un cas non trivial d’utilisation de ’hypothese
(H;). Le deuxieme exemple est une généralisation du cas étudié par Aubin et
Cotsiolis [5] et utilise 'hypothese (Hs).

Un exemple d’application sous I’hypothése (H;)
On considere Ts(a, b) le tore défini par
Ta(a,b) = {(z,y,2) € R*|(a® + 3 + 2° +1°)* — 4a®(a® + ) = 0},

o1 0 < b < a, muni de la métrique induite par celle de R3. On note R, le
groupe des rotations d’axe z. Les R.-orbites de Ta(a,b) sont des cercles, on
note C(z,y, z) Uorbite du point de Ty(a,b) de coordonnées (z,y, z). Toutes les
R_-orbites sont alors de dimension 1, et I'orbite de volume minimal est le cercle
C' de rayon a —+v/a? — b?, son volume est 27(a—+v/a? — b2). On considére ensuite
la sphere standard S5 de rayon 1 définie par

Sy ={(z,y,2) € R®2® +¢y* + 2> = 1}.

Soit M = S5 x Ty muni de la métrique produit, et G = R, x R,. On a la
proposition suivante.

Proposition 3. On considere la wvariété M et le groupe G définis
précédemment. Alors, il existe B > 0 tel que quelle que soit uw € HY .,

K°(3,p)
27(a — Va2 — b2))9/3

0 0
||l IVull, + Bllull,,

6
ZD*S(

K°(3,p)

ra—varpzyers 65t la

avec p €]1,3[, 0 =p sip <2, 0 =2 sip€]2,3[. De plus
meilleure constante possible dans cette inégalité.

Démonstration. On note N = (0,0,1) et S = (0,0,—1) les deux points de la
sphere S, invariants par R,. Les orbites de M de dimension minimale sont
alors {N} x C(z,y,z) et {S} x C(z,y, z) de dimension 1, et les deux orbites de
volume minimal dans la classe des orbites de dimension minimale sont Ox ¢ =
{N} x C et OXS,G = {S} x C (Ofl Xy =N x Xc, XS =95 x Xc, XC étant
un point quelconque de C') de volume 27(a — v/a? — b2). Remarquons que pour
X = (X1,X2) € M ou X; # {N} et X1 # {S}, Ox,¢ est le produit de deux
cercles et est alors de dimension 2. Ces orbites sont de dimension maximales,
elles sont de plus principales (une démonstration simple peut étre obtenue en
utilisant le Corollaire 4).

On considere alors G’ = I x R, le sous groupe de G ou I est le sous groupe
de R, réduit a l'identité. Quel que soit {P, (z,y, z)} un point quelconque de M,
{P} € Sa, (z,y,2) € Ta, alors sa G'-orbite est de la forme {P} x C(x,y,z). Sa
dimension est 1 et elle est principale, son volume est 2wvol C(x,y, z). D’autre
part, comme G’ est un sous groupe de G, Ox v C Ox.q, de plus Ox,.¢ =
Oxy.c¢r et Oxg.g = Oxg, . Comme C est de volume minimal dans I’ensemble
des C(x,y, z), on en déduit que quel que soit X € M, vol Ox, < vol Ox ¢ et
vol Ox, < vol Ox ¢. Les conditions 1. & 3. de I’hypothese (H7) sont vérifiées,
et on peut appliquer le Théoreme 6. O
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Un exemple d’application sous I’hypothése (Hs)

On considere la sphere unité standard S,, dans R™*! et le groupe d’isométries
G = O(s1) X ... x O(sm), avec s; > 2 quel que soit 4, et L5, = n + 1.
Précisons la maniere dont G opere sur S,,. On décompose R"*! en somme directe
orthogonale
R =R @ ... R,

Soit X € Sy, X = (X1,...,Xm), avec X; € R% quel que soit 4, et X7, ||X;[|*> =
1. Soit 0 € G, 0 = (01,...,0m), avec o; € O(s;) quel que soit i. On pose alors
O'(X) = (Ul(Xl)a N 7Um(Xm)>

On a la proposition suivante.

Proposition 4. On considére la sphére unité standard S,, et le groupe G défini
précédemment. Alors, il existe B > 0 tel que quelle que soit u € HﬁG,

Ka(nfkap)
llullpe < ———57-==IVull + Bllullp,
Wy,
avec k =min;(s; — 1), p€ll,n—k[, 0 =p sip<2,0=2sip€|2;n— k[, wg
K%(n—k.p)
w?/P

k

étant le volume de la sphére unité standard de dimension k. De plus

est la meilleure constante possible dans cette inégalité.

Démonstration. Soit X = (Xi,...,X,,) un point de S, sa G-orbite Ox ¢ est
le produit de sphéres S, (r1) X ... x S5, (rm), ou le rayon r; vaut r; = || X;]| (si
[|X;|| = 0, alors S, (r;) est réduite & un point). Si quel que soit i, ||X;|| # 0,
la. dimension de Ox g est maximale dans I'ensemble des G-orbites et égale a
Y7 ,(si —1) =n—m+ 1. Le volume de Ox ¢ est égal au produit des volumes
des spheres, autrement dit

vol Ox.g = ™ vol S, (r;) = T || X4 | I tws, 1,

ol w, désigne le volume de la sphere S;, de rayon 1. Soit €2 'ouvert de S,, formé
des X tels que quel que soit i, ||X;|| # 0, on pourra remarquer que comme
vol Ox g est une fonction continue en X sur €2 et d’apres le Corollaire 4, toutes
ces orbites sont principales pour G (cette remarque n’étant pas utile & la preuve
de la proposition).

Si p composantes X;,,...,X;, sont telles que |[X; || = ... = [| X, [| = 0,
alors Ox ¢ est de dimension strictement inférieure a n + m — 1 et n’est pas
principale.

Posons k = min;(s; — 1) et soit j, 1 < j < m tel que s; — 1 = k. Soit
X =(X1,...,Xm) tel que || X;]| =0sid# jet ||X;]| =1, alors dimOx ¢ =k
est minimale dans ’ensemble des G-orbites, et de plus vol Ox g = wy. Toutes
les orbites de dimension minimale sont de ce type, elles sont toutes de méme
volume.

Soit Oy, une orbite de dimension minimale k et de volume minimal wy, ¥
est donc de la forme Y = (Y1,...,Y;,) et il existe j tel que ||Yi]| =0sii # j et
%51 = 1.

Considérons le sous groupe H de G, H =1 x ... x O(sj) x ... x I, ou I
désigne le sous groupe de O(s;) réduit & I'identité, H est alors un sous groupe
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normal de G. On remarque pour commencer que Oy, = Oy, g, le point 2. de
I’hypothese (Hz) est vérifié.

Considérons le voisinage w de Oy, dans S,, formé des X = (X1,...,X,,)
tels que || X;|| # 0. Pour X € w, Ox, g est de la forme

Ox,m = {X1} x ... xS, 1 ([|XG[]) x ... x { X}

Alors dimOx g = s; —1 =k, et volOx g = ||X]||kw;C D’apres la continuité du
volume des orbites quand Ox g tend vers Oy, g, les H-orbites sont alors toutes
principales dans w, et le point 1. de (Hs) est vérifié. (On peut remarquer que si
X n’appartient pas & w, alors Ox g est réduite & un point.)

De plus, quel que soit X € w,

vol Oy, g = wy, > ||XJ||k’LUk =volOx p.

La fonction v définie sur  est donc maximum sur Oy, . Les conditions 1. a 4.
de ’hypothese (Hs) sont toutes vérifiées. O

Remarque. On montrera a la fin de ce chapitre que dans le cas particulier
ot Sy est de dimension impaire, il existe une démonstration plus simple de la
Proposition 4 utilisant cette fois ci Uhypothése (Hy).

5.1.3 Principe de la démonstration du Théoreme 6

La démonstration du Théoreme 6 se fait par l’absurde. Supposer que
Pinégalité (5.1) est fausse permet de construire quel que soit @ > 0 une so-
lution faible positive u, de I’équation

1Vually P Apua + alluallfub ™ = Aauly, 7.

Lorsque « tend vers +o0o, on montrera en particulier que les fonctions u, se
concentrent nécessairement sur une orbite de volume minimal dans I’ensemble
des orbites de dimension minimale. L’étude de ce phénomene de concentration
sera le point central de la démonstration du théoreme, et au dela de son ca-
ractére de preuve, elle présente un intérét en tant que tel. Cette étude reste
inchangée quelle que soit I’hypothese de départ. En revanche, 'argument final
de la démonstration permettant d’aboutir & une contradiction fait appel, suivant
que l'on se place sous 'hypothese (Hy) ou (Hz), a des travaux préliminaires tres
différents.

5.2 Etude du phénomene de concentration

On rappelle que cette étude est commune aux démonstrations, quelle que
soit I’hypothese de départ. Les résultats qui sont démontrés dans cette partie
seront utilisés aussi bien pour la démonstration sous I’hypothese (Hp) que sous
Ihypothese (Hz).

Dans toute la suite, § = psip <2 et § =2 si p > 2. On suppose l'inégalité
(5.1) fausse. Quel que soit a > 0, il existe donc u € Hf,G tel que

K@(n B kvp)
Af/(n—k)

Ke(n B kap)
A0/ (n—k)

0 0 0
[lullp- > IVall, + [lullp-
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Alors
IV ullf + aflul[f AY/(n=k)

= _— *).
u€H? (u0 [|ul Z* “ T K9n—k,p) (+)

Cette inégalité stricte permet par les méthodes variationnelles standard (voir les
démonstrations du Chapitre “Quelques applications a des problemes d’analyse
non linéaire”), de montrer que pour chaque « > 0,
0 0
[[Vullp + efull,

m
uEHiG,u;?éO Hu|

0
p*

est atteint par u, > 0, que ’on peut choisir (par homogénéité de la fonctionnelle)
tel que

/ uP dV = 1. (5.2)
M

Comme . .
[Vuall, + alluall,

[l

:Aa

0
»
est majoré lorsque « tend vers +00, a partir d’'un certain rang u, ne peut étre

une fonction constante (sinon TN
[e3 P*

tend vers 4+00). En particulier, pour «

assez grand, ||Vuq|lp, # 0. L’équation d’Euler associée & la fonctionnelle nous
dit alors que u,, vérifie faiblement I’équation

||vua”gipApua + OCHUDLHIQ;Z)UIO);:L = )‘augjil’
ou Ayu, est le p-laplacien de u,, et on rappelle que d = psip<2et § =2si
P
p > 2), ce qui précisément signifie, quelle que soit ¢ € C§°,

Hvuo‘nf’ﬂ)/ W““PQV“&V‘I’dVMlIuaIIffp/ s A )\a/ u? 1AV
M M o

(Ea).
Dans le cas ou p = 2, (E,) est une équation elliptique. Les résultats standards
de régularité disent que u, € CZ, et le principe du maximum assure que u, > 0.
Sip#2, p€|l,n— k[, u, ne peut étre considérée que dans Cé:ﬂ (0<pB<1)et
reste donc une solution faible de (E, ), mais la encore u, > 0. Pour ces derniers
résultats, on pourra se référer a [31] et [34].
Remarquons que d’apres les constructions précédentes et (x), pour « assez
grand

A0/ (n—k)

(5.3)
On suppose désormais que 1’on a extrait une sous suite de la famille (u4), notée
encore (uq), de sorte que les suites (Aq), (|[uallps), ([|[Vuallp), qui sont bornées,
soient convergentes lorsque « tend vers +o00. On commence par établir une série
de résultats (numérotés de (5.4) a (5.8)) sur la limite de ces suites lorsque «
tend vers +o00. Tout d’abord,

al_lg_loo Hua”p =0,

al_i)ﬂl_loo IVuallp # 0. (5.4)
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La premicre limite vient du fait que a|uq||? est bornée et que a tend vers 4-oc.
Pour la deuxieme inégalité, on utilise I'inégalité de Sobolev pour les fonctions
G-invariantes établie dans le Théoreme 1 : quel que soit € > 0, il existe B. tel
que

1= [Jual

K%n —k,p)
o (e 4 ) Il + Bl ()

Si l'on suppose que ||Vuq||p tend vers 0, comme ||uq||, tend vers 0 quand «
tend vers 400, on a ||ug| 1‘9)* qui tend vers 0, ce qui est absurde car ||u,]|
On montre également :

pr = L

(5.5)

En effet, on sait d’apres (E,) en prenant ® = u, et d’aprés (xx), que quel que
soit € > 0 il existe un B, > 0, tel que,

Kg(n_k7p)
IVl + allually < 3o (P 4 ) 90l + daBelltalle (55
St 0/(n—k)
Av/ =
li A =A< —————,
a—too KO%n —k,p)

0
il existe € > 0 tel que A (% +5) < 1. Il existe alors ¢ > 0 tel que

c||Vuallf < AaB:|[uallf, ce qui est absurde d’apres (5.4).
On a de plus

. 0 _
Jim_alfug|lf = 0. (5.6)

- 8/(n—k) P
Pour cela on utilise (x x %) en remarquant que A, < W. On en déduit

que, quel que soit € > 0, il existe B; tel que
O‘HUQHG < )‘aEHVUaH;G; + )‘aBEHUaHg

d’otr, d’apres (5.3) et (5.4)

A0/ (n—Fk) )2

. 0 < 0 .\
Jm o fually < e (K"(n —k,p)

Ce résultat est vrai quel que soit €, ce qui prouve (5.6). On déduit alors de (%),
(5.5) et (5.6)

A@/(n—k)

. 7] _
QETW||Vua||p - K%n —k,p)’ (5:7)

On prouve ensuite, quel que soit 1 < g < p*,

al—l}-?‘,[-loo [luallg = 0. (5.8)
Lorsque 1 < ¢ < p*, g n’est pas 'exposant critique de 1'inégalité de Sobolev, et
linclusion H{ o, C L%, est compacte. On peut donc écrire : quel que soit ¢, il
existe C; tel que
all? < el Vaall2 + Celluall?
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d’ou, puisque ||uql|, tend vers 0 quand « tend vers +oo,
Ap/(n—k)
Kp(n - k7p) .
Ce résultat est vrai quel que soit ¢, ce qui prouve (5.8).
On précise maintenant le comportement de la suite (u,,) lorsque « tend vers
I'infini. Comme cette suite tend vers 0 presque partout sur M, que ||ug|

et que les fonctions u, sont invariantes par G, il est naturel de définir ce qu’est
une orbite de concentration pour la suite (u,) de la maniére suivante.

Définition (Orbite de concentration). Soit O, une G-orbite de M, O, est
une orbite de concentration pour la suite (uy) si quel que soit § > 0,

1 p
Jim oy < ¢

pe=1

lim sup / uP? dV > 0
Om,é

a—+00
ot l'on rappelle que Oy s = {y € M|d(y,O,) < d}.

La suite de I’étude du phénomene de concentration de (u,) va consister a
démontrer la proposition suivante, démonstration qui nécessite 'utilisation des
résultats du Chapitre “Etude de la géométrie des orbites”.

Proposition 5. I existe une sous suite de la suite (ug,), toujours notée (ug,)
qui admet une et une seule orbite de concentration, et celle ci est nécessairement
de dimension minimale k et de volume minimal A.

Démonstration. Nous commencons par prouver qu’il existe au moins une orbite
de concentration pour (u,). Nier cette affirmation revient & dire que quel que
soit O, € M, il existe §, > 0 tel que

lim sup / ug* dV =0.
Oa.s,

a— 400

N

FRRE)

Les (Oy s, ) forment alors un recouvrement de M. On considere (Oy, 5, )i=1
un recouvrement fini de M. On a alors

N
1= / u? dV < / uP, dV
M ; Owi";xi

ce qui est absurde.

Ensuite, nous prouvons, quitte & extraire une sous suite de (uq), I'unicité
de lorbite de concentration. Supposons que O, et O, soient deux orbites de
concentrations disjointes et soit § > 0 tel que Oy, 5 N Oy, 5 = 0. On considere
une sous suite de u, toujours notée u, telle que les suites | Ongs ug*dV et

fo s uP dV soient convergentes, et on suppose par exemple que
T,

X 1
/ wav < L (5.9)
o 2

xq,d

Soit n une fonction positive de C&’ égale a 1 sur O, s5/2 et nulle en dehors de
Og,,5- En reprenant (E,) avec ® = nPu,, on trouve :

Vet |27 /M IVt [P 2Vt V (P10 AV

+a||ua\|z_p /M nPub dV = A, /M nPul dV. (5.10)
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En développant V(nPu,), on obtient
/ |V [P 2 Ve V(nPug)dV > / 0P| Vug|PdV —/ U | Ve P~V (nP)|dV.
M M M
D’autre part, il existe C' > 0 tel que
[ IV pav <
M
/ np|Vua|pdV+C/ \Vua|p_1|V(np)|uadV+C/ WP | Vn|PdV.
M M M
D’ou
[ PVl av = [ ol Vol V0PV >
M M
/ \V(nua)\pdeC’/ ug\vmpd\/—c*/ | Ve P ue |V (nP)|dV.
M M M

On réinjecte ce dernier résultat dans (5.10) et on trouve :

Vua] 2 [ /M IV (ua)IPdV — C /M W [VPdV — C /M Vit [P~ a1 |V ()| AV

+ oflually? /M nPubdV < A, /M nPul dv.

Or d’apres (),
IVually < A,
d’out
[Vually ™ = AY—P/0.

En reprenant (5.11), puis d’apres Holder,

(5.11)

[/ |V(nua)|pdV—C/ u§|Vn\PdV—C/ IVt P~ e |V (57)| AV
M M M

p—6
Jr)\aTaHuaHg*p/ nPub dV
M
<A\ / nPul dV
M

o]

D’apres (5.3), (5.9), et grace au Théoréme 1, il s’ensuit : quel que soit € > 0, il
existe B. tel que

[/ \V(nua)\pdV—C/ ug\vmpd\/—c/ |vua|P—1uQV(np)|dv}
M M M

p
n—=k

Qals

<A (5.12)

/ uP, dV
o

20,6

p—6

+Aa’ a||ua||g7p/ nPub dV
M

Ap/(n—k) 1 v gy p/p"
<K —kp) 3= [/M (nt) }

- Ap/(n=k) 1 KP(n —k,p)
Ko(n— F,p) 2/
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D’ou, en choisissant le € qui convient, il existe ¢ < 1 tel que

U |V(nua)|pdV] —c/ ug|vn|Pdv—c/ IVt [P e |V ()| AV
M M M

p—6
+Aa? aHuaHg*”/ nPul dV
M

< IV (nua)llp + Cellnuall. (5.13)
Or
lim uB |[VnPdV =0
a——+0o0 M
et

lim / Ve[ i [V (57)| AV = 0,
M

a——+o00

Pour cette derniere affirmation, on remarque que quel que soit € > 0, il existe
A. tel que

/|Vua|p_1ua|V(np)|dV§5/ |Vua|pdV+AE/ @ V() PAV.  (5.14)
M M M

Or [,, u?|V(n?)|PAV tend vers 0 quand « tend vers +oo, et (5.14) étant vrai
quel que soit € > 0, on a

a— 400

lim / Vit [P~ i [V (17)| AV = 0,
M
D’ol en reprenant (5.13), pour ¢ < 1 on obtient

in_ | [ 196u)Pav] vty = (5.15)

a——+00
car |[nuq|[) a pour limite 0 quand « tend vers l'infini. Finalement
i [V [ =0 (5.16)

et on aboutit & une contradiction. En effet, d’apres 'inégalité du Théoréeme 1,
on a :

p/p”
. KP(n—k
[arav] < (SRS e) [ wnpaves. [ uarav
M M M

et (5.16) entraine alors

*

. p/p
lim [/ (nua)? dV} =0.
M

a——+00
. p/p"
< {/ (nua)? dV}
M

/ uP dV
Ogz,5/2

et Oy, n’est pas une orbite de concentration, ce qui est absurde.

Or

p/p”
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A présent, nous montrons que l'unique orbite de concentration est
nécessairement de dimension minimale k. Pour cela, supposons que O, soit
de dimension k' > k. D’apres le Lemme 7 démontré dans le Chapitre 4, on peut
localiser autour de O, de sorte que toutes les orbites dans ce voisinage soient
de dimension supérieures ou égales & k’. Autrement dit, il existe un § > 0 de
sorte que quel que soit € Oy, 5, O, est de dimension supérieure ou égale a
dim Oy, = k’. L’exposant critique p.,;; de 'inégalité du Théoreme 1 sur Oy, 5

devient alors Y L
(n—Kyp _ (n—kp _
n—k'—p n—-k—p

Perit = ;
et l'inclusion Hf C Ly~ est compacte. On considere une fonction 0 <n <1 a
support compact dans Oy, 5. Les inclusions compactes de Sobolev nous donnent :
quel que soit € > 0, il existe B. de sorte que :

[Inually- < ellV(nua)ll} + Bellnuall;.

Cette inégalité étant établie quel que soit & > 0 et comme ||u [} tend vers 0, il
est facile de voir que dans ce cas, O, n’est pas une orbite de concentration, ce
qui est absurde.

Nous montrons ensuite que 'unique orbite de concentration est de volume
minimal A. Pour cela, supposons que O, soit de volume strictement supérieur
a A, autrement dit, il existe € > 0 tel que vol O,, — e > A. Soit alors § > 0
tel que sur Oy, 5 on puisse appliquer le Corrolaire 2 du Théoreme 5, en prenant
B = volOy, —€ > A. On considere ensuite 7 une fonction positive de CZ valant
L sur Oy, 5/2 et 0 en dehors de Oy, 5. On reprend le raisonnement et les calculs
faits lors de ’étude de I'unicité de 'orbite de concentration et on trouve, de la
méme manieére qu’on a établi (5.12) :

[/ |V(nua)\pdV—C/ ug|vn|pdv—c/ Vua|p_1ua|V(77p)|dV}
M M M
p—6
T allually 7 [ urav
M

Ap/(n—k) vy
= K?(n —k,p) /o to

20,6
Ap/(n—k) KP(n —

- (n—k,p)
KP(n—k,p) Bpr/(n—k)

s 2
. P
{ / (nua)? dV}
M

+e) 9 )2 +Be|nua||§} |

Or B > A entraine qu’on peut choisir un € > 0 de sorte qu’il existe ¢ > 0 tel
que

AP/ (n—k) KP(n —k,p)
+e]=c<1
Kr(n—k,p) Bpr/(n—k)
On obtient la méme contradiction que lors de ’étude de 1'unicité de l'orbite de
concentration. Finalement, O, est de volume minimal A. O

On montre a présent le dernier point de I’étude du phénomeéne de concen-
tration : quel que soit K un compact de M \ O,,,

lim supu, =0. (5.17)
a—+00 g
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On prend O, une orbite qui n’est pas une orbite de concentration, c’est a dire
telle qu’il existe un § > 0 pour lequel

lim uP dV = 0.

a— 400 Oy s

Soit alors  une fonction positive de Cg’ valant 1 sur O, s/2 et nulle en dehors
de O, 5. Dans (E,), on prend & = nPul , avec | > 1. On obtient

HVuaHz*p/ |Vua|p*2VuaV(npufl)dV
M
+allually P / nPulfP=1dvV = A, / nPul Htav (5.18)
M M
En développant V(nPul)) on trouve :
/ |vua|P*2vuawnpug)dvz/ lul;lnp|Vua|pdV—/ ul, |V (P) || Vg [P~V
M M M
Or

l —1\?
/ ’v (nu((lH’Pfl)/p) pdv < < +p ) / npuflfl|vua‘pdv
M p M

el / WY Ay + ¢ / il [V [P~ |V (P [V
M M

D’oty, en réinjectant dans (5.18), et d’apres Holder,
I+p—1
CIVul™ | [ 190 pav - i [ r-iiwyray -
M M

af uumw-wvwdv] +alually? [ i av
M M
:)‘a/ npug:chldV
M

< Ao { / (ua * )P dv] / u? AV
M Ogz,s

Or me,s ug* dV a pour limite 0 quand « tend vers l'infini, puisque O, n’est

D
(n—k)

pas une orbite de concentration. En reprenant l'inégalité du Théoréeme 1 pour
I+p—1

(Nua *

) on trouve

lim c/ V(e * Y PAV— c/ =1y PV — C/ b Vg [P~ [V (nP)|dV

a— 400

1
—C | (nua® )PAV + a||ua||f;p/ nPul PV = 0
M M
ou ¢ > 0. D’apres (5.8) sil+p—1 < p*,

lim ul PV =0
a——+00 M
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D’ou
l+p—1

lim (nua * )PV = 0.
a——+00 M

De plus

i »/(p—1) 1/p
[ vl waniay < | [ voriEvuray] | [ aav]
M M M

1
Or d’apres (5.8), [[,, uB/dV]? tend vers 0 avec a si pl < p*, et [, |[Vus[PdV
est borné. Il s’ensuit que [, ul,|Vua [P~V (1P)|dV tend vers 0 avec a. On en
déduit alors que

I+p—1
lim / IV(nua * )PAV =0
M

a——+00

I+p—1\ P
lim a/ (nua P ) dVv = 0.
a——+00 M

En reprenant 'inégalité du Théoreme 1, on obtient

et

I+p—1\ P
lim <77ua P > dV =0,
M

a——+00

ce qui entraine
* I+p—1

lim Uo 7 dV =0.
a——+00 O4 .52
On a alors
lim uldV =0,
a——+00 o, 52

ol ¢ > p*. Une récurrence sur [ nous permet alors d’écrire pour tout N > 1,

lim uNdv = 0.

a——+00 Ozj/Q

En revenant & ’équation (E,) et par itération de type Moser, on en déduit que
quel que soit N > 1,

aEToo ||Uoz||H{V(Om,5/2) =0.

Or, pour N assez grand, H{¥ est inclus dans Cp, I'inclusion étant continue. Ce
qui nous donne,
lim sup u, =0.
A=+ 0, 50
Par recouvrement fini de tout compact K C M/O,, par des O, 5,2, on obtient
finalement que
lim u, =0

a——+00

dans C (M/O.,).

loc
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5.3 Démonstration du Théoreme 6 sous 1’hy-
pothese (H;)

5.3.1 Rappels et notations

Soit G un sous groupe du groupe des isométries de M tel que sur Oy, 5 toutes
les G-orbites soient principales. On peut considérer (voir par exemple [24]) la
variété quotient Oy, s/G sur laquelle g induit une métrique “quotient” g, de sorte
qu’alors IT la surjection canonique de Oy, 5 dans Oy, 5/G est une submersion
riemannienne. On note ¥ la fonction définie sur O,, 5/G par 9(y) = vol (II7!(y))
et on note v la fontion définie sur O,, s par v(z) = vol (Oy). Si @ € C°(O4, 5/G)
et a support compact, on sait, toujours d’apres [24],

J

D’autre part, toute fonction v définie sur O, s et G-invariante “passe au quo-
tient” et s’écrit sous la forme u = @olIl, o u est définie sur Oy, s/G. Remarquons
aussi que si 'on désigne par Vle gradient pour la métrique g sur O, 5/G, quelles
que soient @, w définies sur Oy, 5/G on a

o IIdV = / uvdvy. (5.19)
Ouq4,6/G

zq,0

(wm) oTI = V(i o TNV (i o TT) (5.20)

Ce dernier résultat est en fait vrai dans le cadre plus général d'une submersion
riemannienne.

5.3.2 Résultat préliminaire

Lemme 8. Soit (N, g) une variété riemannienne compacte o bord de dimension
n, G un sous groupe compact du groupe des isométries de N, k la dimension
minimum des G-orbites, A le volume minimum des orbites de dimension k. Soit
Oy, une orbite de dimension k et de volume A. Si il existe G' un sous groupe
du groupe des isométries de N tel que

1. les G'-orbites sont toutes principales,
2. quel que soit x € N, Oy ¢ est inclus dans Oy ¢ et Ogy. v = Ogy.c,
3. quel que soit x € N, A =vol Oy, v <vol Oy ¢,

alors il existe B > 0 tel que, quelle que soit u € CF a support compact dans N,

Ke(n_kap)
||U||g* < W||VU||2+B||UH?> (5.21)
avec p €]1,n — k[, 6 =p pour p <2, 0 =2 pour p > 2, etp*:fl(fi]:?j.

Démonstration. D’apres ’hypothese 1 du lemme et ce qui a été dit en rappel,
la variété N/G’ est une variété quotient et on note g la métrique “quotient”
induite par g. Si 'on note toujours II la surjection canonique de N dans la
variété quotient N/G’ de dimension n — k, alors, quelle que soit ® € CO(N/G")
a support compact,

(@omdv, = [ (@0 dv,
N N/G
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ot 9(y) = vol (II"(y)).
Considérons sur N/G' le changement de métrique conforme §' = #%/("=*)g

de sorte que dvy = ¥dvg. Alors, quelle que soit une fonction positive @ €
C*(N/G),
/ P dvy = / oiP dvg (5.22)
N/G’ N/G’
et 1
_alP = _~|P
Vgl P/ (n—F) [Vgul”.
En effet

/2
|Vg/ﬂ|p _ (|V§/,a|2)17/2 _ (17_2/(7L_k)|v571]|2)p .

D’ou

_ v _
/]v/Gl |V§/U|pdV§/ = /]V/G/ W‘V@’U/Wd\/g (523)

On utilise alors l'inégalité de Sobolev établie par Druet [18] dans le cas ou le
groupe G est réduit a 'identité, il existe B > 0 tel que quelle que soit u €

HY(N/G"),

8
P

+ B

6 6
/ @ dvy | < K%(n—k,p) / |V 5 at|Pdvy / ouPdvy | (5.24)
N/G' N/G' N/G'

D’apres (5.19), (5.22), (5.23) et (5.24), on déduit (en notant u = @ o II)

2] 2} 2]
. b 1 b b
p O — P p
[/Nu dvg] < K’%n—k,p) [/N S g 1_I|Vgu| dvg] +B [/Nu dvg}

Comme, d’apres 'hypothese 3 du Lemme 8, ¢ o II(y) > A quel que soit y € N,
on obtient finalement : quelle que soit v € CZ(N),

2]
. K%n —k,p) [/ ]P { }f’
uP dv < - 27 vV ulPdv + B /u”dv )
|:/N 9] A9/(n—k:) N| g | g N g

Cette inégalité est en fait vraie quelle que soit u € C&F(N), car 'hypothese 2
du lemme montre que CX(N) C C& (), ce qui termine la démonstration du
lemme. O

B

5.3.3 Argument final

On donne a présent 'argument final de la démonstration du théoreme sous
Phypothese (Hy). Dans cette partie, on se sert de certains résultats établis dans
I’étude du phénomene de concentration.

Soit O, lorbite de concentration de la suite (u,) définie en 5.2. D’apres la
Proposition 5, cette orbite est de dimension minimum k& et de volume minimum
A. Soit § > 0 tel que sur Oy, 25 on puisse écrire le Lemme 8 en prenant N =
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Og,,25- Soit 1 une fonction positive de C&, 0 < np < 1, valant 1 sur O, 5 et nulle
en dehors de Oy, 5. Alors d’apres (5.21) il existe B > 0 tel que,

o o
p* p*
/ uwP dv| < / (nue)? dV
Owg,& OmD,Q(S
o 0
K%n—k i y
< Kn=k.p) IV (qua)PdV| + B (ua)PdV | (5.25)
Af/(n—k) o o
x(,28 z(,26
D’autre part, il existe C' > 0 tel que,
IV (nua)lP < 0P| Vual? + CiP~ ua [V [P7H V| + C VPt
d’ot, puisque |Vn| = 0 sur Oy, s,
| Wupav <
010,2(5
/ |V [PAV + C/ Ue |V [PV + C/ uP dV.
M M\Ouy.5 M\Ouy.s
Alors, puisque 6/p < 1,
[ oarav| <
Owg,?é
9 P
U |Vua|pdV] +C / Ue| Vg |P~ 1AV +/ ub dV
M M\O:co,é ‘ZM\OGE()V5
Dans I’équation (E,) on prend ® = u,. On trouve :
9
{/ |VuanV] =da — [/ ung] .
M M
D’ou
’ ;
/ [V(nue)PdV| <Ay —« {/ ung}
Oz0725 M
o
+C / Ue| Vg P~V +/ ul dV (5.26)
M\Ozo,é M\Ozo,5

Finalement, d’apres (5.25) et (5.26),

/ uP AV
o

xq,0

9
I

Ke(n_k7p) »

2]
el UL ALY 24 _ P !
< 10T <)\a o [/M uadV} +

C / ua\VuaP’_ldV—I—/ uP dV
M\Ovxq s M\Og s

o 6
P P

+ B

/ (nue)PdV
Ozg,25
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En se rappelant que )\, tend vers A%/ (") /K® par valeurs inférieures, on
trouve :

5

p

HuaHg
A
o, unav]”
+C 20 7 (5.27)
|ually
Remarquons tout d’abord que
A
“O s ung} .
HuaHg -
et .
o] _
HuaHg -
On cherche a prouver que
fM\OIo«5 ta|Vita” Y <C (5.28)
Sy vadV - '

Soit ¢ une fonction Cg, 0 < ¢ < 1 telle que ¢ soit nulle sur O, 5,2 et vale 1 sur
M\ Oy, 5. Dans (E,) on prend ® = (Pu,. On trouve

IVuall9? / Vo [P 2Vua V ((Pua) dV+aljug |07 / CPul AV = A, / CPuP V.
M M M
On a déja vu qu'il existe C' > 0 tel que
/ |Vt P2 Vuo V (Puy) dV > / <p|Vua|pdeC’/ Uo | Vua [PV (CP)|dV.
M M M
D’ou
Vel [ ¢1Tuapav
M

g)\a/ gpug*dv+||Vua\|f,—Pc/ Ua| VP~ V(CP)|dV
M M

AntE

/ gpug*dVJrC/ U (P Ve [P~1dV
M M

gc/ <pug*dv+o[/ gp|vua|1’dv] ’ U ugdvr.
M M M
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D’apres l'inégalité de Young, et comme d’apres (5.7), ||[Vue||p, tend vers une
constante C' > 0,

/ CP|Vug [PAV < c/ cpugdv+c/ uP dv.
M M M

Comme d’apres (5.17) uq a pour limite 0 dans Cpl,.(M \ Oy, 5/2),

/ VugPdV < C |1+ sup ul P /u’;dV
M\Oyq,s M\Oy,s/2 M

C [ wukdv. (5.29)
M

IN

En remarquant qu’on obtient, d’apres Holder,

/ Ue| Vg P71V < / ul dV
M\Oqq,s M\Oqq,s

on a, d’apres (5.29)

1
3

/ [Vue|PdV
M\Oyy .5

/ Ug|Vue[P71dV < C
M\Ogy s

/ ubdV
M\Osq .5

fM\O.TO,a Uo| Vg |P~1dV -
[y uadV -

et 'inégalité (5.28) est démontrée.
Il reste a prouver que

D’ou finalement

1— [fo,0,5 u{’jdV} ”
UM uﬁd\/]

Comme waon ul dV < let f/p* <1,o0na

1-— [/ uP, dV
o

xg,d

<C. (5.30)

RS1ESY

0
®

p

< / ug*dV
M\Om0,6

p -p
< sup ua> /ung
M\Oay.s5 M
C’/ ub dV,
M

lim sup wu, =0.
a=+00 A\ 0,

IN

IN

puisque d’apres (5.17)

D’ou .
1- [foW ub, :W} e [y ubdvV e
UM u’;dV] v [f M u{idV} ’
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car 0/p < 1 et ||uq|[} tend vers 0.
En réinjectant (5.28) et (5.30) dans (5.27), on trouve o < C. Cette contra-
diction termine la démonstration du théoréme sous 'hypothese (Hy).

5.4 Démonstration du Théoreme 6 sous 1’hy-
pothese (Hs)

5.4.1 Résultats préliminaires

Soit Oy, V'orbite de concentration de la suite (u, ), qui d’apres la Proposition
5 est de dimension minimum k et de volume minimum A. L’hypothese 1. de (Hs)
nous dit qu’il existe un voisinage Oy, 25 de Oy, tel que dans Oy 25 toutes les
H-orbites sont principales. On sait qu’alors Oy, 25/ H est une variété quotient et
vérifie les propriétés décrites dans la partie 5.3.1 de ce chapitre. On note toujours
IT la submersion riemannienne de Oy, 25 dans la variété quotient O, 25/H. On
note T = I1(O,,). D’apres 'hypothese 4. de (Hs), Ty est un point critique de la
fonction @, on en déduit : il existe C' > 0 tel que quel que soit T € Oy, 26/ H,

A—Cd2(z,%9) < 0(x) < A+ Cd2(Z, To) (5.31)

car 9(Zo) = A.
On écrit sur Oy, 25/H 'inégalité de Sobolev dans le cas sans symétrie telle
qu’elle a été établie par Druet [18]. Il existe B > 0 tel que quelle que soit

€ H{(Oyy26/H),
P

[/ ’ELP* dVg] / ﬂpdV§]

Oug,26/H Oug,26/H
Soit O,,, une suite d’orbites sur lesquelles u, atteint son maximum (d’apres
(5.17), cette suite converge vers Oy, ). On a alors 4(Z,) = ||U]]co. Soit 1 une
fonction C&, n = 1 sur Og, s, nulle en dehors de Oy, 25, 0 < 1 < 1. Soit 7
la fonction C*°(Oy, 25/ H) telle que n = 7o II. Alors ) = 1 sur (O, s/H) et
N € I;Tf(Oxo,g(;/H). D’apres I'inégalité précédente, on peut écrire en prenant
U = N, : quel que soit a

0 )
P

< K%(n—k,p) [/ |ValPdv| +B
010,25/1{

0
*

/ (fiia)P" dv;
OIO ,28 /H

6
> |4 / (7" dvy — C / (2, Zo) (Fia)” dvy| -
010,25/H Ow0,2§/H |

. . ~f o~ o~ p* _ . 7
Comme O, est une orbite de concentration, fozo,%/H 0(7q )P dvy est majoré
et minoré par une constante strictement positive. On peut alors écrire

0
/ (7iia)?" dv;
Oz ,26/H

0 0
/ ¥(7ig)P dv; 1-C / d2(z, Zo) (Aia)? dvg | .
Oug,25/H Oug,25/H
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Et, comme z;i* <1,

0
/ (Fiia)?" dv;
Oz ,25/H

L

%

B

0
>4 / B dvs| - C / 02 (2, %) (7iia)?" dv;.
OmO,ZE/H OzO,ZJ/H

De méme, étant donné que % <1

8
P

/ ¥ (i) Pdv,
Ozg,26/H

A
—0 ~ P ~
< A7 / BV (fia)Pdvy| +C / df}(m,xo)w(ﬁaa)wdw]
Oug,26/H Ogzg,25/H
et
A
[ Gy
Ow0,25/H
0 0
<A |[ | sl d fo)(ﬁﬂa)pdw}
Oxo’gg/H Ozo’zg/H
Finalement, on trouve
£
/ 3(7iia)P dvy
020725/1‘1
8 8
Ke _ k; ~ P P
B [ a¥aapay| +o| [ ataray,
Ab/(n Oug,26/H Oug,25/H

L0

o[ Eeau) v 0| [ @)
Ouq,26/H Ogzg,25/H

P

+C (5.32)

/ 02 (2, %) (7ia)Pdv;
Oz 26/ H

On utilise ensuite I'inégalité triangulaire, dZ(z, 7o) < 2 (d2(Za, To) + dZ(Z, o))
De plus, d’apres (5.19), on peut “remonter” une partie de (5.32) sur Oy, 25. De
la méme maniére qu’on a démontré (5.27), on obtient :
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|

6
AT [1 - UOIO*‘; v dv} ] UM\om,s Ua| Via[P~1dV

K? [[uall? |[uallf
6 o
o [ hno.. ugdv] [ Jo. . (nua)pdv}
[[uall? |[uallf

0
fOzo,Qs/H dg(f>ja)(ﬁﬂa)p* dvg + |:f010,26/H dg(j’ ja)|V(ﬁfLa)‘pdV§} ]

+C
[luallf

)
{fofoﬂé/H d.% (i.’ j“)(ﬁaa)pdV!?} )

[luall}

+C

(5.33)

0
|:fozg,25/H dg%) (‘f07 ja)(f]’aa)pdvg} P

[luallf

Comme sous 'hypotheése (H;), la contradiction finale de ce raisonnement par
I’absurde sera obtenue en montrant que le second terme de cette inégalité est
majoré quel que soit a. On a déja prouvé que (5.33) < C (il s’agit en réalité
de 'inégalité (5.27)). Pour majorer la deuxieme partie (5.34), on a besoin d’une
premieére inégalité fondamentale : il existe C' > 0, tel que quel que soit «

n—k

dg(Z,Zq) 7

g (z) < C.

Cette inégalité a été initialement démontrée dans Druet [18] lorsque le groupe
G est réduit a l'identité, et la démonstration dans notre cas s’y raporte par de
nombreux aspects. Pour majorer la troisietme partie (5.35), on a besoin d’une
deuxiéme inégalité fondamentale : il existe C' > 0, tel que quel que soit «

d5(Za, o) (supiia) 77 < C.

La condition 3. de ’hypothese (Hs) est fondamentale pour la démonstration de
cette inégalité, elle n’a donc pas d’équivalent lorsque le groupe G est réduit a
I'identité. La démonstration nécessitera l'introduction d’outils nouveaux.

5.4.2 Démonstration des inégalités fondamentales

Rappelons que u, est solution faible sur M de

||vua”;9)_pApua + 0<|\Ua\|f)_pufi_1 = )\augj_l,
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ce qui signifie précisément : quelle que soit ® € C§°

I Vual[p " / Vta P2 Vg VOAV 40|y |47 / uP 1AV = A, / u? LAV
M M M
(Ea)-

On considére la submersion riemannienne II définie de (Og,25,9) dans
(Ogy,26/H,G). On note toujours @, et ¢ les fonctions définies sur Oy, 26/ H
qui vérifient ug = g o II et 9(Z) = vol 5 (II7}(Z)). On cherche alors & établir
I'équation vérifiée par i, sur (O, 25/ H, §). En utilisant (5.19) et (5.20) on écrit :
quelle que soit ® € C5°(Ogq,25/H),

Vo] 27 / 3| VitalP Vi Vddvy + afjua]|2? / Bt v,
Oz0,25 H Om0,25/H

= )\a/ oub 71(I>dV§.
Oz 25/ H

Ce qui signifie que 4, vérifie faiblement sur (O, 25/ H, §) I'équation
([ Vo) PV (0| Viia [P Viia) + of jually Poal "t = Aoah, (Eq)-

On remarque que cette équation ne differe de 1’équation vérifiée par wu,
que par lintroduction de la fonction © qui, on le rappelle, est C* et posi-
tive sur Oy, 26/H. L'équation (E!) vérifée par 4, est fondamentale pour les
démonstrations qui suivent.

Premiere inégalité fondamentale

On s’inspire de la démonstration proposée par Druet dans [18], articulée
principalement autour de la technique du “blow up”. La différence entre le
probléeme qui se pose ici et celui traité par Druet étant trés minime (due &
lintroduction de ¢ dans ’équation (E!))), on ne présentera qu’un schéma de la
démonstration.

La démonstration se fait par 'absurde. Soit T, une suite de points tels que
U (ZTo) = SUP Uo = ||la||oo- D’apres (5.17), T, converge vers Tp. On définit sur
Og,,25/H les fonctions z, par

2a(@) = dg(7,70) T

1~

Ue (T).

Nier la premiere inégalité fondamentale revient a supposer qu’il existe une sous
suite (notée encore (z,)) telle que

lm ||za]leo = +00.
a——00

Soit Fo tel que zo(Fa) = ||2allco. On fait un “blow up” en g, de coefficient
de dilatation k, = ﬂa(ya)r’—(g—@ sur les fonctions .. Plus précisément, on
considere la carte exponentielle

(B?Ja » expgal )7

ol By, est une boule de Oy, 25/ H de centre g, et de rayon p suffisamment petit,
et ou
exp; ! By, = Bo(p) C R" ¥,
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On définit sur By(p) la métrique

Ja = eXp%a g

et la fonction
Vo = Ug © expy, -

On considére I'application Wy, , définie de By(p) dans B, = By(kap) C R*F
par Uy _(x) = kox avec ko, = ﬁa(gja)P%ﬁ*k). Sur B, on considére la métrique

s N—2P _ _
9; = Ua (Yo ) P~ =F (\I/kal)*ga = ki(\l’k;)*ga,

et la fonction

Wy = Vo 0\111:1,
[e3

o (Ya)
De I’équation (E,) vérifiée par G, sur Oy, 25/H on déduit 'équation vérifiée par
Wy sur (Byg, gl,). On note ¢ la fonction définie sur B, par 0 =0 o \IJ;; oexpy -
Alors w,, vérifie faiblement

IVl [PV, (01 walP 2V gy wa) + kPl Pkt = At ~15.36)
Notons de plus que
wa(0) =1, (5.37)

P = P dv-
/ wh dvg = / ab, dvg.
Ba B

Yo

et

Rappelons d’autre part que d’apres (5.7)

6—p

A=k
_ O—p =~
aEI-ir-loo ||Vua‘|p K% P(n—k,p)

La suite de la démonstration consiste a montrer que

lim w? dv, = 0. (5.38)
a——+00 Bg(l)

La démonstration de ce dernier point est longue et technique, mais identique
a celle proposée dans Druet [18], & laquelle on pourra se référer (la différence
entre I'équation (5.36) vérifiée par w,, et celle vérifiée dans Druet [18] n’apporte
aucune modification a la démonstration).

La méthode d’itération de Moser (voir par exemple Serrin [28], Triidinger
[33] ou Véron [35]) appliquée a 1’équation (5.36) sur la boule By(1) permet
ensuite, grace & (5.38), de montrer que

LAm llwall gt (By2)) =0,
ol [ peut étre choisi aussi grand que 'on veut. Comme H}(By (%)) € C®#(By(3))
pour [ suffisamment grand, on en déduit que w, converge uniformément vers
la fonction nulle dans By(3), ce qui contredit (5.37), et termine ainsi la
démonstration de la premiere inégalité fondamentale.
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Deuxieme inégalité fondamentale

Le groupe G induit sur Oy, 25/H un groupe d’isométries (noté S), isomorphe
a G/H, construit de la maniere suivante. Quel que soit & € Oy, 25/H, on pose
d(z) = Hoo(x), ol 0 € G et x est tel que II(z) = Z. Comme H est un
sous groupe normal de G, on vérifie aisément que IT o o(z) ne dépend pas du
représentant x de . Par construction, @ o IT = IT o 0. D’apres la définition de
II et comme o est une isométrie, on déduit que quels que soient X et Y dans
Tz(Ozp26/H), Go(z)(d0zX,d0zY) = §z(X,Y). Alors & est une isométrie de
(Ouy 25/ H, §)-

Dans la suite, on note (sans confusion possible) Oz lorbite de Z pour le
groupe S. Le lemme suivant se démontre sans difficultés.

Lemme 9. Sous laction de S, Oy, 26/H admet pour seul point fize Ty, et quel
que soit T # Ty, dim Oz > 1.

Démonstration. Quelle que soit & € S, (Zg) = d o II(xg) = II o o(xp). On sait
par hypothese que Oy = Oy, 1, ot o(xo) appartient & Oy, m, €t 7(Tg) =
IIo O'(:L‘U) = Xp-

Soit a présent T # To. Supposons que dim Oz = 0, cela signifie que Oz est
une orbite finie {Z, Zs, ..., T }. D’apres la construction de S, cela implique que
O, est de la forme Ui:l,.--,m Og,.m, et onadonc dim O, ¢ = dim Oy, g. Or les
H-orbites sont toutes de méme dimension, car elles sont toutes principales par
hypothese. On a alors dim O, ¢ = dim O,, g = dim O, ¢, d’apres la condition
2. de 'hypothese (Ha), ce qui est en contradiction avec ’hypothese dim Oy, ¢ >
dim Oy, . Le lemme est ainsi démontré. O

Comme Z( est un point fixe pour S, on peut considérer sur ’espace tangent
Tz, (Ogy,26/H) muni du produit scalaire gz,, le groupe d’isométries “dérivé”
du groupe S défini par S = {dgz,|0 € S}. Soit p > 0 suffisamment petit
pour que l'application exp;  soit un difféomorphisme de By(p) dans Bz,(p),
ou By(p) (resp. Bz,(p)) est la boule de rayon p de (Tz,(Os25/H),Gz,)
(resp. (Ogy26/H,3)) centrée en 0 (resp. Zo). On vérifie aisément, compte
tenu des propriétés de l'application exponentielle exp; , que sur un voisi-
nage de 0 de Tz,(Oy,26/H), doz, = cxpgo1 oG o expy, et que, quel que soit
T € Bfo(p)a epr;o1 Oi = OEXPES z,5"
sont compacts, la distance sur By(p) associée au produit scalaire exp} § est
équivalente & la distance sur Bgz,(p) associée au tenseur métrique g. De ces
dernieres remarques on déduit que montrer la deuxieme inégalité fondamentale
d§(Za, Zo)(sup iio) ™= < C, est équivalent & montrer sur Tzo(Ogg.25/H) :

D’autre part, puisque Boy(p) et Bz, (p)

dg,, (exp™" (Za), 0)(sup(iia 0 exp™)) =7 < C.

On rappelle que, comme I, converge vers Ty, pour « suffisamment grand les
orbites de Oz, (resp. Oexpi_;,s’) sont dans Bz, (p) (resp. dans By(p)). Dans la
suite, & isométrie I pres, on identifie (Tz, (O, 25/H), z,) & (R* 7% &) (o1 € est
le produit scalaire euclidien), et pour ne pas alourdir ’écriture, on conserve sur
R™ % les mémes notations que sur Oy, 25/H (on note toujours Z, Gy, Oz, =
Oz, .s...). Il s’agit de démontrer que sur (R"~* ¢), il existe C' > 0 tel que, quel

que soit «

de(Za, 0)(sup i) ™7 < C (5.39)
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Cette inégalité est équivalente a la deuxieéme inégalité fondamentale. L’intérét
des constructions précédentes est de pouvoir dans la suite de la démonstration
utiliser la notion de barycentre d’une orbite, notion classique sur R”, mais bien
plus délicate sur une variété quelconque.

Soit S la composante connexe de 'identité du groupe S, Osz,, s, Vorbite de
To sous S; (Oia,s; est connexe, de plus si S’ est connexe Oz, .51, = Oz.). On
note D03, s: le diametre de l'orbite Oz, s/, ie la plus grande distance entre
deux points. On démontre le lemme suivant.

Lemme 10. Sur (R"7* &) muni du groupe d’isométries S’, on considére iy, la
suite de fonctions S’-invariantes et (To,) une suite convergeant vers 0, telle que
U (To) = sup . Alors il existe C > 0 tel que quel que soit «

DOg,, 51 (sup iia) < C.

Démonstration. Lap démonstration se fait par D’absurde. Supposons que
DOz, s (sup e ) »~*» admette une sous suite ayant pour limite +o0o. Remar-
quons qu’alors il existe N, une suite d’entiers telle que limy—, 400 Ny = 0 et,
quel que soit «a,
DOg,, s (sup i) ™5 > N2. (5.40)
Premieére étape On montre que pour chaque « on peut choisir N, boules
disjointes, isométriques entre elles, centrées en des points de Oz, g1, et de rayon
ro tel que

Nara

—_— >
DOQ?O(,S}

1
—. 5.41
- (5.41)
Pour cela, on considere deux points A et B réalisant le diametre de Oz, s;.
Comme cette orbite est connexe, il existe un chemin v sur Oz, s, tel que v(0) =
A et (1) = B. On considere f la fonction définie de [0,1] dans R telle que
f(t) =d(y(t),A). Alors f est continue, f(0) =0, f(1) = DOs, s;. Pour i de 1
& N,, on considére les points Z;, = (¢;) tels que
; iDOEQ,S}
ft:) = N,

Alors pour i > j,

d(i‘iou jjoc) 2 d<i‘ia; A) - d(i‘javA) = f(tl) - f(tj)
(7’ B ]) DOia Sh
= DOz, ¢ > ——+
No 7%= N,
Prenons r,, = ;T"aslf, les boules By, (rq) sont alors disjointes et isométriques
entre elles, et on a (5.41).
Remarquons alors que
lim P dvz =0 (5.42)
a——+00 Bia (ra)
et
liIJ_l Fa(SUp lia) T FF = +00. (5.43)

64



En effet, comme [, a2 dvy < C et que, pour « fixé, les boules By, (rq) sont
disjointes et isométriques entre elles,

. 1
ﬂg de] < -,
/Bzam Na

ce qui prouve (5.42). On trouve (5.43) en réinjectant (5.41) dans (5.40).
Deuxiéme étape La contradiction cherchée sera obtenue en faisant un
“blow up” en T, de coefficient de dilatation k, = (sup ﬂa)% sur les fonc-
tions 4. Pour cela on considere les boules Bjz_ (r4) ol les Z,, convergent vers T
et vérifient o (Zo) = ||%al|co, les rayons r, vérifiant (5.41). Soit la carte expo-
nentielle (Bz, (7a),expz. ), ot exps. Bz, (1) C R"F. On définit sur By(r,) la
métrique g, = exp;_ g et la fonction v, = iy 0exp; . On considere I'application
W, définie de By(r,) dans la boule B, = By(kara) C R?™* par Vs (2) = ka,

P
oll ko = (SUpiie) 57 = ||Ta||Z " . Sur B, on considére la métrique

g/a = ki(\plzl)*ga

a

et la fonction

We (vq © \I/,;:)

|[uallo
D’apres (5.43) le rayon kqrq = (sup &a)ﬁra tend vers +o0o avec « (et c’est
l& un point essentiel de la démonstration).

De léquation (E!)) vérifiée par @, sur (O, 26/H,g), on déduit I’équation
vérifiée par w, sur (B, g, ). 1l suffit pour cela de remarquer que Wy oexp™?
est une isométrie de (Bgz, (p), g) dans (B,, g/) pour la métrique g/ = (\Il,;al)*ga
L’équation vérifiée par w, sur (By,,glr) s'obtient immédiatement, et comme

g, = k2g", on en déduit que w, est solution faible dans (B,, g,) de

~[[Vually Vg, (8]V g wa P>V gy wa) + akyP|lually Pows ™ = Aadw; ~!
(EZ)
ou ¥ est la fonction définie sur B, par 0 = v o \I/];Ql oexp; . Notons de plus que

we(0) =1 (5.44)

« .
p — P dv-
/ wh dvgr —/ ub, dvy.
Ba B’ia ("'a)

Rappelons d’autre part que d’apres (5.7)

et

0—

=
K@—p(n - kap) .
Comme le rayon de B, tend vers l'infini, pour « assez grand By(1) C B,. La
méthode d’itération de Moser appliquée a ’équation (E!) sur la boule By(1)
(voir par exemple Serrin [28], Trudinger [33] ou Veron [35]) permet alors grace
a (5.42) de montrer que

; 0—p _
alllpoo ||vua‘|p o

Jmfwallm g1y =0,
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ou [ peut étre choisi aussi grand que 'on veut. Comme H{(By(3)) C C®#(Bo(3))
pour [ suffisamment grand, on en déduit que w, converge uniformément vers
une fonction nulle dans By(3), ce qui contredit (5.44) et termine ainsi la
démonstration du Lemme 10. O

La suite de la démonstration de la deuxieme inégalité fondamentale va uti-
liser la notion de barycentre d'une orbite de (R"*, &) sous 'action du groupe
d’isométries S’. On en rappelle la définition.

Définition (Barycentre). Le barycentre I d’une orbite est l'unique point tel
que fmeO— Ix=0. (Si Oz est une orbite finie { A1, ..., An}, alors I est l'unique
point tel que ¥ TA;=0.)

La notion de barycentre est utilisée dans la démonstration du Lemme qui
suit.

Lemme 11. Sous les mémes hypothéses que pour le Lemme 10
dg(ffou 0) < DOEWS}.

Démonstration. On commence par prouver que quelle que soit Oz une S’-orbite,
toutes ses composantes connexes et en particulier Oz, s/ ont pour barycentre 0.
Les composantes connexes O, de Oz, sont en nombre fini. Soit I; le barycentre
de Oc,, pour tout o € S’, 7(I;) est alors le barycentre de a(O¢,) = Oc,, et
l'orbite de I; est finie sous S’. On en déduit d’apres le Lemme 9, que quel que
soit 4, I; = 0. On peut alors écrire

i 1 i
To0= ——— Lol
vol Oi-a,S} o,

C\/S/I

d’ou

1 1
de(Za,0) € ———— d(Za,7) < ——~——DO;_ g, 1=DO;, g,
a0 = o, /O (F0:2) < 010, S/O @St

8% I za,S)

et on a démontré le Lemme 11. L’inégalité (5.39) est une conséquence immédiate
des Lemmes 10 et 11, et la deuxiéme inégalité fondamentale est démontrée. [

5.4.3 Argument final

Une fois prouvées les deux inégalités fondamentales, on est en mesure de
trouver une absurdité dans I'inégalité o < (5.33)+(5.34) +(5.35) et de conclure.
On commence par prouver (5.34) < C' & l'aide de la premiere inégalité fonda-
mentale. On reprend 1& aussi les méthodes utilisées par Druet dans [18].

On démontre tout d’abord

L5

o, os/m 4@ Za) (71a)"dvg]

<cC. 5.45)
Tuall? (

/ ’l]ngS}
Oug,26/H

On a

LIRS
SIS

[ / dz(z, xa)(ﬁaa)”dvg;] <C
Ozg,26/H
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Or, d’apres (5.19)

/ b dvy < C’/ abvdvy = C’/ ubdV
Ouq.26/H Ozg,26/H Oz ,26

et (5.45) est prouvé. On montre ensuite que

foroyza/H dg(j’ ja)(ﬁaa)p*d%,

<C. (5.46)
[[ta ] |;07

Pour cela on distingue deux cas.
Cas p < 2. En utilisant la premiere inégalité fondamentale, on obtient

[ ) Gy = [ a0 i
Ouzq,26/H Ouq,25/H
Qe N~ -
< C/ d; (T, T)ubdvy < C’/ ubdvy.
Oqg,26/H Oug,26/H

L’inégalité (5.46) lorsque p < 2 s’en déduit immédiatement d’apres ce que l'on
a vu précédemment.
Cas p > 2, § = 2. Remarquons que

D
D’apres Holder, et puisque dg(Z, Zo)us “ 7 < C d’apres la premiere inégalité
fondamentale, on en déduit :

/ 02 (&, %o (7iia)?" dvj <
Ozo ,25/H .

p—2
P 2p
¢ / tadvy / a7, dvg / A2(Z, Za) (i) dvg
Ozg,26/H Oz 25/ H Oz 26/ H

D’ou

2

T o

/ dg(jvja)(ﬁﬂa)p* dVg < C / ’ang§
Oug.25/H Ogq.25/H

On a démontré (5.46) lorsque p > 2. Ensuite on montre que

~ 0
[fomo oo/ 11 95 (2, a) |V (71tia) [Pdvg] 7
: . (5.47)
uallf
Remarquons que
[ @@V v
010,25/H
< C/ A2(Z, 20 )| Vi [Pdvg + C/ dy(Z, 7o) Ul dv;.
Ozo,gg/H 010’25/1‘1
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On a déja montré
/ dg(iﬁ,.fa)ﬂngg <,
Oz 25/ H

il reste & majorer [, us/H dg (Z, %) |Viig[Pdvs. On distingue deux cas.
w0,

Cas p < 2. En reprenant expression (E},) avec ® = 7jiiod3 (%, Zo) on trouve
/ ﬁp|€ﬂa|pd§] ('fa ia)dvg
Oug,25/H

<C / i d2(z, 2)dvg + C / P lia| Viig|P 1 (Z, To)dvy
OIO=25/H 010,26/1_1

+C / Tl | Vi P~ 1dv
Omo.Zé/H\OzO,é/H

et d’apres Holder
/ V0 [PA2 (2, 20)dv;
OzU,ZJ/H

< c/ ik d2 (2, 2a)dvg + c/ Vil P L dv;
Oz 25/ H Oug,25/H\Ouy,s/H
p—1

p

+C

1
/ P dv; / Vi |[Pd2(Z, Zo)dvg
010,25/1‘1 OIO,Qé/H

car p%l > 2 quand p < 2. D’apres 'inégalité de Young

/ Vi [PA2 (2, £a)dv;
Ow0,25/H
< C/ ik d3(z, 3o)dvg + C/ it dv;
Oz ,26/H o

wg,26/H
+C / Vit |P L iadvs.
Ozq,25/H\Oxzq,s/H

Or

/ Vit |P Ligdvy < C |V |P~ uadV.
Ozg,26/H\Ogy,s/H M\Oq,s

En reprenant ce qui a été dit précédemment, on a bien (5.47) lorsque p < 2.
Cas p > 2. Toujours en reprenant (E.,) avec ® = ﬁﬂadg(i, Zo) on trouve

/ 7|V 0P A2 (2, Z0)dv
Oz 25/ H

<C / i d2(z, 2)dvg + C / P lia|Viig|P 1 (Z, To)dv;
Oz ,26/H Oug,26/H

e / 10| V[P dv,
Omo,Qé/H\Ozo,é/H
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et d’apres Holder

/ i | Vi [Pd3(Z, Za)dvg < C / ik d3(z, Ta)dvg
010125/H OIO,Qs/H

p—2
P 2p
/ Pk dv; / P | Vit |Pdv
OmO,ZE/H 010,25/H

1
2

+C

/ P Viia [PA2 (2, £0)dv;
Ow0,25/H

+C / G| Vit [P~ dv;.
Oz0,25/H\O.rO,5/H

D’apres 'inégalité de Young, et comme

/ iP|Viig|Pdvy < C
Ogg,25/H
on trouve

/ P Vi PA2 (2, £0)dv;
Oz0,25/H
2

< C/ i d2(z, 2q)dvg + C
010,25/1_1

+C/ Vit [P~ i dvy.
010,25/H\Ozo,5/H

D’apres ce qui a été dit précédemment, on a bien (5.47) lorsque p > 2. L’inégalité
(5.34) est démontrée.

Pour démontrer (5.35), il suffit de remarquer la symétrie des expressions
(5.34) et (5.35) et celle des inégalités fondamentales correspondantes. On peut
ainsi reprendre tout le procédé précédent. Certaines étapes peuvent toutefois
étre simplifiées compte tenu du fait que pour « fixé, d3(Zo, Zo) est une constante.

On trouve finalement, comme dans le cas de 'hypothese (H;), o < C. Cette
contradiction termine la démonstration du Théoréme sous '’hypothese (Hz).

/ ﬁpﬂgd‘lg
Ozo ,28 /H

5.5 Remarque

Le deuxieme exemple de la partie 5.1.2 a été traité en montrant que I’hy-
pothese (Hs) était vérifiée. Dans le cas particulier ot S,, est de dimension im-
paire et ol le groupe d’isométries G = O(s1) X ... X O(s,,) est tel que les s;
sont pairs, on peut montrer que I’hypothese (H;) est aussi vérifiée.

On considere le sous groupe G’ de G, G' = {(o,...,0)|oc € SO2}. On montre
alors le lemme suivant :

Lemme 12. Quel que soit X € S,,, Ox ¢’ est un cercle de rayon 1 sur S,.

Démonstration. Soit X = (X1,...,Xpq1)/2), ot les X; = (2;,4:) € R?, avec

2(1"+1)/2(x? +y2) = 1. On commence par montrer que Ox g C P, ol P est
un plan vectoriel de R"*1. Soit § € G', § = (o,...,0), la matrice de o € SO,
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cosa  sina

s’écrit sous la forme .
—sina  cosa

) . Alors

0(X) = (0(X),...,0(X))

=cosa(x1,Y1,. .- ,$(1+1)/2,y(z+1)/2) +sina(yr, —21,. .. yY(i+1)/25 —x(l+1)/2)
= cosaX + sinaY.

Comme Eglﬂ)/zx? +y? =1, X et Y sont indépendants dans R"*!, et Ox g est

donc inclu dans le plan engendré par X et Y. Comme Ox ¢ C Sy, Ox.¢v C C,
ot C est un cercle de rayon 1 de S,,. Comme X # 0, le sous groupe Sx g
de G’ (fixateur de X) est réduit & l'identité. On en déduit donc que Ox ¢,
difféomorphe & SO2/Sx ¢/, est de dimension 1. De plus, Ox g est une sous
variété compacte et connexe de C. Il s’ensuit que Ox g = C. O

D’apres le Lemme 12, toutes les G’-orbites sont de méme dimension et de
méme volume 27, elles sont toutes principales. Les conditions de I'hypothese
(H1) du théoréme sont donc vérifiées. On pourra remarquer que dans ce cas la
démonstration du théoreéme sous I'hypothese (Hi) est grandement simplifiée car
la variété quotient S,,/G’ existe globalement.
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