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5.2.1. Les cas topologique et différentiel ........................................................................................ 31
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§1. Complétion I -adique formelle

Dans ces notes le couple (R; I) désigne toujours un anneau commutatif unitaire R et un idéal I ⊆ R.

1.1 Topologie I -adique

Nous montrons comment à partir de la simple donnée d’un idéal I ⊆ R il est possible de munir les
R-modules (resp. R-algèbres) d’une topologie « la topologie I -adique » rendant les opérations internes
(somme, produit) ainsi que leurs morphismes continus.

1.1.1. Boule I -adique. Soit M un R-module. Pour tout x ∈M et r ∈ N, on appelle «boule I -adique
de centre x et d’ordre r dans M », l’ensemble

IB(x; r) := x+ IrM

1.1.2. Proposition

a) x x
x

xx xx

Le grosses boules absorbent les petites. Autrement dit, si r 6 r′

et si IB(x; r) ∩ IB(x′; r′) 6= ∅ alors IB(x; r) ⊇ IB(x′; r′).

b) Une intersection finie non vide de boules est une boule.

c) Les réunions des boules I -adiques d’un R-module M consti-

tuent les ouverts d’une topologie sur M .

Démonstration. Si x′ + w′ ∈ x + IrM , on a x′ + w′ + Ir
′
M ∈ x + IrM + Ir

′
M , et si en plus

w′ ∈ Ir
′
M ⊆ IrM , on a bien x′ + Ir

′
M ⊆ x+ IrM . Par conséquent, l’intersection de deux boules et

soit vide, soit la boule la plus petite. Par induction, une intersection finie non vide de boules est une
boule. Pour vérifier que les réunions de boules constituent une topologie il ne reste plus qu’à vérifier que
(∪iIB(xi; ri)) ∩ (∪jIB(xj ; rj)) est une réunion de boules. Or, par distributivité :(⋃

i IB(xi; ri)
)⋂ (⋃

j IB(xj ; rj)
)

=
⋃
i,j

(
IB(xi; ri) ∩ IB(xj ; rj)

)
et l’assertion (b) permet de conclure.

1.1.3. Définition. Suite à la proposition 1.1.2-(c), on appelle «ouvert I -adique de M » toute réunion
de boules I -adiques et « topologie I -adique » la topologie dont les ouverts sont les ouverts I -adiques.

1.1.4. Exemples limites. Si I = R (resp. I = 0), la topologie I -adique de M est la topologie grossière
(resp. discrète).
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1.1.5. Exercice. Montrer que la topologie I -adique sur M est la topologie discrète si et seulement si IrM = 0
pour r � 0.

1.2 Propriétés générales de la topologie I -adique

1.2.1. Proposition. Dans les énoncés suivants, les lettres M et N désignent des R-modules munis de

la topologie I -adique.

a) L’anneau R muni de la topologie I -adique est un anneau topologique.

b) Une R-algèbre (resp. un R-module) munie de la topologie I -adique est une R-algèbre (resp. un

R-module) topologique.

c) Un morphisme R-linéaire entre modules munis de la topologie I -adique est continu.

d) Pour tout sous-ensemble Y ⊆M , l’«adhérence I -adique de Y », notée Y , est l’ensemble des x ∈M

tels que IB(x; r) ∩ Y 6= ∅ pour tout r ∈ N, donc

Y =
⋂

r∈N

(
Y + IrM

)
e) Une boule I -adique est toujours fermée.

f) L’adhérence I -adique de l’origine de M est l’ensemble 0 =
⋂
r IrM .

g) M est séparé (on dit aussi « I -adiquement séparé »), si et seulement si 0 = 0. En particulier, N est

fermé dans M , si et seulement si M/N est séparé. Le module Mσ := M/0 est séparé.

h) Si R est noethérien et M est de type fini.

1) (Artin-Rees) Si N1,N2 sont des sous-modules M . Il existe k ∈ N tel que pour tout r > k on a

IrN1 ∩N2 = Ir−k(IkN1 ∩N2)

2) (Krull) Dans M , on a I0 = 0.

3) (Krull) Si N ⊆M , la topologie induite sur N est la topologie I -adique de N .

i) Si R est noethérien et intègre, R est séparé.

j) Si R est noethérien et I ⊆ Rad(R) (1) (p.e. si (R,m) est local et que I ⊆ m)
1) Si M est de type fini, M est séparé.

2) Si M est de type fini, tout sous-module de M est fermé. En particulier, tout idéal de R est fermé.

3) (R; I) est un «anneau de Zariski » (2).
4) Une R-algèbre de type fini A ainsi que son complexe de de Rham Ω∗A/R sont séparés.

Indications

a,b,c) Ces énoncés affirment simplement que les opérations de somme et produits sont continues. Nous
démontrons seulement le cas du produit dans une R-algèbre · : A×A→ A et laissons les autres cas
en exercice. Dans ce cas, on doit montrer que l’ensemble {(x, y) | xy ∈ z + Ir} est un ouvert ce qui
est évident car si xy ∈ z + Ir alors (x+ Ir)(y + Ir) = xy + xIr + yIr + I2r ⊆ xy + Ir .

1 On rappelle que le radical (de Jacobson) d’un anneau R est l’idéal Rad(R) des x ∈ R qui opèrent comme 0 sur
tout R-module simple, i.e. sur tout R-module de la forme R/M où M est un idéal maximal de R. On voit aus-
sitôt que Rad(R) =

⋂{M |M est un idéal maximal de R }. Or, x est dans tout idéal maximal, si et seulement si,
1 + ax n’appartient à aucun idéal de R. En effet, la nécessité étant claire, si x 6∈M , on a R = (x) + M par maxi-
malité de M et donc 1 = ax+m pour certains a ∈ R et m ∈M , en particulier 1 + ax ∈M n’est pas inversible.
Par conséquent, Rad(R) = {x ∈ R | 1 + ax est inversible ∀a ∈ R} et l’assertion « I ⊆ Rad(R) » est équivalente à
« 1 + y est inversible que que soit y ∈ I ».

2 Le couple (R; I) est ainsi appelé lorsque R est noethérien et que ses idéaux sont I -adiquement fermés. Cette der-
nière propriété équivaut à I ⊆ Rad(R) ; (j)-(2) montre la suffisance, réciproquement, si I 6⊆ Rad(R), il existe
M maximal tel que R = I + M , auquel cas 1 ∈ I mod M et R/M n’est pas I -adiquement séparé car alors
Ir(R/M) = R/M pour tout r ∈ N, et donc

⋂
n Ir(R/M) = R/M 6= 0.
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d,e,f,g) 1.1.2-(a). Si M est séparé un point est toujours fermé, réciproquement si x 6= y il existe une
boule ouverte IB contenant x et ne contenant pas y , or le complémentaire de IB est ouvert par (e).

h-1) Voir p.e. [B2] ch. III §3.1 p. 197.
h-2) Artin-Rees pour N1 = M et N2 = 0 donne 0 = Ir−k0 ⊆ I0.
h-3) Voir p.e. [B2] ch. III §3.2 p. 199.
i) On raisonne comme pour le lemme de Nakayama. Le R-module 0 est de type fini de système de

générateurs {x1, . . . , xr} et l’on a 0 = I0 ((h)-(2)) ; il existe alors des éléments αi,j ∈ I tels que
xi = αi,1x1 + · · ·+ αi,rxr . On a donc en écriture matricielle

0 =


1− α1,1 −α1,2 · · · −α1,r

−α2,1 1− α2,2 · · · −α2,r
...

...
...

−αr,1 −αr,2 · · · 1− αr,r



x1

x2...
xx

 ,

et si nous multiplions à gauche par la matrice
1 0 0 · · · 0
α2,1 1− α1,1 0 · · · 0

...
...

...
...

αr,1 0 0 · · · 1− α1,1

 ,

nous obtenons l’égalité

0 =


1− β1,1 −β1,2 · · · −β1,r

0 1− β2,2 · · · −β2,r
...

...
...

0 −βr,2 · · · 1− βr,r



x1

x2...
xx

 ,

avec βi,j ∈ I puisque I est un idéal et que 1 + I est stable par multiplication. L’itération de cette
idée est le procédé de « trigonalisation » des matrices dans les anneaux ; il produit, après r étapes, une
famille d’éléments γi,j ∈ I tels que

0 =


1− γ1,1 −γ1,2 · · · −γ1,r

0 1− γ2,2 · · · −γ2,r
...

...
...

0 0 · · · 1− γr,r



x1

x2...
xx

 ,

avec des coefficients sous la diagonale tous nuls.
Si nous posons maintenant 1− γ := (1− γ1,1) · · · (1− γr,r), on a γ ∈ I et

(1− γ) xi = 0 , ∀i = 1, . . . , r . (�)
par conséquent, si R est intègre, on a xi = 0 (car 1− γ 6= 0) et donc 0 = 0.

j-1) Le raisonnement précédent s’applique jusqu’à l’égalité (�), on conclut puisque 1− γ est inversible.
j-2,3) Si N ⊆M , notons ν : M �M/N la surjection canonique. Le quotient M/N est séparé d’après

l’assertion précédente et alors N = ν−1(0) = ν−1(0) = N .
j-4) Si A est de type fini, A est noethérienne et ΩA/R est un A-module de type fini.

1.2.2. Séparation I -adique. Soit Top la catégorie des espace topologiques et Topσ la sous-catégorie
pleine des espaces topologiques sépaŕes. Le foncteur l’inclusion de catégories ι : Topσ  Top admet un
adjoint à gauche ( )σ : Top  Topσ ; il fait correspondre à un espace topologique T son séparé Tσ ,
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quotient T par la relation d’équivalence (le vérifier) qui identifie deux points t1, t2 ∈ T lorsque pour
toute application continue f : T → S avec S séparé, on a f(t1) = f(t2). Notons R cette relation. Il
est immédiat que Tσ est séparé (le vérifier) et que la surjection canonique T � T /R factorise toute
application continue de T vers un espace séparé. On a donc bien

MorTop(T , ιS) = MorTopσ (Tσ ,S)

Dans le cadre des topologies I -adiques l’espace M/0 est séparé (1.2.1-(g)) et pour tout morphisme de
R-modules f : M → S avec S séparé, on a bien 0 ⊆ ker(f). Par conséquent, la surjection M �M/0
représente « le sépaŕe Mσ de M ». En particulier,

1.2.3. Proposition. Un morphisme de R-modules ϕ : N →M induit un isomorphisme ϕσ : Nσ →
Mσ , si et seulement si l’application induite HomR(ϕ; S) : HomR(M ,S) → HomR(N ,S) est bijective

pour tout R-module séparé S .

1.3 Valuations discrètes et valeurs absolues

Un R-module M est «filtŕe » par la suite décroissante de ses boules I -adiques

M = M0 ⊇ IM ⊇ I2M ⊇ · · · ⊇ IrM ⊇ · · ·
et pour chaque m ∈ M , on appelé « l’ordre I -adique de m », noté ordI (m), la borne supérieure dans
N ∪ {+∞} de l’ensemble {r ∈ N | m ∈ IrM}. L’ordre I -adique vérifie les propriétés suivantes :

O-i) ordI ( ) : M → N ∪ {+∞}.
O-ii) ordI (xm) > ordI (x) + ordI (m), pour tout x ∈ R et m ∈M .

O-iii) ordI (m) = +∞, si et seulement si m ∈ 0.

O-iv) ordI (m1 +m2) > inf(ordI (m1), ordI (m2)).

On peut alors considérer pour tout nombre réel s > 1, l’application

| |s : M → R>0 , |m|s := s− ordI (m)

Elle vérifie :
i) | |s : M → [[0, 1]] ⊆ R.

ii) |m|s = 0, si et seulement si m ∈ 0.

iii) |xm|s 6 |x|s |m|s , pour tout x ∈ R et m ∈M .

iv) |m1 +m2|s 6 sup(|m1|s, |m2|s).

1.3.1. Lorsque M est I -adiquement séparé, la condition (ii) devient

ii’) |m|s = 0, si et seulement si m = 0.

et l’application
ds : M ×M → R>0 ds(m1,m2) := |m1 −m2|s

vérifie les conditions d’une distance sur M :

D-i) distance bornée : ds(m1,m2) 6 1.

D-ii) symétrie : ds(m1,m2) = ds(m2,m1).

D-iii) séparation : ds(m1,m2) = 0 ⇔ m1 = m2 .

D-iv) inégalité triangulaire : ds(m1,m3) 6 ds(m1,m2) + ds(m2,m3).
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et même l’inégalité plus forte

ds(m1,m3) 6 sup(ds(m1,m2), ds(m2,m3))

qui fait de ds une «distance ultramétrique » ou «non archimédienne »

1.3.2. Commentaire. Dans l’axiomatique de Hilbert de la géométrie euclidienne le premier axiome
de continuité (axiome IV.1) est l’axiome d’Archimède qui affirme : «Pour deux grandeurs inégales, il
existe toujours un multiple entier de la plus petite, suṕerieur à la plus grande ». Dans le cas d’une mé-
trique non archimédienne le fait de prolonger indéfiniment un segment ne fait pas crôıtre sa longueur.
Ainsi par exemple, étant donnée une suite de points {m0,m1, . . . ,mr} l’inégalité triangulaire établit
que d(m0,mr) 6

∑r−1
i=0 d(mi,mi+1), l’égalité pouvant être atteinte ; par contre, dans le cas non archi-

médien on a d(m0,mr) 6 sup
{
d(mi,mi+1)

∣∣ 0 6 i 6 r − 1
}

et le fait de rajouter de petits segments n’a
pas d’effet sur la distance finale, quel que soit leur nombre.

1.3.3. Exercice. Montrer que dans un espace muni d’une distance ultramétrique tout triangle est isocèles.

Les observations de 1.3.1 prouvent la proposition suivante.

1.3.4. Proposition. La topologie I -adique sur M est définie par un « écart » borné par 1 (3). Le séparé

I -adique Mσ de M est un espace «métrique ».

1.3.5. Remarque. Le fait que M/0 est un espace topologique séparé apparâıt donc aussi comme con-
séquence de 1.3.4 (cf. 1.2.1-(g)).

1.3.6. Remarque et notation. On rappelle que deux distances sur un ensemble E sont dites « équiva-
lentes » lorsqu’elles définissent la même topologie. Il est facile de voir que les distances ultramétriques
ds sont toutes équivalentes bien qu’elles ne soient pas «commensurables », i.e. il n’existe pas de cons-
tante C > 0 telle que ds1 6 Cds2 et ds2 6 Cds1 (le vérifier !) (4). Dans la suite on notera de manière
générique | | l’une des applications | |s : M → R lorsque la précision de la valeur s sera inutile.

1.3.7. Valuations et valeurs absolues. Soit A une R-algèbre I -adiquement séparée. Lorsque l’appli-
cation ordI : A\{0} → N est additive et pas seulement suradditive, i.e. lorsque l’on a une égalité

ordI (ab) = ordI (a) + ordI (b) ∀a, b ∈ A\{0} , (1)

l’application ordre est une «valuation » et est notée vI = A\{0} → N, les applications | |s : A→ R qui
s’en déduisent sont alors appelées des «valeurs absolues » ; elles vérifient donc :

V-i) | |s : A→ [[0, 1]] ⊆ R.
V-ii) |a|s = 0, si et seulement si a = 0.

3 On appelle « écart » sur un ensemble E une application e : E ×E → R+ ∪ {+∞} vérifiant

• e(x, x) = 0 , • e(x, y) = e(y, x) , • e(x, z) 6 e(x, y) + e(y, z) (inégalité triangulaire) .

Un écart est une « distance » si, de plus, • e(x, y) < +∞ et • (x 6= y ⇒ e(x, y) 6= 0
)

(∗). Dans un ensemble E muni
d’un écart e, on appelle « boule ouverte centŕee en x ∈ E de rayon R » l’ensemble IBe(x,R) = {y ∈ E | e(x, y) < R}.
L’inégalité triangulaire suffit alors pour prouver que l’intersection de deux boules est une réunion de boules, et donc
que les réunions de boules constituent les ouverts d’une topologie. Bien entendu, cette topologie n’est séparée que
si (∗) est vérifiée. Lorsque E est un groupe abélien muni d’une application sous-additive | | : E → R+ , i.e. telle
que |x+ y| 6 |x|+ |y|, l’application e : E ×E → R+ , e(x, y) = |x− y|, est un écart.

4 À la différence des espaces vectoriels réels ou complexes normés où deux normes sont équivalentes si et seulement
si elles sont commensurables.
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V-iii) |ab|s = |a|s |b|s , ∀a, b ∈ A.
V-iv) |a+ b|s 6 sup(|a|s, |b|s).

1.3.8. Exercice. Soit A une R-algèbre I -adiquement séparée. Montrer que les conditions suivantes sont nécessaires
pour que l’application ordI ( ) : A→ N ∪ {+∞} soit une valuation :

(i) A est intègre. (ii) IA est un idéal premier.

1.3.9. Exercice. Soit p un nombre premier, notons I := 〈p〉 et munissons Z de la topologie I -adique. Montrer que
l’application ordI : Z\{0} → N est une valuation ; notons-la vp . Pour m premier à p, montrer l’égalité

vp((prm)!) = pr−1m+ vp((pr−1m)!) .

En déduire, pour m ∈ Z non nul :
vp(m!) =

∞∑
k=1

⌊m
pk

⌋
,

puis
vp(pr !) =

pr − 1
p− 1

, et donc aussi vp(m!) =
pblogp(m)c − 1

p− 1
·

1.4 Complétion

1.4.1. Condition de Cauchy. Commençons par rappeler que dans le cas des espaces vectoriels réels
normés (V ; ‖ ‖) la complétion consiste à passer de l’espace des vecteurs à celui des suites de vecteurs vé-
rifiant une condition de pseudo-convergence, « le critère de Cauchy » qui affirme, pour une suite (vn)n∈N ,

«Pour tout ε > 0 il existe Nε ∈ N tel que pour tous n1, n2 > Nε on ait ‖vn1 − vn2‖ < ε ».

Dans le cas non archimédien (cf. 1.3.2) cette condition est équivalente à

«Pour tout ε > 0 il existe Nε ∈ N tel que pour tous n > Nε on ait |vn − vn+1| < ε » (Chy)

1.4.2. Suites de Cauchy. Étant donné un R-module M muni de la topologie I -adique, on note
Chy(M) l’ensemble des «suites de Cauchy de M », i.e. des suites (xn)n∈N ∈MN vérifiant le critère de
Cauchy sous la forme (Chy).

1.4.3. Suites convergentes. Étant donné un R-module M muni de la topologie I -adique, une suite
(xn)n∈N ∈MN est dite «convergente » de « limite » x∞ ∈M lorsque pour chaque ε > 0 donné, il existe
Nε tel que pour tout n > Nε on a |xn − x∞| < ε. On note Cv(M) l’ensemble des suites convergentes
et Cv0(M) celui des suites convergentes de limite 0. On a des inclusions de R-modules

Cv0(M) ⊆ Cv(M) ⊆ Chy(M) .

1.4.4. Exercice. Montrer que si (xn)n>0 est de Cauchy, la suite de nombres réels (|xn|)n>0 est de Cauchy et, ou
bien elle est stationnaire (1.3.3), ou bien converge vers zéro.

1.4.5. Exercice. La suite constante de terme général x ∈M converge vers zéro si et seulement si x ∈ 0.

1.4.6. Topologie I -adique sur Chy(M). On rappelle qu’une conséquence classique de la «sous-addi-
tivité » |x1 + x2| 6 |x1|+ |x2| est l’inégalité∣∣|x1| − |x2|

∣∣ 6 |x1 − x2| ,
qui dit que l’application | | : M → R+ est 1-lipschitzienne, donc continue, et qu’elle transforme suite
de Cauchy de M en suite de Cauchy, donc convergente, de R. On pose alors

‖ ‖ : Chy(M)→ R , ‖(xn)n>0‖ = lim−→ n |xn| ∈ [[0, 1]]
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et l’on constate aussitôt les propriétés suivantes

i) ‖ ‖ : Chy(M)→ [[0, 1]] ⊆ R ;
ii) ‖(xn)n>0‖ = 0, si et seulement si (xn)n>0 ∈ Cv0 ;

iii) ‖a(xn)n>0‖ = |a| ‖(xn)n>0‖ , ∀a ∈ R, ∀(xn)n>0 ∈ Chy(M) ;
iv) ‖(xn)n>0 + (yn)n>0‖ 6 sup(‖(xn)n>0‖, ‖(yn)n>0‖) ;

qui nous conduisent à munir Chy(M) de la topologie associée à l’écart défini par ‖ ‖ suivant le pro-
cédé (standard) de (3) (p. 6). Notons (Chy; ‖ ‖) cet espace topologique. Il est immédiat de constater
que l’application ‖ ‖ passe au quotient ‖ ‖ : Chy(M)/Cv0(M) → [[0, 1]] où elle induit une structure
d’espace métrique.

1.4.7. Exercice. Montrer que les applications ‖ ‖ : Chy(M)→ [[0, 1]] et | | : M → [[0, 1]] ont même image.

1.4.8. Proposition. L’identité
(
Chy(M)/Cv0(M); | |) → (

Chy(M)/Cv0(M); ‖ ‖) est continue.

En particulier, Chy(M)/Cv0(M) est I -adiquement séparé.

Démonstration. Pour toute suite (xn)n>0 du R-module Chy(M) on a ordI ((xn)n>0) 6 ordI (xm),
pour tout m ∈ N. On en déduit l’inégalité | | > ‖ ‖ sur Chy0(M)/Cv(M)0 et l’application en ques-
tion est 1-lipschitzienne.

1.4.9. Remarque. Nous verrons plus tard que l’on a ‖ ‖ = | | (cf. 1.5.1-(c)).

1.4.10. Commentaire. Un R-module M est dit «complet » lorsque ses séries de Cauchy convergent. No-
tons Cmp(R) la catégorie de tels modules et ι : Cmp(R) ⊆ Mod(R) le foncteur d’inclusion. Le R-module
M̂ := Chy(M)/Cv0(M), complet par construction, est universel en ce sens que le foncteur M  M̂ ,
dit «de complétion », est adjoint à gauche de ι. La proposition 1.4.8 établit que M̂ est séparé, mais cette
propriété est particulière au contexte I -adique, en effet sur la catégorie des groupes abéliens filtrés géné-
raux, le foncteur de complétion peut produire des espaces non séparés (cf. [B2] III §2.12 et [J] §7.17 p.
455). Dans tous les cas le complété séparé d’un groupe abélien filtré M∗ est lim←− n M/Mn (cf. 1.5.1-(d)).

1.4.11. Complété séparé I -adique formel. On appelle «complété (sépaŕe) du R-module M (pour la
topologie I -adique) » le R-module

M̂ :=
Chy(M)
Cv0(M)

La proposition suivante est de vérification immédiate.

1.4.12. Proposition
a) L’application qui fait correspondre à m ∈M la suite «constante » (mn | mn = m)n>0 est une injec-

tion de R-modules M → Chy(M) induisant une injection de R-modules I -adiquement séparés

ι(M) : Mσ −−→⊆ M̂

b) Un morphisme de R-modules ϕ : M1 →M2 , induit par son action terme à terme un morphisme de

R-modules entre les modules des suites ϕN : MN
1 → MN

2 induisant un morphisme ϕ̂ : M̂ 1 → M̂ 2 .

On a un diagramme commutatif :
M1,σ

ι(M1)−−−−→ M̂ 1,σ

ϕσ

y ϕ̂
y

M2,σ
ι(M2)−−−−→ M̂ 2,σ
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De plus, si ϕ : M1 → M2 est surjectif, le morphisme ϕ̂ : M̂ 1 → M̂ 2 est surjectif. En particu-

lier, un module I -adiquement complet et séparé est le quotient du complété (séparé) I -adique d’un

R-module libre.

c) Si A est une R-algèbre, la multiplication terme à terme est une opération interne dans les modules

Cv0(A), Cv(A) et Chy(A) qui fait de Cv(A) ⊆ Chy(A) une inclusion d’anneaux dont Cv0(A)
est un idéal. L’application canonique (a) induit une injection de R-algèbres I -adiquement séparées

ι(A) : Aσ −→ Â :=
Chy(A)
Cv0(A)

d) Un morphisme de R-algèbres ϕ : A1 → A2 , induit par son action terme à terme un morphisme

de R-algèbres entre les algèbres de suites ϕN : AN
1 → AN

2 induisant un morphisme de R-algèbres

ϕ̂ : Â1 → Â2 . On a un diagramme commutatif :

A1,σ
ι(A1)−−−−→ Â1,σ

ϕσ

y ϕ̂
y

A2,σ
ι(A2)−−−−→ Â2,σ

De plus, si ϕ : A1 → A2 est surjectif, le morphisme ϕ̂ : Â1 → Â2 est surjectif. En particulier, une al-

gèbre I -adiquement complète et séparée est le quotient du complété (séparé) I -adique R[X]̂ d’une

algèbre de polynômes R[X].

Indication. Dans (c) il faut vérifier que le produit de deux suites de Cauchy est une suite de Cauchy
et que les suites qui convergent vers zéro constituent un idéal de Â. Or, si (xn)n>0 et (yn)n>0 sont des
suites de Cauchy de A, on a

|xnyn| 6 |xn||yn| et
{ ∣∣xn+1yn+1 − xnyn

∣∣ =
∣∣(xn+1yn+1 − xn+1yn) + (xn+1yn − xnyn)

∣∣
6 |xn+1||yn+1 − yn|+ |xn+1 − xn||yn|

et les vérifications sont immédiates puisque | | 6 1.

1.4.13. Corollaire. La correspondance (̂ ) : Mod(R) Mod(R) (resp. (̂ ) : Alg(R) Alg(R))

M  M̂ ,
(
ϕ : M1 →M2

)
 
(
ϕ̂ : M̂ 1 → M̂ 2

)
est fonctorielle covariante ; c’est le foncteur de «complétion (I -adique) formelle ».

L’inclusion ι( ) : ( )σ ⊆ (̂ ) est fonctorielle.

1.4.14. Exercice. On suppose R noethérien. Soit ϕ : N → M une injection de R-modules où M est supposé
de type fini. On munit N et M de la topologie I -adique. Montrer que (xn)n>0 est une suite de Cauchy (resp.
convergente) de N , si et seulement si (ϕ(xn))n>0 est une suite de Cauchy (resp. convergente) de M . En parti-
culier l’application ϕ̂ : N̂ → M̂ , (xn)n>0 7→ (ϕ(xn))n>0 est un morphisme de R-modules injectif. (Indication :

1.2.1-(h)-(3).)

1.4.15. Séries de Cauchy. Par la notion de «série », on étend la notion de «somme finie » à celle de «

somme dénombrable ordonnée ». L’expression «série de terme général xn », notée
∑
n>0 xn , est un rac-

courci pour «suite des sommes partielles » (sn)n>0 avec sn = x0 + · · ·+ xn . Cette correspondance entre
«série » et «suite » est clairement bijective dans un groupe abélien. La série est dite «de Cauchy » lorsque
la suite correspondante l’est. Le critère de Cauchy pour les suites d’un un espace non archimédien (1.4.1)
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se traduit en un critère encore plus simple pour les séries. En effet,

«La série
∑
n>0 xn est de Cauchy, si et seulement si |xn| tend vers zéro. »

Une série est dite «convergente (de somme s) » lorsque la suite des sommes partielles est convergente
(de limite s). Une série convergente est toujours de Cauchy, la réciproque étant la caractéristique des es-
paces dits «complets ». La proposition suivante est la traduction en termes de séries de la définition de
«complété (séparé) » 1.4.11.

1.4.16. Proposition. Pour tout R-module M , le complété (séparé) I -adique M̂ est le module des

séries de Cauchy de M modulo les séries qui convergent vers 0.

1.4.17. Sommabilité et critère de Cauchy pour les familles. Les notions de série convergente et
de séries de Cauchy admettent une formulation indépendante de l’ordre et du cardinal de l’ensemble
des termes de la série. Soient A un ensemble et {xa}a∈A une famille d’éléments d’un espace valué,

• La famille {xa}a∈A est «sommable de somme s » lorsque pour tout ε > 0 il existe une partie finie
F (ε) ⊆ A telle que pour toute partie finie F ′ ⊇ F (ε) on ait

∣∣s−∑a∈F ′ xa

∣∣ < ε.

• La famille {xa}a∈A «est de Cauchy » lorsque pour tout ε > 0 il existe une partie finie F (ε) ⊆ A

telle que pour toute partie finie K ⊆ A vérifiant K ∩ F (ε) = ∅ on ait
∣∣∑

a∈K xa

∣∣ < ε.

Bien évidemment, une famille sommable est de Cauchy. La proposition suivante résume des propriétés
très utiles de ces notions lorsque A est dénombrable.

1.4.18. Proposition

a) Soit {xn}n∈N une famille sommable de somme s (resp. de Cauchy). Pour toute partition N =
∐
` F`

où F` est fini, la série
∑
` s` avec s` :=

∑
i∈F`

xi converge vers s (resp. est de Cauchy).

b) Soit M une R-module muni de la topologie I -adique. Pour ` ∈ N, soit F` = {x`,n}n∈N une famille

de Cauchy avec x`,n ∈ I`M . Alors, la famille
⋃
` F` = {x`,n}`,n est de Cauchy.

Indication

a) Pour ε > 0 donné, il existe Nε tel que pour toute partie finie F ⊇ [[0, Nε]] on a
∣∣s−∑n∈Fε

xn
∣∣ < ε.

Or, si m est assez grand, on a F1 q · · · q Fm ⊇ [[0, Nε]] et alors∣∣s−∑m

`=0
s`
∣∣ =

∣∣s−∑
n∈F1q···qFm

xn
∣∣ < ε .

b) Soit ε > 0. Comme les termes de F` appartiennent à I`M , il existe L tel que |x`,n| < ε pour tout
couple (`, n) tel que ` > L. Par conséquent,

∣∣∑
`,n x`,n

∣∣ < ε pour toute somme finie avec ` > L, par
non archimédiannité. D’autre part, pour chaque ` 6 L, il existe N` tel que

∣∣∑
`,n x`,n

∣∣ < ε pour toute
somme finie avec n > N` , aussi par non archimédiannité. Ainsi, si l’on pose N := sup{N` | ` 6 L}
on a bien |∑(`,n)∈K x`,n| < ε, pour toute partie finie K disjointe de [[0, L]]× [[0, N ]].

1.4.19. Exercice. Une série est
∑
n xn est « absolument convergente » lorsque la série de réels positifs

∑
n |xn| est

convergente. Prouver que la famille {xn}n∈N des termes d’une série absolument convergente
∑
n>0 xn est sommable.

Donner un contrexemple à l’affirmation réciproque.

1.4.20. Exercice. Montrer qu’une sous-famille d’une famille de Cauchy est de Cauchy mais qu’une sous-famille
d’une famille convergente n’est pas en général convergente (bien qu’elle soit de Cauchy et donc converge dans un es-
pace complet). Conclure que dans un espace complet l’assertion 1.4.18-(a) est vraie quelle que soit la partition de N.
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1.4.21. Proposition. Dans un espace non archimédien il y a équivalence entre série convergente (resp.

de Cauchy) et famille dénombrable sommable (resp. de Cauchy). Plus précisément, la famille {xn}n∈N
est sommable (resp. de Cauchy) si et seulement si la série

∑
n>0 xn est convergente (resp. de Cauchy).

Démonstration. Soit z =
∑
n>0 xn . Pour ε > 0 donné, il existe Nε tel que∣∣∣z −∑Nε

n=0
xn

∣∣∣ < ε et |x`| < ε , ∀` > Nε .
Mais alors, si F ⊆ N est une partie finie telle que F ⊇ [[0, Nε]], on a∣∣∣z −∑

n∈F
xn

∣∣∣ 6 sup
(∣∣∣z −∑Nε

n=0
xn

∣∣∣, |x`| avec ` ∈ F \[[0, Nε]]
)
< ε ,

grâce à la non archimédiannité de | |. Le cas de séries de Cauchy est laissé en exercice.

On en déduit le résultat utile suivant, corollaire aussi de la proposition 1.4.18, qui justifie dans son
assertion (c) la terminologie d’espace «complet » introduite dans 1.4.11, en ce sens que le foncteur de
complétion formelle laisse invariants les espaces complets.

1.4.22. Corollaire
a) Soit

∑
n>0 xn une série convergente de somme s dans un R-module M muni de la topologie I -

adique. Soit q`∈NF` une partition de N en parties finies et posons s` :=
∑
n∈F` xn . Alors, la série∑

`>0 s` est convergente de même somme s.

b) Les éléments de M̂ sont les sommes des séries de la forme∑
n>0

xn avec ordI (xn) ∈ {n,+∞} .
De plus, si l’on choisi pour chaque n ∈ N une famille R(n) ⊆ InM de représentants dans M des

classes de InM/In+1M , un élément z ∈ M̂ s’exprime d’une et une seule manière comme somme de

série de la forme ∑
n>0

xn avec xn ∈ R(n) ∪ {0} .

c) Pour tout R-module M le morphisme canonique ι(M̂) : M̂ → ̂̂M (1.4.12-(a)) est bijectif.

Indication
a) Par 1.4.21 et 1.4.18-(a).
b) Soit z0 =

∑
n>0 xn ∈ M̂ non nul, il existe alors n0 tel que pour s0 = x0 +· · ·+xn0 on ait |s0| > |xn0+r |

pour tout r > 0. Par ultramétricité on a |z0| = |s0| (cf. 1.3.3, 1.4.4) et |s0| > |z0 − s0|. On pose
z1 = z0 − s0 . Alors, ou bien 0 = z1 , ou bien 0 6= z1 =

∑
n>n0

xn , auquel cas, l’itération du procédé
donne une somme partielle s1 vérifiant |z1| = |s1| et |s1| > |z1 − s1|, soit

|z0| = |s0| > |s1| > |z0 − s0 − s1| .
Ce procédé s’arrête après un nombre fini d’itérations auquel cas z0 s’exprime par une somme finie
vérifiant la condition demandée, ou bien produit la série

∑
n sn de même somme z0 d’après (a) et vé-

rifiant |sn| > |sn+1| pour tout n, ce qui démontre l’existence de telles séries. La fin de la preuve est
aux soins du lecteur.

c) L’application ι(M̂) est injective puisque M̂ est séparé (1.4.12-(a)). Pour la surjectivité on se donne
une série de Cauchy

∑
`>0 z` de M̂ avec z` ∈ I`M̂ , possible d’après (b) ; le terme z` est une série de

Cauchy
∑
n x`,n de I`M , et la famille {x`,n}`,n∈N est de Cauchy d’après 1.4.18-(b). On a donc,∑

`>0
z` =

∑
n>0

xϕn

pour toute bijection ϕ : N→ N× N (1.4.21).
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1.4.23. Corollaire

a) Les éléments de l’anneau R[X]̂ , complété (séparé) I -adique de l’anneau des polynômes R[X] =
R[{Xa | a ∈ A}], s’écrivent d’une et d’une unique manière comme séries de la forme∑

J∈⊕A N
aJX

J , avec aJ ∈ R̂ t.q. ordI (aJ ) ∞, lorsque |J | ∞ (5) .

b) Soit A une R-algèbre de système de générateurs algébriques {ξa}a∈A . Les éléments de Â s’écrivent

(mais pas nécessairement de manière unique !) comme séries de la forme∑
J∈⊕A N

aJ ξ
J , avec aJ ∈ R̂ t.q. ordI (aJ ) ∞, lorsque |J | ∞ .

Démonstration. D’après 1.4.22-(b) un élément z ∈ R[X]̂ est la somme s’une série de polynômes∑
n>0 Pn où Pn ∈ InR[X] est une somme finie de monômes Pn =

∑
an,JX

J avec an,J ∈ In . On re-
marque alors que la famille {an,JXJ}(n,J)∈N×Nr est de Cauchy puisque pour ε > 0 donné, il existe n0

tel que |an,J | < ε si n > n0 et si n 6 n0 il n’y a qu’un nombre fini de monômes XJ dont les coefficients
an,J sont non nuls, à savoir les monômes dans les polynômes P0, . . . , Pn0 . Par conséquent, si

K ∩
(

[[0, n0]]× {J ∣∣ |J | > sup {deg(P0), . . . ,deg(Pn0 )}}) = ∅

|∑(n,J)∈K an,JX
J | < ε. Les familles {an,JXJ}n,J et {Pn}n sont donc sommables et de même somme

z ∈ R[X]̂ (1.4.18). De plus, pour chaque J donné, la famille {an,JXJ}n est une famille de Cauchy de
R (1.4.20) et représente donc un élément aJ de R̂. Il est alors aisé de vérifier que la famille {aJXJ}J∈Nr

est de Cauchy dans R[X]̂ de somme z (laissé en exercice de même que l’unicité des décompositions).
L’assertion (b) résulte de (a) modulo 1.4.12-(d).

1.4.24. Exercice. Montrer qu’un élément z ∈ R[X, 1/X]̂ s’exprime sous la forme

z =
(∑

n>0
anX

n
)

+
(∑

n>1
anX

−n
)

et que cette écriture est unique. Une telle série est appelée « série de Laurent ».

1.4.25. Exercice. Montrer qu’une algèbre quotient séparé d’une algèbre I -adiquement complète est complète sé-
parée

1.5 Propriétés générales de la complétion I -adique formelle

Le théorème suivant donne une liste de propriétés de la complétion formelle que nous retrouverons
plus tard dans un autre type de complétion, la complétion faible ou †-adique (4.3.1). Ces propriétés
jouent un rôle très important dans la théorie de la cohomologie de de Rham.

1.5.1. Théorème. On suppose l’anneau R noethérien.

a) Les éléments de IrM̂ sont les séries de Cauchy de M à termes dans IrM .

b) Les morphismes naturels suivants sont bijectifs

M

IrM
→ coker

(
ÎrM → M̂

)
→ M̂

IrM̂
·

En particulier Gr∗(M) = Gr∗(M̂) (6).

5 Pour un multi-indice J ∈⊕A N, on note XJ = Xn1
1 · · ·Xnr

r , puis |J | = n1 + · · ·+ nr . La notation
∑
J∈

⊕
A N fait

alors référence à la somme d’une famille sommable d’ensemble d’indices
⊕

A N.
6 Une « filtration (décroissante) » d’un R-module M est la donnée d’une famille de sous-modules F := {Mi}i∈N vé-
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c) L’application id :
(
M̂ ; | |)→ (

M̂ ; ‖ ‖) de 1.4.8 (p. 8) est une isométrie

d) On a un isomorphisme naturel

M̂ −−→' lim←− r
M

IrM

e) Si A est une R-algèbre noethérienne et si M est un A-module, on a :

• (̂RM) : le complété I -adique formel de M en tant que R-module,

• (̂AM) : le complété IA-adique formel de M en tant que A-module.

Le morphisme naturel (̂RM)→ (̂AM) est bijectif.

f) Si A est une R-algèbre noethérienne, Â est noethérienne. (7)

Algtf (R) ⊆ Algnoet.(R)
(̂ )−−−→ Algnoet.(R̂)

g) Si A est une R-algèbre, IÂ ⊆ Rad(Â), i.e. z ∈ Â est inversible si et seulement si z ∈ Â/IÂ est

inversible. De plus, si A est noethérienne, (Â, IÂ) est de Zariski.

h) Si M est un R-module de type fini, le morphisme canonique R̂⊗R M → M̂ est bijectif. En parti-

culier, R̂ ·M = M̂ et

(̂ ) : Modtf (R) Modtf (R̂)

i) Soit A une R-algèbre et soient f, g ∈ A tels que D(g) ⊆ D(f) dans Spec(A/IA), il existe alors un

et un unique morphisme de A-algèbres ρ̂g,f : Âf → Âg . De plus, si νf : A → Af et νg : A → Ag

sont les morphismes de localisation, on a ν̂g = ρ̂g,f ◦ ν̂f .

j) Si A est une R-algèbre de type fini, le morphisme naturel ΩA/R → ΩÂ/R induit un isomorphisme

Â⊗A Ω∗A/R −−→'
(
Ω∗

Â/R

)
σ

Indications

a) Il est clair que tout élément de IrM̂ se réalise comme série de Cauchy à termes dans IrM . Récipro-
quement, si {t1, . . . , t`} est un système de générateurs de Ir , un élément y ∈ Ir+tM s’écrit

∑`
i=1 ti yi

avec yi ∈ ItM et donc ordI (yi) > ordI (y) − r. Par conséquent, une série de Cauchy
∑
n>0 xn avec

xn ∈ IrM s’écrit aussi ∑
n>0

(∑`

i=1
ti xn,i

)
=
∑`

i=1
ti

(∑
n>0

xn,i

)
où
∑
n>0 xn,i est de Cauchy puisque ordI (xn,i) > (ordI (xn)− r) +∞, donc

∑
n>0 xn ∈ IrM̂ .

b) L’assertion (a) montre l’égalité ÎrM = IrM̂ qui donne immédiatement la bijectivité de la deuxième
flèche et l’injectivité de la première. Enfin, la surjectivité de M → M̂/IrM̂ est claire puisque d’après
(a) une série de Cauchy modulo Ir s’exprime comme somme finie d’éléments de M donc comme un
élément de M .

rifiant M = M0 et Mi ⊇Mi+1 . Un module filtré se note aussi M∗ . La filtration est dite « sépaŕee » si
⋂
i Mi = 0.

Dans le cas des topologie I -adiques ces notions s’appliquent à la filtration {IiM}i∈N . On appelle « module gradué
associé au module filtŕe M∗ » la somme directe GrF (M) :=

⊕
i∈N Mi/Mi+1 . Un « morphisme de R-modules filtŕes

ϕ∗ : M∗ →N∗ » est un morphisme ϕ : M →N qui respecte la filtration, i.e. ϕ(Mi) ⊆Ni pour tout i ∈ N. Un tel
morphisme induit un morphisme GrF (ϕ) : GF (M)→ GrF (N). Un « anneau filtŕe » est un Z-module filtré par une
famille de parties (idéaux) {Ai}i∈N vérifiant AiAj ⊆ Ai+j . Si A∗ est un anneau filtré le module GrF (A) est muni
d’une structure d’anneau en remarquant que si α ∈ Ai/Ai+1 et β ∈ Aj/Aj+1 l’élément ab ∈ Ai+j/Ai+j+1 est in-
dépendant des représentants a, b ∈ A des classes α, β , on pose donc α · β := ab, et

(
GrF (A), 0, 1 ∈ A0/A1,+, ·)

est un anneau gradué, c’est « l’anneau gradué associé à l’anneau filtŕe A∗ ».
7 Cette assertion ne sera pas tout à fait vérifiée dans la complétion faible !
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c) La proposition 1.4.8 a déjà donné l’inégalité ‖ ‖ 6 | |, autrement dit IB| |(0; r) ⊆ IB‖ ‖(0; r). Récipro-
quement, un élément non nul w de IB‖ ‖(0; r) ⊆ M̂ se représente par une suite de Cauchy (xn)n>0

de M qui ne converge pas vers zéro, et donc, telle que la suite (|xn|)n>0 est stationnaire (1.4.4) et
même constante car si (yn)n>0 est une suite de Cauchy, la différence (yn)n>0 − (yn+N )n>0 est une
suite qui converge vers zéro. L’élément w se représente donc par une suite de Cauchy à termes dans
IrM , mais alors w ∈ IrM̂ = IB| |(0; r) d’après (a). Par conséquent IB| |(0; r) = IB‖ ‖(0; r).

d) L’assertion est équivalente à 1.4.22-(b). Autre preuve : — Le noyau du morphisme est 0 =
⋂
r IrM̂

par (b) et (c) (cf. aussi 1.4.8) et la surjectivité se vérifie manuellement.

e) Par (d).

f) L’assertion (b) affirme que les anneaux R et R̂, filtrés par la suite décroissante des puissance succes-
sives de I , ont les mêmes graduées associés. On conclut alors à l’aide de deux résultats classiques (8),
“l’anneau gradué associé à un anneau noethérien est noethérien”, et “un anneau complet et séparé

est noethérien si son gradué l’est”.

g) Il suffit de vérifier que si z ∈ Â et y ∈ I , l’élément 1− yz est inversible. Or, la série
∑
n>0(yz)n con-

verge dans Â (car ̂̂A = Â) et (1 − yz)(∑n>0(yz)n
)

= 1. Ensuite, z ∈ Â/IÂ est inversible, si et
seulement si, il existe w ∈ Â tel que wz ∈ 1 +IÂ ; or, nous avons vu que les éléments de 1 +IÂ sont
tous inversibles. Enfin, si A est noethérien, Â l’est aussi (par (f)), et (Â, IÂ) est bien de Zariski.

h) On procède un peu comme dans (a). Si {m1, . . . ,mr} est un système de générateurs de M , toute
série de Cauchy

∑
n>0 xn s’écrit sous la forme

∑r
i=1

(∑
n>0

ti,n
)
xi avec

(∑
n>0

ti,n
) ∈ R̂, et l’appli-

cation R̂ ⊗M → M̂ est bien surjective. Ensuite, le R̂-module R̂ ⊗M est séparé puisque de type
fini et que R̂ est de Zariski (1.2.1-(j)), mais alors et le morphisme R̂ ⊗M → M̂ est injectif s’il en
est ainsi de son gradué, ce qui est évident.

i) L’inclusion D(f) ⊇ D(g) équivaut à
√

(f) ⊇ √(g) de sorte que f est inversible dans (A/IA)g .
L’image de f par νg : A→ Âg est donc inversible (cf. (g)) d’où le morphisme induit ρg,f : Af → Âg

de complétion ρ̂g,f .

j) D’après (e), le séparé I -adique d’un Â-module cöıncide avec le séparé IÂ-adique. D’autre part,
comme A est une R-algèbre de type fini, ΩA/R est un A-module de type fini et donc Â⊗A ΩkA/R
est un Â-module de type fini, I -adiquement séparé en plus, puisque Â est de Zariski (1.2.1-(j)-(1)).
Ainsi, l’assertion résultera, moyennant le critère de séparabilité 1.2.3, de vérifier que l’application

HomÂ(Ωk
Â/R

,S) −→ HomÂ(Â⊗A ΩkA/R,S) (∗)

induite par le morphisme canonique Â ⊗A ΩA/R → ΩÂ/R (9), est bijective pour tout Â-module
I -adiquement séparé S .

Lorsque k = 1, la propriété d’adjonction pour le module des différentielles relatives traduit la
question de bijectivité de (∗) en celle du morphisme canonique

α : DerR(Â; S) −→ DerR(A; S)
induit par ι(A) : A→ Â.

Notons {X1, . . . , Xn} un système de générateurs de A en tant que R-algèbre. Un élément de Â

s’écrit alors sous la forme
∑
n>0 Pn(X1, . . . , Xn) avec Pn ∈ InR[X] (cf. 1.4.22-(b)). Ainsi, pour toute

8 Voir [B2] ch. III §2.10 p. 183 et aussi [J] §7.17 p. 456.
9 Voir les notes du cours “Cohomologie de de Rham dans la catégorie des Schémas” §1.5.
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R-dérivation D : A→ S , on a “formellement”

D
(∑

n>0
Pn(X1, . . . , Xn)

)
=
∑

n>0
D
(
Pn(X1, . . . , Xn)

)
=
∑

n>0

∑r

i=1

∂Pn
∂Xi

(X1, . . . , Xn)D(Xi)

=
∑r

i=1

(∑
n>0

∂Pn
∂Xi

(X1, . . . , Xn)
)
D(Xi) (�)

où chaque terme entre parenthèses appartient bien à Â, i.e. est une série de Cauchy de A.

L’expression (�) définit bien une application D̃ : Â→ S puisque
∑
n>0 Pn = 0, si et seulement si,

les sommes partielles
∑r
n>0 Pn convergent vers 0, et cette dernière condition est évidemment préser-

vée dans les suites des dérivées partielles
∑r
n>0

∂Pn
∂Xi

. On vérifie ensuite que D̃ est R-linéaire et que

D̃(z1x2) = z1D̃(z2) + z2D̃(z1). On a ainsi défini une application R-linéaire

β : DerR(A; S)→ DerR(Â; S) , β(D) := D̃ .

La composée α ◦ β est clairement l’identité, et α sera bijective si et seulement si β ◦ α est injec-
tive. Or, pour D ∈ DerR(Â; S) la différence ∆ := α̃(D)−D est nulle sur l’image de A dans Â ; cette
image est dense dans Â, S est séparé et ∆ est continue, donc ∆ = 0 et β ◦ α est l’identité. Ce qui
termine la preuve de la bijectivité du morphisme Â⊗A Ω1

A/R → (Ω1
Â/R

)σ .

Lorsque k > 1, on a

Â⊗A ΩkA/R = Â⊗A

∧k
A ΩA/R =

∧k
Â

Â⊗A ΩA/R =
∧k

Â

(
ΩÂ/R

)
σ
→
(∧k

Â
ΩÂ/R

)
σ

et la flèche de droite est bijective par 1.2.3.

1.5.2. Exercice. Expliquer pourquoi 1.5.1-(j) dit aussi que pour toute R-algèbre de type fini A l’application na-
turelle Â⊗A Ω∗A/R −→'

(
Ω∗

Â/R̂

)
σ

est bijective. (Attention au ‘R̂’ du second membre)

1.5.3. Exercice. Soit A une R-algèbre et P ∈ A[X]. Donner des isomorphismes canoniques entre les algèbres

(A[X]P )̂ (Â[X]P )̂ ((
(Â[X])̂)P )̂

1.5.4. Exercice. Soient I1 et I2 deux idéaux de R tels qu’il existe des entiers ni avec In1
1 ⊆ I2 et In2

2 ⊆ I1 .
Montrer que pour tout R-module M les complétions Ii -adiques de M s’identifient canoniquement.

§2. Sur la topologie des limites projectives

2.1 Catégorie des systèmes projectifs

2.1.1. Systèmes projectifs. Dans ces notes un «système projectif » d’objets d’une catégorie C est un
foncteur contravariant de la catégorie N (10) vers la catégorie C. Ainsi, un système projectif dans C est
la donnée d’une famille d’objets {Xn}n∈N et d’une famille de morphismes {νn ∈ MorC(Xn+1,Xn)}n ce
que l’on représente plus simplement par :

· · · νn−−→ Xn
νn−1−−→ Xn−1

νn−2−−→ · · · ν2−−→ X2
ν1−−→ X1

ν0−−→ X0

Un tel système sera noté {Xn, νn}n .

10 La « catégorie associée à un ensemble partiellement ordonné (E;4) » est la catégorie dont les objets sont les éléments
x ∈ E et où Mor(x1, x2) possède un unique élément lorsque x1 4 x2 et est vide autrement.
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2.1.2. Morphismes de systèmes projectifs. Un «morphisme de systèmes projectifs » de {Xn, νn}n
vers {Yn, µn}n est une famille de morphismes {ϕn ∈ MorC(Xn,Yn)}n telle que le diagramme :

· · · νn−−→ Xn
νn−1−−→ Xn−1

νn−2−−→ · · · ν2−−→ X2
ν1−−→ X1

ν0−−→ X0

ϕn↓ ϕn−1↓ ϕ2↓ ϕ1↓ ϕ0↓
· · · µn−−→ Yn

µn−1−−→ Yn−1
µn−2−−→ · · · µ2−−→ Y2

µ1−−→ Y1
µ0−−→ Y0

est commutatif.

Les systèmes projectifs d’objets de C et leurs morphismes constituent une catégorie, la «catégorie des
systèmes projectifs de C » notée ProjN(C).

2.1.3. Limite projective. La correspondance de C vers ProjN(C) qui fait correspondre à un objet X

le «système projectif constant » {Xn = X, νn = idX}n et à un morphisme ϕ : X → Y le «morphisme
constant » {ϕn = ϕ}n est un foncteur covariant ι( ) : C ProjN(C).

On appelle «morphisme de X ∈ C vers un système projectif » {Yn, µn}n tout morphisme de ι(X)
vers {Yn, µn}n , autrement dit toute famille de morphismes {ϕn : X → Yn}n telle que ϕn = µn ◦ ϕn+1

pour tout n ∈ N.

· · ·
μn
−−→ Yn μn−1

−−→ Yn−1 μn−2
−−→ · · ·

μ2
−−→ Y2 μ1

−−→ Y1 μ0
−−→ Y0

X

ϕn ϕn−1 ϕ2 ϕ1 ϕ0

On dit que le système projectif {Yn, µn}n admet une « limite projective » lorsqu’il existe Y∞ ∈ Ob(C)
et un morphisme {Φn}n : Y∞ → {Yn, µn}n tels que pour tout X ∈ Ob(C), tout morphisme {ϕn}n :
X → {Yn, µn}n se factorise à travers un et un unique morphisme ψ : X → Y∞ , i.e. ϕn = Φn ◦ ψ pour
tout n ∈ N.

· · ·
μn
−−→ Yn μn−1

−−→ Yn−1 μn−2
−−→ · · ·

μ2
−−→ Y2 μ1

−−→ Y1 μ0
−−→ Y0

X

ϕn ϕn−1 ϕ2 ϕ1 ϕ0

n n−1 2 1 0

Y∞

Φ Φ Φ Φ Φ

ψ

La proposition suivante est immédiate

2.1.4. Proposition et notation. Le système projectif {Yn, µn}n admet une limite projective, si et

seulement si le foncteur d’ensembles MorProjN(C)(ι( ), {Yn, µn}n) est représentable. La limite projec-

tive de {Yn, µn}n , lorsqu’elle existe est donc unique à isomorphisme canonique près, elle sera notée

lim←− n{Yn, µn}n et même lim←− n Yn lorsque les morphismes {µn}n seront sous-entendus.

2.1.5. Foncteur lim←− n . On dit que la catégorie C «possède des limites projectives » lorsque tout sys-
tème projectif d’objets de C admet une limite projective. Dans ce cas on dispose du foncteur lim←− n( ) :
ProjN(C) C adjoint à droite du foncteur ι( ) : C ProjN(C), autrement dit l’application naturelle

MorProjN(C)(ι( ), ( ))→ MorC(( ), lim←− n( ))
est bijective.
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2.1.6. Théorème. Les catégories suivantes possèdent des limites projectives.

a) La catégorie des ensembles Ens.

b) La catégorie des espaces topologiques Top.

c) Les catégories d’anneaux, d’algèbres, des modules sur un anneau.

Démonstration. Soit {En, νn}n un système projectif d’ensembles. L’un des axiomes de la théorie des
ensembles garantit l’existence de l’ensemble produit

∏
n En . Notons pn :

∏
n En � En la projection

canonique. On vérifie alors aisément que le sous-ensemble E∞ ⊆
∏
n En des suites (en)n∈N telles que

νn(en+1) = en pour tout n ∈ N et la famille d’applications pn : E∞ → En est une limite projective.
Si {Tn, νn}n un système projectif d’espaces topologiques, on muni l’ensemble

∏
n Tn de la « topologie

produit », i.e. de la topologie la plus grossière rendant continues les projections canoniques ; un ouvert
de
∏
n Tn est alors une intersection finie de sous-ensembles de la forme p−1

n (Un) où Un est un ouvert
de Tn que l’on appelle «ouvert élémentaire » de

∏
n Tn . L’ensemble lim←− n Tn muni de la topologie in-

duite par la topologie produit de
∏
n Tn est alors une limite projective dans la catégorie des espaces

topologiques. En effet, étant donnée une famille d’applications continues {ϕn : X → Tn}n , l’applica-
tion

∏
n ϕn : X → ∏

n Tn , x 7→ {ϕn(x)}n , est continue puisque l’image inverse de l’ouvert élémentaire
p−1
n (Un) s’identifie à ϕ−1

n (Un), ouvert par hypothèse.
Le cas des anneaux, algèbres et modules est laissé aux soins du lecteur.

2.1.7. Exercice. Montrer qu’une limite projective d’espaces topologiques séparés est séparée.

2.1.8. Proposition. Une suite décroissante de parties X = X0 ⊇ X1 ⊇ · · · d’un ensemble (resp. espace

topologique) X défini de manière évidente un système projectif. Le sous-ensemble (resp. sous-espace)

X∞ =
⋂
n Xn muni des inclusions X∞ ⊆ Xn est une réalisation de lim←− n Xn .

Démonstration. La famille d’inclusions X∞ ⊆ Xn induit une application ε : X∞ → lim←− n Xn (con-
tinue dans le cas topologique) par la propriété universelle de la limite projective. L’application ε est
injective, puisque la composée X∞ → lim←− n Xn

Φ0−→ X0 l’est, et surjective, puisque lim←− n Xn se voit dans
sa construction comme ensemble des suites constantes de terme (évidemment) dans X∞ . Ainsi, ε est
bijective (bicontinue dans le cas topologique car ouverte).

2.2 Sur la topologie des complétions I -adiques formelles

2.2.1. Théorème. Soit M un R-module.

a) L’isomorphisme M̂ = lim←− n(M/InM) (1.5.1-(d)) est un isomorphisme d’espaces topologiques. L’es-

pace M̂ est une limite projective d’espaces topologiques discrets et est «totalement discontinu » (11).

b) Lorsque les modules M/IrM sont tous finis, le complété I -adique formel M̂ est un espace topolo-

gique compact totalement discontinu.

c) Pour tout m ∈ Z l’anneau Zm , complété de Z pour la topologie (m)-adique, appelé «anneau des
entiers m-adiques » est compact et totalement discontinu.

Démonstration

a) Nous avons déjà remarqué que la topologie I -adique de chaque M/InM est discrète (ex. 1.1.5).
D’autre part, la topologie I -adique de M̂ est engendrée par les boules IB(z;n) qui sont précisément
les traces sur l’ensemble lim←− n M/InM de ouverts élémentaires de

∏
n M/InM .

11 On appelle ainsi un espace topologie dont les seules parties connexes sont les singletons.
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Notons νn : M̂ �M/InM la projection canonique. Si e1 6= e2 sont deux éléments de M̂ , il existe
N tel que pN (e1) 6= pN (e2) et comme l’espace M/InM est muni de la topologie discrète, il est ré-
union d’ouverts disjoints U1, U2 tels que ei ∈ Ui , mais alors M̂ = p−1

N (U1) q p−1
N (U1). On en déduit

que les seules parties connexes de M̂ sont les singletons.

b,c) Conséquence immédiate du théorème de Tykhonov.(12)

2.2.2. Exercice. Montrer que M̂ est compact si et seulement si M/IM est fini.

2.3 Le cas des entiers p-adiques

L’anneau Zm «des entiers (m)-adiques » a été introduit (2.2.1) comme le complété (séparé) (m)-
adique de l’anneau des entiers Z. Nous discutons dans cette section quelques unes de ses propriétés
élémentaires.

2.3.1. Zm comme fermé totalement discontinu dans [[0, 1]].

I

Iσ5

On défini par récurrence une famille
décroissante Fm

n de fermés de l’intervalle réel [[0, 1]]. Notons σm l’opérateur qui, appliqué à l’intervalle
fermé I = a+ r[[0, 1]], donne les m sous-intervalles fermés disjoints suivants

σm(a+ r[[0, 1]]) =
m∐
i=1

(
a+ r

[[ 2i− 2
2m− 1

,
2i− 1
2m− 1

]])

F0

F1

2

2

F 2

F 2

F 2

2

3

4

Z/(20)

Z/(21)

Z/(22)

Z/(23)

Z/(24)

On étend ensuite la définition de σm à l’ensemble des réunions disjointes des sous-intervalles fermés
de [[0, 1]] en le faisant agir intervalle par intervalle. On
pose alors Fm

0 := [[0, 1]] et Fm
n+1 = σm(Fm

n ). Le nombre
π0(Fm

n ) de composantes connexes de Fm
n est préci-

sément mn ce qui nous permet d’identifier Z/(mn)
à l’ensemble des extrémités de gauche de ces compo-
santes et ceci de manière compatible aux applications
νn : Z/(mn+1) � Z/(mn) et Fm

n+1 ⊆ Fm
n (voir illus-

tration) d’où l’inclusion ιn : Z/(mn) ⊆ Fm
n . Notons

pn : Fm
n → Z/(mn) la surjection qui fait correspondre à x ∈ Fm

n l’extrémité gauche de la composante
connexe de Fm

n contenant x. On munit Z/(mn) de la topologie discrète et Fm
n de la topologie induite

par R, les applications ιn et pn sont alors continues et induisent des applications continues

lim←− n
Z

(mn)
lim←− n ιn−−−−−→ lim←− n Fm

n
lim←− n pn−−−−−→ lim←− n

Z
(mn)

dont la composée est l’identité puisque pn ◦ ιn = id pour chaque n. Or, l’application lim←− n ιn est égale-
ment surjective puisque x ∈ lim←− nFmn =

⋂
n Fm

n (2.1.8) détermine pour chaque n la composante connexe
de Fm

n à laquelle il appartient et donc l’extrémité gauche zn de celle-ci ; l’élément x défini ainsi une fa-
mille {zn ∈ Z/(mn)}n compatible aux applications νn , i.e. un élément z ∈ lim←− n

Z
(mn) dont x est l’image

par l’application lim←− n ιn . On a ainsi démontré

2.3.2. Proposition. Le complété (m)-adique de Z, noté Zm , est homéomorphe au sous-espace compact

et totalement discontinu Fm =
⋂
n Fm

n de l’intervalle réel [[0, 1]].

12 Le produit d’une famille quelconque de compacts muni de la topologie produit est un espace topologique compact.
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2.3.3. Arbre des entiers m-adiques.

itération 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

nombre 2009 1004 502 251 125 62 31 15 7 3 1 0
reste de la
division par 2 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 1 -

Revenons à l’anneau des «entiers m-adiques » Zm (2.2.1-(c)).
On a Zm = lim←− n Z/(mn) (1.5.1-(d)) et tout élément de Zm s’exprime d’une et d’une unique manière
comme somme d’une série

∑
n θnm

n avec θn ∈ {0, 1, . . .m−1} (1.4.22-(b)). L’itération de la division eu-
clidienne permet la détermination
de la suite (θn)n>0 . Par exemple,
si m = 2, les divisions successives
de 2009 par 2 donnent le tableau
ci-contre, d’où le «développement
diadique »

2009 =
∑

n>0
θn2n = 1·20 + 0·21 + 0·22 + 1·23 + 1·24 + 0·25 + 1·26 + 1·27 + 1·28 + 1·29 + 1·210

à ne pas confondre avec l’écriture en base 2 de 2009 qui se lit en sens inverse, à savoir 11111011001. Le
dessin suivant illustre ce résultat numérique et la suite des boules centrées en z = 2009 (modulo 25 ).

2.3.4. Intégrité de Zm

Proposition. L’anneaux Zm est intègre si et seulement si m est une puissance d’un nombre premier.

Preuve sous forme d’exercice

a) Pour n ∈ N et a, b ∈ N relativement premiers, montrer qu’il existe αn ∈ Z tel que

1 + αna
n ∈ bnZ

b) On munit Z de la topologie (ab)-adique.
i) Montrer que la suite

(tn(a))n∈N avec
{
t0(a) = 1

tn(a) = α20α21 · · ·α2na
2n+1

est une suite de Cauchy de Z qui ne converge pas vers zéro.
ii) En procédant de même pour b montrez que le produit des suites Cauchy (tn(a))n · (tn(b))n est nul

dans Zab . Conclure que Zab n’est pas intègre.
c) Soit I = (m) ⊆ Z. Montrer que ordI ( ) : Z→ N est une valuation si et seulement si m est un nombre

premier. En déduire une condition d’intégrité de Zm (cf. 1.3.8).
d) Conclure que Zm est intègre si et seulement si m est une puissance d’un nombre premier (cf. 1.5.4).

2.3.5. Anneaux de valuation discrète. On appelle ainsi tout anneau intègre principal ayant un unique
idéal premier non nul (cf. [Ser] ch. I §1,2).

Par exemple, si p est un nombre premier l’anneau Zp et un anneau de valuation discrète. En effet,
son intégrité a été prouvée dans 2.3.4 et l’équivalence Zp/pZp = Z/pZ = Fp (1.5.1-(b)) montre que pZp
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est un idéal premier de Zp , et même que tout élément de valuation nulle est inversible (1.5.1-(g)). Par
conséquent, si l’on écrit z ∈ Zp sous la forme z =

∑
θnp

n avec θn ∈ {0, . . . , p− 1} (1.4.22-(b)), on voit
que z = pvp(z)u où u est un élément inversible de Zp . Les idéaux de Zp sont donc engendrés par les
puissances de p et Zp est bien de valuation discrète.

2.3.6. Prolongement de la valuation p-adique. Nous avons les inclusions d’anneaux et corps

Z ⊆
0

Z(p) ⊆
1

Zp ⊆
2

Qp ⊆
3

Qp ⊆
4

Cp

où 1 et 4 résultent de complétions topologiques alors que 0, 2 et 3 sont de nature algébrique. En effet,
Zp est un anneau local d’idéal maximal pZp et le morphisme naturel Z → Zp se factorise canonique-
ment à travers le localisé Z(p) ce qui donne les inclusions ⊆0,1 . Ensuite, comme Zp est intègre, il s’injecte
(⊆2) dans son corps de fractions Qp lequel s’injecte à sont tour (⊆3) dans sa clôture algébrique Qp .

La valuation vp : Zp → N se prolonge à Qp car une fraction rationnelle s’écrit d’une manière unique
sous la forme upm avec u inversible dans Zp et m ∈ Z ; on pose alors vp(z) = m d’où la valuation
vp : Qp → Z de valeur absolue associée | |p : Qp → R. On démontre alors ([Ser]) que cette valeur abso-
lue se prolonge d’une et une unique manière en une valeur absolue (ultramétrique) | |p : Qp → R dont
l’image est cette fois dense dans R. Enfin, l’inclusion ⊆4 est l’inclusion de (Qp, | |p) dans son complété
topologique Cp ; l’image de | |p : Cp → R et alors la même que celle de | |p : Qp → R (1.4.4). On
démontre (loc. cit.) que Cp est algébriquement clos.

2.3.7. Exercice. Montrer que (Qp, | |p) est localement compact.

§3. Remarques sur la cohomologie de de Rham en caractéristique zéro

Les techniques de complétion des sections précédentes trouvent l’une des principales motivations
dans la problématique de la recherche d’une théorie cohomologique « à la de Rham » en caractéristique
zéro pour les variétés (schémas en fait) algébriques en caractéristique positive. Nous allons regarder un
exemple simple pour montrer à quel niveau la complétion intervient.

3.1 Cohomologies de de Rham associés à des ouverts principaux de A1
Fp

L’anneau des fonctions régulières d’un ouvert principal de A1
Fp est de la forme Fp[X]P avec P ∈ Fp[X],

et la surjection canonique ν : Z[X] � Fp[X], qui induit une surjection νP̃ : Z[X]P̃ � Fp[X]P pour
chaque P̃ vérifiant ν(P̃ ) = P , identifie Fp[X]P à la réduction modulo p de Z[X]P̃ , on dit alors que
Z[X]P̃ est un «relèvement (Z-plat) de F[X]P ». D’où l’idée de définir la cohomologie de de Rham (en
caractéristique zéro) de l’ouvert D(P ) ⊆ A1

Fp comme la cohomologie de de Rham de l’une des algèbres
Z[X]P̃ . Regardons d’un peu plus près cette idée.

3.1.1. Le cas P̃ = 1. S’agissant de la cohomologie de l’espace affine, la nécessité de voir vérifié le lemme
de Poincaré nous conduit à tensoriser le complexe de de Rham par le corps de fractions de l’anneau des
coefficients. En effet, la cohomologie de Ω∗Z[X]/Z , à savoir, la cohomologie du complexe à deux termes :

0→ Ω0
Z[X]/Z

d0−−→ Ω1
Z[X]/Z → 0

|| |||
Z[X]

∂/∂X−−→ Z[X]

n’est jamais triviale en degré positif (Xn n’est pas la dérivée d’un polynôme si n > 0) alors que celle de
Q⊗Z Ω∗Z[X]/Z l’est. Cette remarque est générale :
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Proposition. Pour toute algèbre A de caractéristique nulle, de corps de fractions K la cohomologie du

complexe K ⊗A Ω∗A[X]/A est nulle en degrés positifs et s’identifie à K en degré 0.

3.1.2. Le cas P̃ = 1 + pX . Le polynôme P̃ relève toujours 1 ∈ Fp[X] et l’algèbre Z[X]P̃ est un relè-
vement de Fp[X]. Dans ce cas l’application X 7→ (Y − 1)/p identifie Q⊗ Z[X]P̃ et Q⊗ Z[Y ]Y de sorte
que la cohomologie du complexe Q ⊗ ΩZ[X]P̃ /Z s’identifie à la cohomologie de la droite affine épointée,
isomorphe à Q en degré 1.

La cohomologie de de Rham (sur Q) des algèbres Z[X] et Z[X]1+pX sont donc différentes, et ce pro-
cédé näıf de relèvement ne risque pas de produire des invariants cohomologiques pour les variétés en
caractéristique positive.

3.1.3. Les anneaux de Zariski. Dans les exemples précédents, les polynômes P̃ relèvent bien l’identité
de Fp[X] mais ce qui les rend incomparables c’est le fait que l’un est inversible et l’autre non. Or, c’est
précisément la propriété caractéristique des anneaux de Zariski d’assurer l’inversibilité des relèvement
des éléments qui sont inversibles dans la réduction (1.5.1-(g)), et c’est l’une caractéristique du procédé
de complétion de fabriquer, fonctoriellement de surcrôıt, des anneaux de Zariski. Ainsi, et comme nous
cherchons des relèvements d’algèbres de caractéristique p, nous sommes emmenés à nous intéresser à la
complétion formelle p-adique où l’on a, toujours par 1.5.1-(g) mais surtout par 1.5.1-(i), des égalités

Ẑ[X] = ̂Z[X]1+pX = ̂Z[X]1+pQ(X) , ∀Q ∈ Z[X] .

Ces algèbres (13) fournissent, évidemment, la même cohomologie de de Rham, mais laquelle? Non pas
celle du complexe de de Rham algébrique (car pathologique) mais plutôt celle du complexe de de Rham
algébrique séparé (1.5.1-(j)) et tensorisé par Qp pour tenir compte de 3.1.1. Nous sommes ainsi emmenés
à comprendre la cohomologie du complexe à deux termes

0→ Qp ⊗Zp Zp[X]̂ ⊗Zp [X] Ω0
Zp [X]/Zp

d0−−→ Qp ⊗Zp Zp[X]̂ ⊗Zp [X] Ω1
Zp [X]/Zp → 0

|| |||
Qp ⊗Zp Zp[X]̂ ∂/∂X−−−−−−−−−−−−→ Qp ⊗Zp Zp[X]̂ (‡)

3.1.4. Proposition. L’image de la dérivation ∂X : Qp ⊗Zp Zp[X]̂ → Qp ⊗Zp Zp[X]̂ (14) est le Qp -

espace vectoriel engendré par les séries
∑
n>0 anX

n telles que(
vp(an)− vp(n+ 1)

)
 +∞ , lorsque n +∞ (C)

Démonstration. Les éléments de Zp[X]̂ sont les séries
∑
n bnX

n avec vp(bn) +∞ d’après 1.4.23-
(a), donc z ∈ ∂XZp[X]̂ est une série

∑
n anX

n avec an = bn+1(n+ 1) et alors
(
vp(an)− vp(n+ 1)

)
 

+∞. Réciproquement, étant donnée une série z =
∑
n anX

n avec an ∈ Qp et vérifiant la condition (C),
ce qui implique que an ∈ Zp pour n � 0, la série

∑
n(an/(n + 1))Xn+1 a aussi ses coefficients dans

Zp pour n� 0 et quitte à la multiplier par une puissance suffisante de p, non seulement tous ses coef-
ficients sont dans Zp , en plus la série est de Cauchy et converge (donc) vers un élément w ∈ Zp[X]̂ .
Ceci prouve que p−N∂Xw = z pour N � 0.

3.1.5. Remarque. La proposition 3.1.4 et sa démonstration restent valables si l’on remplace Zp par un
anneau de valuation discrète d’inégale caractéristique et de caractéristique résiduelle p.

13 Ces algèbres sont les mêmes que (Zp[X])̂ = (Zp[X]1+pX )̂ = (Zp[X]1+pQ(X))̂, ∀Q ∈ Zp[X].
14 La notation ∂X est équivalente de ∂

∂X
.
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3.1.6. Remarque. La condition (C) de la proposition précédente est plus forte que celle de conver-
gence formelle qui demande seulement que vp(an) +∞. Par exemple, la série

∑
i>0 p

iXpi−1 est bien
une série de Cauchy mais elle ne vérifie pas (C) puisque autrement la primitive∫ ∑

i>0
piXpi−1 =

∑
i
pi
Xpi

pi
=
∑

i
Xpi

serait sommable ce qui est de toute évidence impossible. Le complexe (‡) possède donc bien de la coho-
mologie en degré un et c’est pour corriger ce défaut tout en gardant les bénéfices des anneaux de Zariski
et les différentes fonctorialités des constructions jusqu’ici introduites que Dwork dans un premier temps
et Monsky-Washnitzer ensuite ont introduit la notion de convergence faible.

3.1.7. La convergence faible. Une série
∑
n>0 anX

n ∈ R[X]̂ (1.4.23-(a)) est dite « faiblement con-
vergente (pour la topologie I -adique) » s’il existe une constante positive C telle que

n 6 C(ordI (an) + 1) , ∀n ∈ N (FC)

3.1.8. Proposition. Notons R[X]† le sous-ensemble de R[X]̂ des séries faiblement convergentes.

a) R[X]† est une R-sous-algèbre de R[X]̂ .

b) L’opérateur ∂X : Zp[X]̂ → Zp[X]̂ induit une surjection ∂X : Qp ⊗ Zp[X]† � Qp ⊗ Zp[X]† de

noyau les séries constantes Qp · 1.

Démonstration

a) Si z1 =
∑
n anX

n et z2 =
∑
n bnX

n sont faiblement convergentes, on prend la même constante C
dans la condition FC pour les deux séries. Alors, pour tout x ∈ R et tout n ∈ N, on a

vp(an + xbn) > inf{vp(an), vp(bn)} > C−1n− 1

et la série z1 + xz2 est faiblement convergente, donc R[X]† est un sous-R-module de R[X]̂ . Le
produit z1z2 est la somme de la famille {anbmXn+m}n,m∈N (de Cauchy !). Notons ck =

∑k
i=0 aibk−i

alors
vp(ck) > inf{vp(aibk−i)} = inf{vp(ai) + vp(bk−i)} > C−1k − 2

donc k 6 C(vp(ck) + 2) 6 2C(vp(ck) + 1) et la série z1z2 =
∑
k ckX

k est faiblement convergente.
b) Si

∑
n anX

n est faiblement convergente la condition (C) de la proposition 3.1.4 est

vp(an)− vp(n+ 1) > C−1n− 1− vp(n+ 1) > C−1n− 1− logp(n+ 1)

et il est bien connu que la fonction t 7→ C−1t − 1 − logp(t + 1) tend vers +∞ avec t ∈ R. Il existe
donc N tel que pN

∑
n an(n+ 1)−1Xn+1 appartient à Zp[X]̂ . Or, on a

vp
(
an(n+ 1)−1) = vp(an)− vp(n+ 1) > C−1n− 1− logp(n+ 1) > D−1n− 1

si et seulement si (C−1 − D−1)n > logp(n + 1), et cette condition est vérifiée pour chaque D > C ,
pour tout n assez grand (dépendant de D). Pour un tel choix de D il existe donc n0 tel que

n 6 D(vp(pNan(n+ 1)) + 1) , pour tout n > n0 .

Mais alors la série pN
∑
n an(n+1)−1Xn+1 vérifie la condition (FC) avec la constante C = sup{D,n0}.

La détermination de ker(∂X ) est laissée en exercice (cf. 1.4.23-(a)).

3.1.9. Remarque. L’assertion 3.1.8-(b) et sa démonstration restent valables si l’on remplace Zp par un
anneau de valuation discrète d’inégale caractéristique et de caractéristique résiduelle p.
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3.1.10. Remarque. On aura remarqué par la preuve de 3.1.8, l’équivalence entre (FC) et la condition

il existe C,C ′ ∈ R∗+ tels que n 6 C ordI (an) + C ′, pour n� 0 (FC′)

3.1.11. Commentaire. Les complétions formelles Â des R-algèbres de type fini A ont le propriété
fondamentale d’être de Zariski et de dépendre fonctoriellement de A, mais la cohomologie de leurs com-
plexes de de Rham séparés ne fournit pas les bons nombres de Betti. Les sous-algèbres A† des séries
faiblement convergentes de Â, corrigent ce défaut, mais pour qu’elles soient utiles pour une théorie coho-
mologique il faudra en donner une définition fonctorielle et prouver qu’elles vérifient la propriété d’être
de Zariski. La section 4 est destinée à cette question où l’analogue des propriétés générales de la com-
plétion formelle (th. 1.5.1) est démontré pour la complétion faible, ce qui est assez remarquable. Nous
verrons aussi que pour une R-algèbre de type fini A, on a toujours (Ω∗

A†/R)σ = A†⊗A Ω∗A/R . On définira
alors la «cohomologie de de Rham †-adique » d’une R-algèbre de type fini A par

H∗DR(A†/K) := h∗(K ⊗R A† ⊗ Ω∗A/R)

où K désigne le corps des fractions de R.

Les considérations du paragraphe 3.1.3 seront alors valables pour la complétion faible des algèbres
Zp[X]P̃ et la cohomologie de de Rham p-adique d’un ouvert principal D(P ) ⊆ A1

Fp sera, par définition,

HDR(D(P )/Qp) := HDR(Zp[X]P̃
†/Qp) ,

indépendante du relèvement P̃ de P . La proposition 3.1.8-(b) montre déjà que cette définition donne
les bons nombre de Betti pour A1

Fp .

3.1.12. Heuristique autour du rayon de convergence. Pour chaque a ∈ R̂, la complétion formelle
du morphisme R[X] → R̂, P (X) 7→ P (a), d’« évaluation d’un polynôme en a », donne le morphisme
R[X]̂ → R̂, z 7→ z(a), d’« évaluation des séries en a ». Une série z ∈ R[X]̂ définit ainsi une applica-
tion z : R̂→ R̂, a 7→ z(a) de manière analogue aux séries entières sur C.

Plus généralement, si (A, | |) est une R-algèbre valuée non archimédienne complète, pour a ∈ A et
chaque série de Cauchy z =

∑
n>0 xnX

n , la série
∑
n>0 xna

n est de Cauchy, et donc converge dans A,
si et seulement si la suite |xn||a|n converge vers zéro. En particulier, la convergence de la série dépend
uniquement de la valeur absolue de a ∈ A. Le «domaine de définition » de z : A → A, i.e. l’ensemble
des a ∈ A tels que la série

∑
n>0 xna

n converge, est par conséquent une boule de A centrée à l’origine.

Définition. On appelle «rayon de convergence » d’une série z =
∑
n>0 xnX

n , et on note R(z), la borne
supérieure de l’ensemble des ρ ∈ R+ tels que la suite (|xn|ρn)n>0 converge vers zéro lorsque n tend vers
+∞. On dit que « la série z converge en a » si la série z(a) :=

∑
n xna

n converge.

3.1.13. Proposition. Avec les donnes en cours,

a) Le rayon R(z) de la série z =
∑
n xnX

n est donnée par la formule (15)

R(z) = lim inf
n

1
n
√|xn|

b) Si |a| < R(z) la série z(a) =
∑
n>0 xna

n converge ; si |a| > R(z) la série z(a) ne converge pas ; si

|a| = R(z) on ne peut rien dire, mais si z(a) converge, la série z(b) converge dès que |b| 6 |a|.

15 Formule dite « de Hadamard » cf. [C] I.§2.3 p. 20.
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Indication. Notons R0(x) (resp. Rb(z)) l’ensemble des ρ ∈ R+ tels que la suite (|xn|ρn)n>0 tend
vers 0 (resp. est bornée). On a bien R0(z) ⊆ Rb(z). Inversement, si (|xn|ρn0 )n>0 est bornée, pour tout
ρ1 < ρ0 on a (|xn|ρn1 )n>0 = (|xn|ρn0 (ρ1/ρ0)n)n et donc ρ1 ∈ R0(z). Les bornes supérieures de ces deux
ensembles sont donc bien égales. Or, |xn|ρn < C pour tout n équivaut à

ρ 6
n
√
C

n
√|xn| , ∀n ∈ N ,

et la conclusion s’ensuit. L’assertion (b) est laissée en exercice.

3.1.14. Remarque. L’analogie avec le cas des séries entières est évident, mais il faut bien retenir une
différence importante : dans le cas d’une valeur absolue non archimédienne, si une série converge en un

point, elle converge en chaque point du cercle centré à l’origine contenant ce point.

3.1.15. Exercice. Donner une condition sur la constante C dans (FC) (1.4.23-(a)) pour que R(z) > r > 1.

3.1.16. Rayon et domaine de convergence. Dans ce qui précède nous avons défini le rayon de con-
vergence d’une série mais nous n’avons encore rien dit à propos du «domaine de convergence d’une
série ». En effet, la valuation I -adique étant à valeurs entières, les valeurs absolues associées sont dis-
crètes. Par exemple, la série

∑
pnXn a un rayon de convergence égal à p (16) mais il n’existe aucun

élément de Zp de valeur absolue plus grande que 1 et notre série converge sur Zp tout entier. Par contre,
si nous nous plaçons sur Qp (2.3.6), la valuation p-adique vp( ) : Qp → Z est surjective et l’ensemble
des valeurs absolues atteintes est {pm | m ∈ Z}, le cercle de rayon p est maintenant plus grand que ce-
lui de rayon 1, mais la série n’y converge pas car

∑
n p

n(1/p)n n’est de toute évidence pas convergente.
Or, dans Qp le disque de rayon p privé du cercle de même rayon est le disque de rayon 1 donc exacte-
ment Zp ; il n’y a donc dans Qp aucun élément de valeur absolue plus grande que 1 rendant convergente
notre série de rayon p. Il faut passer à la clôture algébrique Qp de Qp pour trouver assez de points pour
que l’affirmation “Pour tout ε > 0 il existe a tel que 0 6 R(z)−|a| < ε et

∑
n xna

n converge” soit véri-
fiée. En effet, l’application | | : Qp → R est maintenant d’image dense. Par exemple, pour tout m ∈ N,
on a ξn := n+1

√
p−n ∈ Qp d’où |ξ| = n+1

√
pn < p et donc |ξn|  p lorsque n  +∞. Remarquons, pour

terminer, que le passage de Qp à Cp ne fournit pas plus de valeurs absolues (1.4.4).

La conclusion de ces remarques est que, si le rayon de convergence d’une série est toujours bien défini,
les assertions concernant son domaine de convergence peuvent exiger des extensions de l’espace pour
prendre tout leur sens. La proposition suivante est un exemple typique de cette remarque.

3.1.17. Proposition
a) Les séries z ∈ R[X]̂ sont les séries telles que R(z) > 1 et qui convergent sur le cercle unité.

b) Les séries z ∈ R[X]† sont les séries telles que R(z) > 1.

c) Les séries z ∈ R[X, 1/X]̂ sont les séries qui convergent sur le cercle unité.

d) Les séries z ∈ R[X, 1/X]† sont les séries qui convergent sur une couronne autour du cercle unité.

R[X, 1/X]†R[X, 1/X]̂R[X]̂ R[X]†

16 Dans le cas p-adique on pose |x| = p− vp(x) , donc |p| = 1/p.
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Démonstration

a) Une série z =
∑
n>0 anX

n converge pour X = 1, si et seulement si |an| 0, donc si et seulement si
z ∈ R[X]̂ .

b) Dans une série z =
∑
n>0 anX

n l’inégalité n 6 C(ordI (an) + 1) (FC) équivaut à |an|s 6 ss−n/C (on
rappelle que s > 1 (cf. 1.3)) auquel cas

R(z) = lim inf
n

1
n
√|an|s > s1/C > 1 .

c-d) Les éléments de R[X, 1/X] sont les «polynômes de Laurent » i.e. sommes de deux polynômes
P (X) +Q(1/X)(1/X). Toute série à termes dans R[X, 1/X] se décompose alors en somme de deux
séries z =

∑
n>0 anX

n et w =
∑
n>1 bn(1/X)n ; le domaine de convergence de z + w est donc l’in-

tersection des domaines respectifs de z et de w. D’après 1.4.24, z + w ∈ R[X]̂ si et seulement si
z ∈ R[X]̂ et w ∈ R[1/X]̂ et l’on applique (a). La même idée prouve (d).

§4. Complétion †-adique

Les paragraphes §1,2 de [MW] et §0,1 de [M] constituent une très bonne référence pour cette section.

4.1 Complété †-adique des algèbres

4.1.1. Définition. Pour toute R-algèbre A, Monsky et Washnitzer définissent dans [MW] « la complé-
tion I-adique faible A† » que nous appellerons aussi «complétion †-adique », comme le sous-ensemble
du complété (séparé) I-adique Â de A, des éléments z admettant une représentation comme somme
infinie :

z =
∑

n>0
Pn(x1, . . . , x`)

(l’entier r et les éléments x1, . . . , x` sont fixes et indépendants de n mais dépendent de z) dans laquelle :
(a) x1, . . . , x` ∈ A ;
(b) Pn ∈ In ·R[X1, . . . , X`], pour tout n ∈ N ;
(c) Il existe une constante C ∈ R+, telle que degPn 6 C(n+ 1) por tout n ∈ N.

(FC)

4.1.2. Exercice. Montrer que si z =
∑
n>0 Pn(x1, . . . , x`) vérifie les conditions FC et si xi = Qi(y1, . . . , ym) avec

Qi ∈ R[Y ] := R[Y1, . . . , Ym], la somme
∑
n>0 P̃ i(y1, . . . , ym), où P̃ i(Y ) := Py(Q1(Y ), . . . , Q`(Y )) vérifie aussi les

conditions FC (bien que la constante C puisse changer).

4.1.3. La proposition suivante exprime les éléments de A† à l’aide des représentations des éléments de
Â en séries géométriques à plusieurs variables (cf. corollaire 1.4.23-(b)).

4.1.4. Proposition. Avec les notation en cours, les éléments de A† sont les éléments z ∈ Â pour

lesquels il existe une famille finie {ξ1, . . . , ξ`} d’éléments de A (dépendant de z ) telle que

z =
∑

J∈N`
aJ ξ

J , avec aJ ∈ R̂ et |J | 6 C(ordI (aJ ) + 1), (FC?)

pour une certaine constante C ∈ R+ (dépendant de z ).

Démonstration. Soit z ∈ A† et z =
∑
n>0 Pn(x1, . . . , x`) une représentation de z vérifiant (FC). Pour

chaque n ∈ N, soit Pn =
∑
J∈N` an,JX

J le développement de Pn ∈ R[X1, . . . , Xr ] en somme de mo-
nômes. La famille F := {an,J xJ 6= 0}(n,J)∈N×N` est une famille sommable de Â de somme z . En effet,
si ε > 0, il existe Nε tel que |z −∑Nε+r

n=0 Pn(x1, . . . , xn)| < ε, quel que soit r ∈ N, et nous pouvons
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même prendre Nε assez grand pour avoir, en plus, |an,J | < ε pour tout n > Nε et ceci grâce à la condi-
tion (b) de (FC). La famille F (ε) := {an,J xJ}n6Nε ⊆ F est finie puisqu’elle ne concerne qu’un nombre
fini de polynômes Pn et que chacun d’eux fournit au plus un nombre fini de coefficients an,J non nuls.
Maintenant, pour toute sous-famille finie F ⊆ F telle que F ⊇ F (ε), on a par non archimédiannité :∣∣∣z −∑

F
an,Jx

J
∣∣∣ =

∣∣∣(z −∑
F (ε)

an,Jx
J
)

+
∑

(n,J)∈F \F (ε)
an,Jx

J
∣∣∣

6 sup
{∣∣∣z −∑

F (ε)
an,Jx

J
∣∣∣, ∣∣an,JxJ ∣∣ t.q. an,JxJ ∈ F \F (ε)

}
6 ε .

Ce qui termine la preuve de la sommabilité de F . Nous pouvons donc regrouper les termes de la série
double

∑
n>0

∑
J∈N` an,Jx

J sans en modifier la somme (cf. 1.4.18-(a)), on a donc :

z =
∑

J∈N`

(∑
n>0

an,J

)
xJ ,

où bien évidemment (
∑
n>0 an,J ) ∈ R̂, pour tout J ∈ N` .

Cela étant, dans les développements Pn =
∑
n>0 an,JX

J , la condition (c) de (FC) donne

|J | 6 degPn 6 C(ordI (an,J ) + 1) 6 C(ordI (
∑
n an,J ) + 1) , ∀J ∈ N` ,

puisque ordI (
∑
n an,J ) > infn{ordI (an,J )} (cf. 1.5.1-(a)), et l’égalité

z =
∑

J∈N`
aJ x

J , avec aJ :=
∑

n>0
an,J ,

est bien de la forme (FC?).
Réciproquement, soit z ∈ Â vérifiant

z =
∑

J∈N`
aJ ξ

J , avec aJ ∈ R̂ et |J | 6 C(ordI (aJ ) + 1), (�)
pour une certaine famille finie {ξ1, . . . , ξ`} ⊆ A et une certaine constante C ∈ R+ .

Fixons pour chaque J ∈ N` , une égalité de la forme (cf. 1.4.22-(b) et 1.5.1-(a))

aJ =
∑

n>0
an,J , avec an,J ∈ In et an,J = 0 si n < ordI (aJ ). (��)

La famille {an,J ξJ} est alors sommable de somme z (laissé en exercice) et nous pouvons regrouper les
termes de la série double

∑
J∈N`

∑
n>0 an,J x

J sans en modifier la somme, on a donc

z =
∑

n>0

(∑
J∈N`

an,J ξ
J
)
,

où les termes entre parenthèses sont polynomiaux puisque, pour n donné, si nous avons an,J 6= 0, on a
ordI (aJ ) 6 n par (��), et alors |J | 6 C(n+ 1) par (�). On pose alors

Pn(X1, . . . , Xn) =
(∑

J∈N`
an,JX

J
)
∈ R[X1, . . . , Xn] .

On a clairement Pn ∈ InR[X] d’après le choix de an,J dans (��) et, d’autre part, pour chaque n ∈ N,
on a

deg(Pn) 6 sup{|J | | an,J 6= 0} 6 C(n+ 1) ,

comme nous l’avons remarqué quelques lignes plus haut. Par conséquent, on a bien une expression de la
forme

z =
∑

n
Pn(ξ1, . . . , ξ`) ,

vérifiant les conditions (FC).

4.1.5. Exercice. Montrer que l’inclusion R† ⊆ R̂ est une égalité.
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4.1.6. Proposition
a) Les éléments de IrA† sont séries de A† à termes dans IrA.

b) Le morphisme naturel A/IrA→ A†/IrA† est bijectif et Gr∗(A) = Gr∗(A†) (cf. (6) p. 12).
c) Le morphisme canonique ι(A†) : A† → (A†)† est bijectif.

d) Le complété †-adique d’une R-algèbre est une R-sous-algèbre (I -adiquement séparée) de Â.

e) Si ϕ : A→ B est un morphisme de R-algèbres, l’image de A† par ϕ̂ : Â→ B̂ est contenu dans B† .
Le morphisme ϕ† : A† → B† défini par restriction de ϕ̂ est l’unique morphisme rendant commutatif

le diagramme
A

ι(A)−−−−→ A† ⊆−−−−→ Â

ϕ↓ ϕ†↓ ϕ̂↓
B

ι(B)−−−−→ B† ⊆−−−−→ B̂

(‡‡)

f) La correspondance ( )† : Algtf (R)  Algσ(R) (17) qui fait correspondre A  A† et ϕ† est foncto-

rielle, c’est le « foncteur de complétion †-adique ». Le diagramme (‡‡) est fonctoriel.

Indications. Pour (a,b), on suit de près la preuve de 1.5.1-(a). Il est tout d’abord clair que tout élé-
ment de IrA† se réalise comme série de la forme FC (resp. FC?) à coefficients dans IrA† l’inclusion
A† ⊆ Â induit donc une application µr : A†/IrA† → Â/IrÂ dont la composition avec le morphisme
naturel νr : A/IrA→ A†/IrA† , à savoir la composition

A

IrA

νr−−→ A†

IrA†
µr−−→ Â

IrÂ
, (�)

est bijective d’après 1.5.1-(b) ; l’injectivité de νr s’ensuit et sa surjectivité résulte de ce que∑
n>0

Pn(x1, . . . , x`) =
∑

r>n>0
Pn(x1, . . . , x`) mod Ir ,

pour toute série
∑
n>0 Pn(x1, . . . , x`) vérifiant les conditions FC. L’application νr dans (�) est donc

bijective d’inverse µr ; par conséquent (
A† ∩ IrÂ

) ⊆ IrA† ,

et toute série de A† pouvant s’exprimer comme série de Cauchy à termes dans IrA appartient à IrA† .
L’assertion (c) est plus délicate et nous conseillons vivement de lire la preuve de [MW] (th. 1.2), nous

donnons à continuation une preuve différente. On commence par remarquer que l’inclusion ι : A† ⊆ Â

induit un morphisme canonique ι̂ : (A†)̂ → (Â)̂ dont les réductions modulo Ir sont bijectives d’après
(b) et 1.5.1-(b) ; on a donc ker(ι̂) ⊆ ⋂r Ir((A†)̂) et ι̂ est injective puisque (A†)̂ est séparé. Comme
d’autre part ̂̂A = Â d’après 1.4.22-(c), ι̂ est aussi surjective. Par conséquent A†̂ = Â, et un élément
de A†† est, d’après 4.1.4, une série z ∈ Â de la forme

z =
∑

J∈N`
aJ ξ

J , avec |J | 6 C(ordI (aJ ) + 1) , (∗)

pour un certain C ∈ R+ et avec {ξ1, . . . , ξ`} ⊆ A† .
Fixons maintenant, toujours par 4.1.4, une famille {ζ1, . . . , ζs} ⊆ A et pour chaque i = 1, . . . , ` une

expression
ξi =

∑
K∈Ns

bi,K ζK , avec |K| 6 C(ordI (bi,K ) + 1) , (∗′)
pour une constante C ∈ R+ que nous pouvons prendre égale à celle de (∗) quitte à prendre des constantes
plus grandes. On a alors pour chaque m ∈ N :

ξmi =
∑

K1,...,Km∈Ns
bi,K1 · · · bi,Km ζK1+···+Km , ∀i = 1, . . . , ` , (∗∗)

17 On rappelle que par l’indice ‘σ ’ on désigne la sous-catégorie pleine des objets séparés (cf. 1.2.2).
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où par les inégalités (∗′) on a

|K1 + · · ·+Km| 6 C(ordI (bi,K1 · · · bi,Km ) +m) , (∗∗′)
de sorte que si nous reportons (∗∗) dans (∗), nous obtenons une famille sommable de termes de la forme

aJ (b1,K1,1 · · · b1,K1,j1
) · · · (br,Kr,1 · · · br,Kr,j` )︸ ︸ ζ(K1,1+···+K1,j1 )+···+(K`,1+···+Kr,j` ) , (�)

où par les inégalités (∗∗′) on a

|(K1,1 + · · ·+K1,j1 ) + · · ·+ (K`,1 + · · ·+K`,j` )| 6 C(ordI (b∗,•) + j1 + · · ·+ j`)
6 C(ordI (b∗,•) + C(ordI (aJ ) + 1))
6 C2(ordI (aJ b∗,•) + 1) ,

si nous avions en plus pris le soin de prendre C > 1 ce qui est possible, et où la notation b?,• désigne le
termes soulignés dans (�). Le regroupement des termes (�) suivant les sommes K1,1 + · · ·+K`,j` ∈ Ns
montre alors que l’élément z de (∗) admet une représentation sous la forme FC? avec la constante C2 .
Par conséquent z ∈ A† et nous avons prouvé l’égalité A† = A†† .

Pour prouver (d) on suit la même démarche que pour 3.1.8-(a), et (e) et (f) sont immédiates.

4.1.7. Algèbres faiblement completes. Une R-algèbre A est dite « faiblement complète » lorsque le
morphisme canonique ι(A) : A→ A† est bijectif.

4.1.8. Exercices
a) Les algèbres A† sont faiblement complètes. (4.1.6-(c))
b) Si ϕ : A→ B est un morphisme surjectif de R-algèbres, le morphisme induit ϕ† : A† → B† est surjectif.
c) Un quotient séparé d’une algèbre faiblement complète est une algèbre faiblement complète. (cf. 1.4.25.)
d) Les algèbres faiblement complètes sont les quotients sépaŕes des complétions faibles des algèbres de polynômes.

(cf. 1.4.23-(b).)

4.2 Complétion †-adique des algèbres de type fini

Lorsque l’algèbre A est de type fini, la définition générale de la complétion faible admet une simplifi-
cation importante dans la mesure où les systèmes de référence {x1, . . . , x`} de 4.1.1, où {ξ1, . . . , ξ`} de
4.1.4, peuvent être gardés fixes.

4.2.1. Proposition. Si A est une R-algèbre de type fini de générateurs algébriques {ξ1, . . . , ξ`}, les

éléments de A† sont les séries

z =
∑

n>0
Pn(ξ1, . . . , ξ`) ∈ Â , telles que Pn ∈ InR[X] et degPn 6 C(n+ 1) , ∀n ∈ N (†)

z =
∑

J∈N`
aJ ξ

J ∈ Â , telles que |J | 6 C(ordI (aJ ) + 1) , ∀J ∈ N` (†′)

Démonstration. Corollaire rapide de 4.1.4 modulo l’exercice 4.1.2.

4.3 Propriétés générales de la complétion †-adique

Le théorème suivant donne une liste de propriétés de la complétion †-adique partagées par la complé-
tion formelle (1.5.1). Les démonstrations sont essentiellement les mêmes que pour 1.5.1 et sont laissées
en exercice ou bien à consulter dans la référence [MW]. Une exception importante concerne pourtant la
preuve de la nœthérianité de A† qui exige de nouvelles idées (cf. loc.cit). Enfin, tout comme dans le cas
formel, ces propriétés jouent un rôle très important dans la théorie de la cohomologie de de Rham.
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4.3.1. Théorème. On suppose l’anneau R noethérien.

a) Si A est une R-algèbre de type fini et si B est une A-algèbre, on a :

• (B)†R : le complété †-adique de B en tant que R-algèbre,

• (B)†A : le complété †-adique de B en tant que A-algèbre.

Le morphisme naturel (B)†R → (B)†A est bijectif.

b) Si A est une R-algèbre de type fini, A† est noethérienne (18), on a donc

( )† : Algtf (R) Algnoet.(R̂) .

c) Si A est une R-algèbre de type fini, (A†, IA†) est de Zariski, i.e. IA† ⊆ Rad(A†). En particulier,

z ∈ A† est inversible si et seulement si, z ∈ A†/IA† = A/IA est inversible.

d) Si f, g ∈ A sont tels que D(g) ⊆ D(f) dans Spec(A/IA), il existe un et un unique morphisme de

A-algèbres ρ†
g,f : Af

† → Ag
† . De plus si νf : A → Af et νg : A → Ag sont les morphismes de

localisation, on a νg
† = ρ†

g,f ◦ νf † .
e) Si A est une R-algèbre de type fini, le morphisme naturel ΩA/R → ΩA†/R induit un isomorphisme

A† ⊗A Ω∗A/R −−→'
(
Ω∗A†/R

)
σ

Indication. Nous expliquons seulement l’inclusion IA† ⊆ Rad(A†). Référons-nous au paragraphe 4.2
et reprenons ses notations. Pour z =

∑
J aJ ξ

J ∈ A† et y ∈ I nous devons montrer que 1 − yz est in-
versible dans A† . Nous savons déjà que l’inverse de 1− yz dans Â est la série

∑
n>0 y

nzn (cf. la preuve
de 1.5.1-(j) p. 14) qui, par sommabilité, est aussi la somme de la famille

F :=
{
aJ1 · · · aJn y|J1+···+Jn | ξJ1+···+Jn ∣∣ n ∈ N , J ∈ Nr

}
Or, nous avons

|J1 + · · ·+ Jn| = |J1|+ · · ·+ |Jn| 6 C
(

ordI (aJ1 ) + · · ·+ ordI (aJn ) + |J1|+ · · ·+ |Jn|
)

6 C
(

ordI

(
aJ1 · · · aJn y|J1+···+Jn |))

et si nous regroupons les termes de F suivant la somme J1 + · · ·+ Jn , possible par la sommabilité des
sous-familles d’une famille sommable dans un espace complet (1.4.20), nous constatons que la somme
de F dans Â est une série

∑
J∈Nr bJ ξ

J telle que |J | 6 C(ordI (bJ ) + 1).

4.3.2. Exercice. Soit A une R-algèbre de type fini et P ∈ A[X]. Donner des isomorphismes canoniques entre les
algèbres suivantes

(A[X]P )† (A†[X]P )†
((

(A†[X])†
)
P

)†
Indication. cf. 1.5.3.

§5. Cohomologie de de Rham †-adique des algèbres

Nous définissons la cohomologie de de Rham †-adique d’une R-algèbre de type fini en général, nous
introduisons la notion d’homotopie de morphismes d’algèbres et démontrons le « théor̀eme d’homotopie »

qui affirme que deux morphismes homotopes induisent le même morphisme en cohomologie.

À propos de la terminologie. La terminologie «†-adique » est la terminologie pour un couple (R; I)
générique. Dans le cas où R est un anneau de valuation discrète d’inégale caractéristique et de caractéris-
tique résiduelle p, on parle plutôt de topologie p-adique, complétion p-adique (toujours formelle), com-
plétion p-adique faible où †-adique, complexe de de Rham p-adique et cohomologie de de Rham p-adique.

18 C’est un résultat dû à Fulton ([MW] p. 185) qui prouve que A† est noethérienne si A est de type fini. Dans le
cas général, l’implication “A noethérienne ⇒ A† noethérienne” ne semble pas établie contrairement au cas de la
complétion formelle.
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5.1 Foncteurs complexe et cohomologie de Rham †-adique

Le foncteur «complexe de de Rham †-adique » est le foncteur qui associe à une R-algèbre de type fini
A le complexe (4.3.1-(e)) (

Ω∗A†/R
)
σ

= A† ⊗A Ω∗A/R

et à un morphisme de R-algèbres ϕ : A→ B fait correspondre le morphisme de complexes

Ω∗(ϕ)σ :
(
Ω∗A†/R

)
σ
→ (

Ω∗B†/R
)
σ

La «cohomologie de de Rham †-adique » d’une R-algèbre de type fini A est par définition

H∗DR(A†/K) := h∗
(
K ⊗R

(
Ω∗A†/R

)
σ

)
= h∗

(
K ⊗R A† ⊗A Ω∗A/R

)
(DR†)

où K désigne le corps de fractions de R.

5.1.1. Exemple : cohomologie de de Rham p-adique d’un ouvert principal de An
Zp

.

Il s’agit de la cohomologie du complexe de de Rham p-adique de l’anneau Zp[X1, . . . , Xn]P pour
P ∈ Zp[X]. On pose donc

Ω∗(D(P )/Qp) := Qp ⊗Zp Zp[X, 1/P ]† ⊗Zp [X]P Ω∗Zp [X]P /Zp
,

où ΩZp [X]P /Zp = Zp[X]P ⊗Zp [X] Ω∗Zp [X]/Zp par la propriété universelle de la localisation des complexes
de de Rham algébriques (19), donc

Ω∗(D(P )/Qp) := Qp ⊗Zp Zp[X, 1/P ]† ⊗Zp [X] Ω∗Zp [X]/Zp

et comme ΩkZp [X]/Zp
= Zp[X]⊗Zp

∧k
Zp Znp on a

Ω∗(D(P )/Qp) := Zp[X, 1/P ]† ⊗Zp
∧∗

Qp Qn
p

Ainsi, si {dX1, . . . , dXn} désigne la base canonique de Qn
p , une k-forme différentielle p-adique s’écrit

ω =
∑

i1<···<ik
zi1 ···ik (X, 1/P ) dXi1 ∧ · · · ∧ dXik

où zi1 ···ik (X, 1/P ) ∈ Qp ⊗Zp Zp[X, 1/P ]† , et alors, tout comme dans le cas classique, on a

dω =
∑

i1<···<ik

∑n

j=1

∂z

∂Xj
(X, 1/P ) dXj ∧

(
dXi1 ∧ · · · ∧ dXik

)
.

5.1.2. Remarque. Bien que ce complexe ressemble beaucoup au complexe algébrique, sa cohomologie
est bien différente. Par exemple, et c’est bien une propriété fondamentale, on aura

HDR(D(P1)/Qp) = HDR(D(P2)/Qp)

si P1 = P2 mod p, car Zp[X]P1
† et Zp[X]P2

† sont alors canoniquement isomorphes (4.3.1-(d)), contrai-
rement au cas algébrique (non complet) (cf. 3.1.2).

19 Voir les notes du cours “Cohomologie de de Rham dans la catégorie des Schémas” §1.4.4.
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5.1.3. Un petit théorème de comparaison. Comme exemple du paragraphe 5.1.1, regardons la co-
homologie p-adique de D(X) ⊆ A1

Zp . Ici le complexe de de Rham †-adique est réduit à deux termes :

0→ Qp ⊗Zp Zp[X, 1/X]† ∂X−−→ Qp ⊗Zp Zp[X, 1/X]† → 0

et les éléments de Qp ⊗Zp Zp[X, 1/X]† sont somme de deux séries (cf. 1.4.24) z ∈ Qp ⊗Zp Zp[X]† et
w ∈ Qp ⊗Zp X

−1Zp[1/X]† . La série z admet toujours une primitive d’après 3.1.8-(b) (en fait tout à été
fait pour !). D’autre part, la série w se décompose en somme w = a1X

−1 +w′ avec w′ :=
∑
n>2 anX

−n .
Une primitive (formelle) pour w′ est∫

w′ =
∑

n>2

an
−n+ 1

X−n+1

de rayon de convergence R(
∫
w′) = R(w′) > 1 par la formule d’Hadamard (3.1.13-(a)). On voit donc

bien que tout 1-cocycle est cohomologue à un multiple de dX
X qui, lui, n’est pas un cobord (en exercice).

Enfin, l’unicité de l’écriture des éléments de éléments de Qp ⊗Zp Zp[X, 1/X]† (cf. 1.4.24) montre
aussitôt que l’égalité dw = 0 ne peut se produire que si w est un multiple de 1.

Par conséquent H0
DR(D(X)†/Qp) = Qp , H1

DR(D(X)†/Qp) = Qp , Hk
DR(D(X)†/Qp) = 0 , si k > 1.

Ces résultats numériques cöıncident avec le cas algébrique, ce qui relève en fait d’un phénomène beau-
coup plus intéressant : le morphisme de complexes

0→ Qp ⊗Zp Zp[X, 1/X] ∂X−−→ Qp ⊗Zp Zp[X, 1/X] → 0y y
0→ Qp ⊗Zp Zp[X, 1/X]† ∂X−−→ Qp ⊗Zp Zp[X, 1/X]† → 0

induit par l’inclusion de Zp -algèbres Zp[X, 1/X] ⊆ Zp[X, 1/X]† , est un quasi-isomorphisme. (20)

5.1.4. Exercice. Démontrez cette dernière affirmation.

5.2 Homotopie de morphismes

La notion d’homotopie de morphismes est relative à une catégorie. Les paragraphes suivants rappel-
lent sa définition dans les catégories des variétés différentielles, variétés algébriques, schémas et algèbres,
et algèbres formellement et faiblement complètes.

5.2.1. Les cas topologique et différentiel. Deux morphismes de variétés différentielles (resp. espaces
topologiques) f0, f1 : X → Y sont «homotopes » s’il existe un morphisme de variétés différentielles (resp.
application continue) h : X × R→ Y tel que, si nous notons ιt : X → X × R l’injection x 7→ (x, t), on
a fi = h ◦ ιi f1 y

X
ι1−−−→−−−→ι0 X × R h−−−→ Yx

f0

5.2.2. Le cas algébrique affine. La définition est la même que dans les cas précédents. Deux mor-
phismes de variétés sur un corps R (resp. schémas sur un anneau R) f0, f1 : X → Y sont «homotopes »

s’il existe un morphisme de variétés (resp. de schémas) h : X ×R A1
R → Y tel que, si nous notons

20 Plus généralement, si A := Zp[X1, . . . , Xn, 1/X1, . . . , 1/Xr ], avec r 6 n, le morphisme Qp⊗Ω∗A/Zp → Qp⊗Ω∗
A†/Zp

est un quasi-isomorphisme. L’algèbre A est l’algèbre des fonctions régulières d’un « diviseur à croisements nor-
maux », ce résultat montre que les nombres de Betti p-adiques (6.4) d’un tel ouvert de AnFp cöıncident avec ceux de
l’ouvert équivalent de AnC . C’est un résultat clef !
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ιt : X → X × A1
R l’immersion x 7→ (x, t), on a fi = h ◦ ιi

f1 y
X

ι1−−→−−→ι0 X ×R A1
R

h−−→ Yx
f0

Lorsque X et Y sont affines d’anneaux de fonctions régulières les R-algèbres B et A respectivement,
la notion d’homotopie se traduit en : deux morphismes de R-algèbres ϕ0, ϕ1 : A → B sont «homo-
topes » s’il existe un morphisme de R-algèbres η : A → B[T ] tel que, si nous notons pt : B[T ] → B la
projection de T 7→ t, on a ϕi = pi ◦ η ϕ1 y

A
η−−−→ B[T ]

p1−−−→−−−→p0
Bx

ϕ0

5.2.3. Le cas des complétés. Comme dans le cas algébrique moyennant les complétions d’usage, tan-
tôt la complétion formelle (̂ ), tantôt la complétion †-adique ( )† . Ainsi, deux morphismes de R-algèbres
ϕ1, ϕ2 : Â → B̂ (resp. A† → B† ) sont «homotopes » s’il existe un morphisme η : Â → B̂[T ]̂ (resp.
η : A† → B†[T ]† ) tel que ϕi = p̂i ◦ η (resp. ϕi = pi

† ◦ η).

ϕ1 y
Â

η−−−→ B̂[T ]̂ p̂1−−−→−−−→p̂0
B̂x

ϕ0

ϕ1 y
A†

η−−−→ B†[T ]†
p1
†

−−−→−−−→
p0
†

B†x
ϕ0

5.2.4. Théorème d’homotopie. Le résultat suivant est vrai dans tous les contextes, topologique, dif-
férentiel et algébriques et la démarche à suivre pour le prouver est toujours la même à quelques petits
détails techniques près, ceci nous autorise d’une certaine manière (manque de temps oblige), à nous li-
miter à ne détailler que le cas †-adique qui intéresse plus particulièrement ces notes. Le «Lemme de
Poincaŕe » en est un corollaire immédiat.

5.2.5. Théorème. Pour toute R-algèbre de type fini B , les morphismes pi
† : B[T ]† � B† , pi(T ) = i

et i = 0, 1, induisent le même morphisme en cohomologie de de Rham †-adique.

HDR(B[T ]†/K)
HDR(p1)−−−−−−→−−−−−−→
HDR(p0)

HDR(B†/K) , HDR(p0) = HDR(p1)

Démonstration. Le complexe de de Rham †-adique de B[T ]† (5.1) est(
Ω∗B[T ]†/R

)
σ

= B[T ]† ⊗B[T ] Ω∗B[T ]/R

et comme B[T ] = B ⊗R R[T ], on a l’égalité de complexes de de Rham (21)(
Ω∗B[T ]/R, d∗

)
=
(
Ω∗B/R, dB,∗

)⊗R

(
Ω∗R[T ]/R, d∗

)
et alors, pour tout k ∈ N on a

Ωk+1
B[T ]/R =

(
Ωk+1

B/R ⊗R Ω0
R[T ]/R

) ⊕ (ΩkB/R ⊗R Ω1
R[T ]/R

)
=
(
Ωk+1

B/R ⊗R R[T ]
) ⊕ (ΩkB/R ⊗R R[T ] dT

)
21 Voir les notes du cours “Cohomologie de de Rham dans la catégorie des Schémas” §2.4.
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Par conséquent

Ωk+1
B[T ]†/R = B[T ]† ⊗B⊗RR[T ] Ωk+1

B[T ]/T =
(
B[T ]† ⊗B Ωk+1

B/R

) ⊕ (B[T ]† ⊗B ΩkB/R
)
dT

de sorte que ω ∈ Ωk+1
B[T ]†/R se décompose canoniquement en

ω = wα+ zβ dT , avec w, z ∈ B[T ]† , α ∈ Ωk+1
B/R , β ∈ ΩkB/R.

et alors
dω = dB(wα)± ∂T (w)αdT + dB(zβ) dT .

D’où l’implication
dω = 0 =⇒

{
dB(wα) = 0
∂T (w)α = ∓dB(zβ)

(∗)

D’autre part, pour chaque t ∈ R on a

pt,∗(ω) = w(t)α+ z(t)β dt = w(t)α , (car dt = 0),
et donc

p1,∗(ω)− p2,∗(ω) =
(
w(1)− w(0)

)
α

Or, comme l’application ∂T : K ⊗R B[T ]† → K ⊗R B[T ]† est surjective ! on peut écrire

p1,∗(ω)− p2,∗(ω) =
(
w(1)− w(0)

)
α =

∫ 1

0
∂T (w)αdT =

par (∗)
∓
∫ 1

0
dB(zβ) dT=? ∓ dB

(∫ 1

0
z dT

)
β (��)

où l’égalité =? résulte de la commutation ∂T dB = dB∂T , car pour vérifier que sur K ⊗ B[T ]† on a
égalité d’opérateurs ∫ 1

0
dB = dB

∫ 1

0

il suffit de vérifier l’égalité ∫ T

0
dB = dB

∫ T

0

et comme ces deux opérateurs produisent des fonctions qui s’annulent pour T = 0, il suffit de vérifier
que composés à ∂T on a l’égalité, et ceci est immédiat grâce à la commutation de ∂T et dB , en effet :

∂T

∫ T

0
dB = dB , et ∂T dB

∫ T

0
= dB ∂T

∫ T

0
= dB .

Ainsi, l’égalité (��) prouve que les cocycles pt,∗(ω) son bien cohomologues dans K ⊗R B† ⊗B Ω∗B/R .

Reste à regarder l’action de pt,∗ et degré 0. Dans ce cas, on remarque que, puisque B[T ]† ⊆ B[T ]̂
et que B[T ]̂ est le complété I -adique par rapport au couple (B; IB) (1.5.1-(e)), les éléments de
B[T ]† ont une écriture unique comme séries

∑
n>0 bnT

n (1.4.23-(a)) et alors, si w ∈ B[T ]† est tel que
0 = d(w) = ∂T (w) dT + dB(w), on a ∂T (w) = 0 et w est indépendant de T , donc p1,∗(w) = p0,∗(w).

5.2.6. Corollaire. Soit A une R-algèbre de type fini. Les morphismes ι : A ⊆ A[X] et πa : A[X]→ A,

pour tout a ∈ A, induisent des morphismes inverses l’un de l’autre en cohomologie de de Rham †-adique.

HDR(A†/K)
HDR(ι)−−−−−→ HDR(A[X]†/K)

HDR(πa)−−−−−→ HDR(A†/K)x
id

Démonstration. Par le théorème 5.2.5, il suffit de regarder le cas a = 0. Soit h : A[X] → A[X,T ],
le morphisme de A-algèbres défini par X 7→ XT . Notons pi : A[X,T ] → A[X] les morphismes de
A[X]-algèbres définis par T 7→ i pour i = 0, 1. Encore une fois par 5.2.5, les morphismes idA[X] = p1 ◦h
et p0 ◦ h induisent le même morphisme en cohomologie, donc p0 ◦ h = ι ◦ π0 induit l’identité. Comme
d’autre part π0 ◦ ι = id, rien ne reste à prouver.
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5.2.7. Corollaire (lemme de Poincaré). Si R[X] est l’anneau de polynômes à n variables, les mor-

phismes R ⊆ R[X] et πa : R[X]→ R, Xi 7→ ai , pour tout a ∈ Rn , induisent des morphismes inverses

l’un de l’autre en cohomologie de de Rham †-adique. En particulier

H0
DR(R[X]†/K) = K , Hi

DR(R[X]†/K) = 0 , ∀i > 0 .

§6. Cohomologie de de Rham †-adique des schémas affines en caractéristique positive

6.1. Esquisse. Plaçons-nous dans le cadre de la catégorie des schémas affines de type fini sur un corps
k de caractéristique positive p, ou ce qui revient au même, de la catégorie Algtf (k) des k-algèbres de
type fini. On cherche une définition fonctorielle d’une cohomologie de de Rham en caractéristique 0 sur
Algtf (k). Comme le corps k est le corps résiduel d’un anneau de valuation discrète d’inégale caracté-
ristique (R; I) (l’anneau W (k) des vecteurs de Witt par exemple) on cherche pour chaque k-algèbre,
notée A, un «relèvement » A de A, i.e. une R-algèbre A dont la réduction modulo I cöıncide avec
A. On pourrait prendre A = A, mais alors A, et donc ΩA/R aussi, seraient de torsion sur R et alors
HDR(A†/K) = 0 puisque K ⊗R ΩA/R = 0 (cf. 5.1 (DR†)). On est ainsi emmené à chercher des relève-
ments «plats sur R » (22), mais cette contrainte ne peut pas toujours être satisfaite ! Elle l’est pourtant
pour une classe suffisamment riche de k-algèbres, les « k-algèbres lisses » dont les exemples les plus im-
médiats sont précisément les algèbres k[X]P . Nous ne pouvons malheureusement pas les définir dans
ces notes, mais il suffira de dire qu’elles constituent les modèles locaux pour les schémas lisses sur k,
analogues des variétés algébriques non singulières, pour comprendre leur intérêt, tout comme dans le
cadre différentiel ou algébrique ou analytique complexe, la connaissance du complexe de de Rham local
permet d’atteindre la cohomologie de de Rham globale via le formalisme de Čech-de Rham.

Le résultat général concernant la problématique des relèvements plats est le suivant ([Ar,E]).

Théorème. Pour toute algèbre A lisse sur R/I , il existe un relèvement A plat et de type fini sur R.

Pour deux tels relèvements Ai , les algèbres Ai
† sont isomorphes (non canoniquement !).

De plus, pour tout morphisme de k -algèbres lisses ϕ : A→ B , il existe un morphisme ϕ† : A† → B†

dont la réduction cöıncide avec ϕ. Ce morphisme n’est pas unique, mais deux tels morphismes sont

toujours homotopes.

6.2. Foncteur de cohomologie de de Rham †-adique. Au vu du dernier théorème, on défini la co-
homologie de de Rham †-adique d’une R/I -algèbre lisse A par

HDR(A/K) := HDR(A†/K)

et le théorème d’homotopie 5.2.5 intervient maintenant de manière décisive pour démontrer

6.3. Théorème. La correspondance qui associe

A HDR(A/K) , (ϕ : A→ B) 
(
HDR(ϕ†) : A† → B†

)
est fonctorielle sur la catégorie des R/I -algèbres lisses.

22 Sur un anneau principal R (anneaux des vecteurs de Witt par exemple) il y a équivalence entre « plat sur R » et
« sans R-torsion »
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6.4. Nombres de Betti. On rappelle pour terminer la notation pour les «nombres de Betti », i.e. les

dimensions des groupes de cohomologie :

• Btop,i(X/Q) = dimQ(Hi(X; QX )) ····· cohomologie de faisceaux sur un espace topologique X du
faisceau constant QX .

• Bdiff,i(X) = dimR(Hi
DR(X)) ·············· cohomologie du complexe des formes différentielles réelles d’une

variété différentielle X .

• Ban,i(X) = dimC(Hi
DR(X)) ··············· hypercohomologie du complexe des faisceaux des formes diffé-

rentielles holomorphes d’une variété analytique complexe X .

• BK,i(X) = dimK (Hi
DR(X/K)) ·········· hypercohomologie du complexe des faisceaux des formes diffé-

rentielles algébrique d’une variété algébrique X sur un corps
K de caractéristique nulle.

• B`,i(X) = dimQ` (H
i(X; Q`) ············· cohomologie de faisceaux pour la topologie étale sur une va-

riété X sur un corps de caractéristique positive p à coefficients
dans le faisceau constant Q` avec ` 6= p.

• Bp,i(X) = dimQp (Hi
DR(X/Qp)) ········ cohomologie p-adique pour un schéma lisse X sur un corps

de caractéristique positive p.

6.5. Exercice. Montrer que Bp,i(PnFp ) = BC,i(PnC) = Ban,i(PnC) = Btop,i(PnC).
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§8. Index terminologique

écart, 6
élémentaire (ouvert), 17
évaluation (morphisme), 23

absolument convergente, 10
adhérence I -adique, 3
adhérence de l’origine, 3
algèbre faiblement complète, 28
anneau de valuation discrète, 19
anneau de Zariski, 3
archimédien (non), 6

boule I -adique, 2

catégorie des systèmes projectifs, 16
Cauchy

critère de, 7
série, 9
suite, 7

Cp , 20
commensurables, 6
complété (séparé) I -adique, 8
complétion I -adique, 8
complétion formelle, 9
complet (espace), 10, 11
constant

(morphisme), 16
(système projectif), 16

convergence
domaine, 24
rayon), 23

convergence faible, 22
critère de Cauchy pour les familles, 10

†-adique, 30
(cohomologie de de Rham), 30
(cohomologie), 23
(complétion), 25
(complexe de de Rham), 30

∂X , 21
diadique (développement), 19
discontinu (totalement), 17
distance, 6
distance ultramétrique, 6
distances équivalentes, 6
diviseur à croisements normaux, 31
domaine

de convegence, 24
de définition, 23

entiers m-adiques, 17, 19
espace

complet, 10, 11
métrique, 6

faiblement complète (algèbre), 28
faiblement convergent, 22
filtré (module), 5
filtration, 13

séparée, 13

Hadamard, 23
homotopes, 34

I -adiquement séparé, 3

Laurent
polynômes, 25
série, 12

lemme de Poincaré, 32
limite

d’une suite, 7
projective, 16

métrique, 6
module filtré, 5
morphisme

constant, 16
d’évaluation, 23
de systèmes projectifs, 16

morphismes homotopes, 31

ordre I -adique, 5
ouvert I -adique, 2
ouvert élémentaire, 17

plat (relèvement), 34
Poincaré (lemme), 32
polynômes de Laurent, 25
posséder des limites projectives, 16

Qp ⊆ Qp , 20

radical (de Jacobson), 3
rayon de convergence, 23
relèvement, 20, 34

plat, 34

séparé (filtration), 13
séparation I -adique, 3
série, 9

converge en a, 23
convergente, 10
de Cauchy, 9
de Laurent, 12
de terme général xn , 9

sommable (famille), 10
sommes partielles, 9
sous-additivité, 7
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suite
constante, 8
convergente, 7
de Cauchy, 7
limite, 7

système projectif, 15
catégorie, 16
constant, 16

topologie produit, 17

totalement discontinu, 17
trigonalisation, 4

valeur absolue, 6
valuation, 6

discrète, 19

Zm , 17–19
Z(p) ⊆ Zp , 20
Zp , 19, 20, 24
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