Dualité de Poincaré

~— - .
et Morphisme de Gysin équivariants
Alberto Arabia’
Résumé. On donne les fondements théoriques pour
« la dualité de Poincaré équivariante,
o le morphisme de Gysin en cohomologie de de Rham équivariante,
sur la catégorie des variétés différentiables (orientées) munies d'une action (différentiable) d'un
groupe de Lie compact et connexe.
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§1. Rappels

e‘:"' @o—mmijf"f On désigne par A un anneau. Dans la suite on appellera « compleze» un A-module
avee gradué sur Z muni d'une différentielle de degré +1, il sera noté C = (C",d.). A conti-
alﬂd\!h"l'(' E nuation nous rappelons les conventions de signes dans la définition des différentielles.

1.1 Complexe (_®4 )"

Etant donnés Cy = (C],dy,.) et Cy = (C3,da,.), on note C; ®4 C> le A-module diffé-
rentiel gradué de k-iéme terme

C.L C;L (C184Co)* = B0 {CF @4C

Cc ' muni de la différentielle Dy : (C; @4 Cs)* — (C; ® 4 C3)**! donnée par 1'égalité

AN D‘Vir\.e, f\ﬁtﬂ-‘\m Dk(al @ Ozg) =d, (0-’1) ® g+ (_l)clegnlal ®d-z(a2)
de pstar dq, 4
Dana P, %
ed le
mars dane di, e
_( indi @ n'ear 1.2 Complexe Hom’ (—,-)
me e “a" ¢, Etant donnés C; = (Ci,dy.,) et Cy=(C3,dp,), un élément de Homk(Cth) hizansl

srikilive gﬂ,d‘a‘t
S =d.{J d -d

pour tous aj, ag homogénes. On a alors Dy 0 Dy =0.

Le complexe Cy ®4 Cs := ((Ci R4 Cg)‘;D.) est le «produit tensoriel de Cy et Ca».
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§2 MORPHISME DE GYSIN EQUIVARIANT §2.1

famille f. d’applications A-linéaires f;: Ci — C3* ; soit :

Hom*(Cy,Cy) := [, Homa(C},C3H%).
On note alors
Dy, : Hom% (Cy, C;) — HomA (€1, Cy) .
Papplication Di(f.):=dao fo —(=1)¥foodi (*). On a Diyy0 Dy =0. = %ﬂ’" '
On note Hom(C},C) := (Hom'(C},C3),D.) le complexe ainsi défini.

Lorsque Cy := A[0] (complexe concentré en degré 0), on a le dual (Hom'(C,A);D.)
d’'un complexe C on

et A
{Homk(c,A) =Homy4(C*,A), et on iwa‘vﬂﬂ :

Dy : Hom4(C %, A) —» Hom4 (C~%"1, A) vaut Dy = (=1)F+1td_j_;.

1.3 Complexe décalé D Lt M

Etant donné m€Z et un complexe C, on note C[m] le complexe (D',4.) ol

ﬁ;urzw' ., DE=CH™ etoh G = (-1)"diim. ijﬁ: Cﬁ*’"

I@g%

Hm((:l)cx) ®iCy ¥ Cl.

P 5

§2. Dualité de Poincaré et morphisme de Gysin

Dans cette section et les suivantes «variété» sera synonyme de «variété réelle diffé-
rentiable» et « application» d’application différentiable. Pour toute variété M on note

dM = EﬁmR(M)

2.1 Dualité de Poincaré
Soit M une variété différentielle réelle de dimension dps orientée. On note Q*(M)

(resp. Q%(M)) le complexe des formes différentielles (resp. a support compact) sur M.  ~
On s’intéress%‘application q
D : @ (M)[das]” — Homig (24 (M),R) (x)

défini QO (M) [dpg] ™ = Qidn—(M égalité :
nie p?ur w € Q*(M)[dpm] (M) par I'égalité é———'T; o oo
; -L.
IDM(w)=(Qf:(M)3wn—v/ w/\w) dﬂ-‘)’
M
On a: ":d
m ™

DDy (dw) = (wl—l Afdw/\w:/M(vl)m“'*'lw;\dno)

L’application (x) est donc un morphisme de compléxes (de degré 0), c’est le « morphisme
de dualité de Poincaré».
d ([ @~ )

! Cette définition est & rapprocher de celle du super-crochet entre des éléments homogénes d et f,
a savoir: [d, f] = df — (—1)de8dxdesf £4, [ 'égalité [d,[d, f]] =0 est immédiate.

VLR o\ff-@ui\m

¢ Qam

Dt —(

d
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§2.1 ALBERTO ARABIA §2

@“ﬂa’ sent 2.1.1. Théoréme (Dualité de Poincaré). Dy est un quasi-isomorphisme. Il induit
I’isomorphisme canonique en cohomologie :
le$ I\:,Per < B

g“!’ M ? Dnar: HI:R(M) T’HomR(nggc_‘(M)vR)
Preuve. Cf. [BT] p. 44. ]

2.1.2. Un corollaire immédiat de 2.1.1 est que l'application
L] Di . *
Q% (M)[dm]" —— Homg(Q"(M),R)

w l——»(ﬁn—a w/\w)

M
qui est un morphisme de complexes pour les mémes raisons que Dy, est un quasi-
isomorphisme si et seulement si dimg Hy, (M) < +00.

2.1.3. Lemme 3

a) Une variété différentielle M vérifie dimg Hy, (M) < 400 et dimg Hy, (M) < +00 si
elle admet un bon recouvrement fini.

b) Toute variété différentielle est réunion d’une suite croissante d’ouverts B = (Um)men
telle que dimg Hyy, .(Um) < 400 pour tout m.

Preuve. Cf. [BT] chap. I, props. 5.1, 5.2, 5.3.1, 5.3.1. Pour (b), si {V;}ien un bon
recouvrement de M, la suite Uy, = Vi U--- UV}, convient. =

2.1.4. Proposition. Soient M une variété différentielle et U un recouvrement ouvert

J_a%,; ,q}’"l o de M filtrant supérieurement.

a) Les morphismes canoniques suivants sont bijectifs :
limyey Q(U) — (M) et limyey Hyy o(U) — Hyy (M)

Supposons maintenant M orientée. ?

b) L’application ﬁ
QM) [dp]" = limyeu 0(U)[du] N limyey Homg (2° (UpR)

w/\w)

w = (’w —
M
est un morphisme de complexes bien défini dont on note

3 ou ) Dy + Hy, (M) — lim yey Homg Hd”—‘(U@R) (<)

551_ 2 Vﬂ le morphisme induit en cohomologie.
) Pour tout recouvrement B= (U;)ien de M vérifiant les conditions de 2.1.3-b, le
b ( QM,,‘ C(n)> morph;sme DDy est un quasi-isomorphisme. Le transposé de I'isomorphisme Dy
s'identifie alors & Dy modulo 'isomorphisme canonique

()]
2 Q,:_;n h(C) H;..(M)—‘»u_muEBH;H(U)=H°mn(1m.luesﬂoma(H£n(UI§R)/l
2R,

- 4 —
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— §2 MORPHISME DE GYSIN EQUIVARIANT §2.2

Preuve
a) Pour tous U; C U, ouverts de M on a Q3(Uy) C Q5(Us) € Qi(M) d’ot l'injection
canonique de complexes limyey QL(U) — Q:(M) d’image la réunion des Q3(U).
D’autre part, si w € 25(M), son support, étant compact, est contenu dans la ré-
union d’une famille fini d'ouverts de U, et donc dans un certain U € U puisque U est
filtrante; il s’ensuit que w € Q*(U). L’égalité QiL(M) = J, Q:(U) en découle. Une
A démonstration analogue s’applique pour les chaines singulieres.
EK["Q\GI “d? ._—> b) Conséquence immédiate de (a).

¢) Lorsque dimg Hy .(U) < +oc, le morphisme IDj; est un quasi-isomorphisme (cf.

2.1.2) et alors D}, l'est aussi car limite inductive filtrante des IDy;. m
s 2.2 Morphisme de Gysin
. 2.2.1. Homologie et cohomologie & support compact. Ce paragraphe ne sera pas
. utilisé dans la suite, son but est de rappeler 'existence d'un isomorphisme canonique et
fonctoriel pour les variétés différentielles M entre leur cohomologie & supports compacts
H@» (M) et leur homologie singulitre H;(M).
Pour tout espace topologique X on note notera S,(X) (resp. S*(X)) le complexe
des chaines (resp. cochaines) singuliéres sur X.
2.2.2. Proposition
a) Pour tout recouvrement filtrant supérieurement U de X , les morphismes canoniques
suivants sont bijectifs:
b) Pour tout recouvrement filtrant supérieurement U d’une variété M P'application
Ly :
i S_o(M) =limyey S.(U) —=— lim ey Homy (S° (U), R)
a ——s (w — (w,a))
pe est un morphisme de complexes bien défini; on note
— L
H_(M)——limyey Hom} (H{U); R .
(M) i ey Hom (HU);R) "

le morphisme induit en cohomologie.

¢) Pour tout recouvrement B = (U;)ien de M vérifiant les conditions de 2.1.3-b, le
morphisme L g est un isomorphisme.

d) La composition Lg' 0 D : Hyy o(M)[dp]* — H-o(M) est indépendante du recouvre-
ment B de M et ¢’est un isomorphisme de foncteurs définis sur la catégorie dont les
objets sont les variétés différentielles orientées et les morphismes sont les applications
différentiables.

b 5 =
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§2.2 ALBERTO ARABIA §2

2.2.3. Existence et fonctorialité du morphisme de Gysin. La derniére proposition
(2.2.2) montre que ’on peut faire correspondre & toute application différentiable entre
variétés orientées f: M — N un morphisme de Hy, .(M)[dm]| vers H,';R‘C(N)[dN]/st
ceci de maniére fonctorielle. Cette correspondante est la correspondance de Gysin. Dans
2.2.2 son existence découle de I'existence du morphisme image directe en homologie sin-
guliere f. : Hyng,« (M) — Hging,.(IN). Le but de cette section est de fonder l'existence et
fonctorialité du morphisme de Gysin a l'aide de formes différentielles uniquement.

2.2.4. Théoréme. Soit f: M — N une application différentiable entre deux variétés
différentielles orientées. 1l existe un et un seul morphisme

fot Hyy o(M)[dag] -2 Hy, o(N)dn] (o)

dont le transposé s’identifie par dualité de Poincaré & f*: Hy,(N) — Hy, (M), i.e.

fMuAf’v=/N(f*u)/\v

Preuve. L’unicité étant claire, il suffit de prouver son existence. Soit B un recouvre-
ment croissant de IN par des ouverts a cohomologie & supports compacts de dimensjon
finie. En appliquant 2.1.4(b) on a le diagramme _ g¢i%e ex

Q(M)[dpg] === @7 i

D!_.Bl D}
SL limycd@ma@l(~U),R) — =L lim yegBma @l U), R)

oit D} est un quasi-isomorphisme (2.1.4(c)). Il existe donc bien un morphisme f, ren-
dant le diagramme commutatif en cohomologie. La fin de 'assertion 2.1.4(c) montre que
le transposé de f, est bien f*. [

2.2.5. Définition. Etant donnée une application différentiable entre deux variétés diffé-
rentielles orientées f: N — M on appelle «morphisme de Gysin associé» le morphisme
Fo {E(M)[dps] —©(N)[dn] du théoréme 2.2.4.

2.2.6. Théoréme. Notons Diff la catégorie dont les objets sont les variétés différen-
tielles munies d'une orientation et dont le Q@ sont les applications différentiables. La
correspondance de Diff vers la catégorie Vec(R)%* des R-espaces vectoriels Z-gradués
qui fait correspondre .

M Hl;n,c(M)[dM] , et f =% fo
est fonctorielle.

a4 6 -
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— §2 MORPHISME DE GYSIN EQUIVARIANT §2.2

Preuve
a) Pour tous U; C U, ouverts de M on a Qi(U;) C QL(Uy) C Qi (M) d’on 'injection
canonique de complexes limyey Q3(U) — Qi(M) d’image la réunion des Q3(U).
D’autre part, si w € §0;(M), son support, étant compact, est contenu dans la ré-
union d’une famille fini d’ouverts de U, et donc dans un certain U € U puisque U est
filtrante ; il s’ensuit que w € Q*(U). L’égalité Qi(M) =J, 2.(U) en découle. Une
démonstration analogue s'applique pour les chaines singuliéres,
Expg\q “dt ._—>b) Conséquence immédiate de (a).

c) Lorsque dimg Hyy (U) < 400, le morphisme IDj; est un quasi-isomorphisme (cf.

2.1.2) et alors D}, I'est aussi car limite inductive filtrante des IDy;. (]
. 2.2 Morphisme de Gysin
2.2.1. Homologie et cohomologie & support compact. Ce paragraphe ne sera pas
L . s s .
i utilisé dans la suite, son but est de rappeler l'existence d’un isomorphisme canonique et
fonctoriel pour les variétés différentielles M entre leur cohomologie a supports compacts
H@-i(M) et leur homologie singuliere H;(M).
Pour tout espace topologique X on note notera S,(X) (resp. S*(X)) le complexe
des chaines (resp. cochaines) singuliéres sur X .
2.2.2. Proposition
a) Pour tout recouvrement filtrant supérieurement U de X , les morphismes canoniques
suivants sont bijectifs:
li_n'.lUEuS.(U) —*S.(X) et li_n]UEuH‘(U)—PH*(X]
b) Pour tout recouvrement filtrant supérieurement U d’une variété M I'application
Ly :
x S-o(M) = limyey S.(U) —=— limyey Homg (5" (U),R)
o —_ (w — (w,a))
P est un morphisme de complexes bien défini; on note z
’ Est-cn Lum
— L . .
H_o(M) —54 ., lim ey Hom (YU );R) . B :
s

le morphisme induit en cohomologie.

¢) Pour tout recouvrement B= (U;)ien de M vérifiant les conditions de 2.1.3-b, le
morphisme L g est un isomorphisme.

d) La composition Lz' 0 Dy : Hyy o(M)[drr]* — H-o(M) est indépendante du recouvre-
ment B de M et c’est un isomorphisme de foncteurs définis sur la catégorie dont les
objets sont les variétés différentielles orientées et les morphismes sont les applications
différentiables.
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83.1 ALBERTO ARABIA §3

3.1 Catégorie des g-complexes différentiels gradués

3.1.1. Action de g sur un complexe. On appelera «g-compleze différentiel gradué» la
donnée d’un complexe différentiel gradué C = (C*,d.), d'un homomorphisme d’algébres
de Lie 6 : g — Endgrg(C) (*) et d’une application linéaire ¢ : g — Homgrg (C,C[~1]) tels
que, pour tousm

i) e(X) oY) +e(Y)oe(X) =0 e X
i) doc(X) +¢(X) od = 6(X) ()
ifl) (Y) 0 ¢(X) — ¢(X) 0 8(Y) = e([Y; X])

On a clairement do 8(_) = 8(_) od et et I'action de g induite en cohomologie est triviale

suite & I’homotopie (o)-(ii). Moph © Ty, o a
On notera C*(g) la catégorie dont les objets sont les Efémplexes différentiels gradués
—

et olt Morg.(q)(C, D) est I'ensemble des ¢ € Homgrg(C, D) qui commutent aux actions
O et cdeg,ie pof(_)=0(_)oyp et poc(_)=c(_)op.

3.1.2. g-complexes scindés. Pour toute inclusion de g-modules M C N on note
« M|N » le fait que I'application naturelle
Homg(V,N) — Homgy(V,N /M) (1)

est surjective pour tout g-module de dimension finie V.

Définition. Pour un complexe de g-modules C = (C*,d,) on note B'=im(d;-1),
Z' = ker(d;) respectivement les g-modules des «i-cobords et i-cocycles de C». Un g-
complexe C = (C*,d,) sera dit «scindé» lorsque, pour tout i € Z on a B|Z!|C".

3.1.3. Exercises "t L{a = Hem

1) La condition B¥|Z* équivauX & la surjectivité de I'application (Z')® —r('Z* /Bt

2) Si N|M, la suite 0 — N® — M?® — (M/N)® — 0 est exacte.

3) Un g-complexe dont les termes sont complétement réductibles est scindé.

4) Si g est réductive complexe et C* est de dimension finie, C = (C*,d.) est scindé.

3.1.4. Proposition. Soit C' est un g-complexe scindé.
a) L'inclusion C?% C C' est un quasi-isomorphisme.

b) Si V est une représentation semi-simple de dimension finie de g, les inclusions
VV“ RC2O2VIRCEC (VacC)® i et Homg(V?,C) D Homg(V¥?, C?) C Hom,(V,C)
sont des quasi-isomorphismes.

—

Preuve. Soit C est un g-complexe scindé.
a) Conséquence de (3.1.3-(2,3)).

?Etant données des espaces vectoriels Z-gradués C et D, la notation Homgrg(C, D) désigne le
groupe des homomorphismes gradués de degré 0, i.e. Homgrg(C, D) = [],, ., Homg (C™, D"). On
note aussi Endgrg (C) := Homgrg (C,C).

T fat n eremphe

/
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83 MORPHISME DE GYSIN EQUIVARIANT §3.1

b) Montrons que si W est une représentation simple de g différente de la représenta-
tion triviale, les complexes (W ® C)? et Homy (W, C) sont &

En effet, par bidualité il suffit de le vérifier pour Hom. Un i-cocycle de Homg (W, C)
est un morphisme de g-module A : W — C' tel que d o A = 0, donc tel que im()) C AN
La composée de A avec la surjection Z' — Z'/B* étant nulle, car g agit trivialement
en cohomologie, on a im(\) € B'. Or, Homg (W, C"~') — Homg (W, B*) est surjective
et \ se reléve encore en un morphisme de g-modules u: W — C'!, ie. A= pod.

Maintenant, si V' est semi-simple on le décompose en V9 & W ot W est une somme
directe de modules simples et alors Homg(V, C) = Homy(V9,C) @ Homg (W, C) est
quasi-isomorphe & Homg(V?,C') d’aprés ce qui précede. Or,

Homg(V?,C) = Homgy (V?,C?) = Homg(V?,C?)
et l'injection Homg(V?,C?) C Homg(V?,C) est un quasi-isomorphisme d’apres la
question (a). "

3.1.5. Cohomologie équivariante d’un g-complexe. On notera S*(g‘) l'algébre
symétrique sur g':= Homg(g,R) munie de la graduation de R-algébre qui double la
graduation polynéme. La notation S%(g") désignera les éléments de degré d pour cette
graduation, en particulier $*(g") =g" et S™(g") =0 pour tout m impair. L’algébre de
Lie g agit sur S*(g’) par la représentation coadjointe. On notera {e;} une base de
R-espace vectoriel poa notation {e'} désignera alors la base duale.

Pour C = (C*,d,) € , on s'intéresse aux applications g 3 Y - w(Y) € C* polyno-
miales, i.e. aux éléments de S*(g") ®g C*. L’algebre de Lie g agit sur chaque S%(g*) ® C*

par la formule 0\0 ( P @/ﬁ )

OY)(Pou) =) (P)ou+PROY)n), VY¥eg. |

On note alors P g]’f,) @/u-r P@ZYV-

C: = Z (S“(g") ®@r Cb)ﬂ
a+b=k

le sous-espaces des g-invariants, i.e. des w(Y) tels que 6(X)(w(Y)) +w([X,Y]) =0, pour
tout X € g. L'application S*(g")-linéaire Dy, : Cy — Cy*!, définie par

Dy (1®w)=1@dw+3 e ®@cle;)w, (Dyg)
est homogene de degré +1 et vérifie D2 =3, e ®0(e;) et donc Dj =5, ¢'0(e;) ®id sur
Cy. Or, lopérateur Y, e'6(e;) est nul sur S*(g"). En effet, s’agissdnt d’une dérivation
de S*(g") il suffit de vérifier qu’il annule toute forme linéaire A : g — R ; on a, pour tout
Yeg,

(Zie'e))) (V) = e (V)A(lei, Y]) = €' (V)M (les, 5 e/ (Y)ej])
€597 =MNZi; e (M) (Y)lenes]) =0

Le couple Cy:= (C;,Dq,.) est donc un complexe différentiel gradué, sa cohomologie

. 1 9 ity
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83.1 ALBERTO ARABIA 83

notée :

H(C) :=k'(Cy)

est la « cohomologie g-équivariante de C ».

Un morphisme ¢ € Morg.(g(C, D) se prolonge par S*(g")-linéarité en un morphisme
de complexes ¢q : Cy — Dy ; on a g, . = id®g,.

3.1.6. Théoréme

a) La correspondance C ~~ Cy, ¢ ~ @, est fonctorielle de la catégorie des g-complexes
différentiels gradués vers la catégorie des complexes différentiels graduée.

b) Si C=(C*,d.) est un g-complexe, il existe une suite spectrale convergeant vers
Hy(C) avec

(BR? = (SP(g")®CY)°?, dy=1®dc) = HI™(C)

c¢) Soient G un groupe de Lie compact, g = Lie(G) et C,D des g-complexes scindés
(3.1.2)
i) Le terme (IEy,d;) de la suite spectrale de (b) est donné par

(E5? =8P(g"* @ HY(C), da =3 ;€' ®c(es)) => HE(C)
ii) Si H™(C) =0 pour tout m impair, alors Hy(C) = S*(g") ® H*(C)

iii) Si ¢: C — D est un quasi-isomorphisme de g-complexes, g : Cy — Dy est un
quasi-isomorphisme. 9
d) Supposons l'algébre de Lie g abélienne, ! (3P0 prm /
Ey{._cz %‘q’,:ﬂ 1.1 i) Pour tout g-complexe C, le complexe des g-invariants (C)® est un g-complexe.
ii) Si j: C® — C est I'inclusion, j, est un quasi-isomorphisme.

ﬂc:(fi :%Ms . ili) Le terme (I[E;,ds) de la suite spectrale de (b) est donné par

enibre C”J et (S .:. HY(C?), dy=Y ;€' ®c(e;)) => HE™(C)
c a5 iv) Si H™((C)?) =0 pour tout m impair, alors Hy(C) = S*(g") @ H*((C)?)

( ) ' v) Si p: C® — D? est un quasi-isomorphisme, yp, I'est aussi.

M Preuve
2

a) Vérification immédiate.
/? SP aa'r ) b) Pour m € N on note Ky, = (S>™(g")® C)*® d’ou une filtration décroissante réguliére
/ donnant lieu & la suite spectrale annoncée.
_ ?(UG ) c-(i) Par I’hypothese de compacité de G chaque g-module S™(g") est semi-simple et la
S proposition 3.1.4 s’applique au complexe ([Ey.dp) de la question (b). Ce complexe est
donc quasi-isomorphe & (S*(g")* ® C,1®dc) et EP'! = SP(g*) @ HI(C). Or, la dif-
férentielle d : B — IEP*!? est nulle pour une simple raison de parité des degrés
dans S*(g"). Par conséquent IE, = IE; et |'assertion suit.
ii) Comme d, est de degré 1 et que IEF9=0 si p ou ¢ est impair, on a d, =0 si
T2

— 10 s
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iii) Conséquence immédiate de (c-i).

d-(i) On doit montrer que C?® est stable par les opérateurs ¢(X), z.e. 8(Y)c(X)C? =0
pour tous X,Y € g, or sur C? on a 8(Y)e(X) =0(Y)e(X) +¢(X)0(Y) =¢([Y, X]) =
e(0).
ii,iii,iv,v) Exercice. @

3.1.7. Complexes G-scindés. Il est important de remarquer que la preuve de l'as-
sertion (c) utilise seulement la propriété de scindage 3.1.2 pour les sous-g-modules de
dimension finie V' C S*(g") dont on sait par ailleurs que la structure de g-module s’ob-
tient par différentiation de leur structure de G-modules naturelle.

La notion de scindage de 3.1.2 s’adapte de maniére évidente au contexte de G-
modules. Pour une inclusion de G-modules M C N on note « M|N » le fait que I'ap-

plication naturelle
Homg(V,N) — Homg(V,N/M) (1)

est surjective pour tout G-module de dimension finie V.
Définition. Un complexe de G-modules C = (C*,d.) sera dit « G-scindé» lorsque, pour
tout i € Z on a B*|Z*|C".
La proposition suivante se démontre comme 3.1.4.
3.1.8. Proposition. Soit C' un complexe de G-modules G-scindé et tel que I'action
de G en cohomologie est triviale. Alors:
a) L'inclusion C€ C C est un quasi-isomorphisme.
b) Si V est une représentation semi-simple de dimension finie de G, les inclusions

VeéeC2VeecCc(VeC)®, Homg(VE,C)2 Homg(VE CC®)C Homg(V,C)

sont des quasi-isomorphismes.

§4. Cohomologie équivariante des G-variétés

4.1 Formes différentielles équivariantes
4.1.1. Soit G un groupe de Lie connexe. Notons g := Lie(G) =T1G et S*(g*) := l'al-
gébre des applications polynomiales réelles sur g munie de la graduation qui double la
graduation polynéme, i.e. degy =2 pour toute forme linéaire v:g — R.
Toute variété sera différentielle et munie d'une action différentiable de G. Pour une
L # 4 !“—-_-_'_—_" # . —_—
telle variété M un élément v € g définit un champ de vecteurs v' sur M en posant

v(m):= % (t — exp(tv) - m)_

L’action ¢(v):w s ¥ -w est une action de g sur l'algébre des formes différentielles
Q*(M) (resp. Q(M)) par antidérivations d’algebre de degré —1. La dérivée de Lie

= 11 s
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par rapport au champ ¥ donne une action 6 de g sur Q*(M). Munis de ces actions
(Q,d,) et (Q%,d.) sont des g-complexes au sens de 3.1.1. Les «complezes des formes
différentielles G-équivariantes (4 supports compacts) de M » sont alors

Qe(M) = (S*(g") ®QUM))® = (S*(g") ®QM))®
Qc,o(M) = (5%(g") ® Re(M))® = (5*(g") ®Q(M))C

leurs cohomologies, notées respectivement Hg(M) et Hg (M), sont les « cohomologies
G-équivariantes (a supports compacts) de M »

Proposition. Soit G un groupe de Lie compact et connexe.

a) Les complexes de G-modules Q*(M) et Q3(M) sont G-scindés (3.1.7). En particu-
lier, si C désigne les complexes (Q(M),dnr) ou (Q(M),dar), les inclusions

S'(g")¢®C 25" (g")°®CC C (5'(g")®C)°

sont des quasi-isomorphismes

b) La correspondance M ~ QU(M), f ~ f* est fonctorielle contravariante de la catégo-
rie des G -variétés vers la catégorie des g-complexes G -scindés.

¢) La correspondance M ~ Q.(M), f~+ f* est fonctorielle contravariante de la ca-
tégorie des G-variétés et morphismes propres vers la catégorie des g-complexes
G -scindés.

d) Pour toute G-variété il existe des suite spectrale

B} =57(g")° ® HE(M) = Hg*(M)
E}? = 87(g") ® Hiy o(M) = Hg /(M)

fonctorielles par rapport 4 M .

Esquisse de démonstration
a) On munit G d’une mesure de Haar dg de mesure totale égale a 1.
Soit V' une représentation (différentiable) de dimension finie de G. Fixons i € N et
une application R-linéaire A : V — Q¥(M) . Pour toute famille {x1,...,x;} de champs
de vecteurs sur M, pour chaque € M et pour chaque v € V, la fonction

M3z ( [ NG ) @) xi(@)dg) R

est différentiable, dépend linéairement de v € V et de maniere multi-linéaire alter-
née des champs .. On est donc en présence d’une forme différentielle sur M qu’on
notera

et dont la propriété fondamentale est que 'application £ : V — Q'(M) est un mor-
phisme de G-modules, i.e. Ex(g:v) =g"Ea(v).

A0
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« Montrons Z|Q'(M). En effet, étant donné un morphisme G-modules u :
V — B! il existe toujours une application R-linéaire A: V — Q'(M) telle que
do )= pu. Or, on a, grace a la compacité de G

dEa(v)=L9'(dA(9“-v))d9=[gg'(#(9“-ﬂ))dg=[gu(v)d9=u(v)-

« Montrons Bf|Z". D’aprés 3.1.3-(1) il suffit de vérifier que tout cycle est homo-
logue & un cycle G-invariant. Pour ¢ € QY(M) on pose:

0= [
G
de sorte que si X\ : R — Q(M) est I'application A(t) =tz, on a X(¢) =Xx(1) et
donc £(Z'(M)) C Z'(M)€. Prouvons que ¢~ X(¢).

Munissons G d’une métrique riemannienne G-invariante. Soit B une boule
fermée centrée en 1’élément neutre 1 € G, assez petite pour qu'il existe une iso-
métrie g: B(0,€) — B ol B(0,¢€) est une boule de 'espace euclidien canonique.
Soit S :=S(0,¢€) et considérons, pour chaque = € §, I'application

e :]0,1[x M — M, pe(t,m) = g(t,z)(m).

On a p3(¢) € Z(]0,1[ x M) pour tout ¢ € Z*(M). En séparant les variables
on peut écrire
w(t,m) € 1@ (M)

py(¢) = w(t,m)+w(t,m)Adt avec {w(t,m) € 1001 (M)

En explicitant 1'égalité d(u%(¢)) =0, on obtient
w(t,m) € Z'(M) Vt, et Fw(t,m)=dy(w(t,m))
Cela étant, on a pour tout u € ]0,1|
0w )°C ~¢ = glu)'C ~ 908)C = [ grultym)at=dag [ ltym)

et alors, si £: B — R est une fonction nulle au voisinage de S, on a

/Gp(g)g‘ctigz fs(/_l P(g(u,z))g{u,g;)*gdu)dm

1

~([rwa)e+ [( [ 1 platus)) dae ([ w(t)at) du) o
~ (Lp{g)dg)c

A partir de 14 on démontre le lemme suivant que nous laissons en exercice:

= 13 =
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Lemme. Pour tout cycle ¢ € Z(M) et toute fonction P : G — R a support étoilé
“assez petit” le cycle [ P(g)g"¢ est cohomologue a ([oP(9))C.

Si maintenant {Px} est une partition finie de I'unité sur G, on a

LQ‘C=Z;;/GP:=(9)9*C~ (ZkLﬂk(g)dg)C=c

et ceci termine la démonstration du scindage B*|Z".

On aura remarqué que grace i la compacité de G ces constructions gardent un
sens pour les formes différentielles a support compact de sorte que le méme argument
prouve que (M) est G-scindé.

b,c,d) conséquences de (a) et 3.1.6 modulo I'échange g < G de 3.1.7 et 3.1.8. n

4.2 La construction de Borel

4.2.1. Btant donné un groupe de Lie connexe et compact G notons IEg un espace fibré
universel pour G. On rappel que cet espace est limite inductive de variétés différentiables
{EE¢(n)}nen, ou JEg(n) est compacte n-acyclique et est munie d’'une action libre de
G i droite. On note Bg = IE/G «l'espace classifiant de G ». On a Bg =lim Bg(n)
ou Bg(n) = Eg(n)/G est simplement connexe puisque G est connexe. Pour toute G-
variété M on note d’apres A. Borel (*), Mg le quotient de I'espace [Eg x M par 'action
diagonale de G. On a la fibration de fibre M :

MG = EG @ M—L»EG/G = BG
Pour f: M — N équivariante, I'application fe: Mg — Na, [u,m] — [u, f(m)], est bien

définie et le diagramme fo
Mg ———— Ng

”*“l lm

BG_—BG

est commutatif.

La «construction de Borel» est cette correspondance (_)¢ qui est fonctorielle de la
catégorie des G-espaces vers la catégorie des espaces fibrés au-dessus de Bg.

4.2.2. L'espace Mg n’est pas une variété différentielle mais il est convenablement appro-
ché par de tels espaces. En effet, Mg(n) = Eg(n) xg M est une variété différentielle,
orientable si M l'est, et on a Mg = lim Mg(n) et méme un systéme inductif de fibra-

% Confer §3 du chapitre IV de [Bor] en particulier la remarque £3.9, reproduite & la fin de cette note,
ot Borel cite d’autres travaux précurseurs pour cette construction dus & Conner et & Shapiro.

A=
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tions de méme fibre M et de bases compactes

~~~~~ +» Mg(n) LMg(ﬂ. +1) === - Mg
————— +» Bg(n) —ﬁ—"+Bg(n+1) —mmm= e Bg

On en déduit le systéme projectif de complexes de de Rham {Q*(Mg(n)), iy, }nen
tel que, pour chaque d € N donné, le systéme projectif {H%(Mg(n))}, stationne sur
H%(Mg). Le morphisme u, : Q.(Mg(n+1)) — Q.(Mg(n)) est bien défini puisque p,
est propre; on a donc aussi le systéme projectif de complexes de de Rham & supports
compacts {QL(Mg(n)), iy, }nen €t tout comme dans la situation précédente, pour chaque
d € N donné, le systéme projectif H(Mg(n)) stationne sur H4 (Mg).

Les techniques de [C;,Cy] donnent des isomorphismes canoniques
HG(M) o H(MG) et HG‘C(M) g HW(MG)

4.2.3. Suites spectrales de Serre. Les fibrations m, de la section précédente sont des
fibrations de Serre et donnent lieu & des suites spectrales dont la limite projective est la
suite spectrale « associée a Tar ».

4.2.4. Proposition. Les suites spectrales de Serre associées a la fibration wpr : Mg —
Bg convergeant vers Hg(M) et Hg (M) s'identifient canoniquement aux suites de
4.1-d.

Indication. Implicite dans [Cy,Cy). =

§5. Dualité de Poincaré équivariante
5.1 Intégration équivariante

On se donne un groupe de Lie compact et connexe G agissant sur une variété M
orientée de dimension dps. On prolonge [, :Q:(M)— R par S*(g")-linéarité en une
application

/ . 5°(g") ®R AL(M) — §*(g") (o)
M

qui est G-équivariante lorsque G agit sur S*(g*) ® Q(M) par g (P®w):=g-P®g-w.
En effet, cela revient a vérifier I'égalité |, MW= / pw conséquence de la connexité de
G. L’application (¢) induit donc une application de Qf (M) := (5*(g") ®= Q;(M))G
vers HE 1= 5*(g")% noté

/ : O (M) — H (09)
M

L’algebre Qg (M) des formes différentielles G-équivariantes & supports compacts sur
M est munie de la différentielle Dy (P®w) =P ®dw+ Y, Pe' ® c(e;)w (cf. 3.1.5-(Dy)).

=35.=
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D’autre part, une chaine équivariante ¢ homogeéne de degré total d s’écrit de maniere

unique sous la forme
z ( Z =® w—)

0<i<d/2 EeB(i)

ot B(i) désigne une base de S'(g") et ws € Q4-24%=(M). Il s’en suit que lorsque ¢
est un cobord équivariant, ses termes de degré forme différentielle dps sont des cobords
pour 1®d. La forme Hg-lindaire (00) passe donc en cohomologie et donne I'«intégration
équivariante » :

[ Hg o) — H ()
M

5.1.1. Lien entre l’intégration équivariante et le morphisme de Gysin. Le com-
plexe des formes différentielles G-équivariantes calcule la cohomologie de 'espace Mg A
limite inductive des variétés fibrées 7, : Mg(n) = [Eg(n) xg M — Bg(n) (cf. 4.2.2). (
/ 1( d(H ) Enfin, pour chaque d donné le systeme projectif HY(Mg(n)) est stationnaire et sta-
Q tionne sur Cela dit, la projection m, est de fibre M et lorsque M est orientée €— 9)1'
on dispose du morphisme de Gysin 7., : H(Mg(n))[da] — H(Bg(n)) qui, par passage C,O'V"ra"x"'
‘,Q_a_ a ){ limite, fournit un morphisme de H(Bg)-modules 7, : H(Mg)[dn| — H(Bg).

Q Proposition. Le morphisme de Gysin m,: Hg(M)|dy] — Hg coincide avec le mor-
‘-":0 phisme d’intégration (). i
5.2 Morphisme de dualité de Poincaré G-équivariante

A l'aide de (*) on peut considérer I'analogue équivariant de 'application de dualité
ok de Poincaré classique ; on considére :

H D) = Hmac,[ H{M), He) 7 | D : Q6(M)(du] — Homiy, (Qe.o(M), Ho) (%)

définie pour w € Qg (M)[dp] ™" par

Dy.e(w) = ( GC(M)BLJH/MWNJ)

g« L& Comme dans le cas non équivariant, IDps ¢ est un morphisme de complexes induisant >
3‘3 i *  «le morphisme de dualité de Poincaré en cohomologie équivariante »

Mx o™
a" Q.G_Gbu DM.G’ . HG(M)[dml' —»Hom}fG(HG,C(M),HG)

W dirc =« prope

de C2 5.2.1. Théoréme (Dualité de Poincaré G-équivariante)
MW a) Le morphisme de complexes IDys ¢ est un quasi-isomorphisme.
b) I existe une suite spectrale IE}"* telle que

i B B e (0. e) = 500
/ - 16—
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Preuve
a) Nous reprenons la filtration de Q¢(M) introduite dans la preuve de 3.1.6-(b). Une

forme différentielle équivariante est «d’indice m» si elle est de degré polynéme au
moins m, i.e. si elle appartient a

Qe (M)m = (S*™(g") @Q(M))€.

On constate que chaque (M), est laissé stable par la différentielle équivariante
Dy. On a Qg(M) = Qg(M),, pour tout m < 0 et une filtration décroissante de com-

plexes
Qa(M) =Qa(M)y 2 (M) 2 Qe(M)y 2 -+

telle que, pour chaque i € Z, on a QL(M),, =0 dés que m > i; nous sommes donc
en présence d’une filtration réguliére.

Dans le méme ordre d’idées, A € Hom}; (Qg(M), Hg) est «d’indice m » lorsque ¥
GG % Est-we Lo,
((S“(g“)@QC(M)) );a+m, VaeN. degre P nowe ¢
On note Hom};G(QG‘C(M ),Hg)m 'ensemble de telles applications; c’est un sous- Owel

complexe de Homy, .(Q¢ (M), Hg). Contrairement a la filtration de Q¢(M), on
n’a pas forcément Homy (Qg..(M),Hg) = Homy (Qc,.(M), Hg)m pour m néga-
tif, mais on a bien une filtration décroissante

Homhg(QG.CtHG) ;) o g Hom}fc(gc,cs HG)m Q Hom:‘fc(QG'C!HG)m-i—l 2 . ?M ze
dont la “trace” sur chaque -Homj},vc est finie. En effet, si A est homogene de degré i, Jﬂ.%'ré’ e N7

on a ¢

a-+dim M +i > degA((5%(g") ®Qe(M))°) 2a+i,  VaeN, A € flen

nous sommes donc aussi en présence d'une filtration réguliére, = d-‘-g A= ¢
L’application IDps ¢ est un morphisme de complexes gradués filtrés, i.e.

Dy c(Qa(M)[drr)m) € Homyy, (e (M), Hg)m, VmELZ,

et donne lieu, par conséquent, & un morphisme de suites spectrales associées aux
filtrations par l'indice et dont les termes JF; sont respectivement

((S*(g") ® UM))C[dnr], (—1)™ ® dr)
Homp, ((S*(8") ® Q(M))®,1®@dn),He)

Or, ces complexes sont respectivement quasi-isomorphes aux complexes

Hoch(Hc;'@(ﬂc(M):dM)'HG) ¥

En effet, le premier quasi-isomorphisme est celui de 4.1-a. Pour le second on re-
/
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marque que, puisque G est compact, on & S*(g") = Hg ®& H|olu H désigne I'espace
des polynémes harmoniques sur g. On a dow

((5°(6") @ 2(M))® 1@ du ) = Ho 8r ((H&2(M))° 18 dn)
et les quasi-isomorphisme induits par les inclusions:
Hg ® (Q(M),dnr) 2 He ® (2(M)C,dy) € ((S*(8") ® Q(M))¢, 1@ dur)

(cf. 4.1-a) sont des quasi-isomorphismes de Hg-modules libres et ceci suffit pour
conclure que leurs duaux sont aussi quasi-isomorphes. '

En mettant bout & bout ces remarques, le morphisme induit par Dy, entre les
termes IF des suites spectrales engendrées par la filtration par indices n’est autre
que l'isomorphisme de la dualité de Poincaré non équivariante :

He ® H(M)[da)' —222*, Hg @ Homy (H.(M),R) = Homy,, ((He ® H.(M), Hg))

b) La preuve est essentiellement la méme que pour 5.3.1-b a laquelle nous renvoyons. m

5.3 Morphisme de dualité de Poincaré T-équivariante
Lorsque G est un tore compact et connexe T =8' x --- xS!, on a:
Hy = S'(t")
Qp(M) =8 (") @r Q" (M)T
7. (M) =S (t') @ Qi (M)”
de sorte que
Hom iy (e, H) = Homg. vy (S*(£) ® e(M)T, 5° (1))
= Homg (Q4(M)T,S*(t')) = 8*(t") ®r Homg (2% (M)",R)

Le morphisme de dualité équivariante IDys 1 s’identifie ainsi & 1 ® IDpz, on a:

S*(¢) @ (M)7 [dnr]" —game—s §*(t') ® Homg (%(M)T,R)
Pguv —_— P®(pu—+[v/\;z)
J M

5.3.1. Théoréme (Dualité de Poincaré T-équivariante)
a) Le morphisme Dy 1 est un quasi-isomorphisme.
b) Il existe une suite spectrale IE.* telle que
ED? = Exty v, (Hp, (M), S*(t')) = Hp™ (M) [da]

A ¢) Lorsque Hy(M) est un S*(t")-module libre de type fini, le morphisme IDasr induit
MW’# .o ~ un isomorphisme Y
- Pﬂmul : Hp(M)[dp]* zHoml'g,(lv)(H-}‘c(M),S'(t )

dot? i~
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Preuve

a) Compte tenu de l'identification Dy =1® Dy, le résultat découle aussitot de
3.1.6-d.

b) L’algébre S*:=S*(t") étant graduée, on considére la catégorie Mod?(S) des S-
modules Z-gradués M =@, M¢?, notés aussi M* lorsque I'on souhaite en sou-
ligner la graduation. Un morphisme de S-modules gradués a:M* — N* est dit
homogene de degré d€Z si a(M™)C N™? pour tout n € Z, leur ensemble est
noté Homgr(M,N) et méme Homgr?(M, N) lorsque la mention de S est inutile.
L’ensemble Homgr*(M,N) = @ ., Homgr*(M,N) est muni d'une structure natu-
relle de S-module gradué.

La catégorie Mod®(S) possede assez d’injectifs, il existe donc une résolution

0= [§rafell, g0 S0yt gt 2. ()

ou I est un S-module gradué de degrés > n et les morphismes e, sont homogenes
de degré 1. Si nous appliquons le foncteur Homgr(M,_) a (*) on obtient le complexe
de S-modules gradués

0 — Homgr(M, §) =5 Homgr(M, I°) <% Homgr (M, I') < Homgr(M, I*) -5 ..
(%)
qui sera exact si M est un S-module libre (plus généralement projectif).

Soit maintenant un t-complexe différentiel (Q*,d,) et posons M =Q{. Le S-
module M = S ®g (2*)" est clairement libre et pour tout S-module gradué N on a
Homgr(M,N) = Homgrg (€2, V). On munit le S-module gradué (Homgr* (M, N), D,)
de la différentielle D(f) = f od et la suite (¥x) apparait alors comme le bicomplexe
aux lignes exactes

0 0 0
1

0 — Homgr((S®Q)",8) —% Homgr((s'[®ﬂ)n,10) o, Homgr((.;®Q)",II) St
dﬂT d.ﬂ duT

0 — Homgr((S ®Q)*,8) - Homgr((S®Q)!,I°) — Homgr((S@Q)', I') —— ...
i q i

0 — Homgr((S ® Q)%,8) —5 Homgr((S ® )% 1°) - Homgr((S @ Q)*, I') ——
dzT dzT dzI

On a Homgrg(S ® 2, I™) = Homgrg (0, I™), et donc, si la graduation de §2 est majo-
rée par un entier d, la graduation de Homgrg(S ® 2, I") sera minorée par (n—d). On
en déduit, dans ce cas, que la filtration de ce bicomplexe par colonnes est réguliére. La
premiére colonne est quasi-isomorphe au complexe simple associé au sous-bicomplexe

g
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(Homgr((S ® Q)T k), ex,de) sur lequel la filtration donne lieu & une suite spectrale
dont le premier terme s'identifie a

19 = Homgr (Hp(@),19) —2Sr ), Homgeg (H3(®), 1"*') = B "™
et donc
By = Extgr’f, (H3(@),5°(8) = h*** (Homgrs.y (%,5°(1)))

on conclut en appliquant (a).
c) Conséquence immédiate de (b). "

5.3.2. Remarque. On rappelle que Hp(M) est une §*(t)-module libre lorsque, par
exemple, M ne possede pas de cohomologie en degrés impairs (¢f. 3.1.6-d-iv). Idem,
mais cest inintéressant, lorsque l'action de t sur M est triviale, i.e. ¢(Y) =0, et donc
aussi §(Y) =0, pour tout Y €g.

§6. Morphisme de Gysin G-équivariant
6.1 A propos des bons recouvrements

Dans 2.1 nous avons rappelé que toute variété différentielle M admet des bons recou-
vrements dénombrables, elle est ainsi réunion d’une famille croissante d’ouverts {Up}nen
oit chaque U; admet des bon recouvrements finis et donc H(U;) et H.(U;) sont de di-
mension finie. Lorsque un groupe G compact agit sur M on a le résultat analogue
suivant.

6.1.1. Proposition. Lorsque un groupe compact G agit sur une variété M , il existe
une famille croissante d’ouverts B = {Vi}ien qui recouvre M, et telle que chaque V;
est de type fini et est stable sous P’action de G'.

Preuve. L'idée de la démonstration est la suivante. D’apres le théoreme de la tranche
(slice) il passe par chaque = € M une sous-variété localement fermée S stable sous ’ac-
tion de Gy := Stab,(G) telle que que ’application G xg, Sz — GS;, (g,z) — gz, est
un isomorphisme sur un voisinage ouvert de l'orbite Gz. L’application 7: G Xg, S; —
G xg, =Gz est une fibration localement triviale de fibre Sz de sorte que pour tout
tout voisinage assez petit Wy de z dans Gz, on a Uz := 7 \W, = W, X S et il existe
un ensemble fini {g1,....9r} € G tel que ;- giUz = GU.:. Munissons maintenant M
d'une métrique riemannienne G invariante (possible parce que G est compact). Pour
chaque z € M la tranche S, et W, peuvent étre choisis tels que U, soit convexe,
auquel cas ses translatés gUs le sont aussi. 1l s’ensuit que si U est une réunion fi-
nie des ouverts W, l'ouvert GU admet un bon recouvrement fini. Soit done {@;}ien
tel que {Uy}ien est un bon recouvrement de M. En posant Vi =G(Ux, UeeeUUsz,)
proposition est vérifiée. [ ]

= 20 e
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Le théoréme suivant, analogue équivariant de la proposition 2.1.4, est corollaire de
5.2.1 dans le cas des groupes compactes généraux ou bien de 5.3.1 dans le cas des tores.

6.1.2. Théoréme. Sous les hypothéses en cours,
a) Pour tout recouvrement U de M par des ouverts G-stables, le morphisme canonique

li_I,n UeB Qg,c(U) == Qa,c(M)
est bijectif et I'application
D}y : U o(M)[dpm] — limyey Homyy, (Q(U), Hg) ()

analogue de (x) (5.2) est bien définie et c’est un morphisme de complexes.
b) Pour tout recouvrement B vérifiant les conditions de 6.1.1, I'application

Djp g : ,o(M)[du]" — limyes Homy, (s (U), Hg)
est un quasi-isomorphisme.

L

Compte tenu du corollaire 6.1.2, nous pouvons introduire le gfnorphisme de Gysin en
cohomologie équivariante de maniére formellement identique/i/cas classique (2.2).

6.2 Morphisme de Gysin G-équivariant

Etant données deux G-variétés M et N et une application G-équivariante f: M —
N, on munit N d’'un recouvrement dénombrable croissant par des ouverts G-stables
et de type fini B = {Uy}. On considére alors le diagramme de complexes :

G {Bo.o(N)ldn]
D;”_,sl lmg
li_r,nUEgHDmS.(lv} (QG@,S*(t“)) R — H_II'_IU(;BHOII‘IS.(IV} (QG(U),S'UV))

ot Dy est un quasi-isomorphisme et induit le morphisme fg . en cohomologie équiva-
riante appelé «morphisme de Gysin G-équivariant ».

He,o(M)[da] —22 Hg,o(N)[dn]

6.2.1. Théoréme. Notons Diff. la catégorie dont les objets sont les G-variétés diffé-
rentielles munies d’une orientation et dont le ygbjetysont les applications différentiables
G-équivariantes. La correspondance de Diff vers la catégorie Mod(Hg)* des Hg-
modules vectoriels Z-gradués qui fait correspondre

MﬂHG,C(M)[dml, et [~ fanu

est fonctorielle. On a

pA(fv)= | (fep) AV (<)
i

quels que soient p € Hg o(M) et v € Hg(N).

— 21 43
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6.2.2. Commentaire. Contrairement au cas non équivariant, il n’est pas clair que le
morphisme de Gysin soit le seul & vérifier (o). En effet, dans ce cas, 'unicité est consé-
quence de I'injectivité du morphisme de dualité de Poincaré

RompJs15/ 1’“( ID : Hypo(M) —— Homg (Hon (M), R))
{/&W v — (g-—»/Mv/\,u)

f J. - . Fam # ’ . .
JU’G'(M 2 qui n’est pas toujours vérifiée dans le cas équivariant.
L

Soit G un tore T, puis M une T-variété orientée compacte sans point fixe et telle
que Hy (M) #0.On a Hp(M) = Hp (M) et Hp(M) est un S(t*)-module de torsion.
L’application d’intégration

f  Hp(M) — S(£)
M

est done nulle de méme, par conséquent, que l'application de dualité équivariante
p pp

6" —T’ ID: Hg (M) —aHomS.(gv}(HG(M),S*(g"))
g e
ﬂa— Toujours dans cet exemple, pour toute application f: M — M on a trivialement
| var=[ xenn ©) .
M M

pour tous v,u € Hp(M) et quel que soit A € Ends(t-)(HT(M]).
Par exemple, si T =8! x S! agit sur M =8! par (t,u)(v) =uv, on a
S(t')=R[X,Y], Hr(M)=R[X,Y]/(X)=R[Y]
et Endgx,y|(R[Y]) =R[Y]. Il y a donc beaucoup de solutions a (o).

§7. Morphismes de Gysin explicites

Le définition générale du morphisme de Gysin repose sur le fait que le morphisme de
complexes D'y : Qc(M)[dps] — Homg (Q(M),R) est un quasi-isomorphisme mais il ne —
provient en général pas de I’existence d’un vrai morphisme de complexes de Q.(M)[das]
vers Q.(N)[dn]. Nous étudions dans cette section des cas importants ol c’est le cas.

7.1. Lemme. Soit f: M — N une application entre deux variétés. Un morphisme de
complexes ¢, : Q(M)|[dpr) — U(N)[dn] induit le morphisme de Gysin f. si et seule-

ment si
/Mf‘UZ/w-(u)/\v (0)
M N

quel que soient y € QL(M) et v € Q*(N)

—-99 —
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7.2. Inclusions ouvertes

Proposition. Soient U un ouvert de M et t:U — M [I'inclusion. Le morphisme
de Gysin t,: Hy, .(U) — H}, (M) est le morphisme induit par I'inclusion Q(U) C
Q(M).

Preuve. L’égalité (¢) du lemme 7.1 est immédiate. L]

7.3. Projection. On se donne deux variétés orientées M et N, on rappelle que le
morphisme naturel du complexe produit tensoriel QL(M)®Q.(IN) vers le complexe
QM x N) est un quasi-isomorphisme.

Proposition. Avec les données en cours, I'application

QM) @Q(N) 2> Q(N) Tl eet iz
Ve a—{—»(f u),u 4/ nverser vatm.
M

est un morphisme de complexes qui induit le morphisme de Gysin
pr, : Hyy o (M x N)[dar] — Hp o(N)
associé a la surjection canonique pr: M x N —» N, pr(z,y) =y.

Preuve. L'application ¢ est un morphisme de complexes puisque :

p(d(v @) = p((dv) @ p) + (1) o(v @ dp)

- (e o (=B i 9

Par le lemme 7.1, le morphisme de complexes ¢, induit le morphisme de Gysin pr,

[ wevwrw=[ ([ v)v/ru

foN(V ®V)pr'(p) = foN(v @v)(1ep) = /MXN v® (V' Ap)

(AU~ L

en appliquant l'identité de Fubini. =

si et seulement si on a

Or,

7.4. Projection d’un fibré vectoriel orienté sur sa base. Soit E un fibré vectoriel
de fibre F orientée et de base une variété orientée B. Notons 7 : E — B la projection
canonique.

=03 =
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Proposition. Le morphisme de Gysin m. est induit par le morphisme de complexes
d'intégration sur les fibres

[ 9B lde) - 22(B)

Preuve. Par 7.1 il suffit de vérifier que

Lw\w'(p):[g(/ru)/\p

qui n'est autre que la « formule de projection» bien connue. ]

7.5. Inclusion de la section nulle d’un fibré vectoriel orienté. On garde les nota-

tions du paragraphe précédent. On note o : B — E l'application d’inclusion.

Proposition. Le morphisme de Gysin o, est induit par le morphisme de complexes
Q(B) —"— Q;(E)(dr]

P —— GATY

ol @ désigne la classe de Thom.

Preuve. Par 7.1 on doit vérifier que pour tous v € Q.(B) et p € Q(E) on a

LuAy]B=L(¢Aﬂ’v)/\p

mais comme 7* : Q*(B) — Q*(E) est un quasi-isomorphisme, il suffit de qu’on le vérifie
pour p de la forme 7*¢/, soit:

/u/\v':/(@Aﬂ‘v)/\w’v’zfﬁ/\ﬂ‘(v/\u’)
B E E

Or, par la formule de projection on a:

];gfl‘Awr’(uAu’):/B([F@)(u/\v')

avec [p® =1 par définition de la classe de Thom. 2

7.6. Factorisations du morphisme de Gysin. Une application f: M — N entre va-
riétés se factorise en composant I'immersion fermée gr(f): M — M x N, z — (z, f(x)),
et la projection pr: M x N — N. L'immersion gr(f) se réalise alors comme composée
de l'injection de la section nulle du fibré normal (M) de M dans M x N, puis d'un
difféomorphisme de v(M) sur un voisinage tubulaire U de Gr(f) dans M x N, et,
enfin, de I'inclusion de U dans M x IN. On a donc la factorisation

M~ y(M)—=U S5 M x N -2 ()

Lorsque M et N sont orientées, les variétés dans (¢) le sont aussi et le morphisme de
Gysin f, est donc composé des morphismes de Gysin associés aux applications de (o)

e, T
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§8 MORPHISME DE GYSIN EQUIVARIANT

dont il faut remarquer qu’ils proviennent tous de morphismes au niveau des complexes
de formes différentielles & support compact. Cette remarque est trés utile pour démon-
trer 'existence du morphisme de Gysin équivariant de maniére explicite, ce que nous
ferons dans la section suivante.

§8. Morphisme de Gysin équivariant explicites

On reprend les données des sections précédentes en munissant chaque variété d’une
action (différentiable) d’un groupe de Lie connexe G. Les applications entre variétés
sont supposées G-équivariantes,

8.1. Inclusions ouvertes. Soit +: U C M linclusion d'un ouvert G-stable U de M,
L’inclusion de complexes Q. (U) C Q.(M) commute & la différentielle extérieure et aux
opérateurs de contraction induits par l'action de G. L’inclusion

(S(8) ®(U))€ € (S(8) @ Qu(M))¢

est trivialement un morphisme de complexes pour la différentielle de Cartan ; il induit
le « morphisme de Gysin équivariant» en cohomologie équivariante

e : H2(U)[dy] — H (M) [dn]
et I'égalité caractéristique
/U WA (f'v) = / (for) AV, Ve Hao(U), Vo€ He(M),
M

est trivialement vérifiée.

8.2. Projection. Dans le cas de la projection pr: M x N — NN, le morphisme de com-

P Lt QM) @ QLN )_, Q’(N

VR W /
M

est G-équivariant et commute aux opérateurs de contraction. En effet, la G-équivariance
résulte de

/g*u=/ v, YWweQ. M), Vgea,
M M

conséquence de la connexité de G. La compatibilité vis-a-vis des opérateurs de contrac-
tion résulte aisément de

0o (UX) (v ® 1)) = 0 (UX) () ® 1) + (=1) 5, (v © (X ) (1)
= (~1)p, (v @ UX) (W) = (1) (X) (s (v ® 1))

puisque [, ¢(X ) =0 pour une simple raison de degré.

—9E.
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Le morphisme ¢, se prolonge alors naturellement en un morphisme de complexes

e (5(8) ® (M) ® (V)€ = (S(g) ® 2(N))®

d’oli le morphisme de Gysin en cohomologie équivariante
Prg,. : Hg (M x N)ldm] — Hg o(N)

vérifiant 1’égalité caractéristique
/ v/\(pr'p):/ (paV) AN, Yve Hgo(M x N), Yu€ Hg(N),
MxN N

8.3. Projection d’un fibré vectoriel orienté sur sa base. Soit (7, E,B) un fi-
bré vectoriel orienté de fibre notée F. On rappelle que I'intégration sur les fibres est
un morphisme de complexes [ : Qc(E) — Q.(B) tel que si ¢ : E — E est un isomor-
phisme qui transforme fibre en fibre alors [noy* =0 [,. Donc, si (7, E,B) est un
fibré G-équivariant, le morphisme de complexes [, l'est aussi.

Le morphisme [, commute aux opérateurs de contraction +(X). En effet, comme
ces opérateurs sont de nature locale, il suffit (modulo de partitions de l'unité) de le
vérifier sur un ouvert de trivialisation de E, i.e. sur 7 '(U) pour U ouvert tel que
71U ~ F x U, auquel on est réduit au cas d’une projection et les raisonnements de 8.2
s’appliquent.

L'application [ : S(G) @ Q(E) — S(G) ®Qc(B), définie par [PRw:=PQ [pw
se restreint done naturellement & une application

/F : (5(0) ®2(B)) [dr] - (S(0) ®2(B))

et cette application est un morphisme de complexes pour la différentielle équivariante.
Le morphisme induit en cohomologie équivariante est «le morphisme de Gysin ., », il

vérifie l'égalité :
/v/\vr,,u=/ (/v)/\,u
E BNJF

puisqu’il en est ainsi dans le cas non équivariant.

8.4. Inclusion de section nulle d’un fibré vectoriel orienté.

Classe de équivariante. Soit (7, E,B) un fibré vectoriel orienté de fibre no-
tée F'. On note ¢: B C E 'inclusion de la section nulle. On rappelle que le morphisme
de Gysin 7, : Hyy o(E)[dp] — Hpy,o(B) coincide avec le morphisme d’intégration sur les
fibres et c¢’est aussi un isomorphisme. En particulier

Hi, (E)=0, pour tout i < dp (o)

i
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Proposition. On suppose le groupe G compact et connexe.
a) Il existe un cocycle équivariant homogéne de degré total dp

& = pldrl 4 pldr-2] 4 gldr—d] o ...

avec Plil ¢ (S(g)@ﬂi(E))G et ot Pl9rl € Q4r(E)C est un cocycle représentant la
classe de Thom de E.
b) L’application
(S(e) 8 0%(B))® — (S(5) ® () [dr]

@6, ~
v — ATV

commute aux différentielles équivariantes,

Preuve. Notons n =dp. Comme G est connexe et compact, il existe un représentant
"l € Q7 (E) de la classe de Thom qui est G-invariant ; dans ce cas

D(@") = (@) + ¢(X)@" = c(X)l"

Or, ¢(X)® € (S(g) @ (E))® et méme de(X)® = L(X)®=0. Or, d’aprés () et
toujours grace & la compacité et connexité de G, il existe &% € (S(g) ®Q§"2(E))G
tel que ¢(X)P" =dP" 2, L'égalité (o) nous permet donc de construire de proche en
proche le cocycle G-équivariant @. [

Définition. On appellera « morphisme de Gysin équivariant associé a Uinclusion : B C
E » 'application
" LG L
Hg (B)—— Hg .(E)|dF]

induite par le morphisme de complexes ¢ . de l'assertion (b) dans la proposition pré-
cédente.

Remarque. L’'égalité caractéristique
/ vA(TR) = f (Lull) Aty Vv € Hgo(B), Vo€ Hg(E),
B E

est vérifiée. En effet, comme le morphisme 7*: Hy(B) — Hpo(E) est bijectif, on a
u=m*r" avec V' € Q(B) auquel cas il suffit de vérifier

/u/\v’=/s§/\p‘(v/\v’), Yv € Hg,.(B), VW' € Hg(B),
B E

égalité qui résulte aussitot du cas non équivariant.

O —
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8.5. Factorisations du morphisme de Gysin équivariant. Nous supposons & partir
de maintenant le groupe G connexe et compact.

Dans 7.6 nous avons expliqué comment factoriser une application f: M — N en com-
position d’applications pour lesquelles le morphisme de Gysin en cohomologie provient
d’un morphisme au niveau de complexes de formes différentielles. Nous avions la facto-
risation () :

M-—2U—tsMxN-L25N (o)

Dans la cas équivariant, on fait opérer G sur M x N coordonnée par coordonnée, on
munit M x N d'une métrique riemannienne G-invariante (G est compact !), on identifié
M & la sous-variété Gr(f) qui est une sous-variété fermée G-stable de M x N, et on fixe
un voisinage tubulaire G-stable U de M. La factorisation (¢) est alors G-équivariante et
réalise f comme composée d’applications admettant, chacune, un morphisme de Gysin
équivariant. Dans ce qui précéde seul le choix de l'ouvert U est non canonique. Or, 'en-
semble des voisinages tubulaires de M est filtrant inférieurement et si on a deux tels
voisinages M C U; C U, € M x N, d'injections canoniques notées ¢; : U; — M x N et
2:U; = Uy, ona
LiGs = L2G+ © L%G*

avec en plus t}g, est bijectif. Ceci suffit pour conclure que la composée

fes =Drg, 0l 0 0G. (%)

est indépendante de U ; c’est le «morphisme de Gysin équivariant associé G f ». Nous
avons ainsi prouvé

8.6. Théoreme
a) Pour toute application f: M — N le morphisme de Gysin

fav i Hg o(M)[dp| — He,o(IN)[dN]
vérifie
[ varw=[ fow)nn (©)
M N

pour tous v € Hg (M) et p€ Hg(N).
b) Etant donnés f: M — N et g: N — L, on a gg.© fax = (90 f)a..

¢) (idn)es = idgg (V)

—98 -
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Preuve. L'énoncé (a) est clair par construction. Pour (b), on compléte le diagramme:
P

M-ED AN

pr
N 29 N

I

L

en id =
MED N8O | N XL

1 pra O J' Prag

N —— NxL

grlg)
e
L

ot1 le sous-diagramme des morphisme de Gysin équivariants issu de ([J) est clairement
commutatif, Il en est de méme pour le diagramme des morphismes de Gysin issu du
diagramme commutatif de projections

MxNxLESMxL

Plag l l pry

pry

N xL L
L’égalité
96+ © fes =pPrage o (f,90 flev = (90 s
s’ensuit et la proposition est démontrée. [

§9. Miscellanées

Remarque de A. Borel dans le §3 du chapitre IV de [Bor].

= 29 =
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