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1) Introduction

i.1) Soit G un groupe de Lie complexe semi-simple, connexe, et simplement

conne,:e, d'algèbre de Lie g. Soient K un sous-groupe compact maximal

de G, d'algèbre de Lie k et a l'involution associée. Soient H un

tore maximal de G a-invariant d'algèbre de Lie h et B un sous-groupe

de Borel de G contenant H, on note A� et L respectivement les

systèmes de racines positives et simples correspondants. Soient T = K n H

un tore maximal de K, d'algèbre de Lie t , de normalisateur T' = NK(T) ,

et W = T' /T le groupe de Weyl de � ,!!_) qu'on suppose muni de 1' ordre

de Bruhat défini par B

Si ex € A·+ on note ra la réflexion de W correspondante. Si w € W , R.(w)

dénotera sa longueur. Si ex€ L on considère l'opérateur Acx agissant sur

l'algèbre 

formule 

S(�*) des polynômes 
r •P - P 

(X 

Aa(P) =--ex--

sur t à coefficients complexes, par la 

Enfinon note X = 
K/T = G/B . Nous nous intéresserons essentiellement à la 

cohomologie K-équivariante de X, à coefficients dans t. Un modèle pour 

celle-ci, construit par les méthodes de H. Cartan ([7]) est le suivant 

soient S(k*) l'algèbre des polynômes sur k à coefficients complexes et 

�- (X) l'algèbre des formes différentielles sur X à valeur dans t. Les 

éléments de l'algèbre produit tensoriel S(�*)@ !!.(X) s'interprètent 

naturellement comme formes différentielles sur X , variables, dépendant 

polynômialement de Y€�. Soit ô l'endomorphisme linéaire de S(�*)@ !!.(X) 

défini, en termes de formes variables par: 

si Y € .15_, (ôµ)(Y) = d(µ(Y)) + 2nic(Y)µ(Y) , 

où d et c(Y) dénotent respectivement la différentielle extérieure et 

la contraction par le champdevecteurs associé à l'action infinitésimale 

de Y sur X. Les actions naturelles de K sur S(�*) et !!.(X) définissent 

une action sur S�*)@ !!.{K) • La sous-algèbre d'éléments invariants, c'est 

à dire des formes variables vérifiant : k•(µ(Y)) = µ(k•Y) , notée 

[ S �*) @ !!. (X) ] K , munie de ô constitue le complexe des formes K-équiva

riantes de X L'algèbre de cohomologie correspondante, notée {(X) , 

est l'algèbre de cohomologie K-équivariante de X. Elle est munie, 

naturellement, d'une structure de S�*) K-module, 

On définit de manière analogue le complexe des formes T'-équivariantes 
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de X, noté ([S(E_*) ® �(X)J
T

' ,o) . Le morphisme de complexes 

K ([S(t_*) ® �{X)] ,o) ___ __,.,..
restriction 

( [S(E_*) @ �(X) ]
T

' ,o) ,

est un isomorphisme en cohomologie, ce qui fournit un second modèle 

pour la cohomologie K-équivariante de X. Notons tt;,(X) l'algèbre de 

cohomologie associée au complexe des formes restreintes. Elle est munie 

d'une structure de S(E_*) -module. 

1.2) Homomorphisme de Chern-Weil : soit e une connexion K-invariante du 

fibré principal K -x , de dérivée covariante V et courbure V(J 

L'homomorphisme de Chern-Weil, en cohomologie de de Rham est, classiquement, 

défini par : 

S(J;.*) 

p 

___ a ___ H*(X) 

,__ __ _,,_ P( _Ve )
2TTi 

En cohomologie K-équivariante N. Berline et M. Vergne ([3]) donnent la 

construction suivante : 

On définit l'application moment Jy : K -! , pour les Y E: � , par:
Jy(k) = O(YK)(k) , où YK dénote le champ associé à l'action infinité-

simale de Y sur K, à gauche. Alors si P E: S(t*) 
P (- J - -V 0 ) f b • • • est une orme asique et sa proJectiony 2 • 

111 

et Y E .k 

sur X, en tant que 

forme variable dépendant de Y E k, est un a-cocycle. 

Proposition ([3]) L'homomorphisme défini par 

s (!.*) 

p 

b ___ __,,_�(X) 
-----,v"'i!....--

1------- P(- J - --) ' 

y 2TTi 

est indépendant de la connexion K-invariante choisie, 

En appendice nous donnons une approche algébrique de cet homomorphisme, dans 

le contexte de [7], menant au m�e résultat. 
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Ces homomorphismes sont reliés par l'application d'évaluation à 

1 '.origine : 

donnant a= vî(î)ob. 

__ v_(�O) __ •...,H*(X)

------ µ (0)'

1.3) La décomposition de Bruhat de G définit la 

X = � BwB/B , on notera Xw • BwB/B • Les 

des cycles o
w 

, (les cycles de Schubert), par

décomposition cellulaire 

cellules Xw définissent 

si µ € a(X) , <cr ,µ > - w . 
= fxwµ 

Dans le cas équivariant nous allons considérer les applications :iw 
;;ew 

------ s (!*) ' 

définies, en termes de formes variables,par: 

si Y € t 

Elles passent à 8±,(X) 

.iw(µ)(Y) = fx µ(Y)
w 

1.4) Les éléments que nous venons d'introduire se trouvent reliés par le 

diagramme connoutatif suivant: 

S(!*) 2-H*(X) 
ow

a: 

idt Îvrcr> t v(O)

S (! *) 2.._ 8±, (X) 
:t w

S(!*) ' 

où b et vTO") ont été restreintes à 8±,(X) • La première ligne représente 

le cas non équivariant et son analyse a été entreprise·parBernstein

Gel'fand-Gel'fand dans [4] • Dans la suite nous résumons les résultats 

prouvés dans notre étude concernant la deuxième ligne, c'est-à-dire la 

cohomologie équivariante, et indiquons les rapports avec les résultats 

analogues du cas non équivariant. 
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L'homomorphisme de Chern-Weil en cohomologie équivariante, b, est 

analysé en appendice (section 7), où nous le retrouvons dans un contexte 

algébrique et démontrons l'affirmation suivante : 

Corollaire 7�9 : Soit G un groupe de Lie, H un sous-groupe fermé de 

G, d'algèbre de Lie h. On suppose que le fibré principal G -G/H 

admet une connexion G-invariante fi , de dérivée covariante V et 

courbure Vfl: Alors l'homomorphisme de Chern-Weil 

est un isomorphisme. 

S(_!;*)H __ b ____ H�(G/H)

p 
'l /J 

1------- P(-Jy - 2TTi ) '

En ce q�i concerne l'application d'évaluation à l'origine on prouve, 

dans la section 3

Proposition 3.8 Soit K un groupe de Lie compact et connexe, d'algèbre 

de Lie �, opérant sur une variété X, à gauche. Supposons en plus 

que les nombres de Betti de X, sont nuls en dimensions impaires. Alors 

l'application : 

vérifie 

rÇ<x) 

µ{Y) 

__ v_(�O�) _ _,.. H*(X)

!------- ïï(lJ) ' 

1) v(O) est surjective,

2) Ker (v{U) J = S (!_*)�-�(X) ,

où S(k*)K dénote l'idéal de S(�*)K des polynômes s'annulant à l'origine. 
- 0 

Quant aux applications ;f
w 

, qui constituent l'objet principal de 

ce travail, nous donnons dans la section 5 deux démonstration de 

l'affirmation suivante: 

Théorème 5. 2 : Soit Cl E I: et W1 = r Cl W2 avec R-(w1) > R-(w2) , alors 

;f, = A •:t?, • 
W1 Cl W2 

Obtenant comme conséquence (dans la section 6)

Corollaire 6, l Si w = r ••. r
OI 

est une décomposition réduite, alors 
Cl I R, 

;f, ob = A •• ,A 
W Ol1 OI

R, 
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Ceci prouve le résultat de [4] qui affirme le caractère intrinsèque 

de 1' opérateur AN ••• A et justifie de le noter brièvement Aw
�1 OIR, 

Ainsi le lien entre la version équivariante des cycles de Schubert, 

(les applications t_ ) , et les opérateurs de B-G-G , A , est 
w w 

biunivoque. 

Le passage au cas non équivariant prouve aussit8t 

Théorème ((4]) : <a ,a(P)> = A (P)(O) 
w w 

Résultat qui interprète l'action des cycles aw sur l'algèbre de 

polyn8mes S(!_*). 

Le corollaire ci-dessus, est ensuite utilisé pour remarquer que 

si s E W dénote l'élément de plus grande longueur de W, et si 

P E S(t*) , alors : A (P) = l 0b(P) • Mais ,;[ est une intégrale sur 
- s s s

la plus grande cellule de X, donc sur la variété lisse et compacte X 

Ceci permet,en appliquant la formule de localisation de Berline-Vergne ([2]), 

de redémontrer très simplement, dans la section 6, la formule bien connue 

de Harish-Chandra, 

Proposition 6.3: 

( [ 91)

A s

!: (-l) R.(w)w
wEW 

===------

II-a 
af.<l.+ 

Cette explicitation de l'opérateur Ag s'avère ensuite très utile pour

l'étude de la famille des polyn8mes {Pw}wEW 
introduite dans (4] :

l
ps = (-J)R,

(s) 

Pw = A -1 (P ) ws s 

Il OI 
OIEA+ 

donnant : 

Proposition 6.4 ((4]) : Aw1 
(Pw

2
)(0) =

Ainsi, dans le cas non-équivariant, les 
W1 ,W2 

polyn8mes 

la base duale de la base des cycles de Schubert. 

réalisent 

Dans le cas K-équivariant, les mêmes arguments de [4] prouvent que 

{pw}wEW est une base de S(!_*) en tant que S(t*) W-module. Partant

l'algèbre de cohomologie équivariante �(X) es; un S(�*)K-module libre 

de rang lwl 

1.5) Enfin, dans la section 6, nous décrivons l'application suivante 
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c'est-à-dire 
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nulle sur 1, telle que -if soit 

-if(h�) > 0 pour toute coracinedominante régulière, 

h�. L'otbé.te de f dans la représentation coadjointe de K dans k* '

not,h, Kf , admet une forme symplectique K-invariante, canonique, crf ,

qui est la forme fondamentale d'une structure kahlérienne sur Kf • 

L'identification Kf = K/T définit une décomposition cellulaire 

Kf = JJw K�; les sous-variétés complexes (K�,crf) sont alors symplec

tiques, on note â� la transformée de Fourier de leur mesure de Liouville 

([2)) • Alors 

si y€ t 



8 

2) Notations

2,l) Soit G un groupe de Lie complexe, semi-simple, connexe et simplement 

connexe, d'algèbre de Lie _a. 

Soit K un sous-groupe compact maximal de G, d'algèbre de Lie k 

Soit a l'involution de ,a associée. à la forme réelle k de ,a, 

Soient H un tore maximal de G, a-invariant, d'algèbre de Lie h 

et T = K n H, tore maximal de K, d'algèbre de Lie t, 
Fixons un sous�groupe de Borel, B, de G, contenant H, d'algèbre 

de Lie b. Alors si A= A(_a,!!) dénote le système des racines, 

L dénoteront, respectivement, le système de racines positives et le 

système des racines simples, relativement à b, 

hv 

a 

On 

Soit h le sous-espace réel de h engendré 
-0 

associées aux a E A+ . Alors t = i h 

Si y E A on notera par .a
y le sous-espace

choisit dans chaque .a
y un générateur xy de 

i) a(xy)

l ii) si

= X 
-y

alors 

par les coracines

radiciel correspondant. 

telle façon que 

(base de Weyl par exemple), Ce choix donne la décomposition suivante de 

k 

où 

k = t Ell L (lRe{y) Ell lRf(y)) , 
yEA+ 

si y EA : + j e(y)

1 f (y) 

de sorte que ie(y) = f(y) mod b, 

Si y E A+ on notera aussi , Gy le sous-groupe fermé connexe

associé à la sous-algèbre i.y Ell !! Ell ,ay et Ky = Gy n K, 

Soient T' = N (T) le normalisateur de 
K 

T dans K, et W a T' /T

le groupe de Weyl de (,a,!!) , qu'on supposera muni de l'ordre de Bruhat 

défini par B, On notera ra la réflexion de W correspondant à a E A+
Si w E W, t(w) dénotera sa longueur, c'est-à-dire, le plus petit 

nombre i de réflexions r 
a. 

1. 

telles que : 
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La décomposition ii) sera appelée, alors, décomposition réduite de w .  

2.2) Soient M une variété différentiable et 

de Lie k ,  agissant différentiablement sur 

K un groupe de 

M ,  à gauche. Si 

Lie d'algèbre 

Y€�, 

on notera YM le champ de vecteurs sur M défini par la dérivation :

si m € M 

Dans ce cas, si

{exp(tY)} opère sur 

cet espace, L(YM)(m
0

),

si v ET (M)m 

m 

T m

E M est un zéro de YM ' le groupe à un paramètre

(M) ' et l'expression de la dérivée de Lie sur 

sera : 

0 • 

2.3) Soit _!(M) 

valeurs dans 

l'algèbre graduée des formes différentielles sur M à 

t .  Si a E _!(M), a (d] désignera la composante homogène

de a de degré d . 

Enfin, on notera X= G/B = K/T . 
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3) Cohomologie K-équivariante de X

3.1) Elle est notée �(X) et sera, par définition: 

�(X) = H*(EKx�,a:) , 

où EK dénote le fibré universel de K 

Soit P(n) un espace universel pour le groupe K et pour la dimension 

n; c'est-à-dire un espace fibré principal de fibre K, compact, connexe 

et dont la cohomologie est triviale jusqu'à n. Considérons le fibré 

principal P(n)x.X --P(n)x� , l'algèbre de Weil W(K) (cf. appendice), 

et l'injection canonique d'algèbres différentielles 

basK 
--:i-- [ W(K) 18> �(P(n)xX)] 

L'algèbre d'arrivée étant celle des éléments basiques du produit tensoriel 

des K-algèbres différentielles en question (cf. appendice). 

3.2) Proposition ([7]) En cohomologie, j définit un isomorphisme. 

D'autre part, on peut voir, grâce aux hypothèses sur P(n) que 

bas bas 
HP( [W(K) 18> �(P(n)xX)] K

)" HP ([W(K) 18> �{X)J 
K),

pour tout p $ n. 

Par conséquent l'algèbre 

H*(EK/X) 

basK H* ([W(K) ® a(X)] ) s'identifie à 

Nous décrivons maintenant, en détail, le modèle de cette algèbre 

construit par li.Cartan dans ([7]) 

Soient S(�*) l'algèbre graduée des polynômes sur k à coefficients 

complexes et �(X) l'algèbre graduée des formes différentielles sur X 

à valeur dans t 

la graduation 

Munissons le produit tensoriel S(�*) ® �(X) de 

alors d (P ® µ) = 2 p + q, 

et de la structure d'algèbre qui découle de 
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(P@ µ)(P' ® µ') • P.P' ® µ,µ' 

Soit (Y1, ... ,Yn ) une base de k et (n 1 , ••• ,n
n

) la base

àude dans S 1 (�*) . On définit 1' endomorphisme linéaire de l'algèbre 

graduée S(�*) ® _!(X) , ô par : 

ô(P ® µ) = P ® dµ + 2rri I; Pn
k 

® c(Yk )µ ,
k X 

où d et dénotent respectivement la différentielle et la 

contraction par le champ de vecteurs associé à l'action infinitésimale de 

Yk sur X .  Cette application est une antidérivation de degré + 1 de

S(�*) @ _!(X) , mais n'est pas, en général, de carré nul. 

Les actions naturelles de K sur S(�*) , par représentation coad

jointe, et sur _!(X) , par translations à gauche, définissent une action 

sur S(�*)@ _!(X) par automorphismes d'algèbre graduée, commutant 

à l'antidérivation ô. ·La sous-algèbre [S(�*)@ _!(X)] K , d'éléments

invariants, appelés formes K-équivariantes de X ,  est annulée par ô 2 

On voit ceci de la manière suivante 

Les éléments de S(�*)@ _!(X) s'interprètent naturellement comme 

formes différentielles sur X ,  variables, dépendant polynômialement 

de Y E k .  En ce sens on notera 

Si Y E k (P @µ)(Y) = P(Y)µ E _!(X) 

Pour transcrire l'action de K dans ce contexte, prenons une forme 

variable µ de _!(X) . Alors si k E K et Y E � 

(k,µ)(Y) = -1 k, (µ(k ,Y)) , 

où, dans le second membre nous avons d'une part l'action de la repré
-1 

sentation adjointe de K dans k dans le terme k ,y , et d'autre 

part la translation à gauche définie par k de la forme -1 µ (k , Y) E _! (X)

Ainsi les formes K-équivariantes sont les formes variables µ vérifiant :

si Y E k et k E K, alors k,(µ(Y)) = µ(k,Y) 

Enfin, l'interprétation de l'antidérivation ô est 

(ôµ)(Y) = d(µ(Y)) + 2rric(Yx)(µ(Y)) ,
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d'où (ô2µ)(Y) = 2rri L(Yx)(µ(Y)) 

soit par équivariance 

= 2ITi d! exp(EY),(µ(Y)),
8

• O,

= 2ITi d! µ(exp(EY)•Y),
8 

= O a 0

Le complexe ([S(�*) & '!!_(X) ]K
,ô) sera appelé, complexe des formes 

K-équivariantes de X. On remarquera que la sous-algèbre S(k*)K est-
* K annulée par ô , par conséquent ô est un endomorphisme de S(�) -mo-

dule et, l'algèbre de cohomologie du c�mplexe, notée: 

se voit naturellement comme 
* KS(�) -module,

bas 
3,3) Proposition ([7]) H*c(w(K) 0 !!_(X)] 

K
) = H*c[s(�*) 0 !!_(X)]

K
,ô), 

3.4) Homomorphisme de Chern-Weil pour �(X) 

Nous décrivons dans cette section la contruction de l'homomorphisme 

de Chern-Weil en cohomologie équivariante donnée par N. Berline et 

M. Vergne dans [3].

Soient: 0 une connexion K-invariante du fibre principal K .-K /T, 

V la dérivée covariante et V6 

cation moment 

la courbure, Soit, pour Y E k, l'appli-

définie par: 

où y est le 

par -Y . On a 

Y E t 
• Jy(e) =

3.5) Lemme ([3]) 

l i) si

ii) si

champ 

aussi 

- y

de vecteurs de K, invariant à droite, engendré 

JY(p) = nt(ad p-1(- Y)) • En particulier si

si on fait agir K à gauche, et T à droite de K

t ET, k E K et Y E k alors, t•k·Jy � Jk•Y ,
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Cette dernière égalité s'écrit aussi 

ii') si Y E � ,alors 

Ainsi la forme variable Jy + �!i est basique et définit un cocycle

du complexe des formés K-équivariantes de K/T, On en déduit un homo

morphisme: 

en posant 

S(.!:_*) _ _;b::__ __ {(K/T) , 

si Y E k, ve b(P)(Y) = P(- Jy - Zni)

3.6) Proposition ([3]) : L'homomorphisme b est indépendant de la connexion 

K-invariante 6 choisie,

Nous prouverons, en appendice, comme conséquence d'un résultat plus 

général, que b est un isomorphisme. 

3.7) Rapport entre les cohomologies �(X) et H*(X) , 

S oit K un groupe de Lie compact, coqnexe, d'algèbre de Lie k 

opérant sur une variété X, à gauche. 

L'application : 
* K v(O) K 

([S(�) ® �(X)] ,é) --'--'---.,.. (�(X) ,d) 

µ(Y) ,__ ___ µ(O) '

est un homomorphisme d'algèb�es différentielles, En passant aux coho

mologies on obtient : 

_ ___:v_,,(,::.O),...._ __ H*(X) ,

3.8) Proposition: si les nombres de Betti de X pour les dimensions 

impaires sont nuls, alors : 

1) vîô") est surjective ,

2) Ker<vto")) = S(k*) K ·H_*(x) ,- 0 -1{ 

où S(k*) K dénote l'idéal de S(�*) K des polynômes s'annulant à l'origine, 
-

0 
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Démonstration 

Notations : 

I) On rappelle que ô 

S(!:*) ® .!!.(X) qui connnute à 

est une antidérivation de degré + 1 de 

l'action de K. Ce groupe étant compact 

on a un opérateur de symétrisation qu'on notera �: 

& : S(!:*) ® !!_(X) __ _,_ [S(!:*) 18> .!!_(X)J
K 

C'est un projecteur qui connnute à ô 

II) Si 

la forme 

µES(_!:*) 18> !!_(X) il admet toujours une décomposition de 

où 

a) OI ,Ol
1

, • • •  ,OI sont des indices d.e sonnnations implicites (convention
0 p

d'Einstein) 

b) Pour un même les P
Oi

.
J 

sont linéairement indépendants. 

c) Les formes E a(X) sont homogènes de degré j 

d) Si µ r O alors
- OI 

P ® w Pr O. L'entier p sera appelé le degré
Ol

p
forme deµ 

Une telle décomposition de µ sera dite standard, et sera notée en abrégé: 
OI .

µ=P 18> W J

OI • 

Remarque I Si ii est K-équivariante,alors pour chaque j , le terme 
OI. 

P 18> w J , l'est aussi.OI , 
J 

Remarque II : Si µ est un cocyçle équivariant de degré forme p, les
OI formes w P E .!!.(X) sont fermées. 

Lemme i : Soit 

K-équivariante

riantes , P OI p-1 

impair e� µ = p Olp 

OI 
® w p une forme p un entier positif 

telle que d( w Olp)= 0 Il existe 
OI 

alors deux formes K-équiva-
OI 1 

® w p- et P 
Olp-2 

® w p-Z telles que : 
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0
p-l Ol 2® w ) + p ® w p-O!

p-2

i.-2) Si PO! ® w p est une forme K-équivariante homogène,
p 

d0 (P 
CJ. p

= d0 (P 

et 

OI 
p-1

le sont aussi, et 

d 0 (P Cl 
p-2

CJ.p-2® w ) ' 

où d0 dénote le degré total. 

Démonstration : Puisque le nombre de Betti pour p est nul, les 

formes sont exactes, notons 

Alors 

et, en symétrisant 

OI 
® w p

OI 
c (Yk )î! p

X 

Enfin en reprenant la notation standard on obtient i-1) et i···2) . 

Lemme ii : Soit p un entier positif impair et µ = P ® w P un cocycleCJ. 

équivariant. Il existe alors une forme équivariante v telle que : 

ii-1) En notation standard v =

j est pair. 

ii-2) P ® w P = ô(v)Ol
p 

QI. 
p ® w J OI. où j < p et 

ii-3) Si µ est homogène, V l'est aussi et d 0 (v) =d 0 (µ)- l .

Démonstration : Par récurrence sur p .  

La décomposition de µ donnée dans l'énoncé étant standard leg fonnes 
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w p sont fermées, on peut donc appliquer le lemme i, obtenant

;,; � p a 
p 

® w p = 
OI 

ewp-l)+P 
OI p-2 

OI 

e w p-Z

Ou- �. � WOlp-2 1 � � est un cocy e 
Olp-2 

homogène de même degré queµ, si 

équivariant de degré forme p - 2, 

celui-ci l'est. Le lemme découle alors 

de l'hypothèse de récurrence. 

Surjectivité de vt{l") : 

N 11 . -w[p] ous a ons montrer,que si de degré p , pair, 

c'est l'image,en cohomologie,d'un cocyle équivariant de X. La compacité et 

• ' d K d 
-

-[p] f 

est un cocyle de X 

connexite e permettent e supposer que w est une orme

G-invariante, donc e w[p] est une forme G-équivariante et: 

est un cocyle équivariant homogène de dégré total p + l , et de degré 

forme p - 1, impair. Par le lemme ii on aura: 

a

e w p-4

ce qui montre, d'une part, qu'on peut rendre 1 e w1 P l cocyclique en lui 

ajoutant des formes équivariantes de degrés forme strictement inférieurs. 
a 

D'autre part la forme p OI 

a
p-2ew +, •. + Pa ew 0 est homogène de

degré p , donc les 

v(O) (1 ® a/P l +

Noyau de v{1J) : 

p 

p 

p-2

QI. sont homogènes

OI 

e p-2 + ••• +w 
p-2

, 

0 

de degrés > 0 , et alors 

e w
ao

) 
_[p]

p =w 
OI 

0 

Nous allons prouver maintenant que si le cocycle équivariant µ 

: 

a comme image par v(O) une forme exacte de _!(X) , il sera cohomologue 

d'un élément de s(�*)!·Z�(X), (oü z;.(x) dénote l'algèbre des cocycles 

équivariants de X) • 

Ecrivons µ en notation standard 

OI a, 
Pa ew P µ = p ew + p ew + ••• +

a a 1 0 p 
(S)
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La démonstration se fera par récurrence sur p Cl 
Si p est impair . Par le lemme i, la forme p ® w p est cohomologue. 

à une forme. de degré forme p - 2 et on applique la récurrence.

Si E est Eair : Ecrivons µ(o) = dv avec d0 (v) ,; p et, puisque 

µ{o) est K-invariante, on peut supposer que \) l'est aussi. Alors 

µ - µ - ë(I ® v) = µ - µ(o)- 2ni rzk ® c(Y )v = 
Cl kx 

= [P - P Ço) ]<Il> w i ... + [P - POI
P
(é)] �

Ol
p_2TTir/.k®c(Y

kx
)\/ 

·ex a a 
0 0 p 

où d0 (c(Yk )v) <p. Ceci montre que nous pouvons supposer toujours la 
X 

décomposition standard (S) , telle que 

Maintenant puisque d(w P) = o , et 

P 
Olp 

(0) = O • 

K est compact et connexe, w P sera 

cohomologue à une forme fermée de �(X) de degré p, K-invariante, 

notée 'ù/
Ol

p . Posons

Alors 

w p - p 
Cl

p 

et en symétrisant 

Cl 
® w p

où p
Olp

dénote le symétrisé de POi 
p 

par K, c'est un élément de 

peut 

Ainsi, moyennant une forme équivariante de degré forme p - 1 on 

Cl Cl 

wP 
-

®·w P avoir remplacer p ® par P
Oi 

et 
p p 

µ 
-�' ® w'Olo Cl p-� - _Olp

+ • • •  + P' ®w' + p ® w 
Olo Cl Olp 

p-1 

Or, dans la démonstration de la surjectivité de v(O) on a vu 

Cl 
que ® w P peut s'arranger en un cocyle équivariant en lui ajoutant des 

formes équivariantes de degré forme,; p - 2. Partant on aura: 
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a 

® w" 0+.o.+ P" 
a

p-, 

a 
0 

e w > , 

(avec l I abus de notation é.rident), Ainsi le terme entre crochets est un -
cocycle et son image par v(o) est exacte car Pa (0) = 0 , Son degré

forme étant inférieur à p, l'hypothèse de récurrence achève la démons

tration. 

3. 9) Conséguences : Plaçons nous dans le cas où X = K / H , H étant un

sous-groupe fermé quelconque de K, d'algèbre de Lie h La compacité

de K assure l'existence d'une connexion K-invariante 0 pour le fibré 

principal K ._K / H , soit il la dérivée covariante associée et i/0 

la courbure. Nous avons le diagramme commutatif 

H*(X) 

S(h*)8�(o) 

P( - i/0_) 

- ��,� i/0 P( - J - -. ) 
Y 21[1 

a et b étant les homomorphismes de Chern-Weil. 

Inversion de b Posons 

[ S(_i:_*) 8 �(X)];;.;K __ d!,....:ë:.._--

a. a 

P 9 w 1 
,__ ___ __, ... P 

1 
•w O (ë) 

ai 
· 

ao h 

On vérifie aisément que cette application est bien définie et passe 

aux classes de cohomologie équivariante. Alors : 

l'application b 

S(_!:*) H b �(X) �ë 

Pt------- P(-J - _V_�)--. 
Y 21[1 p ' 

étant bijective,i!l_ réalise son inverse.e 
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3.10) Corollaire: Supposons K compact connexe d'algèbre de Lie k .et 

H � K un. sous-groupe fermé d'algèbre de Lie h, tels que les nombres 

de Betti de K / T pour les dimensions impaires soient nuls, Alors 

l'homomorphisme de Chern-Weil 

vérifie 

S(�*)H::._........;;a'--....,..H*(K / H) , 

1) a est surjectif.

2) Ker(a) = <S(!�*>!j? 

Le second membre de 2) dénote l'idéal de S(!t)H engendré par les 

restrictions à h des polynômes sur k, K-invariants et nuls à l'origine, 

Démonstration On traduit la Proposition 3.8 à l'aide de ,!f,ë

3,11) A. Borel démontrait déjà dans sa thèse ([5]) le résultat suivant 

Rllt>pel: Si T est un tore maximal du groupe de Lie compact connexe K , 

les nombres de Betti de K / T sont nuls pour les dimensions impaires. 

Et moyennant le théorème de Chevalley qui affirme que S('!_*)K
/ t = S(!_*)W , 

on obtient le résultat utilisé dans 6.4: 

"L'homomorphisme de Chern-Weil 

vérifie 

S(t*)---=a_...,...H*(K / T), 

1) a est surjectif. 

2) Ker(a) = <S(t*)W >, " -
0 

3.12) Restriction à t: 

Définissons le complexe ([S(!*) 9 _!(X)] T' ,ô) de manière analogue 

à ([S(�*) 8 _!(X)] K ,ô). La restriction d'une forme variable µ(Y) 

de k à t constitue un morphisme d'algèbres différentielles 

restriction 
JO ([S(.E_*) Q a(X)] T ' ,ô) 

qui, bien qu'injectif, n'est pas surjectif. Néanmoins, dans [l], 
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M.F. Atiyah et R. Bott montrent comment cette même application déter

mine, en cohomologie, un isomorphisme.

Notons pour le complexe restreint: 

z;, (X) = Ker Ô, B;, (X) = lm Ô , iq, (X) » z;, (X) / B;, (X) • 

8T• (X) possède une structure naturelle de 
w 

S(�*)-module. Dans la sec-

tion suivante nous utiliserons l'algèbre JÇ,(X) comme modèle de la 

cohomologie K-équivariante de X • 
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4) Désingularisations des cellules de Bruhat.

4,1) Par l'identification X= K/T = G/B, la décomposition de Bruhat

de G , G = li B w B, définit une décomposition cellulaire de X , 
wEW 

X = li X , où Xw = B w B/B , vérifiant :
WEW w 

i) ii) x =

Les cellules fermées X sont des sous-variétés analytiques de X • w 

4.2) Désingularisation des cellules fermées : 

Dans cette section nous rappelons la construction des désingula

risations étudiées par H.C. Hansen ([8]).

Soient w E W  et w = rŒ •.. r une décomposition réduite, 
1 Cl'. l 

Pour i 

nit alors 

1,2, ... ,,e on pose w. 
i 

les racines Y
1

, . .  •,Y,e

y. = w. (Cl'..) 
1 1-1 1 

= r : .. r et w = id 
()'. Cl'.. 

i 

par la formule 

avec i = 1,2, ... ,,e 

4.3) Lemme{N.Bourbaki [6]) : Sous les hypothèses ci-dessus on a 

a) w = r r . . .  r 

Y,e Y,e_ 1 y 1 

b) 

c) 

{\, .. ·,Y
,e

} = ll.+nwA_,

y. * y, 
i J 

si i * j 

Considérons maintenant les sous-groupes de G 

B. = W· Bw�
1 avec i = 0,1, ... ,,e 

1 1 1. ' 

d'algèbre de Lie : 
-y 

Qi = adwi(b) = _ll. 1 
lB •••

-Y.
lB .ll. 1

. On défi-

où l'indexation {y , .•. ,y } est un prolongement de IY ,•••,Y
,e l 

1 
S 1 

recouvrant Li.
+ 

tout entier. 
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Pour i = 1,2, ... ,l, les sous-espaces 

-Y
'i,y, , � b , QJ l!, • <' ! li
(1î,:,1 -1-1 1 .2. 

-Y. 
lil .I.!. 1 

Y, 
1 

• Ë. lil .I.!. • ••• • 

y 
s

sont des sous-algèbres de Lie de 

mé, connex,e, de G, d'algèbre de Lie 

B. B. c H. 
1 1-1 1 

et 

On note H . 

Alors �-. 
l 

Définition: Soit Mw R H1 's1H2 "s2"' "s. 
Hl!B,e.

<--1 

le sous-groupe fer-

la variété quo-

tient obtenue en faisant agir 8
1 

• • • •  x B
,e. 

sur H
1 

x • . •  x H,e. par

l'action à droite : 

M est une variété complexe, connexe,de dimension complexe l{w) . 
ül 

4. 4) Lemme ( [s ]) L'injection canonique 

est un isomorphisme de variétés. 

Ici }w est la variété

par l'action de T x ••• • T = 

Y1 Y,t 
quotient obtenue à partir de K •· • ·•K 

Tl à droite définie par la formule 

(k , k , ... ,k 0)•(t ,t , .•. ,t 0 = t ,t t , ... ,t
0 0 t 0 ) (k -lk -1 k )

1 2 <- 1 2 <- 1 1 1 2 2 <--1 <- <-

Remarque : Mw est alors compacte et �w admet une structure complexe 

qui sera, désormais, sous-entendue. 

4.5) Théorème ((8]) 

i) L'application � �w
X 

[(k
1

, • • •  , k
,e.

)J-kÏ ..• k
,e.

wT,

est une désingularisation holomorphe de 
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ii) �
1} (k 

1
, ..• k

,e
)] E Xw, xw , si et seulement si, il existe j tel que

k, E ry. T , (où l'on considère un représentant de 
J , 

dans T') ' 

.) 

a 
4. 6) Définition : Soit r = K 1 

XT . . .  
X T 

K ,('. / T la variété quotient 
w 

obtenue en faisant agir T X . . .  
X 

T = T
,e 

à droite de 
C\ et

,('. K x .. , xK 

par l'action définie par la formule: 

( ) ( ) (k. -lk -1 k ) k ,k , . . .  ,k
0 • t ,t , . . .  ,t0 = t ,t t , . . .  ,t 0 0t 0 1 2 ,t.. l 2 ,t.. l l l 2 2 ,t_.-1 ,t.. ,t.. 

est un isomorphisme de variétés qui,par passage aux quotients,définit 

un isomorphisme entre rw et rw. (Où l'on suppose qu'on a pris un

représentant de chaque wi dans T' ), 

Démonstration: L'isomorphisme découle des identifications suivantes 

Pour tout 1 < i < l: 
a. 

1+1 -1 
a. 

w.K w.+ = w.K 1 I.] 1. 
1+1 -1 

r W. =

ai+1 1 

Cl., 

K 1.+1 -1 
W, W. 

1 1. 

y, 
= K 1+1.

Le passage au quotient se fait en lisant, par o/, la relation d'équivalence 

définie sur l'espace d'arrivée 

-1 k -1 = t. W. ,W,+ t.
1-1 1 l. 1 1 1 

3 u • ( -1 -1 ) k ( -1 ) = k' . .. t
1
,,,,,to, vl, W. t. W . .  W•+ t.w.+ 

,t.. 1 1-1 1 1 1 1 1 1 l l 

On retrouve donc la relation d'équivalence définie par l'action de � sur

l'espace de départ. 

On munira r de la structure complexe définie par l'isomorphisme o/. w 

Remarque En posant pour k E K 1 et [(k ,.,.,k 0
)] Er 

1 .(. W 
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k•[(k1,···,k,e)l = [(k·k1,···,k,e)l,

on obtient une action de i' 1 à gauche de r w , par des applications

holomorphes. 

4.7) Théorème ([10]) 

i) L'application :
gw --:.-x

est une désingularisation holomorphe, K 1 -équivariante de

ii) 

que 

g [(k , .•• ,k0)] € X ,x , si et seulement si, il existe 
W 1 � W W 

k. € T .

j 

iii) gw est un isomorphisme sur son image,si et seulement si, w

est produit de réflexions simples deux à deux distinctes.

tel 

4.8) Une particularité des désingularisations introduites est qu'elles 

peuvent être fibrées les unes sur les autres de la manière suivante : 

Lemme : Soit w = w w avec l(w) = l(w) + l(w) et 
1 2 1 2 

w 
1 

= r ... r 
a a. 

et w 
2 

= r ..... r 
a. CY.o 

des décompositions réduites. 

Alors 

1 J J+1 � 

I) La projection canonique p:

p - H X • • • X H.

p .. 

1 J 

MW 
/ 1 

passe au quotient où elle 

triviale, de fibre type 

définit une fibration holomorphe, localement 

Ainsi, pour les structures holomorphes associées aux variétés r 
w 

on a :  

II) La projection canonique p :

a 
CY.,e 

a a. 

K 1 
X O o • xK p • K l 

X o • o X K J 

r r w 



25 

définit,par passage au quotient,une fibration holomorphe , localement 

Cl 

triviale� K 1 
- équivar<icante, de fibre type

w 

2 
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5) Cycles de Schubert et cohomologie équivariante.

5.1) Pour c.oEW, la cellule 

si µE!!_(X) 

X
c.o 

définit un cycle oc.o de H*(X)

<O ,µ> = I 
µ

' c.o X 

par 

où l'intégrale ne concerne que la composante homogène de µ de degré 

2l(c.o) • La famille 
{o} 

, (les cycles dè Schubert), constitue une 
c.o c.oEW 

base de l'homologie de X. 

Dans le cas équivariant nous allons associer à c.o E W , 1 'homomor

phisme de S(!ë_*)llmodules, :f,c.o: z;, (X) + S (E_*) , défini par

si Y Et et µ E z;, (X) , �
c.o 

(µ) (Y) = J 
X 

µ (Y)

Remarque : ;f,c.o passe à l'algèbre de cohomologie r'·-équivariante. Car 

supposons µ = ôv, si (r
c.o

,g
c.o

) est une désingularisation pour X
lO

on aura : 

,i c.o (µ) (Y) = J µ (Y) = 
X

c.o

J g! µ(Y) 
r 

où la composante de degré maximum de 

g* µ(Y)[2l(c.o)] =d g* V(Y)[2l(c.o)-1]
lO lO 

et g* v(Y)[2l(w)+1l =o.
w 

Ainsi ;/:, (µ) (Y) = 0 
w 

= JI' Ô g�V(Y)

lO 

si YEt 

g* µ(Y) sera exacte puisque
lO 

+ 2ni c(Yr) g: v(Y) [ 2l(w)+il
, 

w 

Dans la suite, pour ne pas trop alourdir la notation, on notera, 

du même symbole une forme équivariante et son image réciproque par 

une désingularisation, 

5. 2) Théorème Soit, pour a El: , 1 1 opérateur
r •P - P 

A (P) = ---"a'----
a a 

A a de s (,!:_*) défini par 

et supposons que 

risation : 

w = r w , avec l(w) > l(w ) , Alors on a la facto-
1 a 2 

(!, = A •� 
W1 CX W2 

! 2 
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Nous en donnerons deux démonstrations 

5.3) Démonstration I: 

On fixe une décomposition réduite w = r ••• r , d'où la décom-
2 a2 al 

position réduite w1 = r
a

ra .•• rœ
, 

à partir de laquelle on construit
2 «-

une désingularisation (rw ,gw) de � 
•

• Alors, par image réciproque
1 

si Y Et 'èlw, (µ) (Y) = Ir _µ(Y) •
w, 

On remarquera que µ étant l'image réciproque d'un cocycle T'-

équivariant par une application Ka-équivariante, µ E z; 
(T) (

r w>
Ka 

Lemme I: r se voit comme espace total d'une fibration holomorphe,w, 
Ka-équivariance, au dessus de la sphère de Riemann, de fibre r w,

Pour ceci on considère la fibration décrite dans 4.3 

w, 

p 
------Ka /T 

L'espace d'arrivée sera identifié à la sphère S2 de la manière 

suivante. Soit 8(a) le sous-espace réel, de dimension 3 de 

engendré par {e(a) ,f(a) ,il{} qu'on supposera muni de la métrique 

k 

Ka-invariante définie par la forme de Killing, � étant connexe, son

action adjointe sur E;(a) se fera par des isométries.qui conservent 

l'orientation. L'orbite de 

point,et 

la suite on appelera 

respectivement. 

'hv l Œ 

i� est la sphère de 8(Œ) contenant ce 

d'où 1' identification � / T ,. $
2 • Dans 

et 'hv- l.
'CI 

les pôles nord et sud (N et S) 
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On projette sur $2 la structure complexe de IzC' / T • Au niveau

de l'espace tangent T[ë] (!{(X/ T) s JR e{a) ID JR f(a) = TN($2 ) , ceci se

traduit par la relation: i•e(a) = f(a) . 

8101 

Figure l. 

1 
1 

/,/;10--·---•-+--i!>I 
, f(CX,) 

" 1 " 1 
1 

S'f-ih� 
' 

Nous paramétrons cette sphère par l'application 

$
1 

X (-1,1] __ q.._ _ _,,.,'*O(a) 

ie (e , s) (l:ï='s2" cos 6 ,ll'-s2 sin 0 , s) ,

où, à l'arrivée nous indiquons seulement les coordonnées par rapport au 

( 11 ih�II
repère orthogo nal e(a)

lle(a)IJ
Il ih

�
II 

)
f (a) llf (a) Il 

, i •h
� 

· • L'espace de

départ étant muni de l'orientation produit des orientations canoniques 

de $
1 et (-1,1] , la restriction de q à $

1 
x ]-1,1[ est un iso

morphisme sur $
2

, {N, s} qui conserve 1' orientation, 

Lelllll1e II : Il existe 
- -1

pôles N = p (N) ,

une 1-forme 
- -1 
S = p (S) , 

v est fermée, 

V sur fw 
1 

vérifiant 

privée des fibres des 

i) 

ii) C (Yr. )v = -ia(Y)
Cû1 

si Y€ t 

iii) 

iv) 
v est T-invariante , 

r* V= -V 
a 
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(où dans iv, ra dénote un représentant quelconque de la réflexion 
ra€ N

Ka(T) /T ).

Pour prouver ce lemme, on commence par lire l'action de T sur 

$
2 

• Ce groupe agit en fixant les pôles, donc opère par rotations 

autour de l'axe N-S. 

Si Y€!, on aura, au niveau du pôle nord: 

L(Y$2)(N)(e(a)) = d� ad(expcY)•e(a)le=O = [Y,e(a)] = ia(Y) f(a).

Ainsi, le groupe à un paramètre {exp-tY} agit 

de l'axe nord-sud, de vitesse angulaire -ia(Y) 

le champ Y�2 . La lecture de cette action sur 

par rotation autour 

' ceci caractérise 

$ 1 
X ]-1,1[ • via q 

n'est autre que la rotation sur $1 de vitesse -ia{Y) et l'action 

trivide sur l-1, 1 [ Si dB dénote la 1-forme canonique sur 51
' 

' 

et 
V son image directe par q sur $ 2 ,{N,S} 

' on comprend que, sur 52

les relations i) ' ii) et iii) sont vérifiées.

D'autre part tout représentant de la réflexion ra, dans N
Ka(T) ,

échange les pôles, tout en étant une isométrie qui conserve l'orien

tation, c'est-à-dire, renverse la sphère. Par conséquent iv) est 

aussi vérifiée sur $2 ,{N,S} , 

La projection p étant Ka-équivariante, l'image réciproque 

de v par p, notée V aussi, jouira des propriétés i) , ii) , 

iii) et

Lemme III

iv) , sur r ,üi,s}
w, 

Soit \l € Z� (T) (r ) , et soit Y€ t tel que a(Y) *û •
Ka w, 

Alors, la composante de µ(y) de degré maximum, 2l(w,) , est exacte 

sur r , {N,s} . w, 

En effet, le lemme II nous dit que V , en tant que forme varia

ble vérifie : 

si Y€ t (ô V)(Y) = dV + 2rri c(Yr )V= 2rra(Y) . 
W1 
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Ainsi si 

si Y E _!:. , ô ( vµ ) (Y) = 2îîa. (Y) µ (Y) - vôµ (Y) = 2îîa. (Y) µ (Y) , 
doue, si a.(Y) * O: 

1
µ(Y) = �::......� 

2îîa. (Y) 
d(vµ(Y)) + 2îîi c(Yr *µ(Y)).

w, 

Mais, dans cette formule, la composante de plus haut degré de µ(Y) , 

ne peut provenir que du premier terme du deuxième membre, ce qui nous 

prouve le lemme et fournit l'égalité: 

si Y E t et a. (Y) * 0 ,

sur r , {N,s} 
w1 

Notation supplémentaire Pour & > 0 assez petit on note dans $
2 

DN(t) = q($ 1 
• [1,1-e[) de bord $N(e) 

08 (1:) = q($ 1 x ]e-1,-1]) de bord $8 (e) •

Ces mêmes notations, surlignées, seront 

utilisées pour les images réciproques 
par p. 

Fig. 2 

Par exemple 

Reprenons maintenant notre démonstration. Grâce au emme III, 

si a.(Y) * 0 on aura : 

t w (µ) (Y) = 
! 

f µ(Y) 
r 
w, 

Le bord de rw
1 

,oN(i;) UD8(e) est la sous-variété de codimension 1 ,

$N(e) U$8(&) qui sera munie de l'orientation induite (cf. Fig. 2).
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Par Stokes 

;;-f o� w (µ) (Y) = 1 lim (J v (Y)[2 .l (w 1 )-2l + J vµ(Y)[2.l(w 1 )-2l),
2,ra (Y) e-+-o µ 

SN(&) ycî 
Or ra échange les bords orientés et puisque r�(vµ(Y)) = -vµ(ra(Y)), 

si on note I(e,Y) la première des intégrales ci-dessus, il vient 

dJw (µ) (Y) = 
1 

I(e,Y) - I(e,ra(Y))
lim 
e-+-o 21Tct (Y) 

Calcul de lim I(e,Y) 

L'injection: 

j 

(1) 

définie par j[(k2,,,,,k
.l

)] = [(l,k2,,,.,k
.l
)J relie les désingulari

sations cr
w 

,gw) et cr
w 

,g
w

) par la relation:
2 2 l 1 

gw=goj, 2 w1 

D'autre part la trivialité locale de p garantit l'existence d'un 
e > 0 tel que le diagramme suivant est commutatif : 

0 

(Ici: j
2

(m) = (N,m) , � un isomorphisme holomorphe et p
1
(x,m) = x) , 

Ainsi, si O < e < e
0

(2,l-2]) ' 
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où (li*v = p*v et où 1 'orientation de $N(e) x r est l'orientation
1 w2 

produ�t de celle déjà fixée pour $N(t) et de 1 'orientation canonique 

de 

Pour mieux étudier la dépendance de ces formules par rapport à 

$ 1 x r , par 1 'intermédiaire
w2 

nous paramétrons SN(e) x r par
w2 

q , suivant la formule: 
q xid 

$ 1 
x r __ 

e'--....,..:sN(e) .·r
w2 w2 

( Z , m )1-----1<�((/ze-& 2 
Z , 1-e) ,m) • 

Mais pour que cette paramétrisation préserve les orientations, tout en 

munissant de son orientation canonique, il faudra munir 

l'orientation opposée de l'orientation canonique, Alors : 

soit 

où 

I(e,Y) = J (qe•id)*•p;(v) A (qexid)*o0*(µ(Y) [ 2l-2 l)
$<-)"rw2 

1T = $ 1 X r ---$ 1 

1 W 
est la projection canonique. 

de 

Or la différentielle de la par;unétrisation q X id e dépend continûment

de e > 0 et nous intégrons sur un compact, donc : 

lim 

e+o 

si 11
2 

: $
1 x r --r dénote la projection canonique, Alors 

w2 w2 
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Enfin, par Fubini, et compte tenu des orientations 

lim I(&,Y) = f d0 f µ(Y) = -2rr[w (µ)(Y) •
e-+-o 

s I r 
2 

(-) w 2

En remplaçant dans (1) on obtient: 

�
w 

(µ) (r
a. 

(Y)) -'tw (µ) (Y)

Si � 2 2 a.(Y) * 0 ,  ol,
w

1

(µ)(Y) = ---------
a.(Y) 

Ce qui achève la démonstration du théorème, 

5.4) Démonstration II : 

Nous conservons les notations introduites dans les premières lignes 

de la démonstration I et rappelons que l'on a affaire à l'intégrale : 

't:, (µ) (Y) =
w1 

I µ(Y) 
r 

w1 

Nous allons l'expliciter complètement grâce à la formule de loca

lisation de N. Berline et M, Vergne, donnée par: 

Théorème ([2]) : Soit T un groupe de Lie compact agissant sur une 

variété compacte et orientée M, de dimension U .  Soit Y€ t tel 

que le champ de vecteurs YM ait un nombre fini de zéros (la dérivée

de Lie L(YM)

ul € �(M) et 

sera donc non singulière aux zéros de 

dw + Zrri c(YM)w = 0; alors:

I . l 
'°' w( ) [o] 

w = (-i) L.., Pf L Y M p zéro de Y ( � M)(p)) M 

Les trois lemmes suivants fournissent les ingrédients nécessaires pour 

l'application de cette formule: 
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Zéros de YM .

Lemme I : Soi.t w E W et considérons la variété rw associée à une

décomposition réduite r • Cette variété est munie
al(w) 

d'une action de Ka1 à gauche, par restriction à T nous obtenons

l'action infinitésimale d'un élément Y€!. Supposons Y régulier, 

c'est-à-dire 

champ 

a(Y) * 0 si a€ A .  Alors, l'ensemble des zéros du 

est constitué des zl(w) points

Démonstration : Par récurrence sur l(w) • 

Si l(w) = 1 , 

par conséquent : 

et ad(k)(Y) € t 

r = Ka
l T et si w [k] est un point fixe : 

exp(u Y)k E k mod T ,  pour tout u €lR, 

exp (u ad (k) (Y)) € T , pour tout u ElR , 

Prenons maintenant Z E ! , il existe À € lR tel 

que a(Z+ÀY) = 0 Ceci entraîne que Z+ÀY est dans le centre de 

l'algèbre de Lie de Ka et:

!_ 3 Z+ÀY = ad(k)(Z+ÀY) = ad(k)(Z) + À ad(k)(Y)

€ .s '

on en déduit que ad(k)(!_) c t , c'est-à-dire k € N (T)
Ka 

et 

[k) € {l,r}a 

Dans le cas général, si ,l(w) = l et: 

exp(uY)•(k
1

,k
2

, ••• ,kl) "(k
1
,k

2
,.,.,kl) mod �, pour tout u€lR,

on a aussitôt exp(uY)•k E k mod T ,  et 
1 l 

k1 € {1,r } , Mais alors :al 
exp(uY),(k ,k , •.• ,k0) = (exp(uY) •k ,k , ••• ,k0) =

1 2 <- 1 2 <.. 

-1 
= (k 1 ,exp(u ad(k 1 )(Y))k2 ,, •• ,k

_e
) , 

donc exp(u ad(k1
1)(Y))(k

2
, ••• ,kl) E (k

2
, ••• ,kl) mod �-l , 
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-1 • et ad(k 1 )(Y) est régulier. L hypothèse de récurrence montre alors que

[k.]E{l,r }
1 a. 

Remarque: T opère sur la sous-variété analytique Xw de X et 

est T-équivariante, Les points fixes de l'action infinitésimale de Y, 

régulier sur X
w 

sont les images des points fixes sur 

dire l'ensemble {w' < w} 

Structure complexe de r w 

r 'c'est-àw 

Lenune II : Soit w .€ W et considérons la variété rw associée à une 

décomposition réduite 

alors : 

i) L'application

T[ê](l' 1 /T) x , , ,  xT[ê](l'l/T)----Tp(I'W)

où 

([v
1

] , ••• ,[vl]) >--------[(k 1 •v1, ••• ,kl•vl)] ,

"' a.
v. €oW.(K

1
) , est un isomorphisme, 

1 

ii) Un repère réel de

lesystème {E.,F./l<j<l} où 
J J 

- -

iii) 

E. = (O, ... ,O,e(a.),o, ... ,O) et
J J 

Si on munit 

plexe de T (f ) , on a :
p w 

est donné par 

F. = (O, ••• ,O,f(a.),O, ••• ,o)
J J 

de la structure corn-

où tk et � dénotent des scalaires réels.

iv) Un repère complexe de

par le système {E. / 1 < j < l} • 
J 

- -

est donné 
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Démonstration On a l'identification canonique 

a ao Cl. Cl.o '!\ (K l) x • • •  xTk (K <-) "k •Te(K 1) x • •  .x k••T (K "-) . 
"1 .e. 

! <- e 

D'autre part les vecëeurs tangents à la fibre en p par l'action de 

.e. 
Cl. Cl..e_ T sur K I 

x • • •  x K sont donnés par : 

d 
d-u (k , ... ,k. ,k.•exp(u Y), exp(-u Y)•k,+ , ••. ,k0)1 . ,1 J -1 J . J 1 <- t=O 

c'est-à-dire par : (0, ... ,O,k. •Y , -Y•k.+ , ... ,0) ,
J J l 

où Y € t • Les affirmations i) et ii) découlent alors d'un argument 

par récurrence sur .e. .

Pour iii) on rappelle l'isomorphisme entre r 
w 

-1 -1 -1 l(k1, •,, ,k.)Jt-----((k W ,w k W , •• , ,W 0 k0W 0 )l -<.. l l l 2 2 <--1 <- "-

d'application tangente en p 

où 

E. 

-1w. 1k .. e(o..)w. 
J- J J J

-1 -1 = w. 1k.w. •e(w.a.) = w. k.w. ,(-e(y.))
J- J J J J J-1 J J J 

Eh transportant maintenant la structure complexe sur T (r )p w 

i(w. k.w:!(-e(y.))\ = w. 
1
k.w: 1.(-i e (y .. ))

J-1 J J J / J- J J J 
-1 Y.j -

y
j = w. 1k,w. ,(x -x ) 

J- J J 

y. -Y·
car, par convention, e(y .) 

J 
= Î (X ·J - X J)

Or : 

-vl -y. y y 1 J j+1 S 
l!j = K œ - œ K œ h œ K œ - œ K 
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y. -y.

-ie(y.) = x J + x J = f(y.) mod b.
J J -J 

Nous avons· ainsi : 

-1 i•(O, ... , o , w . k •• e(a.)w. ,o, ••• ,O) = (O, ... ,O,w, k.•f(a.)w.,*, ... ,*), J- 1 J J J J-1 J J J 

d'où iii) , Enfin iv) est une conséquence immédiate de iii). 

Pfaffien de L(Yr )(p) • 
w 

Lemme III: Soit w E W et considérons la variété rw associée à 

une décomposition réduite w = r .... ....ai
r� • Soient Y Et régulier 

�l 
-

et p = [(cr1, ••• , cr
l

)) point fixe de l'action infinitésimale de Y. La

dérivée de Lie par rapport au champ de vecteurs Yr notée
w 

définit un endomorphisme de T (r ) qui _vérifie 
p w 

i) 

ii) 

L(Yr )(p)E. = -(cr ... cr.)(o;.)(Y)E. + I: Ek• Ek '
w J l J J J k>j 

l 

Pf(L(Yr )(p)) = II (cr1 ••• cr.)(a.)(iY)
W j=1 J J 

Les e
k 

dénotent des scalaires complexes, 

Démonstration: Calcul de L(Yr )(p) E .•
(,J J 

Par l'identification du lemme II nous avons 

L(Yr ) ,
w 

exp(uY)•Ej = exp(uY)•(cr1•0, ••• ,crj�IO,crj•e(aj),crj+i·o, ••• ,cr2•o) ,

pour tout u ElR • Et par équivalence : 

= (cr •O, ... ,cr. 1•0, 0 .•ad(exp(cr.a. 1 ••• 01)(uY))e(a.),cr.+1•0, ... ,cr.•O) ,l J- J J J- J J "' 

donc 

L(Yr )(p)E. = (o, ... ,cr�[(cr .... cr1)(Y), e(a.)J , o, ... ,o) .
w J J J J 

Or [(crJ·"·cr )(Y),e(o;,)l = i(cr1 .. ,cr.)(o; .)(Y) f(o;,) et en appliquant1 J J J J 
iii) du lemme précédent



Ainsi le repère {E. / 1 < j < e}
J - -· 

un calcul aisé du pfaffien : 
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trigonalise L(Yr),,, 

det
a:
(L(Yr )(p)) t"' 

ce qui permet 

Pf(L(Y ) (p)) = ---;i;---- = fl 
r,,, i j=1 

(cr ••• cr.)(a.)(iY) • 
1 J J 

Nous abordons maintenant la démonstration du théorème en expli

citant 1' intégrale l, (µ) (Y) pour Y régulier dans !, , en rempla-
wl 

' 

çant dans la formule de localisation 

t,w (µ) (Y)1 

où a
1 

= a 

µ (Y) [O] (cr1' ',C1f ê)

i 
Il (cr ... cr .)(a.) (iY) 
. 1 1 J J J = 

Et puisque µ est T'-équivariante, µ(Y) [O) (cr
1 

••• cri•ë) = µ(cri···cr
1
(Y)) [O] (ë),

donc : 

j,w (µ) (Y)1 

En particulier 

Ji w (µ) (Y) 
2 

µ(cri ... cr 1 (Y)) [O)(ë)

i 
Il (cr 1 . . .  cr. )(a. )(Y) 

j=l J J 

µ(er
g, 

.. ,cr
2 
(Y)) [O] (ë)

R. 
Il <cr

2 
. . .  cr.)(a.) (Y) 

j=2 J J 

(1) 

(2)



39 

En regroupant (!) suivant que cr = r , on obtient 1 a 

'Jw (µ) (Y) = -

1 

[O] -µ(cr2 ... cr2 1(Y)) (e)
+ 

a(Y) n (cr ••• cr.) (a.)(Y)
j=2 2 J J 

,Q,-1 "' 
- (-1) L, 

cr2···crt 

cr.E:{1 ,r ) 
r (a)(Y) n (cr2 ... cr.)(a.)(r Y)

Cl. j=2 J J Cl. 
i. a. 

Soit, moyennant (2), la formule cherchée: 

� (µ)(ra (Y))-;(; (µ) (Y)

'i w (µ) (Y) = 2 
w2 

1 aü) 
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6.) Conséquences et applications 

6. l) !iomomorphisme de Chera-Weil et opérateurs Aw

Considérons le diagramme 

b liw S(.E_*)--'---H,;, (X) s (.E_*) •
où b est l'homomorphisme de Chern-Weil décrit dans 2 

Corollaire :. Si IJl = est une décomposition réduite •· 

:Î:, ob= IJl 

Démonstration: On obtient par récurrence, à partir du théorème 5.1, 

l'égalité V! o b = A •.•• A .lf!,_ " b , Il suffira, donc, de prouver 
01,w . <\ Ctt e 

que � -ob := id 
e 

Or, si Y € t

i _

0 b (P) (Y) 
e = f 

X_ 
e 

/:,,0 
P(-J - -.) 

y 21Ti 

Remarque: L'homomorphisme b 

prouve que ;/, _ réalise b - i e W motphisme de S(.E_*)- modules

= p (Y) •

étant bijectif, l'argument précédent 

D'autre part, le fait que .;Gë est un

entraîne que b l'est aussi (cf. 3.9). 

6.2) Ce corollaire permet de fournir une nouvelle démonstration du 

Théorème ([4]) : Si 

Alors : 

a) Si R-(w) < t

b) Si t (w) = t 

a. € L, on pose: i 

A dépend seulement de w et fo
i

' ... ,at) 
non pas des éléments et 1 , ••• , Ctt • Dans ce cas on pose 

A 
IJl 

= A (a ,.,.,a)1 
t 
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Démonstration: b) est immédiat d'après le corollaire 6,1, Pour a) 

on. peut toujours supposer que 

w = ra .,.ra et on remarque que, compte tenue des hypothèses,
2 !l 

!l(r w) = !l-2. Mais ceci revient à dire qu'il exi$te une décomposition 
Cl! 

réduite de w commençant par r • Alors, d'après 
Cl! 

car les opérateurs ACl sont de carré nul,

6,3) Explicitation de A
8

� 

b) 

Proposition ([9]) : Si s dénote l'élément du groupe de Weyl de plus 

grande longueur: 

A
s 

E c-1l<w>w 
wEW 

=-------

II-a
aEA+ 

Démonstration: Le corollaire 6.1 nous donne l'égalité A =;;e o b 
S 8 

où 'i}, est une intégrale sur la plus grande cellule ouverte de X ,s 

c'est-à-dire sur X tout entier. Cette variété étant compacte et lisse 

on peut faire appel à la formule de localisation de Berline-Vergne ([2]), 

qui dans notre cas se lit: si Y E .!_ et l'ensemble des zéros de Yx 

est fini 

f b(P) (Y) = 
X 

(-i) i cs> I:
p zéro de 

où P(-Jy)(k) = P(-J _1 )(ë)
k • y 

P(-Jy)(p) 

y Pf(L(YX)(p)J'
X 

Or si Y Et est régulier, c'est-à-dire si a(Y) * 0 pour toute 

a EL, l'ensemble des points fixes du groupe à un paramètre {exp tY} 
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est T' / T " W • D'autre part W opère il gauche de X par automorphismes 

de variété holomorphe donc : 
_1 

Pf(L(Y )(w)) = Pf(L(w Y )(ê)) •
X X 

Enfin en .ë on a le repère complexe {e(a.) / a. € '1+} et 

Partant : 

L(Y
X
)(�) e(a.) = [Y,e(a.)] = -a.(Y) e(a.) •

detœ (Ly (w))

Pf(L(Y )(a.)) = -_..,.R,...,.(s�,-- = Il ia.(w-
1

Y)
X 

1 a.€'1+ 

= (-l)R,(w) 
Il ia.(Y) 

a.€'1+ 

En remplaçant dans la formule de localisation on trouve 

6.4) 

r; (-1) 
1 (w�w·P)(Y) 

I b(P) (Y) = 
X 

(-l)R,(s) ,;;c.w€;;;..W;..._ ___ _ 

Il a.(Y) 
a.>0 

Base de S(t*) en tant que w S(t*) -module. 

Définition: Soit {Pw}w€W la famille des polynômes de S(,!_*)

définie par: 

En particulier 

i) 

ii) P =A 1(P)
w u1- s s 

P =A(P )=I 
e s s 

Proposition ([4]) 

car P antisymétrique. s 

a) Pw est homogène de degré t(w) •

b) 

0 sinon 
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En particulier si on évalue à l'origine 

= A (P ) (0) 
w w 

1 2 

= I b(P ) (0) 
X w2 

w1 

Les formes différentielles b(Pw)(O) E H*(x) représentent donc la

base duale de la base des cycles de Schubert fow\llÉW de H* (X)

c) {Pw}wEW une base de S(!,*) 
w est en tant que S(!,*) -module. 

Démonstration: Rappelons d'abord la propriété élémentaire de l'élément 

s E W suivante ([6 ]) : 

si w E W i(ws) = i(s) - i(w) • 

a) : Le polynôme P vérifie, par définition, la propriété. D'autres 
part les opérateurs Aa sont des endomorphismes d'espace gradué, de

degré -1 , les 
-1

t(w s) = i(s) -

Pw sont, donc, homogènes. Enfin,puisque 

t(w) , on aura: 

d0 (P) = d0 (P) - t(s) + i(w) = t(w)w s 

b) : Par définition A (P ) = A O A,.�, (P ) • Deux cas peuvent alors 
W1 W2 W1 w2

s S 

se produire ou bien -1 -1 i(w
1
w2 s) < t(w 1) +·i(w2 s), et alors A A _1 = 0 

W1 W2 S 

d'après le théorème 6.2 ; ou bien 
-1 

i(w w s) = 
1 2 

i(w) +
1 

icw;
1
s) • (candi-

c) : Nous reproduisons ici la démonstration de Bernstein-Gel'fand
W Gel'fand tout en l'encadrant dans le contexte des S(!,*) -modules.

c-I) Le système {P} est libre
w 

Supposons qu'on ait: 



:[; f •P = 0w w w 
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w avec f € S(t*) ,w -

Soit w un élément de longueur maximale tel que 
() 

f * 0 .  Alors 
wo 

où une condition nécessaire, d'après b) , pour que Aw (Pw) * 0 est
0 

que w < w Alors 
0 -

c-II) {Pw} engendre S(E_*) •

Pour ceci on utilise les deux résultats suivants ((4], [5]) : 

a1) L I homomorphisme de Chern-Weil dans H* (X) , établit un isomorphisme
entre : 

où <S(t*) W > dénote l'idéal de S(_t*) engendré par les polynômes - 0 

symétriques nuls à l'origine (cf,3.10 - 3.11).

a
2
) Les cycles de Schubert constituent une base de l'homologie 

de X • 

Ainsi b) prouve que le système {Pw} définit une base de

S(E_*) /< S(t*)�> en tant que d: - espace vectoriel. 

Soit maintenant F € S(E_*} , on montrera qu'il est engendré par les 
P

w 
par récurrence sur son degré. Les remarques précédentes assurent 

l'existence de constantes cw € (& telles que:

F=I:;c,P +!;Q•f 
w w w  n n n

où f E S(t*)W . Mais, dans cette somme les Pw sont homogènes et onn - o 
peut supposer que les 

à ne considérer que les 
le sont aussi. Alors on peut se restreindre 

et f de degré < d0 (F) , auquel casn -
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d0 (Qn) < d0(F) et par hypothèse de récurrence on sera dans le

S(�*} W -sous-module engendré par {P}
w 

6.5) Transforméede Fourier des cellules des orbites kahleriennes. 

. ' 1 d k 11 .L ' 1 ·' 
Soit f une forme ree le e nu e sur ! et regu iere 

(c'est-à-dire 

jointe de K 

f(h�) * 0 si Œ E A+).L'.orbite de la représentation coad

sur k* passant par f , notée Kf, s'identifie à X

admettant ainsi une structure complexe et une décomposition cellulaire 

On munit Kf • de la forme symplectique K-invariante, canonique, of

La condition de positivité pour que of soit la forme fondamentale

d'une structure kahlérienne sur Kf ' se lit sur 'l:- (X)e par : 

VŒ E A+, 0 < f([e(Œ),ie(Œ)]) = f([e(Œ),f(Œ)]) = -2if(h�) 

Cette condition étant supposée vérifiée, les sous-variétés 

sont de Kahler, donc symplectiques.La transformée de Fourier de leur 

mesure de Liouville ([2]), notée 6w est donnée par: 
f 

si Y E t 6w 
(Y) 

f 

où l'orientation de 1, définie par la forme volume de Liouville, 

coïncide avec l'orientation canonique en tant que variété complexe, 

Considérons maintenant, sur le fibré principal K -a--K / T une 

connexion K-invariante (! , V la dérivée covariante et Q = 'y(! la 

courbure. Par changement de variable, l'intégrale précédente s'écrit: 

si Y Et 6� (Y) = J 
k•Xw 

i <Y k• f > f(- J1. (k))• 
21T 

e e 
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-1 _! 

où <Y, k•f>= f(k •Y) = f(-w((k •Y )K) (ë) = f(-Jy(k)) , D'où 

soit : 

si Y Et 

if (-J - _g_) t, . f y 27f l. = wob(e )(Y) , 
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7.) Appendice 

La notation et le contenu de cet appendice seront,en général,indépen

dants de ceux des sections précédentes. Les références bibliographiques 

se limitent essentiellement aux articles de H. Cartan ([7]) et 

D. Quillen ([11]).

7.1) Notion de H-algèbre différentielle graduée (H-a.d.g. en abrégé). 

C'est la donnée de : 

I) Un groupe de Lie H ,  pas nécessairement connexe, d'algèbre

de Lie h •

II) Une œ-algèbre A ,  associative, unitaire, graduée sur lN ,

anticommutative

A=tnA A A çA w n ' n m - n+m 
n>,. o 

a a = (-l)nma a .•
n m m n 

Définition : Soit (-) 

degré O , défini par 

A+ A l'automorphisme d'algèbre graduée,de 

si a
rr 

E An

III) Une antidérivation de A ,  de degré +1 , d ,  de carré nul

d(a•b) = (da) b + a db d
2 = 0 •

Un couple (A,d) vérifiant ces conditions sera appelé une algèbre dif

férentielle graduée (a.d,g, en abrégé). 

IV) Une action de H sur (A,d) par automorphismes de a.d.g. ,

de degré O • Si h EH , l'application a --h·a sera appe

lée "translation", On exigera pour une telle action que pour

tous Y Eh et a E A

lim exp (gY)• a - a 
�o t 

existe dans A .

Cette limite sera notée L(Y)(a) L'application L(Y) est 

alors une dérivation de degré O de A ,  commutant à d .  

V) Une famille {c(Y) /Y E !!_} d'antidérivations,de degré -1

appelées des "contractions 11
, de carré nul :
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c(Y)(a•b) = (c(Y)a) b + a c(Y)b c(Y) 2 = 0 

Ces données seront liées par les relations 

l" 
si h € H et y€ h h • C (Y.) = c(h•Y) 0 h o

b) si y € h ' L(Y) = doc(Y) +c(Y)od

Un triplet (H,A,d) vérifiant les conditions ci-dessus sera 

appelé une H-a.d,g, 

Remarque : Si (H,A,d) est une H-a.d.g. le sous-espace d'éléments 

H-basiques

bH A = {a € A/ H•a = a et c(h) a = O},

est une sous-a.d.g, de (A,d) • 

Définition Si (A,d) est une a.d.g, on note H*(A,d) l'algèbre 

graduée de cohomologie, associée. 

7.2) Produit tensoriel de deux H-a.d.g. : 

Soient (H,A,dA) , (H,B,dB) deux H-a,d.g. Munissons le produit

tensoriel A® B ,  de la graduation naturelle : 

si a€ A et b € B n m alors a 9 b € (A 9 B) + ,m n 

et de la structure d'algèbre associative, unitaire, anticommutative qui 

découle de : 

si a' € A et b € B alors (a® b) • (a'® b') = (-l)nm aa'@.bb',
n m 

Le fait que nous travaillons avec des algèbres unitaires permet d'iden-

tifier canoniquement A à A 9 1 On prolonge alors l'opérateur dA

à la seule antidérivation de A 9 B ,  de degré +I , s'annulant sur B 

on la notera aussi dA . On procède mutatis mutandis pour B , L'opé-

rateur de A®. B défini par d
AB 

= dA + dB est ainsi la seule antidé

rivation de A® B ,  de degré +! , qui prolonge simultanément les anti-

dérivations de A et B • 
•
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Le groupe H définit naturellement des translations en posant 

Enfin si y E .!!_ on définit la contraction C
AB 

(Y) comme la seule 
antidérivation de degré -1 de A® B qui prolonge cA(Y) et cB(Y)

c
AB 

(Y) (a 0 b) = CA (Y) a 0 b + a 0 cB(Y)b ,

On prouve que (H, A 0 B, dAB) muni de ces actions est une H-a.d,g.

7,3) Deux exemples: Soit G un groupe de Lie, d'algèbre de Lie .s_ 

et H un sous-groupe fermé de G , d'algèbre de Lie h 

I) Algèbre des formes G-éguivariantes de G:

Soient S(.!l_*) l'algèbre des polynômes sur ll., à coefficients

complexes, graduée par la graduation double de la graduation habituelle, 

et f!(G) l'algèbre graduée des formes différentielles de G à 

valeurs dans œ ,  On munit S(.!l_*) ® f!(G) de la structure du produit 

tensoriel d'algèbres graduées anticommutatives, G opère par repré

sentation coadjointe sur S(.s_*) et par translations à gauche sur 

f!(G) 

si g E G 

(où la lettre y rappelle qu'il s'agit de l'action à gauche). On 

note [S(.!l_*) ® f!(G)) G la sous-algèbre graduée, d'éléments invariants, 

(les formes G-équivariantes de G), 

Soit À E œ* , on définit sur (S(.s_*) ® f!(G)) l'opérateur 

de la manière suivante si CX,,,,, ,Xn) est une base de .s_ et si

(n 1 ,,,.,nn) dénote la base duale dans S 1 (.!l_*) 
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o"(P ® µ) = P ® dµ -ÀP5'lk ® i(xr)µ , 

où la sommation par rapport à k est sous-entendue et i(Xi) dénote la contrac

tion par le. champ de vecteurs associé à 1 1 action infinitésimale à gauche (y) de Xk , 

c'est-à-dire, par le champ invariant à droite, engendré par -x_ E g = T (G) --k - e 
Les remarques de la section 2 montrent que ( (S(_a*) @: �(G)] G,ô") est

une a.d.g. Nous la munirons maintenant d'une action par H, 

Translations : Soit h EH, on définit sur S(_a*)@ _!(G) 

Le groupe H opère, donc, seulement sur la composante forme par 

translations à droite (ô) , Cette action commute d'une part à l'action 
À de G, et d'autre part à o , le groupe H opère ainsi par automor-

phismes d'a.d.g. sur [S(_a*) @ _!(G)]
G

Contractions Soit Y E !!_, on pose sur S(_a*) 9 _!(G) 

c(Y) (P@ µ) = P@ i(Yô)µ , 

où i(Yô ) dénote la contraction par le champ de vecteurs associé à l'action infini-

tésimale à droite de G par Y. C'est-à-dire,par le champ invariant à gauche en

gendré par Y Eh= T (H) • Ces opérateurs sont des antidérivations de degré - I- e 
et de carré nul, en plus, ils commutent à l'action de G , définissant 

des opérateurs de (S(Jl*)@ _!(G)] G

L'algèbre l[S(Jl*) tll _!(G)] G ,o") devient ainsi une H-a.d,g. 

Nous prouvons, à titre d'exemple, la relation 

si Y Eh À À L(Y) = ôoc(Y) + c(Y)oô • 

Démonstration: Les translations par H, agissant seulement sur la 

composante forme on a: 

L(Y) (P@ µ) = p Ill L(Y)µ = p @. di(Ya)µ + p@ i(Y
a
)dµ 

D'autre part, par calcul explicite: 

o"c(Y)(P 9 µ)= P il d i(YÔ)µ-Àp,ik @ i(�)i(Yô )µ 

c(Y)ô À (P ® u)= P @ i(Yô)dµ - Àffi
k

@ i(Yô)i(xr)µ • 
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Les deuxièmes termes des seconds membres étant opposés, disparaîtront 

lors de l'addition. 

Eüfin, la sous-a.d,g. des éléments H-basiques, s'identifie natu

rellement à l'algèbre des formes G-équivariantes de G / H 

II) Algèbre de Weil de G:

Notée W(G) , est définie par

W(G) = S(_g_*)@ A(J!,.*) , 

où S(J!,.*) est, à nouveau, considérée avec la graduation doublée. La 

structure d'algèbre de W(G) étant celle d'un produit tensoriel d'al

gèbres anticommutatives. 

Soit À Et*, nous allons définir une différentielle sur W(G) 

Pour ceci soit (X
1

, • • •  ,Xn) une base de _g_, (a 1
, • • •  ,an) la base 

duale dans A 1 (J!,.*) et (Q 1
, • • •  ,Qn) la base duale dans S 1 (_g_*) • L'algèbre

W(G) est engendrée par {. I ,a i ,ni} . , par conséquent ô ÀW sera connue
1s1:91 

par ses valeurs sur les ai et Qi . On pose 

I) �<a i > = ÀQi 
+ <3r<<ai) ,

où d (ai) dénote la différentielle de a i en tant que forme différen-
K 

tielle invariante à gauche de 

où {C�k} sont les constantes de structure de Maurer-Cartan. Nous avons 

aussi la formule de Koszul 

L'égalité 1) force la valeur de � sur Qi

2) 

On prouve alors que 

L'action du sous-groupe H c G est la suivante 
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Translations Si h E H on pose: 

Contractions Si Y E .!:_ on pose 

c (Y) (P 0 )J ) = P 0 i(Y) )J 

Ces définitions donnent une str:ucutr:e de H-a,d,g. sur: (W(G) ,�) ([7]).

Remarque Lorsque H = G, la sous-algèbre des éléments G-basiques est 

La formule 2) montre qu'il s'agit d'une famille de 

Par conséquent 

Nous verrons plus tard (proposition 7.8) que cet isomorphisme 

reste vrai dans le cas général H S G, où il se lit: 

S(.!:_*)H s H*(W(G) bH ,�) 

Propriété universelle de W(G) : 

7.4) Proposition Soient (H,A,d) une H-a,d.g, et F: A 1 (Jl.*) -A1

une application linéaire commutant aux actions de H, c'est-à-dire 

1) Si 0 E A 1 (Jl.) , et h EH F(h,0) = hoF(B) , 

2) Si 0 E A 1 (Ji) , et Y E .!:_, C(Y) F(0) est le scalaire

C(Y)0

Alors, il existe un et un seul homomorphisme de H-a.d.g. unitaire, de 

degré O, f: 

f 
À(W(G) ,ôW)-----(A,d) ,

qui prolonge F 
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Démonstration: Par la propriété universelle de l'algèbre antisymétrique, 
F se prolonge aussitôt à A(g_*) • Ensuite, puisqu'on cherche un prolon
gemerit commutant aux différentielles, la valeur f(,/) est fixée : 

r
i 

= "-, o1,cél - À -i clk ej ek .., f cri) = À -i df ce i ) - À -i clk f cej) t cek),

où l'on remarque que f(Qi) est de degré deux, donc, appartient au centre 

de A. Par la propriété universelle de l'algèbre symétrique f, se prolonge 

maintenant, de manière unique, à S(.J:l.*) • Nous trouvons ainsi un unique pro

longement possible à un homomorphisme d'algèbres graduées, de degré O, 

f: W(G)-+ A. 

Pour voir que f commute aux différentielles, on pose 

ÀlP = dof - foÔW qui vérifie:

a) Ker lP est une sous-algèbre de W{G) • 

b) i Ker lP ::, {1, 0 ll<i<n'-

c) Ker(!) est ô�-stable car lP •ôt = -do(!) ,

Ainsi: Ker(!)= W(G) • 

On procède de manière analogue pour montrer que f commute à l'action 

de H par translations et contractions. 

7.5) Connexions pour une H-a,d.g. : 

Soit (H,A,d) une H-a,d.g., on appelle ([7]) connexion de 

(H,A,d) , tout homomorphisme f de H-a.d.g,, de degré O: 
À

f : (W(H),ow) --(A,d) • 

Par restriction aux sous-algèbres basiques, on déduit un homomorphisme 

d'algèbres 

f 

b 
t d"à ' W(H) H -- S(_!!*) H 1 'b e nous avons eJ remarque que , est une sous-age re 

de cocycles. L'application f définit, par conséquent, un homomotphisme 
en cohomologie: 

f 
b 

S(_!!*)�H-....,..H*(A H,d) 
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C'est l'homomorphisme de Chern-Weil. 

':Chêoi:ème ( [ 7]) 

alors i\ = j\ 

Soient f
1 

et f
2 

deux connexions pour (H,A,d) , 

7.6) Nous allons munir maintenant les exemples introduits dans 7.3 de 

connexions qui se présentent de manière naturelle. Pour ceci on fait 

1 'hypothèse supplémentaire suivante : le fibré principal G --G / H , 

admet une connexion G�invariante w ; on rappelle que la G-invariance 

de w équivaut à dire que le projecteur w (e) : � --� commute à 

l'action de H. 

I) Algèbre des formes G-équivariantes de G •

On pose:

A i (�*) F -[s(�*) 9 !!_(G)]G

e 0ow 

où 0ow est une !-forme de !!_(G) 

immédiatement que: 

invariante à gauche. On constate 

-1 

[ 

1
) Si h EH F(h•0) = (h•S)ow = 0°ad(h ).w = 6•3h(W) = h•F(0)

2) Si Y E h , i (Y3 XS•w) = e (Y)

Par la proposition 7.4) 1' application F se prolonge à une connexion,

notée f • 

II) Algèbre de Weil de G.

On pose:

FW A 1 (�*) ---''----s (�*) ® A(�*) 

e i--------- e.w(e) 

Un raisonnement semblable à celui du cas I) montre que FW définit,

par prolongement, une connexion notée fw . Le lemme suivant permettra 

de comparer f et fw .
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Lemme : L'application : 

([S(i*) 0 !'_(G)] G ,ôÀ) v(e) -((s(�*) 0 A(g*)),ôÀ)
2 -

w 

P ® n
n µ P 0 µn(e) ,n 

est un isomorphisme de H-a.d.g. 

Démonstration: v(e) est clairement un homomorphisme d'algèbres 

graduées de degré O. Pour voir qu'il est bijectif le plus simple est 

de considérer le point de vue des formes·variables, car si µ est équi

variante on a l'égalité: 

si Y E 1l_ et g E G, µ(g-1•Y)(e)oY�-1(g)'°' = µ(Y)(g) •

Enfin v(e) com,�ute aux opérateurs différentiels 

À -1 -1 À 
(J) = ô 0v(e) -v(e) oÔW , · son noyau vérifie : 

a) Ker (J) est une sous-algèbre de W(G) ,

b) Ker (J) est À ôW-stable,car À À 
(j) • O = -o o(j) 

w 

considérons 

Pour c) fixons 

(8
1

, ... ,en) et 

Alors: 

une base de 1l. , ( X 1, ••• ,X )n 

(r2 1 
, • • •  ,r2n) de A 1 (a*) et 

et les bases duales 

S 1 (_a*) respectivement. 

1) 

où s1j dénote le prolongement équivariant de la a-forme (lj , et 

fte1 J. la forme invariante à gauche engendrée par 0 • D'autre part : 

2) 

Ainsi, pour montrer quel) et 2) sont égales, il suffit de prouver que 

Qj = -nk @ i(xr)ej 'mais s'agissant de formes équivariantes il suffira 

de regarder leur comportement en e. Or 
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Car 

Par conséquent Ker (p � W(G) 

Les autres conditions se vérifient sans inconvénients. 

Les connexions f et fW diffèrent, donc, par un isomorphisme, et, en 

ce qui concerne les homomorphismes de Chern-Weil, on aura 

7.7)Explicitatton des homomorphismes de Chern-Weil, 

Lemme: Soient G un groupe de Lie et H c: G un sous-groupe fermé 

d'algèbre de Lie h = T (H) • Soit - e 
G + G / H • Si a E Am (Ë;*) , on note

w une connexion du fibré principal 

aow*, l'élément de .!!_m (G) défini 

par 

Alors si 0 Eh* 

où dh dénote la différentielle du complexe de Koszul K (A(h*) ,{) •

Démonstration: Fixons une base (X1, ••• ,Xn) de Ê: ,de base duale

(6 1
, • • •  ,e r) dans A 1 (Ë;*) , alors, par la formule de Koszul :

h 'IF I k 'IF -(dK ) 0w = - 2 (8 AL(�)S)ow •

Or L(�)e = -SoAd(�) , en remplaçant il vient 

-({8)oW'lf = ½cekoùVA &(�AW] = 8'(½(wAW]) 
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Ainsi 

Corpllair_!L: Si, en plus, w est supposée G-invariante, 9°w est une 

forme G-invariante à gauche, En évaluant en e on aura: 

Homomorphisme de Chern-Weil dans la cohomologie des formes G-éguiva

riantes de G / H 

Nous avons défini 

A 1 <.!!.*) _ _.:..F ___ [s (�*) e (G)] G

e 9°w. 

Le prolongement de cette application à A(.!!_*) est donné par 

si µEA(.!!_*) •f(µ) = µow 

Ainsi, si 9 E A 1 (.!!_*) et Q E S 1 (.!!_*) dénotent la même forme linéaire 

de .!!_, on aura, en termes de formes variables : 

si Y E � f(n) (Y) = À -lf(s;e - d�e) (Y) = À-l(ô\eow) - (d�9)•w*')(Y) 

= À-!( d(0•w) - <{B)ow* - Ài(Y�X0•w)) , 

Soit, par le lemme précédent 

f(Q)(Y) = 0(- Jy + V:) ,

où J = i(Yy)w 
y G 

L'homomorphisme de Chern-Weil, en termes de formes variables, se lit 

S (.!!_*) H. __ =-f ---Hë (G / H) 

-----P(- Jy + � )p 

En prenant À = -2·1fi nous retrouvons la construction de Berline

Vergne ([3)), introduite dans la section 3. 
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b 
H h. d Ch W 'l d 1 h l ' H*(W(G) H,�W

À)_.omomorE 1sme e ern- e1 ans a co omo og1e _u 

Il vient par évaluation en e: 

fw b 
À S(!!*l:..-----·a*(w(G) a,ëw)

p ,__ __ __, ... p ( y + (yi
e
J ) •

7, 8) En nous servant de méthodes de D. Quillen ( [! !] ) nous ptoU'l'ons main

tenant 

Proposition L'homomorphisme fW est un isomorphisme. 

Démonstration: Notons .9. = Ker(w(e)) , c'est un supplémentaire H-stable 

de h dans _g_ 

(1) 

Fixons (X
1

,.,. ,Xr) , base de h et (Xr+I',,. ,X
n

) , base de .9. , on 

en déduit une base de " , (X , , , • ,X ,X + , •• , ,X ) et les bases duales 
..2. 1 n n 1 n 

(0 1
, ••• ,en) et (il 1 , ••• ,iln) dans A 1(_g_*) et S 1 (_g_*) respectivement. 

S1• N € "* 
1 

1 � .2 on notera � = a È. , a ors (�1 , ... ,.!{) est une base de A 1 (È_) 

Avec ces éléments la connexion fw est caractérisée par 

À fw
(W(H) , oW) 

si 1 < i < r • 

En utilisant la proposition 7.4, on garantit l'existence d'un unique 

homomorphisme de H-a.d.g. de degré O, V , vérifiant 

À (W(G) ,ow> V À (w(H) ,ow> 

e
i .e_i • l<i<n, S1 

Car 

). �: 
si h € H h§_i = � (puisque .9. est H-stable) ' 

si X€!!. c(X)§_i
= 0i(X) 11 . 



59 

Les applications fw et v ainsi définies vérifient

2) fov =tp, est l'unique endomorphisme de H-a.d.g. de W(G)

vérifiant :

{
0�,_-=f�·�v __ _,...0i

91.,__ ______ o

si 1 < i < r 

si r < i • 

En particulier, en se restreignant aux éléments H-basiques et en passant 

aux cohomologies : 

(A) 

Considérons maintenant l'algèbre différentielle (!!_(lR),d) des 

formes différentielles de lR à valeurs dans t, munie de l'action 

de H, triviale. 

Soit (�( lR) 9 W(G), o) , avec 5 = d + ot, le produit tensoriel de

H-a.d,g, Les éléments de cette algèbre admettent une décomposition

unique sous la forme:

avec w
1
(t) et w

2
(t) des fonctions différentiables de t , à valeurs

diins W(G) 

Nous définissons alors les homomorphismes de H-a.d.g. , 0 et 

v(O) par : 

si ! < i. < r 

si r < i 

W(G) ----''----- �( lR) 9 W(G) __ v'-("'O.,_) _ _,,._IW(G)

ei,_ ____ ...,_ 

ei,__ ____ _,,_ 

w1(t) + dt w2(t)1-,--_.,,...,w1(0)

e ei ei

t @ ei1--_____ _, ... 0

où l'existence de 0 est, à nouveau, garantie par la proposition 7.4. 

Enfin, il est immédiat de constater que tp = v(O)o0 , 
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Restreignons nous aux sous-algèbres H-basiques: 

(w(G/ÏÏ,o�)-j____(.�(lR) ill W(G) bH, 8) v(O) ., ( W(G) bH ,ô�)
""-------=-------' 

(/) 

Lemme: Si z est un cocycle de 

à z • 

est cohomologue 

Démonstration 

on aura : 

Puisque 0(z) = w
1
(t) + d.t: w

2
(t) est un 8-cocycle,

où l'on vérifie aisément que dw
1 
(t) = clA::w;(t) •

On en déduit, d'une part, que o�(w
1
(t))= 0, c'est-à-dire: 

{w
1
(t)} est une famille différentiable de cocycles de 

En particulier w
1

(1) = z et w
1

(0) = (/)(z) • D'autre part

w; (t) = ô� (w2 
(t)), soit en intégrant 

dt 

La famille {w1(t)} est, donc, une famille de cocycles cohomologues
À de (W(G), oW) • 

Ce lemme montre que 1/l opère par identité sur les classes de 

cohomologie, donc 

f•V = id H*(W(G),o�) , 

Ce qui avec (A) achève la démonstration de la proposition. 
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7.9) Corollaire : Soit G un groupe de Lie, H un sous-groupe fermé, 

d'algèbre de Lie h • On suppose que le fibré principal G -G / H 

admet une connexion G-invariante w ,  de dérivée covariante V et 

courbure Vw Alors, l'homomorphisme de Chern-Weil en cohomologie 

équivariante 

S(�*) H __ b _ ___,_H.�(G / H) 

vw p �-----t .... P(- Jy - ru ) '

est un isomorphisme. 
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