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5.4.6. Existence et homotopie de relèvements d’un morphisme ............... 92
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6.2. À propos du complémentaire d’une hypersurface lisse de P

n
C

................ 101
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§1 Cohomologie de de Rham dans la catégorie des schémas §1.1

§1. Formes différentielles relatives

1.1 Différentielles relatives sur une algèbre

Soit R un anneau commutatif arbitraire. On désignera par Alg(R) la catégo-
rie dont les objets sont les R-algèbres commutatives avec identité multiplicative
(R-algèbres dans la suite) et les morphismes sont les morphismes de R-algèbres ;
les notations HomomR(A1, A2) et MorAlg(R)(A1, A2) seront utilisées de manière
synonyme.

1.1.1. Définition : Soit A une R-algèbre. Pour tout A-module M on appelle «R-

dérivation de A à valeurs dans M » la donnée d’un morphisme de R-modules

D : A → M vérifiant l’égalité de Leibniz :

D(a1a2) = a1·D(a2) + a2·D(a1) pour tous a1, a2 ∈ A. (1)

En particulier, si 11A désigne l’identité multiplicative de A, on a D(r·11A) = 0 pour

tout r ∈ R.

On note DerR(A; M) l’ensemble des R-dérivations de A à valeurs dans M . Il

est immédiat de constater que si D1, D2 ∈ DerR(A; M) alors D1 + a·D2 appar-

tient également à DerR(A; M), quel que soit a ∈ A ; il en résulte une structure

naturelle de A-module sur DerR(A; M).

1.1.2. Exercice : Soient A une R-algèbre et M un A-module. On munit A⊕M avec
une structure d’anneau en posant :

(a1, m1)·(a2, m2) := (a1 a2, a1·m2 + a2·m1) .

L’application p1 : A⊕M → A qui associe (a, m) �→ a est alors un morphisme d’anneau.
Notons p2 : A ⊕ M → M la projection canonique.

a) Pour chaque D ∈ DerR(A; M) montrer que l’application ϕ(D) : A → A ⊕ M définie
par a

ϕ(D)�−−−−−−−−−−−−−−−→ (a, D(a)) est un morphisme d’anneaux tel que{
p1 ◦ ϕ(D) = idA ,

p2 ◦ ϕ(D)(R·11A) = 0 .
(∗)

b) Notons HomomA,R(A, A ⊕ M) l’ensemble des morphismes d’anneaux vérifiant les
conditions (∗) ci-dessus.

Montrer que l’application ϕ : DerR(A; M) → HomomA,R(A, A ⊕ M), définie dans
la question précédente, est bijective.
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§1.1 Alberto Arabia & Zoghman Mebkhout §1

1.1.3. Remarques et notations :
a) Soit α : A → B un morphisme de R-algèbres et soit M un B-module. Pour tout

D ∈ DerR(B; M), l’application α∗(D) := D ◦ α est une R-dérivation de A. La cor-
respondance α∗ : DerR(B; M) → DerR(A; M) est un morphisme de A-modules.

Exercice. Soit A un idéal de A et notons, pour tout A-module N , par NA le sous-
module des éléments n ∈ N annulés par A . Le A-module NA possède alors une
structure naturelle de (A/A)-module. Notons aussi DerR(A; M)(A) l’ensemble des
R-dérivations de A à valeurs dans M qui s’annulent sur A .
1) Montrer que DerR(A; M)(A) est un sous-A-module de DerR(A; M) et que l’on a :

DerR

(
A; M

)(A) ⊆ DerR

(
A; M

)A = DerR

(
A; MA

)
.

La structure de A-module de DerR(A; M)(A) se factorise en une structure (A/A)-
module.

2) Notons ν : A � A/A la surjection canonique. Montrer, pour D ∈ DerR(A; M)(A),
qu’il existe une et une seule dérivation D′ ∈ DerR(A/A; MA) telle que ν∗(D′) = D.

3) En déduire que la composée des morphismes canoniques

DerR

(
A/A; MA

)
ν∗−−−−−−−−−−−−−−−→DerR

(
A; MA

) ∗−−−−−−−−−−−−−−−→DerR

(
A; M

)
où  : NA ↪→ N désigne l’inclusion canonique, est injective d’image DerR(A; M)(A).

Cet exercice démontre le lemme suivant.

Lemme : Lorsque α : A � B un morphisme surjectif de R-algèbres et que M est un

B-module, l’application α∗ : DerR(B; M) → DerR(A; M) est injective et son image

s’identifie au sous-A-module de DerR(A; M) des dérivations nulles sur l’idéal ker(α).

b) Soit f : M → N un morphisme de A-modules. Pour toute dérivation D ∈ DerR(A; M),
la composée f ◦ D est clairement une R-dérivation de A à valeurs dans N et sera
notée, suivant le contexte, par f∗(D), D∗(f) ou DerR(A, f). L’application définie sur
la somme directe DerR(A; M) ⊕ MorA(M , N) à valeurs dans DerR(A; N) qui fait
correspondre au couple (D, f) la dérivation f ◦ D est A-bilinéaire.

1.1.4. Définition : On appelle «module des formes différentielles relatives de

A sur R » la donnée d’un couple
(
ΩA/R, dA/R

)
, où ΩA/R est un A-module et où

dA/R : A → ΩA/R est une R-dérivation, tel que pour tout A-module M l’applica-

tion : MorA(ΩA/R, M)
d∗

A/R−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→≡ DerR(A; M)
f �−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ d∗A/R(f)

est bijective.
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§1 Cohomologie de de Rham dans la catégorie des schémas §1.2

1.1.5. Proposition : Pour toute R-algèbre A, il existe un module de formes
différentielles relatives sur R, de plus, ce module est unique à isomorphisme
(canonique) près.

Démonstration :
Existence – Considérons le A-module libre

⊕
a∈A A·da, où da est un sym-

bole, notons J le sous-A-module de
⊕

a∈A A·da engendré par les éléments de
la forme :


(R1) d(a1 a2) − a1·da2 − a2·da1 ,

(R2) d(a1 + a2) − da1 − da2 ,

}
pour tous a1, a2 ∈ A ;

(R3) d(ra) − r·da , pour tous r ∈ R et a ∈ A ;

et posons Ω :=
(⊕

a∈A A·da
)
/J . L’application d : A → Ω définie par d(a) = da

est alors une R-dérivation. Montrons que le couple (Ω, d) est un module de
formes différentielles relatives de A sur R. En effet, soit D : A → M une
R-dérivation ; le morphisme de A-modules ϕ :

⊕
a∈A A·da → M défini par

ϕ : da �→ D(a) s’annule sur J et induit un morphisme de A-modules f : Ω → M

qui vérifie, par construction, f∗(d) = D. L’application canonique induite par d
entre MorA(Ω, M) → DerR(A; M) est donc surjective ; son injectivité découle
d’observer que si f∗(d) = 0 on a f(da) = 0 pour tout a ∈ A, et comme les élé-
ments de la forme da constituent un système de générateurs pour Ω, l’égalité
f = 0 s’ensuit.

Unicité – Elle découle de remarquer que si (Ω1, d1) et (Ω2, d2) vérifient la condi-
tion de la définition 1.1.4, les foncteurs ( ) � MorA(Ω1, ) et ( ) � MorA(Ω2, )
sont canoniquement isomorphes.

1.2 Représentabilité de DerR(A, )

Soient C une catégorie et O ∈ Ob(C) ; notons Ens la catégorie des ensembles,
et considérons le foncteur covariant MorC(O, ) : C � Ens. Soit maintenant
F : C � Ens′ un foncteur covariant de C vers une sous-catégorie Ens′ de Ens.
Un «morphisme de foncteurs » η : MorC(O, ) → F est la donnée, pour chaque
M ∈ Ob(C) d’une application η(M) : MorC(O, M) → F (M) de telle sorte que
pour chaque morphisme α ∈ MorC(N, M) le diagramme :

N MorC(O,N)
η(N)−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ F (N)

α


 MorC(O,α)


 
F (α)

M MorC(O,M)
η(M)−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ F (M)
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§1.2 Alberto Arabia & Zoghman Mebkhout §1

soit commutatif. En particulier, lorsque N = O, on a l’égalité :

η(M)(α) = η(M) ◦ MorC(O, α)(11O) = F (α)(η(O)(11O)) (∗)

pour tous M ∈ Ob(C) et α ∈ MorC(O,M). La transformation naturelle η est
donc entièrement déterminée par l’élément o := η(O)(11O) ∈ F (O). Réciproque-
ment, pour chaque o ∈ F (O), l’égalité ηo(M)(α) := F (α)(o) (cf. (∗)) définit
une transformation naturelle de MorC(O, ) vers F . L’application de F (O) vers
Hom(MorC(O, ), F ) qui associe o �→ ηo est donc bijective (résultat de Yoneda).

1.2.1. Définition : Un foncteur covariant F : C � Ens est dit « représentable »

lorsqu’il existe un isomorphisme naturel de foncteurs η : MorC(O, ) ≡ F pour un

certain O ∈ Ob(C) ; on dit alors que le couple
(
F (O), η(O)(11O)

)
« représente » F .

1.2.2. Remarque : Pour qu’un foncteur additif F : Ab � Mod(Z), où Ab désigne une
catégorie abélienne, soit représentable il faut qu’il soit exact à droite.

La proposition suivante est une conséquence de ce qui précède.

1.2.3. Proposition : Soit F : C � Ens un foncteur covariant.

a) Le foncteur F est représentable, si et seulement si, il existe O ∈ Ob(C) et

un élément o ∈ F (O) tels que pour chaque M ∈ Ob(C) et x ∈ F (M) il

existe un et un unique α ∈ MorC(O, M) vérifiant x = F (α)(o).

b) Lorsque F est représentable, deux couples (o1,O1) et (o2, O2) le représen-

tent, si et seulement si, il existe un isomorphisme (auquel cas il est unique)

Ξ ∈ MorC(O1,O2) tel que o2 = F (Ξ)(o1).

Comme la correspondance DerR(A, ) qui associe à un A-module M le mo-
dule DerR(A, M) et à un morphisme de A-modules f : M1 → M2 le morphisme
DR(A, f) (cf. 1.1.3-b), est fonctorielle covariante (et additive), les considérations
précédentes s’appliquent et permettent de reformuler la proposition 1.1.5 par le
corollaire suivant.

1.2.4. Corollaire : Pour chaque R-algèbre A, le couple (ΩA/R, dA/R) représente

le foncteur DerR(A, ) : Mod(A) � Mod(A).
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§1 Cohomologie de de Rham dans la catégorie des schémas §1.3

1.3 Première suite exacte à droite fondamentale

La démonstration de la proposition 1.1.5 fournit, pour chaque R-algèbre A,
un couple canonique (ΩA/R, dA/R) qui représente le foncteur DerR(A, ) ; de
plus, pour tout morphisme de R-algèbres α : A → B l’application Ω(α) :
ΩA/R → ΩB/R qui associe Ω(α) : a1·da2 �→ α(a1)·dα(a2) est bien définie. La cor-
respondance Ω définie sur la catégorie Alg(R) des R-algèbres vers la catégorie
Mod(R) des R-modules qui associe Ω : A � ΩA/R et α � Ω(α) est fonctorielle
et covariante.

On vérifie aisément que pour tout morphisme de R-algèbres α : A → B et
pour tout B-module M , le diagramme suivant est commutatif :

MorB

(
ΩB/R, M

) d∗
B/R←−−−−→≡ DerR(B; M)

Ω(α)∗

 �Ω(α) α∗



MorA

(
ΩA/R, M

) d∗
A/R←−−−−→≡ DerR(A; M)

(2)

1.3.1. Proposition : Soit α : A � B un morphisme surjectif de R-algèbres.

a) La suite suivante est exacte.

0 → A·dA/R(ker(α)) ⊆−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ΩA/R
Ω(α)−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ΩB/R → 0 (3)

b) L’application ∂ : ker(α)/ker(α)2 → ΩA/R ⊗A B donnée par x �→ dA/R(x)⊗ 1
est un morphisme de A-modules bien défini et la suite :

ker(α)/ker(α)2 ∂−−−−−−−−−−−−−→ΩA/R ⊗A B
Ω(α)×11B−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ΩB/R → 0 (4)

où Ω(α) × 11B : a·da′ ⊗ b �→ bα(a)·dα(a′), est exacte à droite.

Démonstration :

a) La surjectivité de Ω(α) résulte de ce que l’image par Ω(α) du système de
générateurs canonique de ΩA/R est le système de générateurs canonique de
ΩB/R.

L’assertion concernant le noyau de Ω(α) résulte de remarquer dans un pre-
mier temps l’inclusion évidente : dA/R(ker(α)) ⊆ ker(Ω(α)) (‡) ; on considère
ensuite le A-module M := ΩA/R/A·dA/R(ker(α)). Pour tout x ∈ ker(α) et
tout a ∈ A, l’égalité x·da = d(xa) − a·dx montre que ker(α)·M = 0 de
sorte que M possède une structure naturelle de B-module compatible à sa
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§1.4 Alberto Arabia & Zoghman Mebkhout §1

structure de A-module. Notons π : ΩA/R � M la projection canonique ; la
composée π ◦ dA/R définit une R-dérivation de A à valeurs dans M nulle
sur ker(α), elle se factorise donc à travers α et une dérivation de B à valeurs
dans M d’après le lemme de 1.1.3-a. Ceci signifie, grâce à la commutati-
vité du diagramme (2), que l’application π se factorise à travers Ω(α) et
donc que ker(Ω(α)) ⊆ ker(π) = A·dA/R(ker(α)), ce qui joint à (‡) termine la
démonstration de l’assertion (a).

b) La correspondance ∆ : ker(α)−−−−−−−−→ΩA/R⊗AB qui associe x ∆�−−−−−−−−→ dx⊗1, vérifie
bien l’égalité ∆(xy) = x·dy ⊗ 1 + y·dx⊗ 1 = 0 ; elle induit l’application ∂ de
l’énoncé. D’autre part, on a ∆(ax) = dax⊗1 = a·dx⊗1+x·da⊗1 = a·dx⊗1
et ∂ est un morphisme de A-modules. On remarque alors que la suite (4)
n’est autre que la suite (3) à laquelle on a appliqué le foncteur exact à droite
( ) � ( ) ⊗A B .

1.3.2. Remarque : On prendra garde du fait que, dans l’énoncé de la proposition pré-
cédente, la surjectivité de α est indispensable pour l’exactitude des suites (3) et (4) en
leur terme central. En effet, soit k un corps de caractéristique 2 et soient A = B = k[X]
et α : A → B l’homomorphisme de k-algèbres déterminé par α(X) = X2 ; cette appli-
cation est clairement injective. D’autre part, l’application d : k[X] → k[X] définie par
d(P (X)) = dP

dX
(X) est une k-dérivation et toute k-dérivation D : k[X] → M se facto-

rise par (k[X], d) de sorte que ce couple est un module de formes différentielles de k[X]
relatives à k. On remarque alors que d(α(P (X))) = d(P (X2)) = dP

dX
(X2) d(X2)

dX
= 0.

Par conséquent, α∗(d) = 0 et donc Ω(α)∗ : Mork[X](k[X], k[X]) → Mork[X](k[X], k[X])
annule idk[X], autrement dit Ω(α) = 0.

1.4 Constructions du module des formes différentielles relatives

Bien que la démonstration de la proposition 1.1.5 donne une construction ca-
nonique du module des formes différentielles relatives, d’autres constructions
sont souvent très utiles. Nous passons en revue dans cette section ces différentes
constructions.

1.4.1. Quotients d’algèbre de polynômes. Soit X un ensemble de «variables »

et posons A := R[X] la R-algèbre des polynômes à coefficients dans R et va-
riables dans X . Soit M un A-module, pour tous D ∈ DerR(A; M) et P ∈ R[X],
on a D(P ) =

∑
X∈X

∂P
∂X D(X). On pose :{

Ω :=
⊕

X∈X A·dX , où dX est un symbole ;

d : R → Ω , définie par d(P ) :=
∑

X∈X
∂P
∂X dX .
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§1 Cohomologie de de Rham dans la catégorie des schémas §1.4

Le morphisme de A-modules f : Ω → M donné par f : dX �→ D(X) vérifie
clairement l’égalité f∗(d) = D. Enfin, si f ′ : Ω → M vérifie également l’égalité
f ′
∗(d) = D, la différence (f −f ′) est nulle sur les éléments dX et comme ils cons-

tituent une base pour Ω, on a f = f ′. Le couple (Ω, d) est donc bien un module
de formes différentielles de A relatives à R.

Toute R-algèbre A étant quotient d’une algèbre de polynômes, soit π :
R[X] � A une présentation de A de noyau noté I . La proposition 1.3.1 permet
de poser ;

ΩA/R :=
⊕

X∈X R[X]·dX

R[X]·d(I)
(5)

La dérivation dA/R : A → ΩA/R étant alors la dérivation induite sur A par
la dérivation sur R[X] définie par Ω(π) ◦ dR[X]/R qui s’annule trivialement sur
ker(π) (cf. lemme de 1.1.3-a).

1.4.2. Exercice : Montrer l’égalité R[X]·d(I) =
∑

i∈R
R[X] d(fi), où {fi}i∈R est un

système de générateurs de l’idéal I considéré comme R-module. En déduire que si A est
une R-algèbre de présentation finie, i.e. quotient d’une algèbre de polynômes à coeffi-
cients dans R et à un nombre fini de variables par idéal de type fini, alors le A-module
ΩA/R est de présentation finie.

1.4.3. Exercice : Montrer l’égalité R[X]·d(I) = I·ΩR[X]/R + d(I), d’où :

ΩA/R :=
ΩR[X]/R

I·ΩR[X]/R + d(I)
(6)

1.4.4. Changement de base. Soient A et R′ deux R-algèbres et posons
A′ := R′ ⊗R A que l’on considère muni de la structure d’algèbre produit tenso-
riel. On a le diagramme commutatif :

R α−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→R′

β


 γ


 idR′ ⊗1

A δ−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→1⊗idA
A′ := R′ ⊗R A

où α, β désignent les morphismes d’anneaux structuraux.

Soient M un A′-module et D ∈ DerR′(A′; M). L’application D ◦ δ est une
dérivation de A à valeurs dans M qui vérifie D(δ(r·a)) = D(1 ⊗ β(r)a) =
D(α(r) ⊗ a) = r·D(δ(a)) pour tous r ∈ R et a ∈ A, on a donc une application
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canonique
DerR′(A′; M) δ∗−−−−−−−−−−−−−→DerR(A; M) (7)

1.4.5. Lemme : Soit M un A′-module. L’application canonique (7) est bijec-

tive.

Démonstration : Comme une R′-dérivation sur A′ est déterminée par l’image
de δ , l’injectivité de δ∗ résulte. Soient D ∈ DerR(A; M) et D′ : A′ → M défi-
nie par D′(a′ ⊗ b) := γ(a′)·D(b) ; on vérifie aisément que D′ ∈ DerR′(A′; M), et
sa restriction à A cöıncide avec D.

1.4.6. Comme conséquence de ce dernier lemme, nous avons un isomorphisme
canonique naturel :

MorR′⊗RA

(
ΩR′⊗RA/R′, M

) ≡−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→MorA

(
ΩA/R, M

)
qui composé à l’isomorphisme MorA

(
ΩA/R, M

)
≡ MorR′⊗RA

(
R′ ⊗R ΩA/R, M

)
,

fournit un isomorphisme canonique :

ΩR′⊗RA/R′ ≡ R′ ⊗R ΩA/R (8)

qui identifie dR′⊗RA/R′ et idR′ ⊗dA/R.

Un cas particulier de changement de base est celui où S ⊆ R est un système
multiplicatif et où R′ := S−1R. L’équivalence (8) se lit alors :

ΩS−1A/S−1R ≡ S−1ΩA/R (9)

et dS−1A/S−1R : S−1A → S−1ΩA/R n’est autre que le morphisme induit par dA/R

après inversion des éléments de S .

1.4.7. Produit tensoriel d’algèbres. Généralisation naturelle du changement
de base : soient A1 et A2 deux R-algèbres et notons q1 : A1 → A1⊗RA2 l’homo-
morphisme de R-algèbres qui fait correspondre a �→ a ⊗ 11A2 (mutatis mutandis
pour q2 : A2 → A1 ⊗R A2). Pour tout (A1 ⊗R A2)-module M et toute R-
dérivation D : A1 ⊗R A2 → M , les «restrictions » di := D ◦ qi : Ai → M sont
des R-dérivations. Réciproquement, lorsque l’on se donne d1 : DerR(A1, M), on
note D1 := (d1 ⊗ 1) : A1 ⊗R A2 → M ⊗R A2

π2−−−−−−−−→ M , où π2 désigne le produit
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défini par l’action (à gauche) A2 sur M . On a :

D1
(
(a1 ⊗ b1)(a2 ⊗ b2)

)
= (1 ⊗ b1 b2) D1(a1 a2)
= (a1 ⊗ b1 b2) d1(a2) + (a2 ⊗ b1 b2) d1(a1)
= (a1 ⊗ b1) D1(a2 ⊗ b2) + (a2 ⊗ b2) D1(a1 ⊗ b1)

et D1 est une R-dérivation de A1⊗R A2 à valeurs dans M dont la restriction à
A1 cöıncide avec d1 (mutatis mutandis pour d2 ∈ DerR(A2, M)). L’application :

DerR(A1, M) ⊕ DerR(A2, M) Ξ−−−−−−−−−−−−−→DerR(A1 ⊗R A2, M)
(d1, d2) �−−−−−−−−−−−−−→ D1 + D2

est donc injective. Elle est aussi surjective ; en effet, pour tout D ∈ DerR(A1⊗R

A2, M) la différence D − Ξ(d1, d2) est nulle puisque c’est une R-dérivation de
A1 ⊗R A2 dont les restrictions aux Ai sont nulles.

On prendra garde du fait que Ξ est en fait un isomorphisme de (A1 ⊗R A2)-
modules lorsque l’on considère chaque DerR(Ai, M) muni de la structure de
(A1 ⊗R A2)-module induite par celle de M .

1.4.8. Proposition : Soient A1 et A2 deux R-algèbres. Soit q1 : A1 → A1 ⊗R

A2 l’homomorphisme défini par a �→ a ⊗ 11A2 et notons :

Ω(q1) : A2 ⊗R ΩA1/R ≡ (A1 ⊗R A2) ⊗A1 ΩA1/R → ΩA1⊗A2/R

le morphisme de (A1 ⊗R A2)-modules induit (mutatis mutandis pour A2).
L’application :(

A2 ⊗R ΩA1/R

)
⊕

(
A1 ⊗R ΩA2/R

)
Ω(q1)⊕Ω(q2)−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→≡ ΩA1⊗RA2/R (10)

est un isomorphisme de (A1 ⊗R A2)-modules.

Démonstration : La proposition découle de l’isomorphisme induit par Ξ :

HomA1(ΩA1/R, M) ⊕ HomA2(ΩA2/R, M)
(Ξ)−−−−−−−−−−−−−→≡ HomA1⊗RA2(ΩA1⊗RA2/R, M)

modulo les équivalences HomA1⊗RA2

(
(A1⊗RA2)⊗Ai

ΩAi/R, M
)
≡ HomAi

(ΩAi/R, M).

1.4.9. Algèbres de fractions. Soient A une R-algèbre et S ⊆ A un sys-
tème multiplicatif. Notons S−1A l’anneau obtenu à partir de A en inversant
les éléments de S . L’homomorphisme canonique d’anneaux νS(A) : A → S−1A
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qui associe a �→ a
1 munit S−1A d’une structure de A-algèbre (donc aussi de

R-algèbre).

Propriété fondamentale : Pour tout (S−1A)-module M et pour chaque D ∈
DerR(A; M), la correspondance D′ : a

s �→ D(a)
s − aD(s)

s2 définit une R-dérivation

D′ : S−1A → M telle que D = D′ ◦ νS(A) (‡) ; de plus, D′ est unique dans

DerR(S−1A; M) à vérifier l’égalité (‡).
La conséquence immédiate de cette remarque est que l’application :

DerR(S−1A; M)
νS(A)∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→≡ DerR(A; M) (11)

est un isomorphisme de (S−1A)-modules. Par conséquent :

MorS−1A(ΩS−1A/R, M)
Ω(νS(A))∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→MorA(ΩA/R, M)

l’est également et comme par ailleurs l’application :

MorS−1A(ΩA/R ⊗A S−1A, M)
νS(ΩA/R)∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→MorA(ΩA/R, M)

α �−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ α ◦ νS(Ω(A/R))
(12)

est bijective, on déduit un isomorphisme de (S−1A)-modules canonique (et na-
turel par rapport à M ) :

MorS−1A(ΩS−1A/R, M) ≡ MorS−1A(ΩA/R ⊗A S−1A, M)

et nous pouvons poser
ΩS−1A/R := ΩA/R ⊗A S−1A (13)

La dérivation dS−1A/R : S−1A → ΩA/R⊗AS−1A est alors l’unique dérivation sur
S−1A qui prolonge la dérivation dA/R ⊗ 11 : A → ΩA/R ⊗A S−1A.

1.4.10. Exercice : Vérifier la propriété fondamentale énoncée dans la section précé-
dente.

1.4.11. Exercice : Soit S un système multiplicatif de R. Montrer que ΩS−1R/R = 0.

1.4.12. Sous-quotient d’un produit tensoriel d’algèbres. Rappelons que
dans la démonstration de l’existence des modules des formes différentielles de la
proposition 1.1.5, on quotiente le A-module libre

⊕
a∈A A·da par le sous-module

engendré par des éléments des trois formes R1, R2 et R3. Or, le quotient par
le sous-module engendré uniquement par les éléments des formes R2 et R3 est
précisément le A-module à gauche A ⊗R A.
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Notons π : A⊗R A � ΩA/R la surjection canonique de A-modules à gauche

définie par π(a1 ⊗ a2) = a1·da2. Le noyau de cette application, noté K , est en-
gendré par les éléments de la forme 1 ⊗ a1a2 − a1 ⊗ a2 − a2 ⊗ a1 et on a la suite
exacte de A-modules à gauche :

0 → K := A·〈1⊗a1a2−a1⊗a2−a2⊗a1 | ai ∈ A〉 ιK↪−−−−−−−−−−−−−→A⊗R A π−−−−−−−−−−−−−� ΩA/R → 0 .

(14)

Soit p : A ⊗R A � A l’application produit p : a1 ⊗ a2 �→ a1a2. Vue comme
morphisme de A-algèbres, son noyau, noté J , est l’idéal à gauche (ou à droite)
engendré par les éléments de la forme 1 ⊗ a − a ⊗ 1. On a la suite exacte de
A-modules à gauche (et à droite) :

0 → J := A·〈1 ⊗ a − a ⊗ 1 | a ∈ A〉 ιJ

↪−−−−−−−−−−−−−→A ⊗R A
p−−−−−−−−−−−−−� A → 0 . (15)

En rassemblant les suites (14) et (15) en un seul diagramme, on a :

0
↓

K := A·〈1 ⊗ a1a2 − a1 ⊗ a2 − a2 ⊗ a1 | ai ∈ A〉
ιK



0 → J := A·〈1 ⊗ a − a ⊗ 1 | a ∈ A〉 ιJ

↪−−−−−−−−−−−−−→A ⊗R A
p−−−−−−−−−−−−−� A → 0

π



ΩA/R

↓
0

(16)

On remarque alors que la composée π ◦ ιJ est surjective. En effet, comme les
éléments a ⊗ 1 s’écrivent également a·(1 ⊗ 1) et que 1 ⊗ 1 ∈ K , le sous-module
π(J) contient tous les éléments π(1 ⊗ a) = da qui engendrent ΩA/R.

Montrons maintenant l’égalité ker(π ◦ ιJ) = J
2. Soit ∆ : A → A ⊗R A l’ap-

plication ∆(a) = a ⊗ 1 − 1 ⊗ a ∈ A ⊗R A, pour tout a ∈ A ; on a

∆(a1)∆(a2) = a1a2 ⊗ 1 − a1 ⊗ a2 − a2 ⊗ a1 + 1 ⊗ a1a2 , (17)

et l’inclusion J
2 ⊆ ker(π ◦ ιJ) résulte immédiatement. D’autre part, et toujours

par l’égalité (17), K est engendré par les éléments de la forme ∆(a1)∆(a2)− 1⊗
a1a2. Or, le noyau de π ◦ J est précisément le sous-module de K des éléments
annulés par p et comme cette application est un morphisme d’algèbres vérifiant
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p(∆(a)) = 0, pour tout a ∈ A, on a :

p
(∑

j aj·
(
∆(aj,1)∆(aj,2) − 1 ⊗ aj,1aj,2

))
= 0 ⇐⇒ ∑

j ajaj,1aj,2 = 0

et donc ker(π ◦ ιJ) ⊆ J
2.

Nous avons donc prouvé que le morphisme de A-modules à gauche π induit
un isomorphisme de J/J2 sur ΩA/R. L’espace quotient J/J2 se retrouve ainsi,
a priori , muni de deux structures de A-module : celle que nous avons considé-
rée jusqu’ici et celle induite par l’idéal J de A ⊗R A, ce qui fait de J/J2 un
(A⊗R A)/J

p≡A-module ; ces deux structures sont bien évidemment les mêmes.
On remarquera, pour terminer, que l’application π ◦ ∆ : A → ΩA/R cöıncide
bien avec dA/R. Nous pouvons, par conséquent, poser :

ΩA/R :=
J := ker

(
p : A ⊗R A → A

)
J

2 et dA/R := π ◦ ∆ (18)

1.4.13. Algèbres symétriques. Soit L un R-module et notons S∗
R(L) la R-

algèbre symétrique de L. On rappelle que cette algèbre est le quotient de l’al-
gèbre tensorielle :

T∗
R(L) := R ⊕ L ⊕

(
L ⊗R L

)
⊕

(
L ⊗R L ⊗R L

)
⊕ · · ·

par l’idéal bilatère engendré par les éléments de la forme (m1 ⊗m2 −m2 ⊗m1).
L’algèbre S∗

R(L) est alors une R-algèbre naturellement graduée par le degré
des tenseurs ; on a S0

R(L) = R, S1
R(L) = L et S∗

R(L) est engendrée en tant
que R-algèbre par ses éléments de degré 1. Enfin, S∗

R(L) est de type fini si et
seulement si le R-module L l’est.

Lorsque l’on se donne un morphisme de R-modules α : L1 → L2, l’application
T(α)∗ : T∗

R(L1) → T∗
R(L2) qui fait correspondre l1 ⊗ · · · ⊗ lr �→ α(l1) ⊗ · · ·α(lr)

induit un morphisme de R-algèbres graduées de degré nul de S∗
R(L1) → S∗

R(L2).
La correspondance S∗

R( ) de la catégorie Mod(R) vers la catégorie Alg∗(R) qui
associe L � S∗

R(L) et α � SR(α)∗ est un foncteur covariant et pour toute
R-algèbre positivement graduée A∗, l’application :

MorAlg∗(R)
(
S∗

R(L), A∗)−−−−−−−−−−−−−→MorR

(
L, A1)

α∗ �−−−−−−−−−−−−−→ α1

est naturelle par rapport aux données de L et A∗ et est bijective (le vérifier !) ;
le foncteur S∗

R( ) est donc adjoint à gauche du foncteur qui fait correspondre

– 14 –



§1 Cohomologie de de Rham dans la catégorie des schémas §1.4

à une R -algèbre positivement graduée sa composante de degré 1 et mutatis
mutandis pour les morphismes.

Soit M un S∗
R(L)-module. L’application :

DerR

(
S∗

R(L), M
) Θ(L,M)−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→MorR

(
L, M

)
≡ MorS∗

R(L)
(
S∗

R(L) ⊗R L, M
)

D �−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ D L

(∗)

est bijective et naturelle par rapport aux données L et M . En effet, comme
S∗

R(L) est engendrée, en tant que R-algèbre, par ses éléments de degré 1,
une R-dérivation est entièrement déterminée par son action sur S1

R(L) = L,
et Θ(L, M) est injective. D’autre part, pour tout morphisme de R-modules
α : L → M et pour chaque r ∈ N\{0} la correspondance :

Lr = L ⊕ · · · ⊕ L
D(α)r−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→M

(l1, . . . , lr) �−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
r∑

i=1

(
l1 ⊗ · · · ⊗ l̂i ⊗ · · · ⊗ lr

)
·α(li)

est r-linéaire symétrique et définit un morphisme de R-modules de Sr
R(L) vers

M . La somme D(α) =
∑

r D(α)r est alors une R-dérivation de S∗
R(L) à valeurs

dans M , d’où la surjectivité de Θ(L, M).

Comme conséquence de ces remarques on a la proposition suivante.

1.4.14. Proposition : Soit L un R-module et notons S∗
R(L) la R-algèbre sy-

métrique de L.

a) Il existe une et une unique application D : S∗
R(L) → S∗

R(L) ⊗R L nulle sur

S0
R(L) et vérifiant :

D(l1 ⊗ · · · ⊗ lr) =
r∑

i=1

(
l1 ⊗ · · · ⊗ l̂i ⊗ · · · ⊗ lr

)
⊗ li ,

pour tout r ∈ N\{0} et tous li ∈ L.

b) Le couple
(
S∗

R(L)⊗R L, D
)

représente le foncteur DerR

(
S∗

R(L),
)
. On peut

donc poser :
ΩS∗

R(L)/R := S∗
R(L) ⊗R L (19)

1.4.15. Remarque : On aura observé que lorsque L est un R-module libre on obtient
une autre description du module des différentielles relatives d’une algèbre de polynômes
(1.4).
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1.5 Seconde suite exacte à droite fondamentale

Soit α : A → B un morphisme de R-algèbres et considérons B munie éga-
lement de la structure de A-algèbre induite par α. Il est clair que chaque A-
dérivation de B dans un B-module M est automatiquement une R-dérivation,
nous avons donc des applications canoniques DerA(B; M) → DerR(B; M) et
ΩB/R → ΩB/A. Il est par ailleurs évident d’après la construction de ΩB/ comme
quotient de

⊕
b∈B B·db que l’application canonique ΩB/R → ΩB/A est surjec-

tive ; la proposition suivante donne une présentation de son noyau.

1.5.1. Proposition : Soit α : A → B un morphisme de R-algèbres. La suite de

B-modules :

B ⊗A ΩA/R
11B×Ω(α)−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ΩB/R −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ΩB/A → 0 (20)

où la flèche de droite est le morphisme canonique, est exacte.

Démonstration : Nous avons déjà expliqué la surjectivité de la flèche de droite.
D’autre part chaque élément de la forme 1 ⊗ da ∈ B ⊗A ΩA/R s’annule sur
ΩB/A puisque dans ce module on a da = a·d1 = 0. La suite (20) est donc
bien un complexe. Notons maintenant M := ΩB/R/im(11B × Ω(α)) et soit
ξ : ΩB/R � M la surjection canonique. La composée d := ξ ◦ dB/R est alors
une dérivation de B à valeurs dans M qui vérifie d(a·b) = α(a)·db + b·dα(a) =
a·db+(11×Ω(α))(da⊗ b) = a·db et par conséquent d est une A-dérivation de B

à valeurs dans M . Il existe alors un morphisme de B-modules Ξ : ΩB/A → M

tel que dans le diagramme :

où c désigne l’application canonique, on ait Ξ ◦ dB/R = ξ ◦ dA/R. Il s’ensuit que
les dérivations définies par Ξ◦c et ξ cöıncident et l’on a Ξ◦c = ξ . Ceci implique
que ker(c) ⊆ im(11 × Ω(α)) et termine la démonstration de la proposition.
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1.5.2. Remarque : Soient S ⊆ R et T ⊆ A des systèmes multiplicatifs avec ν(S) ⊆ T ,
où ν : R → A désigne l’homomorphisme structural. La dernière proposition montre que le
morphisme canonique ΩT−1A/S−1R → ΩT−1A/R est un isomorphisme puisque ΩT−1R/R =
0 (cf. exercice 1.4.11). D’autre part, nous avons montré l’équivalence ΩT−1A/R

≡←ΩA/R⊗A

T−1A (cf. formule (13)). On a, par conséquent, un isomorphisme canonique :

ΩT−1A/S−1R ≡ ΩA/R ⊗A T−1A (21)

1.6 À propos de l’exactitude à gauche de la seconde suite fondamentale

Dans la suite (20) le morphisme 11B×Ω(α) n’est pas en général injectif, même
lorsque α : A → B est injective.

1.6.1. Exemple : Soient A := Fp[X], B := A[Y ]/〈Y p − X〉 et α : A ↪→ B

l’homomorphisme (injectif) a �→ a·11B. On a ΩA/Fp
= AdX et 11B × Ω(α) = 0

puisque, pour toute Fp-dérivation D de B , on a 0 = D(Y p−X) = p Y p−1 D(Y )−
D(X) = −D(X).

Le fait que cet exemple concerne la caractéristique positive n’est pas fortuit,
en effet, en caractéristique nulle le phénomène d’inséparabilité sous-jacent dans
l’exemple disparâıt et pour les extensions de corps de caractéristique nulle on
montrera dans la proposition 1.6.4 que l’application 11B × Ω(α) est injective et
donc que la suite (20) est scindée.

1.6.2. Une condition générale de scindage. Le lemme suivant donne une
condition générale simple d’injectivité de 11B × Ω(α) et de scindage de la se-
conde suite fondamentale. (À remarquer également la condition 4.3.8 en termes
de lissité d’algèbres (cf. 4.2.1).)

Lemme : Soient R un anneau commutatif arbitraire et α : A → B un mor-

phisme de R-algèbres. Dans la seconde suite fondamentale :

B ⊗A ΩA/R
11B×Ω(α)−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ΩB/R −−−−−−−−−−−−−→ΩB/A → 0

le morphisme 11B × Ω(α) est injectif et scindé, si et seulement si, la dérivation

dA/R «se prolonge à B », i.e. s’il existe une R-dérivation dB : B → B ⊗A ΩA/R
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rendant le diagramme suivant commutatif :

A α−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ B

dA/k


 ⊕ 
dB

ΩA/R
11B×id−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→B ⊗A ΩA/R

Démonstration : Laissée en exercice.

1.6.3. Le cas des algèbres symétriques. Soient A une R-algèbre, puis L un
A-module et α : A → S∗

A(L) l’homomorphisme structural de l’algèbre symé-
trique S∗

A(L) (voir 1.4).

Lorsque L est de la forme A⊗RM pour un certain R-module M (par exemple
lorsque L est libre), on a S∗

A(L) = A ⊗R S∗
R(M) et l’équivalence (1.4.8) :

ΩS∗
A(L)/R ≡

(
S∗

A(L) ⊗A ΩA/R

)
⊕

(
S∗

A(L) ⊗S∗
R(M) ΩS∗

R(M)/R

)
.

Le morphisme 11×Ω(α) : S∗
A(L) ⊗A ΩA/R → ΩS∗

A(L)/R s’identifie alors à l’appli-
cation x �→ (x, 0) qui est évidemment injective et admet une rétraction.

Ceci étant, montrons que lorsque la deuxième suite fondamentale :

0 → S∗
A(L) ⊗A ΩA/R −−−−−−−−−−−−−→←−−−−−−−−−−−−−−− ΩS∗

A(L)/R −−−−−−−−−−−−−→←−−−−−−−−−−−−−−− ΩS∗
A(L)/A ≡ S∗

A(L) ⊗A L → 0

est scindée pour un certain A-module L, il en est de même de la suite associée
à S∗

A(L1) pour tout facteur direct L1 de L. En effet, soit L = L1⊕L2 et notons
ι : L1 → L et π : L → L1 respectivement l’injection et la projection canoniques.
Ces applications induisent des morphismes de A-algèbres dont la composée est
l’identité :

S∗
A(L1)

ι−−−−−−−−−−−−−→ S∗
A(L) π−−−−−−−−−−−−−→ S∗

A(L1)
id

�
Il s’ensuit que la composée :

ΩS∗
A(L1)/R

Ω(ι)−−−−−−−−−−−−−→ΩS∗
A(L)/R

Ω(π)−−−−−−−−−−−−−→ΩS∗
A(L1)/R

id
�

est également l’identité. On considère alors le diagramme :
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SA(L1) ⊗A ΩA/R
11×Ω(α1)−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ΩS∗

A(L1)/R

ι⊗id


 
Ω(ι)

SA(L) ⊗A ΩA/R

11×Ω(α)−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→←−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−ρ
ΩS∗

A(L)/R

π⊗id


 
Ω(π)

SA(L1) ⊗A ΩA/R
11×Ω(α1)−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ΩS∗

A(L1)/R

où l’on a noté α1 : A → S∗
A(L1) l’homomorphisme structural, et où la com-

posée des morphismes verticaux est l’identité. L’injectivité de 11 × Ω(α1) en
résulté immédiatement, et pour toute rétraction ρ de 11×Ω(α), l’application
(π × id) ◦ ρ ◦ Ω(ι) est une rétraction de 11 × Ω(α1).

Comme conséquence de ces remarques, nous pouvons affirmer que la deuxième
suite fondamentale :

0 → S∗
A(L) ⊗A ΩA/R −−−−−−−−−−−−−→←−−−−−−−−−−−−−−− ΩS∗

A(L)/R −−−−−−−−−−−−−→←−−−−−−−−−−−−−−− ΩS∗
A(L)/A ≡ S∗

A(L) ⊗A L → 0

est exacte et scindée pour tout A-module projectif L.

1.6.4. Le cas des extensions de corps

Proposition : Soient L et K deux extensions d’un corps de caractéristique

nulle k . Pour toute injection ι : L ↪→ K de k-algèbres, le morphisme 11K×Ω(ι)
est injectif et la seconde suite fondamentale :

0 → K ⊗L ΩL/k
11K×Ω(ι)−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ΩK/k −−−−−−−−−−−−−→ΩK/L → 0 (22)

est scindée. En particulier, on a des décompositions de K-espaces vectoriels :

ΩK/k =
(
K ⊗L ΩL/k

)
⊕ ΩK/L (23)

Démonstration : D’après le lemme 1.6.2 il suffit de montrer que la dérivation
dL/k se prolonge à K . Notons F la famille des couples (A, dA) où A est un
sous-anneau de K contenant L et où dA : A → K ⊗L ΩL/k est une k-dérivation
qui prolonge dL/k, autrement dit, est telle que le diagramme :

L ↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ A

dL/k


 ⊕ 
dA

ΩL/k −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→K ⊗L ΩL/k

– 19 –



§1.6 Alberto Arabia & Zoghman Mebkhout §1

est commutatif. On munit F de l’ordre partiel défini par (A1, dA1) � (A2, dA2) si
et seulement si A1 ⊆ A2 et la restriction de dA2 à A1 cöıncide avec dA1. Comme
la famille (F ,�) est clairement non vide et inductive, elle possède, d’après le
lemme de Zorn, un élément maximal (A∞, dA∞) où A∞ est nécessairement un
sous-corps de K . Supposons K � A∞ et soit x ∈ K\A∞ ; deux cas peuvent se
présenter a priori :
x est transcendant sur A∞. Dans ce cas, la dérivation dA∞ se prolonge à

A∞[x] (en imposant à x la valeur nulle par exemple) ce qui est contraire à
la maximalité de A∞.

x est algébrique sur A∞. Soit Px(X) ∈ A∞[X] le polynôme minimal de x ;
on a dans K :

Px(x) = a0 + a1 x + a2 x2 + · · · + ar xr = 0

avec ai ∈ A∞. Pour toute dérivation D : A∞[x] → K ⊗L ΩL/k qui prolonge
dA∞ on doit donc avoir :

−∑r
i=0 xi dA∞(ai) =

( ∑r
i=0 ai i xi−1

)
D(x)

et comme k est de caractéristique nulle l’élément
∑r

i=0 ai i xi−1 est non nul
dans K (x est séparable sur A∞). Par conséquent, D(x) est uniquement
déterminé par l’égalité :

D(x) = −
∑r

i=0 xi dA∞(ai)∑r
i=0 ai i xi−1 ∈ K ⊗L ΩL/k

et la formule D
( ∑

ci x
i
)

=
∑

xi dL∞(ci) +
∑

ci i xi−1 D(x) définit une k-
dérivation de A∞[x] qui prolonge dA∞, mais ceci contredit, à nouveau, la
maximalité de (A∞, dA∞).

La conclusion A∞ = K s’impose et ceci termine la démonstration.

Cette proposition et sa démonstration permettent de caractériser la dépen-
dance linéaire d’une famille finie de différentielles exactes dx1, . . . , dxr ∈ ΩK/k

en termes de dépendance algébrique de la famille {x1, . . . , xr}.

1.6.5. Corollaire : Soit K une extension d’un corps k de caractéristique nulle.

a) Le noyau de dK/k : K → ΩK/k est l’ensemble d’éléments de K algébriques

sur k .

b) K est une extension algébrique de k , si et seulement si ΩK/k = 0.
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c) Soit {x1, . . . , xr} ⊆ K . Les différentielles dx1, · · · , dxr ∈ ΩK/k sont K-
linéairement dépendantes, si et seulement si, les éléments x1, . . . , xr sont al-
gébriquement dépendants sur k .

Démonstration : Pour chaque x ∈ K on note k(x) le sous-corps de K engen-
dré par k et x.
a) Dans la fin de la preuve de 1.6.4 nous avons montré que Ωk(x)/k = 0, si

et seulement si, x est algébrique sur k. L’assertion (a) découle alors de re-
marquer que pour chaque triplet k ⊆ k(x) ⊆ K nous avons des inclusions
Ωk(x)/k ⊆ K ⊗Ωk(x)/k ⊆ ΩK/k (1.6.4) qui sont compatibles aux différentielles
de sorte que :

x ∈ K est algébrique sur k ⇐⇒ dk(x)/k(x) = 0 ⇐⇒ dK/k(x) = 0

b) Conséquence immédiate de (a).
c) L’assertion (a) correspond au cas r = 1. Dans le cas général on remarque que

dxr est nul dans ΩK/k(x1,...,xr−1) et la conclusion résulte une fois de plus de
(a).

1.7 Limites inductives et projectives des modules de différentielles
relatives

Limites inductives. Soit (A,�) un ensemble partiellement ordonné filtrant
supérieurement et soit S = {Ai, ϕi,j : Ai → Aj | i, j ∈ A , i � j} un sys-
tème inductif d’homomorphismes de R-algèbres. Notons A := lim−→ A Ai la limite
inductive de ce système. Pour tout A-module M le foncteur DerR( , M) trans-
forme S en un système projectif :

DerR(S, M) =




DerR(Ai, M) , i ∈ A ;
DerR(ϕi,j, M) : DerR(Aj, M) → DerR(Ai, M) ,

i, j ∈ A , i � j




d’où une application canonique DerR(lim−→ A Ai, M) → lim←− A DerR(Ai, M) qui est
un isomorphisme puisque (A,�) est filtrant supérieurement (le vérifier !).

Dans le même ordre d’idées, le foncteur Ω ,R appliqué au système S donne
lieu à un système inductif de R-modules :

ΩS,R =
{

ΩAi,R , i ∈ A ;
Ωϕi,j,R : ΩAi,R → ΩAj,R , i, j ∈ A , i � j

}

d’où une application canonique lim−→ A ΩAi/R → Ωlim−→ A Ai/R dont la bijectivité est
conséquence de la remarque du paragraphe précédent. On a donc :
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1.7.1. Proposition : Pour tout système inductif filtrant supérieurement d’ho-
momorphismes de R-algèbres S = {Ai, ϕi,j : Ai → Aj | i, j ∈ A , i � j}
l’application canonique

lim−→ A ΩAi/R −−−−−−−−−−−−−→≡ Ωlim−→ A Ai/R

est bijective. Autrement dit, le foncteur Ω ,R : Alg(R) � Mod(R) commute
avec la limite de systèmes inductifs filtrants supérieurement.

Limites projectives. Contrairement à la limite inductive, Ω ,R ne commute
pas aux limites projectives. Il existe certes une application Ωlim←− A Ai,R → lim←− A ΩAi,R

canonique, mais elle peut ne pas être bijective comme le montre l’exemple sui-
vant dont la vérification de certains détails est laissée aux soins du lecteur.

1.7.2. Exemple : Soit R un anneau commutatif arbitraire et notons ι : R[X] ↪→
R[[X]] l’injection canonique de l’anneau des polynômes dans l’anneau des séries
formelles à une indéterminée et à coefficients dans R.

L’application ( )′ : R[[X]] → R[[X]] dx qui associe à une série formelle∑
j aj Xj l’élément

( ∑
j aj j Xj−1

)
dX est clairement un prolongement de la

dérivation dR[X]/R de sorte que par le lemme 1.6.2 la seconde suite fondamen-
tale :

0 → R[[X]] dX −−−−−−−−−−−−−→←−−−−−−−−−−−−−−− ΩR[[X]]/R −−−−−−−−−−−−−→←−−−−−−−−−−−−−−− ΩR[[X]]/R[X] → 0

est exacte et scindée.

Pour chaque m ∈ N, posons Am := R[X]/〈Xm〉. On a

ΩAm/R ≡ R[X]/〈Xm, mXm−1〉 dX

et le système projectif défini par les surjections canoniques Am+1 � Am induit
un système projectif ΩAm+1/R → ΩAm/R. On a des isomorphismes canoniques :

R[[X]] ≡ lim←− m Am et R[[X]] dX ≡ lim←− n ΩAm/R

et la limite projective des dérivations dAm/R : Am → ΩAm/R s’identifie ( )′ :
R[[X]] → R[[X]] dx.

Par conséquent, la commutation de Ω /R aux limites projectives se traduit
dans cet exemple dans la condition d’annulation ΩR[[X]]/R[X] = 0.

Supposons maintenant R de caractéristique nulle et de cardinal dénombrable
(R = Q p. ex.). Si ΩR[[X]]/R[X] était nul, on aurait ΩR((X))/R(X) = 0 par locali-
sation, et le corps R((X)) serait algébrique sur R(X) d’après la corollaire 1.6.5.
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Le corps R((X)) serait donc de cardinal dénombrable puisqu’il en est ainsi de
R(X). Or, nous savons par ailleurs que R((X)) a le cardinal du continu, d’où
une contradiction.

(Les arguments du paragraphe précédents montrent également que le R[[X]]-
module ΩR[[X]]/R[X] n’est même pas de type fini ou dénombrable.)

Avant de conclure cet exemple il est intéressant d’interpréter chaque terme
de la décomposition :

ΩR[[X]]/R ≡ R[[X]] dX ⊕ ΩR[[X]]/R[X]

induite par la dérivation ( )′ lorsque l’on prend en considération la topologie
X-adique. Dans ce cas, le module ΩR[[X]]/R[X] contient l’adhérence de zéro dans
ΩR[[X]]/R puisque de supplémentaire R[[X]] dX séparé. Mais réciproquement,
comme la différentielle d := dR[[X]]/R[X] s’annule sur les polynômes, son action
sur une série formelle σ =

∑
i∈N

ai X
i ne dépend que du germe à l’infini de la

suite (ai)i∈N et pour chaque m ∈ N on a :

d(σ) = d(Xmσm) = mXm−1σm dX + Xmd(σm) ⊆ Xm−1 · ΩR[[X]]/R

où nous avons noté σm :=
∑

i�m ai X
i−m.

Par conséquent, le module ΩR[[X]]/R[X] est l’adhérence de 0 ∈ ΩR[[X]]/R pour la
topologie X-adique et R[[X]] dX s’identifié au module séparé associé ΩR[[X]]/R.

§2. Complexe de de Rham d’une algèbre

2.1 Différentielles relatives sur un module

2.1.1. Définition : Soit R un anneau et A une R-algèbre. Pour tout A-module

M et tout sous-R-module L qui engendré M , i.e. A·L = M , on dit qu’une ap-

plication de D de M à valeurs dans un A-module N est une «dérivation de M

relative à L à valeurs dans N » si elle vérifie les deux propriétés suivantes :{
D : M → N est un morphisme de R-modules ;

D(a1a2·�) = a2·D(a1·�) + a1·D(a2·�), pour tous ai ∈ A et � ∈ L.

On notera DerL(M , N) l’ensemble de telles applications.

2.1.2. Remarque : Soit D ∈ DerL(M , N), pour tout � ∈ L on a D(�) = D(1·1·�) =
D(�) + D(�) et par conséquent D(�) = 0.

– 23 –



§2.1 Alberto Arabia & Zoghman Mebkhout §2

2.1.3. Remarque : Lorsque M = A et que L = R·11A, on retrouve la notion de R-
dérivations de A (cf. 1.1.1).

Comme dans le cas des dérivations d’une algèbre, DerL(M , N) est un A-
module et l’on a un foncteur additif DerL(M , ) : Mod(A) � Mod(A) qui est
représentable comme nous allons le démontrer dans ce qui suit.

Par l’hypothèse faite sur l’inclusion L ⊆ M , le morphisme de A-modules
π :

⊕
�∈L A → M défini par π(e�) = �, est surjectif et, pour chaque D ∈

DerL(M , N), la restriction de la composée D ◦ π à chaque sous-module de co-
ordonnées A·e� est un R-dérivation de A à valeurs dans N . Il existe alors
un morphisme de A-modules π̃ :

⊕
�∈L ΩA/R → N , nul sur le sous-A-module

K := 〈(⊕dA/R)(ker(π))〉 et rendant le diagramme suivant commutatif :⊕
�∈L A π−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→M → 0

⊕dA/R


 
D⊕
�∈L ΩA/R

π̃−−−−−−−−−−−−−→ N

Réciproquement, lorsque l’on se donne un morphisme α :
⊕

�∈L ΩA/R → N de
A-modules qui s’annule sur K, la composée α ◦ (⊕dA/R) définit un élément de
DerL(M , N) et nous avons ainsi un morphisme de A-modules :

HomA

(⊕
�∈L ΩA/R

K
, N

)
−−−−−−−−−−−−−→� DerL(M , N) ; (‡)

surjectif d’après ce qui précède et injectif puisque
⊕

� dA/R(A) est générateur
de

⊕
�∈L ΩA/R. On remarque alors que par l’exactitude à droite du produit ten-

soriel, on a une suite exacte :

ΩA/R ⊗A ker(π) ν−−−−−−−−−−−−−→ΩA/R ⊗A

⊕
�∈L A =

⊕
�∈L ΩA/R

π−−−−−−−−−−−−−→ΩA/R ⊗A M → 0 ,

où l’image de ν est contenue dans K puisque, pour chaque v ∈ ker(π), on a
v =

∑
� a� e� et alors, ν(d(a)⊗ev) =

∑
� d(a)a� e� =

∑
� d(a a�) e�−

∑
� a d(a�) e�.

Il s’ensuit que π induit un isomorphisme :⊕
�∈L ΩA/R

K

(π)−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→�
ΩA/R ⊗A M

π(K)

où π(K) est le sous-A-module de ΩA/R ⊗A M engendré par les tenseurs de la
forme

∑
i d(ai) ⊗ �i où �i ∈ L et tels que

∑
i ai �i = 0. Dans la suite on notera :
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Ω(M/L) :=
ΩA/R ⊗A M

A·
〈 ∑

i d(ai) ⊗ �i |
∑

i ai �i = 0
〉 (24)

Notons que l’application dM/L : M → Ω(M/L) qui associe à un élément
m ∈ M la classe du tenseur

∑
d(ai) ⊗ �i lorsque m =

∑
i ai �i avec �i ∈ L, est

bien définie et c’est un élément de DerL(M , N). Soulignons également le fait
que dM/L(M) est un sous-R-module de Ω(M/L) qui l’engendre en tant que
A-module.

Pour terminer, l’isomorphisme (‡) est donné maintenant par :

HomA

(
Ω(M/L), N

)
−−−−−−−−−−−−−→� DerL(M , N)

α �−−−−−−−−−−−−−→ α ◦ dM/L

et nous avons démontré la proposition suivante.

2.1.4. Proposition : Pour tout A-module M et tout sous-R-module L véri-

fiant A·L = M , le couple
(
Ω(M/L), dM/L

)
représente le foncteur DerL(M , ).

De plus, dM/L(M) est un sous-R-module de Ω(M/L) qui l’engendre en tant

que A-module.

2.1.5. Fonctorialité. Notons ModR,A la catégorie des couples (L, M) où M

est un A-module et L est un sous-R-module de M tel que A·L = M . Les mor-
phismes entre deux couples (L, M) → (L′, M ′) étant les morphismes α : M →
M ′ de A-modules tels que α(L) ⊆ L′.

Soit N un A-module. Pour tout morphisme α : (L, M) → (L′, M ′) de la ca-
tégorie ModR,A et chaque D ∈ DerL′(M ′, N) la composée D ◦ α appartient à
DerL(M , N). On en déduit une application canonique de A-modules

Ω(α) : Ω(M/L) → Ω(M ′/L′)

et la correspondance (L, M) � Ω(M/L), α � Ω(α) est fonctorielle et cova-
riante de la catégorie ModR,A vers la catégorie Mod(A).

2.2 Le foncteur ( ) � A∗
( )

(
Ω( )/R

)
Soit R un anneau arbitraire. On note C0�∗(R) la catégorie (abélienne) des

complexes positivement gradués de R-modules. Rappelons qu’un objet de C0�∗(R)
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est la donnée d’un couple (M ∗, dM ,∗), où M ∗ est un R-module muni d’une dé-
composition en somme directe de R-modules :

M ∗ := M 0 ⊕ M 1 ⊕ · · · ⊕ Mk ⊕ · · ·

et où dM ,∗ : M ∗ → M ∗ est un morphisme de R-module gradué de degré 1
et de carré nul, autrement dit, c’est une somme de morphismes de R-modules
dM ,k : Mk → Mk+1, vérifiant dM ,k+1 ◦ dM ,k = 0. Enfin, un morphisme α∗
entre deux complexes (M ∗, dM ,∗) et (N ∗, dN ,∗) est la donnée d’une famille de
morphismes de R-modules αk : Mk → Nk vérifiant αk+1 ◦ dM ,k = dN ,k ◦ αk.

2.2.1. Le foncteur D∗ : Alg(R) � C0�∗(R). Nous définissons maintenant un
foncteur D∗ de la catégorie Alg(R) des R-algèbres vers la catégorie C0�∗(R).

Étant donnée une R-algèbre A, on pose D0(A) := A, D1(A) := ΩA/R et
dD(A),0 := dA/R. Puis, on définit récursivement dD(A),k et Dk+1(A) par :{

dD(A),k := dDk(A)/im(dD(A),k−1) ;

Dk+1(A) := Ω
(
Dk(A)/im(dD(A),k−1)

)
;

on a donc :
dD(A),k−1−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→Dk(A)

dD(A),k−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
d

Dk(A)/im(dD(A),k−1)
Ω

(
Dk(A)/im(dD(A),k−1)

)
=: Dk+1(A)

et les trois premiers termes de D∗(A) sont :

0 → D0(A)
dD(A),0−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→D1(A)

dD(A),1−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→D2(A)
|| || ||

0 → A
dA/R−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ ΩA/R

dΩA/R/im(dA/R)

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→Ω
(
ΩA/R/im(dA/R)

)
Le couple (D(A)∗, dD(A),∗) est clairement un objet de C0�∗(R) et nous dé-

finissons le foncteur D∗ : Alg(R) � C0�∗(R) par la correspondance A �
(D∗(A), dD(A),∗) et qui associe à chaque morphisme de R-algèbres α : A → B ,
le morphisme de complexes D(α)∗ caractérisé par la proposition suivante.

2.2.2. Proposition : Pour tout morphisme de R-algèbres α : A → B il existe

un et un seul morphisme de complexes de A-modules

D(α)∗ : (D∗(A), dD(A),∗) → (D∗(B), dD(B),∗)

vérifiant D(α)0 = α.
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Démonstration : On montre successivement l’existence et unicité de chaque
composante D(α)k. Lorsque k = 1, l’existence et unicité découle de la propriété
universelle des modules des différentielles relatives, on pose donc D(α)1 := Ω(α)
et l’on a unicité du diagramme commutatif :

0 → A
dD(A),0−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ D1(A)

α


 Ω(α)


D(α)1

0 → B
dD(B),0−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→D1(B)

dD(B),1−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→D2(B)

On remarquera que la composée ψ1 := dD(B),1 ◦ D(α)1 et non seulement nulle
sur im(dD(A),0) mais c’est également une dérivation du A-module D1(A) rela-
tive à im(dD(A),0) et à valeurs dans D2(B) (vu comme A-module) ce qui résulte
immédiatement des égalités :

ψ1
(
a1a2·d(a3)

)
= d

(
a1a2·D(α)1(d(a3))

)
= d(a1a2·d(α(a3)))

= a2·d(a1·d(α(a3))) + a1·d(a2·d(α(a3)))
= a2·ψ1(a1·d(a3)) + a1·ψ1(a2·d(a3))

La propriété universelle du couple (D2(A), dD(A),1) intervient alors pour assurer
l’existence et unicité d’un morphisme de A-modules Ω(α)2 : D2(A) → D2(B)
rendant le diagramme suivant commutatif :

0 → A
dD(A),0−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ D1(A)

dD(A),1−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ D2(A)

α


 D(α)1


 D(α)2



0 → B

dD(B),0−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→D1(B)
dD(B),1−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→D2(B)

L’itération de ce procédé ne présente plus aucune difficulté et démontre la pro-
position.

2.3 Catégorie d’algèbres différentielles graduées

2.3.1. Définitions et notations : On note Adg(R) la catégorie suivante :

Objets de Adg(R). Ce sont les couples (A∗, dA) où A∗ est une R-algèbre munie
d’une décomposition en somme directe de R-modules : A∗ := A0⊕A1⊕A2⊕
· · · ⊕ Ak ⊕ · · ·, dont la multiplication est soumise aux contraintes suivantes :{

Ak1·Ak2 ⊆ Ak1+k2 , pour tous ki ∈ N ;

ak1 ak2 = (−1)k1k2ak2ak1 , pour tous ki ∈ N et ai ∈ Ai (anticommutativité) ;

et dA : A∗ → A∗ est un morphisme de R-modules gradués de degré 1 de
carré nul et une dérivation d’algèbre anticommutative, i.e.
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{
dA ◦ dA = 0 ;
dA(ak a) = dA(ak) a + (−1)kak dA(a) , pour tous k ∈ N, ak ∈ Ak et a ∈ A∗.

Un objet de Adg(R) sera appelé une «R-algèbre différentielle graduée (an-
ticommutative) ».

Morphismes de Adg(R). Ce sont les morphismes de R-algèbres graduées de degré
nul α : (A∗, dA) → (B∗, dB), qui commutent aux différentielles.

On note Alt(R) la sous-catégorie pleine de Adg(R) des «algèbres alternées », i.e.
des R-algèbres différentielles graduées A∗ vérifiant la condition d’«alternance » :

{x2 = 0 , pout tout x ∈ A∗ homogène de degré impair.

(Cette condition est évidemment superflue lorsque 2 est inversible dans R.)

2.3.2. Algèbres anticommutatives & algèbres alternées. Étant donné un
A-module M , on note T∗

A(M) := A⊕M ⊕M⊗2⊕M⊗3 · · · l’algèbre tensorielle
de M sur A et :{

A∗
A M := T∗

A(M)
/
T∗

A(M)·
〈
m1 ⊗ m2 + m2 ⊗ m1

〉
mi∈M

·T∗
A(M)∧r

A M := T∗
A(M)

/
T∗

A(M)·
〈
m ⊗ m

〉
m∈M

·T∗
A(M)

On a une surjection canonique évidente A∗
A(M) �

∧∗
A(M) de noyau de 2-

torsion. Dans la suite on appellera «algèbre anticommutative du A-module M »

l’algèbre A∗
A M , et «algèbre alternée du A-module M » l’algèbre

∧∗
A M .

Mise en garde sur la notation. L’opération de multiplication dans les algèbres
A∗

A M et
∧∗

A M sera notée par le même symbole ‘∧’.

Rappelons le résultat suivant démontré dans [B1] (A III pp. 57, 69, 73, 78,
83).

2.3.3. Proposition : Soit A un anneau commutatif. Pour chaque A-module M ,

notons T∗
A(M), S∗

A(M), A∗
A(M), et

∧∗
A(M) les algèbres respectivement ten-

sorielle, symétrique, anticommutative et alternée du A-module M . Pour tout

morphisme surjectif de A-modules α : M1 � M2, les morphismes d’algèbres

graduées induits :

T(α)∗ : T∗
A(M1) � T∗

A(M2) S(α)∗ : S∗
A(M1) � S∗

A(M2)

A(α)∗ : A∗
A(M1) � A∗

A(M2)
∧

(α)∗ :
∧∗

A(M1) �
∧∗

A(M2)

sont tous surjectifs et leur noyau est engendré par l’idéal bilatère engendré par

ker(α).

– 28 –



§2 Cohomologie de de Rham dans la catégorie des schémas §2.3

De plus, les morphismes :

S∗
A(M1)⊗AS∗

A(M1) → S∗
A(M1⊕M2) A∗

A(M1)⊗AA∗
A(M1) → A∗

A(M1⊕M2)∧∗
A(M1) ⊗A

∧∗
A(M1) →

∧∗
A(M1 ⊕ M2)

induits par les injections canoniques Mi ⊆ M1 ⊕ M2 sont tous des isomor-

phismes.

2.3.4. Le foncteur D∗ : Alg(R) � Adg(R). Pour toute R-algèbre A, la
formule (24) montre que l’on a :

D2(A) =
ΩA/R ⊗A ΩA/R

A·
〈 ∑

i d(ai) ⊗ d(bi) |
∑

i ai d(bi) = 0
〉

et comme a d(b) + b d(a)− d(ab) = 0, le sous-module du dénominateur contient
les tenseurs d(a)⊗d(b)+d(b)⊗d(a) pour tous a, b ∈ A et nous en déduisons une
surjection canonique Ξ(A)2 : A2

A(ΩA/R) � D2(A). Par l’itération de cette idée
on définit le morphisme de A-modules gradués Ξ(A)∗ : A∗

A(ΩA/R) � D∗(A).

2.3.5. Théorème : Pour tout anneau commutatif R et toute R-algèbre com-

mutative A, le morphisme de A-modules gradués :

A∗
A(ΩA/R)

Ξ(A)∗−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→D∗(A)

est un isomorphisme. En particulier, D∗(A) possède une structure canonique

d’algèbre différentielle graduée anticommutative.

L’application de A∗
A(ΩA/R) vers A∗+1

A (ΩA/R) induite par l’isomorphisme Ξ(A)∗
à partir de dD(A),∗ sera désignée par notation dA/R,∗. On a alors

dA/R,r

(
a0·dA/R,0(a1)∧· · ·∧dA/R,0(ar)

)
= dA/R,0(a0)∧dA/R,0(a1)∧· · ·∧dA/R,0(ar)

(25)
quels que soient r ∈ N et ai ∈ A, de plus dA/R,∗ est une dérivation d’algèbre

graduée anticommutative de degré +1 et de carré nul.

Démonstration :
Remarque 1. Toutes les assertions du théorème résultent de prouver l’existence
d’une application d∗ : A∗

A(ΩA/R) vérifiant les égalités de la forme (25). En effet,
dans ce cas, les égalités (25) montrent aussitôt d∗ est une dérivation d’algèbre
graduée anticommutative de degré +1 et de carré nul. On prouve, par induc-
tion sur l’indice r, que Ξ(A)r est un isomorphisme et que dr−1 est induite par
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dD(A),r−1. C’est clair pour r ∈ {0, 1}, dans le cas général, on suppose l’assertion
établie jusqu’au degré r et l’on considère le diagramme :

Ar−1
A (ΩA/R)

dr−1−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ Ar
A(ΩA/R) dr−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ Ar+1

A (ΩA/R)

Ξ(A)r−1


≡ Ξ(A)r


≡ Ξ(A)r+1


�Θ

Dr−1(A)
dD(A),r−1−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ Dr(A)

dD(A),r−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ Dr+1(A)

Comme pour tout r ∈ N, dr : Ar
A(ΩA/R) → Ar+1

A (ΩA/R) est une dériva-
tion de Ar

A(ΩA/R) relative à im(dr−1) à valeurs dans Ar+1
A (ΩA/R), il en est

de même de l’application dr ◦Ξ(A)−1
r sur Dr(A). Il existe donc Θ : Dr+1(A) →

Ar+1
A (ΩA/R) rendant le diagramme de droite commutatif. De plus, la composée

Θ ◦ Ξ(A)r+1 est un morphisme de A-modules qui fixe les éléments de la forme
d(a0)∧ · · · ∧ d(ar) ; c’est donc l’identité sur Ar+1

A (ΩA/R). L’application Ξ(A)r+1

est par conséquent injective et comme elle est surjective par construction, elle
est bijective.

Remarque 2. Soit A une R-algèbre telle qu’il existe d∗ : A∗
A(ΩA/R)

[+1]−−−−−−−−−−−−−→
A∗

A(ΩA/R) vérifiant les égalités de la forme (25). Il en est alors de même pour

toute R-algèbre quotient de A.

En effet, soit J ⊆ A un idéal de R-algèbre de A et notons B := A/R. Nous
avons montré dans 1.3.1 l’exactitude de la suite :

0 → A·〈d(J)〉 ↪−−−−−−−−−−−−−→ΩA/R
ν−−−−−−−−−−−−−� ΩB/R → 0

et le noyau de la surjection A(ν)∗ : A∗
A(ΩA/R) � A∗

A(ΩB/R) = A∗
B(ΩB/R), in-

duite par ν , est l’idéal bilatère J de A∗
A(ΩA/R) engendré par 〈d(J)〉 (cf. 2.3.3).

Or, comme une application d∗ sur A∗
A(ΩA/R) vérifiant (25) est une dérivation

d’algèbre anticommutative de carré nul, on a d∗(J ) ⊆ J et par conséquent d∗
induit une application sur A∗

B(ΩB/R) vérifiant les égalités de la forme (25).

Conclusion. Suite aux remarques précédentes, il suffit de montrer l’existence
d’une application d∗ vérifiant les égalités de la forme (25) lorsque A est une
algèbre de polynômes à coefficients dans R.
A := R[X]. Dans ce cas ΩA/R = R[X] dX et Ar

A(ΩA/R) =
(
R[X]/2R[X]

)
dX∧r

pour tout r > 1. L’existence de d2 : ΩA/R → A2
A(ΩA/R) vérifiant (25) équi-

vaut au fait que pour toute famille finie {fi, gi} ⊆ R[X] telle que
∑

i fi g
′
i =

0 (†), on a
∑

i f
′
i g

′
i ∈ 2R[X]. Or, l’égalité (†) entrâıne

∑
i f

′
i g

′
i = −∑

i fi g
′′
i
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et il est clair que g′′ ∈ 2R[X] pour toute g ∈ R[X]. En degré supérieur,
l’existence dr : Ar

A(ΩA/R) → Ar+1
A (ΩA/R) vérifiant (25) équivaut au fait que

pour toute famille finie {fi, gi} ⊆ R[X] telle que
∑

i fi g
′
i ∈ 2R[X] (‡), on a∑

i f
′
i g

′
i ∈ 2R[X]. Or, l’égalité (‡) entrâıne

∑
i f

′
i g

′
i = (

∑
i fi g

′
i)
′ − ∑

i fi g
′′
i

où le terme de droite appartient une fois encore à l’idéal 2R[X].

A := R[X1, . . . , Xn]. Dans ce cas A := R[X]⊗R · · ·⊗R R[X] et l’existence de
d∗ découle des considérations générales suivantes.

Soient A1 et A2 deux R-algèbres et posons A := A1⊗RA2. La proposition
1.4.8 donne un isomorphisme de ΩA/R sur

(
A⊗A1 ΩA1/R

)
⊕

(
A⊗A2 ΩA2/R

)
dont on déduit un isomorphisme d’algèbres graduées canonique (cf. 2.3.3) :

A∗
A(ΩA/R) ≡ A∗

A

(
A ⊗A1 ΩA1/R

)
⊗A A∗

A

(
A ⊗A2 ΩA2/R

)
≡ A∗

A1

(
ΩA1/R

)
⊗A1 A ⊗A2 A

∗
A2

(
ΩA2/R

)
. (�)

Si nous supposons maintenant données des dérivations de R-algèbres an-
ticommutatives graduées di,∗ : A∗

Ai
(ΩAi

/R), on définit sur le terme (�)
l’application d12,∗ par

ω1 ⊗ a ⊗ ω2 �−→ d1(ω1) ⊗ a ⊗ ω2 + ω1 ⊗ a ⊗ d2(ω2) .

Dans le cas où Ai est une algèbre de polynômes à coefficients dans R, on
vérifie aisément que si les di,∗ vérifient les égalités de la forme (25), il en
sera de même pour d12,∗.

Ainsi, l’existence de d∗ sur R[X1, . . . , Xn] découle par itération à partir
du cas n = 1 déjà traité.

A := R[X]. Dans ce cas, X désigne un ensemble arbitraire de variables. On
réalise alors A comme limite inductive des sous-algèbres R[Y ] où Y est
une partie finie de X . Comme les différentielles dY ,∗ sont naturelles on
a un système inductif d’algèbres différentielles graduées anticommutatives
{(R[Y ], dY ,∗)}Y ⊆X où lim−→ Y R[Y ] = R[X]. L’application dA,∗ := lim−→ Y dY ,∗
vérifie alors les égalités de la forme (25) puisque chacune d’entre elles ne
fait intervenir qu’un nombre fini de variables ce qui ramène la vérification
à l’un des (R[Y ], dY ,∗).

2.3.6. Morphisme d’adjonction. Soient (B∗, dB,∗) un objet de la catégorie
Adg(R), A une R-algèbre et α0 : A → B0 un morphisme de R-algèbres. Par
l’équivalente du théorème 2.3.5 et la proposition 2.2.2 nous savons qu’il existe
un et un unique morphisme de complexes de A-modules α∗ : A∗

A(ΩA/R, dA/R) →
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(B∗, dB,∗) qui prolonge α0. Le morphisme α∗ est en fait un morphisme de A-
algèbres. En effet, il suffit de démontrer que l’on a pour tout r � 0 :

αr+1
(
dA/R(a0) ∧ dA/R(a1) ∧ · · · ∧ dA/R(ar)

)
=

= α1(dA/R(a0)) ∧ α1(dA/R(a1)) ∧ · · · ∧ α1(dA/R(ar))

ce pourquoi le raisonnement inductif sur r suivant suffit :

αr+1
(
dA/R(a0) ∧ dA/R(a1) ∧ · · · ∧ dA/R(ar)

)
=

= αr

(
dA/R,r

(
a0·dA/R(a1) ∧ · · · ∧ dA/R(ar)

))
= dB,r

(
α0(a0)·αr

(
dA/R(a1) ∧ · · · ∧ dA/R(ar)

))
=
1

dB,0
(
α0(a0)

)
∧ α1(dA/R(a1)) ∧ · · · ∧ α1(dA/R(ar))

= α1(dA/R(a0)) ∧ α1(dA/R(a1)) ∧ · · · ∧ α1(dA/R(ar))

où l’égalité =
1

se justifie par le fait que αr

(
dA/R(a1) ∧ · · · ∧ dA/R(ar)

)
est fer-

mée pour dB,∗ et est égal à α1(dA/R(a1)) ∧ · · · ∧ α1(dA/R(ar)) par hypothèse de
récurrence.

La conclusion de ce qui précède est que la correspondance α0 �→ α∗ définit
une application dite «d’adjonction » :

HomomR

(
A, B0) adj−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→≡ MorAdg(R)

((
A∗

A

(
ΩA/R

)
, dA/R,∗

)
,
(
B∗, dB,∗

))
(26)

qui est bijective et naturelle par rapport à A et (B∗, dB,∗).

Ces remarques constituent la démonstration du théorème suivant.

2.3.7. Théorème : Le foncteur de la catégorie des R-algèbres différentielles

graduées anticommutatives et positivement graduées vers la catégorie des R-

algèbres qui fait correspondre à (B∗, dB,∗) sa composante homogène de degré

zéro B0, et à un morphisme α∗ : (B∗
1, dB1,∗) → (B∗

2, dB2,∗) sa composante α0, est

un adjoint à droite du foncteur ( ) � A∗
( )

(
Ω( )/R

)
.

2.4 Les foncteurs ‘complexe de de Rham’ et ‘cohomologie de de
Rham’

Pour toute algèbre différentielle graduée anticommutative
(
B∗, dB,∗

)
l’idéal

I (B∗) engendré par les éléments de la forme x∧x où x est homogène de degré
impair, est gradué et stable par la différentielle puisque dB(x∧x) = dB(x)∧x−
x∧dB(x) = dB(x)∧x−dB(x)∧x = 0. De même, si α∗ :

(
B∗

1, dB1,∗
)
→

(
B∗

2, dB2,∗
)

est un morphisme d’algèbres différentielles graduées, on a α∗(I (B∗
1)) ⊆ I (B∗

2).
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2.4.1. Remarque et définition : Pour toute algèbre différentielle graduée (anticom-
mutative)

(
B∗, dB,∗

)
notons Alt

(
B∗, dB,∗

)
la R-algèbre graduée et alternée B∗/I(B∗)

munie de la différentielle induite par dB,∗, et mutatis mutandis pour les morphismes
entre algèbres différentielles graduées. On obtient de cette manière un foncteur Alt :
Adg(R) � Alt(R) dont on démontre aisément qu’il est adjoint à gauche du foncteur
d’inclusion Alt(R) ⊆ Adg(R).

2.4.2. Définition : Le foncteur «complexe de de Rham », noté ( ) � Ω∗
( )/R,

de la catégorie Alg(R) vers la catégorie Alt(R) est défini comme la composée
Ω∗

( )/R := Alt ◦A∗
( )

(
Ω( ),R

)
. Pour toute R-algèbre A, le complexe

(
Ω∗

A/R, dA/R,∗
)

est donc :

0 → A
dA/R−−−−−−−−−−−−−−→ΩA/R

dA/R,1−−−−−−−−−−−−−−→∧2
A ΩA/R

dA/R,2−−−−−−−−−−−−−−→∧3
A ΩA/R

dA/R,3−−−−−−−−−−−−−−→∧4
A ΩA/R

dA/R,4−−−−−−−−−−−−−−→ · · ·

où la différentielle dA/R,r vérifie la formule :

dA/R,r

(
a0·dA/R(a1)∧· · ·∧dA/R(ar)

)
= dA/R(a0)∧dA/R(a1)∧· · ·∧dA/R(ar) (27)

pour tout r > 0.

2.4.3. Théorème : Le foncteur qui fait correspondre à une algèbre différentielle

graduée alternée (B∗, dB) sa composante homogène de degré zéro B0 et muta-
tis mutandis pour les morphismes, est un adjoint à droite du foncteur complexe

de de Rham Ω∗
( )/R : Alg(R) � Alt(R).

Autrement dit, l’application d’adjonction (analogue de (26)) :

HomomR(A, B0)
adj−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→≡ MorAlt(R)

((
Ω∗

A/R, dA/R,∗
)
, (B∗, dB,∗)

)
est bijective.

Soient R′, A, B des R-algèbres et soit S ⊆ A un système multiplicatif. On

a des isomorphismes canoniques naturelles compatibles au différentielles :


Ω∗
R′⊗RA/R′ ≡ R′ ⊗R Ω∗

A/R (changement de base)

Ω∗
S−1A/R ≡ S−1A ⊗A Ω∗

A/R (localisation)

Ω∗
A⊗RB ≡ Ω∗

A/R ⊗R Ω∗
B/R (produit fibré, produit tensoriel)

Démonstration : La première partie résulte immédiatement du théorème 2.3.7
et de la remarque 2.4.1. Les isomorphismes de la seconde partie résultent des
isomorphismes donnés dans le paragraphe 1.4.6, formules (8) et (9), et dans la
proposition 1.4.8 formule (10).
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2.4.4. Définition : Pour toute R-algèbre A, on appelle «cohomologie de de Rham

de A sur R », et l’on note H∗
DR(A/R), l’anneau de cohomologie du complexe de

de Rham
(
Ω∗

A/R, dA/R

)
.

2.5 Cohomologie de de Rham d’une algèbre de polynômes

Soient R un anneau commutatif arbitraire, X un ensemble (de variables) et
R[X] l’algèbre des polynômes à coefficients dans R et variables dans X . On
a ΩR[X]/R =

⊕
X∈X R[X] dX et la différentielle dR[X]/R : R[X] → ΩR[X]/R est

donnée par :
dR[X]/R(P ) =

∑
X∈X

∂

∂X
(P ) dX .

Munissons l’ensemble X d’un ordre total ‘�’. Pour chaque k ∈ N le R[X]-
module Ωr

R[X]/R est libre, engendré par les éléments dX0 ∧ · · · ∧ dXr−1 où
Xi ≺ Xi+1. On définit hr : Ωr

R[X]/R → Ωr−1
R[X]/R comme l’homomorphisme de

R[X]-modules qui fait correspondre :

dX0 ∧ · · · ∧ dXr−1
hr+1�−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

r−1∑
i=0

(−1)i Xi dX0 ∧ · · · ∧ d̂Xi ∧ · · · ∧ dXr .

Cette application vérifie l’égalité hr(ω1 ∧ ω2) = hr1(ω1)∧ ω2 + (−1)r1 ω1 ∧ hr2(ω2)
pour tous ωi homogènes de degrés respectifs ri et tels que r1 + r2 = r. On en
déduit la formule suivante :

(dr−1◦hr +hr+1◦dr)
(
P dX0∧· · ·∧dXr−1

)
=

(
kP +ξ(P )

)
dX0∧· · ·∧dXr−1 (∗)

pour tout P ∈ R[X] et où l’on a noté ξ(P ) := h1 ◦ d0(P ) =
∑

X∈X
∂P
∂X . L’ap-

plication ξ : R[X] → R[X] est R-linéaire et pour chaque P ∈ R[X], on a
ξN(P ) = 0 pour N � 0 (dépendant de P ). Notons ξr le prolongement linéaire
de ξ à Ωr

R[X]/R, l’égalité (∗) s’écrit alors :

(dr−1 ◦ hr + hr+1 ◦ dr)(ω) = r ω + ξr(ω) (∗∗)

pour tout ω ∈ Ωk
R[X]/R.

De l’égalité (∗∗), on déduit que pour chaque ω ∈ Ωr
R[X]/R tel que dr(ω) = 0,

l’élément r ω est cohomologue à ξr(ω) et par conséquent rN ω est un cobord
pour N � 0. Ces remarques constituent la preuve de la proposition suivante.
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2.5.1. Proposition : Soient R un anneau commutatif contenant le corps des

nombres rationnels, X un ensemble (de variables) et R[X] l’algèbre des poly-

nômes à coefficients dans R et variables dans X . La cohomologie de de Rham

de R[X] relative à R est nulle en degrés positifs et isomorphe à R en degré

nul, i.e. {
H0

DR(R[X]/R) ≡ R

Hr
DR(R[X]/R) ≡ 0 , pour tout r > 0

2.5.2. Exercice : Montrer en toute généralité les équivalences suivantes :


H0
DR(R[X]/R) ≡ ⊕

m∈N
AnnulR(m)

H1
DR(R[X]/R) ≡ ⊕

m∈N
R/(m + 1)·R

Hr
DR(R[X]/R) ≡ 0 , pour tout r > 1

où AnnulR(m) désigne l’idéal dans R des éléments de m-torsion.

§3. Cohomologie de de Rham d’un schéma

3.1 Complexe et cohomologie de de Rham relatifs

Dans cette partie on “globalise” la notion de complexe de de Rham et de co-
homologie de de Rham d’une R-algèbre à un schéma au-dessus d’un schéma de
base donné S , i.e. à un objet de la catégorie des S-schémas.

3.1.1. Remarques générales. Soit X un espace topologique arbitraire muni
d’un faisceau d’anneaux R et soit A un faisceau de R-algèbres. Lorsque V ⊆ U

sont deux ouverts de X , le foncteur complexe de de Rham fait correspondre au
morphisme de restriction A(U) → A(V ) un morphisme d’algèbres différen-
tielles Ω∗

A(U)/R(U) → Ω∗
A(V )/R(V ) d’où un préfaisceau :

Ω∗
A/R : U �−→ Ω∗

A(U)/R(U)

de faisceau associé noté Ω∗
A/R, et de germe Ω∗

A(x)/R(x)
en un point x ∈ X .

Lorsque l’on se donne un S-schéma de morphisme structural f : X → S , le
morphisme de faisceaux d’anneaux f# : f−1(OS) → OX fait de OX une f−1(OS)-
algèbre et la construction précédente s’applique.

3.1.2. Définitions : Soient S un schéma et X un S-schéma, notons f : X → S

le morphisme structural. On appelle «complexe de de Rham de X relatif à S », et
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l’on note Ω∗
X/S , le faisceaux d’algèbres différentielles graduées (alternées) :

Ω∗
X/S := Ω∗

OX/f−1(OS)

La «cohomologie de de Rham de X relative à S », notée H∗
DR(X/S), est l’hyper-

cohomologie du complexe de faisceaux Ω∗
X/S . Pour chaque r ∈ N, on a par con-

séquent :
Hr

DR(X/S) := IHr(X; Ω∗
X/S)

3.1.3. Fonctorialité de la cohomologie de de Rham. Soit g : X1 → X2

un morphisme de S-schémas de morphismes structuraux fi : Xi → S . Le mor-
phisme g# : OX2 → g∗

(
OX1

)
est un morphisme de f−1

2 (OS)-algèbres puisque
f2◦g = f1 ; il induit, par conséquent, un morphisme canonique de faisceaux d’al-
gèbres différentielles de Ω∗

X2/S → g∗
(
Ω∗

X1/S

)
et donc une application canonique

en hypercoholomogie IHr
(
X2 ; Ω∗

X2/S

)
→ IHr

(
X2 ; g∗(Ω∗

X1/S)
)

dont la composée
avec l’application canonique IHr

(
X2 ; g∗(Ω∗

X1/S)
)
→ IHr

(
X1 ; Ω∗

X1/S

)
donne un

morphisme d’anneaux gradués :

H∗
DR(g) : H∗

DR(X2/S) → H∗
DR(X1/S)

appelée « image inverse ».

La proposition suivante est laissée en exercice.

3.1.4. Proposition : La correspondance de la catégorie des S-schémas vers la

catégorie d’anneaux gradués alternés qui fait correspondre à un S-schéma X

l’anneau H∗
DR(X/S) et à un morphisme de S-schémas g : X1 → X2 l’homo-

morphisme gradué « image inverse » H∗
DR(g), est fonctorielle et contravariante.

3.2 Quasi-cohérence du complexe de de Rham relatif

Soient R un anneau commutatif arbitraire et A une R-algèbre, notons ν :
R → A l’homomorphisme structural r �→ r·11A. Le schéma affine X := Spec(A)
est considéré muni de sa structure de schéma de base S := Spec(R) induite par
ν . Pour tout ouvert U ⊆ X , le morphisme de restriction ρX

U : A → OX(U) induit
un morphisme de A-algèbres Ω∗

A/R → Ω∗
X/S(U) qui se prolonge, pour chaque

r ∈ N, en un morphisme de OX(U)-modules ρ(U)r : OX(U)⊗AΩr
A/R → Ωr

X/S(U).
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Comme ces constructions sont naturelles par rapport à U , on obtient un mor-
phisme de faisceaux de OX-modules

ρ : Ω̃r
A/R −−−−−−−−−−−−−→Ωr

X/S (�)

qui se voit au niveau des germes en chaque P ∈ Spec(A) comme l’application
canonique :

AP ⊗A Ωr
A/R −−−−−−−−−−−−−→Ωr

AP/Rν−1(P)
.

Cette application est bijective d’après le théorème 2.4.3 et le morphisme (�)
est un isomorphisme de OX-modules. Par conséquent, le OX-module Ωr

X/S

est quasi-cohérent. Ces remarques constituent l’essentiel de la démonstration du
théorème suivant.

3.2.1. Théorème : Soit X un S-schéma de morphisme structural f : X → S .

a) Supposons les schémas X et S affines : X = Spec(A) et S = Spec(R). On

considère la structure de R-algèbre sur A définie par le morphisme f . Alors :

1) On a des isomorphismes canoniques et naturelles pour tout r ∈ N :

Ωr
X/S ≡ Ω̃r

A/R ≡ ∧r
OX

Ω̃A/R .

2) La cohomologie de de Rham de X relative à S est isomorphe à la coho-

mologie du complexe de de Rham
(
Ω∗

A/R, dA/R,∗
)
. Autrement dit, pour

chaque r ∈ N, l’application canonique :

Hr
DR(A/R)−−−−−−−−−−−−−→ IHr

(
X; Ω∗

X/S

)
=: Hr

DR(X/S)
est bijective.

b) Pour chaque r ∈ N, le OX-module Ωr
X/S est quasi-cohérent et il est cohérent

lorsque X est localement de présentation finie sur S .

3.3 Propriétés élémentaires du complexe de de Rham relatif

3.3.1. Théorème : Soient S un schéma et X un S-schéma.

a) Soit f : Y ↪→ X un plongement ouvert de S-schémas. Alors

Ω∗
Y /S ≡ f ∗(Ω∗

X/S

)
(restricion ouverte) (28)
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b) Soit g : S′ → S un morphisme de schémas et notons g : S′ ×S X → X le

morphisme induit sur le produit fibré. Alors

Ω∗
S′×SX/S′ ≡ g∗

(
Ω∗

X/S

)
(changement de base) (29)

c) Soit X ′ un S-schéma et notons p : X ′ ×S X → X et p′ : X ′ ×S X → X ′ les

projections canoniques. Alors

Ω∗
X ′×SX/S ≡ p∗

(
Ω∗

X/S

)
⊗OX×SX′ p

′∗(Ω∗
X/S

)
(produit fibré) (30)

Démonstration : Ces propriétés se vérifient localement où elles sont des corol-
laires de la quasi-cohérence 3.2.1 et des leurs analogues dans le cas des algèbres
(cf. 2.4.3).

Les propositions suivantes sont laissées en exercice.

3.3.2. Proposition : Soit f : X → Y un morphisme de schémas de base S . La

suite canonique de OX-modules :

f ∗(Ω1
Y /S

)
−−−−−−−−−−−−−→Ω1

X/S −−−−−−−−−−−−−→Ω1
X/Y → 0

est exacte.

3.3.3. Proposition : Soit  : Y ↪→ X une immersion de S-schémas. Soit I le

faisceau d’idéaux de définition de Y en tant que sous-schéma de X . La suite

canonique de faisceaux de OY -modules :

I /I 2 −−−−−−−−−−−−−→ ∗
(
Ω1

X/S

)
−−−−−−−−−−−−−→Ω1

Y /S → 0
est exacte.

§4. Schémas et algèbres lisses

4.1 Rappels d’algèbre locale

Dans cette section de rappels on désigne par A un anneau commutatif arbi-
traire (non nécessairement nœthérien) et pour tout idéal premier P de A, le
corps résiduel de l’anneau local AP sera noté k(P) := AP/PAP .
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4.1.1. Lemme : Soient A un anneau commutatif arbitraire et ϕ : Ar → An un

morphisme de A-modules. Supposons qu’il existe un idéal premier P de A tel

que le morphisme induit :
k(P)r ϕk(P)

↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ k(P)n

est injectif. Alors, il existe un élément f ∈ A tel que P ∈ D(f) et tel que

le morphisme induit ϕf : Ar
f → An

f est une injection admettant un inverse à

gauche et coker(ϕf) est un Af-module projectif de type fini.

En particulier, pour tout Q ∈ D(f) le morphisme ϕk(Q) : k(Q)r → k(Q)n est

injectif.

Démonstration : On considère le diagramme commutatif :

où p et q désignent les surjections induites par la surjection canonique AP �
k(P). On fixe alors une « ŕetraction » ρ de ϕk(P), i.e. une application k(P)-
linéaire ρ : k(P)n → k(P)r telle que ρ ◦ ϕk(P) = id, ce qui est possible puisque
ϕk(P) est une injection de k(P)-espaces vectoriels. L’application composée ρ ◦ q

est alors une surjection de AP-modules et comme sa source est libre, elle admet
un relèvement en un morphisme de AP-modules ρ

P : An
P

→ Ar
P

. Mais alors
ρ ◦ϕk(P) = id et det(ρP ◦ϕP) = 1 mod (PAP), en particulier det(ρP ◦ϕP) est
inversible dans l’anneau local AP et Ξ := ρ

P ◦ϕP est un isomorphisme de Ar
P

.
Quitte à remplacer ρ

P par Ξ−1 ◦ ρ
P , nous pouvons supposer dans la suite que

ρ
P est une rétraction de ϕP .

Ceci étant, on observe que pour chaque vecteur ei de la base canonique de
An

P
, on a des éléments {si,1, . . . , si,r} n’appartenant pas à P tels que le vecteur

ρ
P(ei) de Ar

P
s’écrit :

ρ
P(ei) =

(ai,1

si,1
, . . . ,

ai,r

si,r

)
(∗)

avec ai,j ∈ A. Notons maintenant g =
∏j=1,...,r

i=1,...,n si,j ; on a g �∈ P et chaque
si,j est inversible dans Ag. Le terme de droite de (∗) a donc un sens sur Ar

g

et permet de définir un relèvement ρg de ρ
P , on obtient de cette manière le

– 39 –



§4.1 Alberto Arabia & Zoghman Mebkhout §4

diagramme commutatif :
Ar

g

ϕg−−−−−−−−−−−−−→ An
g

ρg−−−−−−−−−−−−−→ Ar
g
 
 


Ar
P

ϕP−−−−−−−−−−−−−→An
P

ρ
P−−−−−−−−−−−−−→Ar

P

(∗∗)

où les applications verticales sont induites par l’homomorphisme canonique
νg,P : Ag → AP .

Notons [ ti,j ] la matrice de ρg◦ϕg relative à la base canonique de Ar
g. Comme

ρ
P ◦ ϕP = id, on a νg,P(ti,i) = 1 et νg,P(ti,j) = 0 lorsque i �= j . Il existe alors

des éléments s′i,j �∈ P tels que s′i,i( ti,i − 1) = 0 et s′i,j ti,j = 0 lorsque i �= j ; en
particulier l’élément f = s (

∏
si,j) vérifie f �∈ P , le diagramme (∗∗) se factorise

en :
Ar

g

ϕg−−−−−−−−−−−−−→ An
g

ρg−−−−−−−−−−−−−→ Ar
g
 
 


Ar
f

ϕf−−−−−−−−−−−−−→ An
f

ρf−−−−−−−−−−−−−→ Ar
f
 
 


Ar
P

ϕP−−−−−−−−−−−−−→An
P

ρ
P−−−−−−−−−−−−−→Ar

P

et ρf ◦ ϕf = id ; de sorte que ρf est une rétraction de ϕf .

4.1.2. Lemme : Soit A un anneau arbitraire et considérons pour un A-module

M les assertions suivantes :


1) M est un A-module projectif.

2) Pour tout idéal premier P ⊆ A il existe f �∈ P tel que Mf est un

Af-module libre.

3) Pour tout idéal premier P ⊆ A le localisé MP est un AP-module

libre.

Alors

a) Lorsque M est de type fini, on a (1) ⇒ (2) ⇒ (3).

b) Lorsque M est de pŕesentation finie, on a (1) ⇔ (2) ⇔ (3).

Démonstration :

a) Comme M est projectif de type fini, on a An = M ⊕ N pour un certain
n ∈ N et un certain A-module N .
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Soit maintenant P un idéal premier de A et notons B := {m1, . . . , mr}
un ensemble fini d’éléments de M tel que {11⊗m1, . . . , 11⊗mr} est une base
de k(P) ⊗A M , notons 〈B〉 le sous-A-module de M engendré par B .

L’homomorphisme de A-modules ϕ : Ar → M ⊆ An défini par ϕ(ei) :=
mi satisfait, par construction, aux hypothèses du lemme 4.1.1, il existe donc
g �∈ P tel que ϕg : Ar

g → An
g est injective. Il existe d’autre part, g′ �∈ P

tel que 〈B〉g′ = Mg′ puisque le AP-module (M/〈B〉)P est nul étant de type
fini et de réduction à k(P) nulle (Nakayama). Comme 〈B〉 = im(ϕ), on con-
clut que l’application ϕf : Ar

f → An
f est un isomorphisme sur Mf lorsque

f = gg′.

b) Pour toute surjection de A-modules α : N1 � N2 nous devons prouver que
le morphisme induit

HomA(M , α) : HomA(M , N1) −→ HomA(M , N2)

est surjectif et ceci équivaut à ce que, pour tout idéal premier P ⊆ A, l’ap-
plication induite :

HomA(M , N1) ⊗A AP −→ HomA(M , N2) ⊗A AP (‡)

est surjective. En effet, dans un tel cas les localisés du conoyau K de HomA(M , α)
sont tous nuls et comme l’application canonique K → ∏

P∈Spec(A) KP est in-
jective la nullité de K en découle. Or, pour chaque N ∈ Mod(A), on dispose
de la transformation naturelle canonique :

η( ) : HomA( , N) ⊗A AP −→ HomA

(
, N ⊗A AP

)
qui relie deux foncteurs exacts à droite et est telle que η(L) est un isomor-
phisme pour tout L libre de rang fini. Il en découle que η(L) est bijectif
pour tout L de pŕesentation finie. En particulier (‡) est surjective, si et
seulement si,

HomA

(
M , N1 ⊗A AP

)
−→ HomA

(
M , N2 ⊗A AP

)
est surjective, autrement dit, si et seulement si :

HomAP

(
MP, N1,P

)
−→ HomAP

(
MP, N2,P

)
est surjective, puisque HomA( , AP ⊗ ( )) et HomAP

(AP ⊗ ( ), AP ⊗ ( ))
canoniquement isomorphes. Ceci termine la démonstration de l’implication
(3) ⇒ (1) car MP est libre.
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4.1.3. Corollaire : Soient A un anneau commutatif arbitraire et ϕ : M →
An un morphisme de A-modules où M admet un système à r générateurs
{m1, . . . , mr} tel que, pour tout idéal premier P ⊆ A, le système {11k(P) ⊗
ϕ(m1), . . . , 11k(P) ⊗ ϕ(mr)} est libre dans k(P)n. Alors M est un A-module
libre de rang r et ϕ est une injection qui admet un inverse à gauche (une ré-
traction).

Démonstration : Soit µ : Ar � M l’endomorphisme qui fait correspondre
ei �→ mi. L’application ϕ ◦ µ : Ar → Am vérifie les hypothèses du lemme 4.1.1
et par conséquent ϕ ◦ µ est localement injectif, autrement dit, pour tout idéal
premier P ⊆ A, ker(ϕ ◦ µ)P = 0. Il s’ensuit que ker(ϕ ◦ µ) = 0 et donc µ est
bijective et ϕ est injective.

Le lemme 4.1.1 nous dit également que coker(ϕ) est localement projectif
puisque chaque ϕP admet une rétraction et la démonstration du lemme précé-
dent montre aussi que « localement projectif » et «projectif » sont des propriétés
équivalentes, donc coker(ϕ) est projectif et ϕ admet une rétraction.

4.1.4. Corollaire : Soient A un anneau arbitraire et J ∂−−−−−−−−→ An → M → 0 (†)
une suite exacte à droite de A-modules où J est un A-module de type fini ad-
mettant un système de générateurs à n − r éléments (r � n). Soit P un idéal
premier de A tel que :{

dimk(P)
(
k(P) ⊗ J

)
= n − r et

1 ⊗ ∂ : k(P) ⊗ J → k(P)n est une injection.

Il existe alors f �∈ P tel que Jf � An−r
f , Mf � Ar

f et la suite : 0 → Jf
1⊗∂−−−−−−−−→

An
f → Mf → 0 induite par (†) est exacte et scindée.

Démonstration : Soit {gr+1, . . . , gn} un système de générateurs de J et consi-
dérons la surjection de A-modules ψ : An−r � J définie par ψ(ei) = gr+i. Alors
la composée ψ ◦ ∂ satisfait aux hypothèses du lemme 4.1.1 et par conséquent la
suite :

0 → An−r
g

11g⊗∂◦ψ−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→An
g −−−−−−−−−−−−−→Mg → 0 (‡)

est exacte et scindée pour un certain g �∈ P . Dans ce cas, Mg est un Ag-module
de présentation finie et projectif (puisque facteur direct de An

g ) et l’on peut ap-
pliquer le lemme 4.1.2. Il existe donc g′ �∈ P tel que Mgg′ est un Agg′-module
libre. Posons f = gg′. En tensorisant la suite (‡) par Af , elle reste scindée. On
remarque pour terminer que comme ψ est surjective 11f ⊗ ψ l’est également et
cette dernière établit un isomorphisme entre An−r

f et Jf , d’autre part Mf � Ar
f

puisque dimk(P)(k(P) ⊗ M) = r.
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Voici maintenant deux énoncés bien connus et conséquences faciles de ce qui
précède.

4.1.5. Lemme : Sur un anneau local un module de type fini est projectif, si et

seulement si, il est libre.

4.1.6. Lemme : Sur un anneau nœthérien un module de type fini est projectif,

si et seulement si, il est localement libre.

4.2 Lissité dans les morphismes de schémas

4.2.1. Définition : Un morphisme de schémas f : X → S est dit « lisse au point

x ∈ X (de dimension relative r) » s’il existe un voisinage ouvert U � x et une

S-immersion  : U ↪→ A
n
S de U dans un espace linéaire A

n
S sur S , tel que les

conditions suivantes sont satisfaites :

L-(a) Localement en y := (x), le faisceau des idéaux de définition de (U), en

tant que sous-schéma de A
n
S , est engendré par (n− r) sections gr+1, . . . , gn ;

et

L-(b) l’ensemble {dgr+1, . . . , dgn} est linéairement indépendant dans Ω1
A

n
S /S⊗k(y).

Le morphisme f : X → S est dit « lisse » lorsqu’il est lisse en chaque point de

X , et il est dit « étale » s’il est lisse et de dimension relative nulle en chaque point

de X .

Soient R un anneau et A une R-algèbre, on dira que « A est lisse (resp.

étale) » lorsque le morphisme de schémas Spec(A) → Spec(R) induit par l’ho-

momorphisme (structural) d’anneaux R → A, r �→ r·11A, est lisse (resp. étale).

Plus généralement, un morphisme d’anneaux α : R → A sera dit « lisse » lorsque

Spec(α) : Spec(B) → Spec(R) est un morphisme lisse.

4.2.2. Remarque : On observera le caractère local de cette définition qui fait que quels
que soient les sous-schémas ouverts V ⊆ X et U ⊆ S vérifiant y ∈ V et f(V ) ⊆ U , le
morphisme f est lisse en y , si et seulement si, f est lisse en y , où f : V → U désigne la
restriction de f . En particulier, on peut prendre pour U et V des schémas affines. Il est
d’autre part évident qu’un point lisse d’un morphisme appartient à un ouvert au-dessus
de S qui est de présentation finie. Ceci explique pourquoi l’hypothèse pour un mor-
phisme de schémas d’être localement de pŕesentation finie est souvent explicite dans
la définition même de la lissité de morphismes.
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4.2.3. Remarque : D’après la définition, une R-algèbre lisse est toujours localement de
présentation finie. Or, une R-algèbre A localement de présentation finie est également
globalement de présentation finie, i.e. quotient d’une algèbre de polynômes à coefficients
dans R et à un nombre fini de variables par un idéal de type fini (cf. [EGA1] prop. 6.2.9
p. 302). On prendra garde du fait que ceci signifie uniquement que A admet des présen-
tations finies et non pas que tout morphisme surjectif de R-algèbres R[X] � A, où X
désigne une liste finie de variables, est à noyau de type fini (à moins bien entendu que R

soit nœthérien). Nous rappelons à continuation une démonstration élémentaire de cette
assertion.

4.2.3.1. Proposition : Soit R un anneau commutatif avec identité pour le produit.
Toute R-algèbre localement de présentation finie est globalement de présentation finie.

En particulier, toute R-algèbre lisse est globalement de présentation finie.

Démonstration : Soit A une R-algèbre localement de présentation finie. Par quasi-
compacité, il existe une famille finie {f1, . . . , fr} d’éléments de A tels que Spec(A) =
D(f1)∪ · · · ∪D(fr) (∗), et tels que chaque localisation Afi

est une R-algèbre de présen-
tation finie. On fixe dans la suite une telle famille et l’on note νi : A → Afi

l’homomor-
phisme canonique.

Pour chaque i = 1, . . . , r, il existe alors un entier positif ou nul mi, que l’on pourra
choisir aussi grand que l’on veut, et des éléments ai,1, . . . , ai,si

de A, tels que l’homo-
morphisme ψi : R[Xi] → Afi

, où Xi désigne la liste de variables Xi,1, . . . , Xi,si
, défini

par Xi,j �→ ai,j/fmi
i , est surjectif de noyau un idéal Ki ⊆ R[Xi] de type fini.

Comme il n’y a qu’un nombre fini d’éléments fi, nous pouvons, sans perte de généralité,
supposer les mi égaux à un même entier M (il suffit en effet de prendre M := sup{mi}
quitte à modifier les ai,j). On fixe pour la suite un choix de tels éléments ai,j dont on
désignera par ai la liste des éléments ai,1, . . . , ai,si

.
Il s’ensuit que pour chaque b ∈ A et chaque i, il existe un polynôme P (b)i ∈ R[Xi],

tel que νi(b) = ψi

(
P (b)i

)
dans Afi

. On en déduit que pour chaque i, il existe un élé-
ment Q(b)i ∈ R[ai, fi] ⊆ A et un entier ni ∈ N tels que b fni

i = Q(b)i dans A. Encore
une fois, comme la famille des ni est finie, nous pouvons remplacer les ni par un même
entier N (en prenant leur sup et modifiant les Q(b)i en conséquence). On a alors :

b fN
i = Q(b)i ∈ R[ai, fi] ⊆ A , pour tout i = 1, . . . , r. (†)

Ceci étant, la condition (∗) équivaut à 11A ∈
√

〈f1, . . . , fr〉, de sorte qu’il existe des élé-
ments hi ∈ A (ne dépendant que des fi), tels que 1 = h1f1 + · · ·+ hrfr et une puissance
suffisamment grande de h1f1+· · ·+hrfr fournit une décomposition 1 = H1f

N
1 +· · ·+Hrf

N
r

où Hi ∈ R[f1, h1, . . . , fr, hr]. On a alors :

b = bH1f
N
1 + · · · + bHrf

N
r = H1Q(b)1 + · · · + HrQ(b)r

d’après (†), et b ∈ R[a1, f1, h1, . . . , ar, fr, hr] ⊆ A. La R-algèbre A est par conséquent
globalement de type fini.
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Pour chaque i = 1, . . . , r, notons W i la liste de variables Wi,1, . . . , Wi,si
et considérons

l’homomorphisme :

R[W 1, Y1, Z1, . . . ,W r, Yr, Zr]
ψ−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−� A

Wi,j, Yi, Zi �−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ ai,j, fi, hi

qui est surjectif d’après l’étude qui précède. Montrons que son noyau K est un idéal de
type fini de R[W 1, Y1, Z1, . . . ,W r, Yr, Zr].

En localisant par Yi, on obtient une surjection :

R[W 1, Y1, Z1, . . . ,W r, Yr, Zr]Yi

ψYi−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−� Afi

dont la restriction à la sous-algèbre R
[
W i/Y M

i

]
est surjective de noyau Ki, engendré

par un nombre fini d’éléments en raison des choix initiaux. Nous pouvons donc choisir
des éléments yi, zi, wi,j ∈ R

[
W i/Y M

i

]
vérifiant ψYi

(Yi) = ψYi
(yi), ψYi

(Zi) = ψYi
(zi) et

ψYi
(Wi,j) = ψYi

(wi,j). Il est alors aisé de voir que l’idéal ker(ψYi
) est engendré par Ki

et par les différences Yi − yi, Zi − zi, Wi,j − wi,j . Notons ξ l’élément de K donné par
(1 − Z1Y1 − · · · − ZrYr) et notons A′ le quotient de R[W 1, Y1, Z1, . . . ,W r, Yr, Zr] par
l’idéal principal 〈ξ〉. L’application ψ induit alors un morphisme surjectif de A′ sur A et
ce qui précède montre que la restriction du A′-module K/〈ξ〉 à chaque ouvert D(Yi) est
de type fini. Comme Spec(A′) = D(Y1) ∪ · · · ∪ D(Yr), on conclut que K/〈ξ〉 et donc K

est de type fini, ce qui termine la démonstration de la proposition.

4.2.3.2. Exercice : Montrer de manière analogue que tout R-module localement de pré-
sentation finie est globalement de présentation finie. (Voir [B2] II.§5.3 cor. prop. 3, p.
109.)

4.2.3. Étude locale de la lissité d’un morphisme. Nous allons nous intéres-
ser à la lissité dans la situation où S := Spec(R), X := Spec(A) et où A est
une R-algèbre de présentation finie, i.e. le quotient de R[X] := R[X1, . . . , Xn]
par un idéal de type fini I = 〈gn−r, . . . , gn〉. Nous nous intéresserons donc aux
données locales de la définition 4.2.1.

D’après la proposition 1.3.1, nous avons la première suite fondamentale exacte
à droite :

I/I2 ∂−−−−−−−−−−−−−→A ⊗R[X] ΩR[X]/R −−−−−−−−−−−−−→ΩA/R → 0 (∗)

où le terme central est un A-module libre de rang n puisque :

A ⊗R[X] ΩR[X]/R ≡ A ⊗R[X]

( ⊕
i=1,...,n R[X] dXi

)
≡ ⊕

i=1,...,n A dXi ,

et où I/I2 est engendré par les n − r éléments : gn−r, . . . , gn.
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On aura remarqué que lorsque un point P de Spec(A) est lisse et de di-
mension relative r au-dessus de Spec(R) les hypothèses du corollaire 4.1.4 sont
satisfaites et par conséquent tout point Q dans un voisinage de P sera lui-aussi
lisse de dimension relative r. Nous pouvons donc supposer dans ce qui suit que
c’est le cas pour tout Q ∈ SpecA (ce qui est possible quitte à localiser A). Dans
ce cas, tout point de Spec(A) est lisse au-dessus de Spec(R) et le morphisme ∂

de (∗) est injectif, puisque localement injectif. La suite courte :

0 → I/I2 ∂−−−−−−−−−−−−−→A ⊗R[X] ΩR[X]/R −−−−−−−−−−−−−→ΩA/R → 0 (∗∗)

est alors exacte avec ΩA/R de présentation finie et localement libre, donc pro-
jectif d’après 4.1.2. La suite de A-modules (∗∗) est donc scindée.

Ces remarques prouvent la proposition suivante :

4.2.4. Proposition : Soit f : X → S un morphisme de schémas localement de

présentation finie.

a) L’ensemble Lisse(f) des points lisses pour f est un ouvert de X .

b) La restriction du faisceau des 1-formes différentielles relatives Ω1
X/S à Lisse(f),

est localement libre de rang localement constant.

c) Le complexe de de Rham Ω∗
X/S Lisse(f) est localement libre et Ωm

X/S Lisse(f) est

nul lorsque m majore strictement les dimensions relatives de f Lisse(f).

d) Soit x ∈ Lisse(f)et  : U → A
n
S une S-immersion de la définition 4.2.1.

Notons I l’idéal de définition de (U) ; la suite

0 → I /I 2 −−−−−−−−→ ∗Ω1
A

n
S /S −−−−−−−−→Ω1

U/S → 0

est exacte et localement scindée.

4.2.5. Remarque et exercice : On prendra garde du fait que l’ensemble Lisse(f) peut
être vide. En effet, prouvez que pour le morphisme structural h : Fp → Fp[X]/(Xp), on
a Lisse(Spec(h)) = ∅.

4.2.6. Conditions locales de lissité. Les données du paragraphe précédent
sont toujours en vigueur. On se donne donc une R-algèbre lisse de dimension
relative r et une présentation finie 0 → J → R[X1, . . . , Xn] → A → 0 où l’idéal
J admet n− r générateurs vérifiant les conditions de la définition 4.2.1 en tout
point de Spec(A).
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4.2.7. Proposition : Sous ces conditions, les assertions suivantes sont équiva-

lentes :

a) A est une R-algèbre lisse.

b) La première suite fondamentale de A-modules :

0 −→ J/J2 ∂−−−−−−−−−−−−−→A ⊗R[X] ΩR[X]/R −→ ΩA/R → 0 (31)

est exacte et scindée.

c) Le A-module ΩA/R est projectif et ∂ est injective.

c’) ∂ admet des rétractions (locales).

d) Soient B une R-algèbre et I un idéal dans B , notons π : B � B/I la pro-

jection canonique. Alors, lorsque I2 = 0 (resp. I est nilpotent), l’application

entre les ensembles d’homomorphismes de R-algèbres :

HomomR(A, B)−−−−−−−−−−−−−→ HomomR(A, B/I)
ϕ �−−−−−−−−−−−−−→ π ◦ ϕ

est surjective.

Démonstration : L’implication (a)⇒(b) a déjà été établie dans le paragraphe
précédent. Lorsque (b) est satisfaite le A-module ΩA/R est projectif puisque fac-
teur direct du module libre ⊕iA dXi et (c) résulte. Réciproquement, lorsque (c)
est vérifiée la suite (31) est exacte et scindée puisque son terme de droite est
projectif et (b)⇔(c). Les équivalences (c)⇔(c’) découlent du corollaire 4.1.4.

(b)⇒(a). Lorsque la suite (31) est scindée chacune de ses extrémités est un
A-module projectif de type fini (et même de présentation finie) et nous avons
affaire à des A-modules localement libres (cf. 4.1.2) ; en particulier pour chaque
P ∈ Spec(A) on peut localiser les données de la proposition et nous pouvons
rajouter à (c) le fait que J/J2 est Ω1

A/R sont tous les deux des A-modules
libres. Soit maintenant {gr+1, . . . , gn} une famille d’éléments de J tels que leurs
classes modulo J2 définissent une base de J/J2. Notons J ′ := 〈gr+1, . . . , gn〉 ⊆ J

et A′ := R[X]/J ′. On a l’égalité J = J2 + J ′ dont on déduit Q·(J/J ′) =
(Q·J + J ′)/J ′ = J/J ′ pour tout idéal Q ⊆ R[X] contenant J . En particu-
lier, lorsque Q est l’image inverse de P par la surjection canonique R[X] � A,
on a (J/J ′)Q = 0 par Nakayama, et il existe f �∈ Q tel que (J/J ′)f = 0. Ces
remarques montrent que sur le voisinage principal Q ∈ D(f) ⊆ Spec(R[X]),
l’idéal J est bien engendré par n − r éléments dont les différentielles sont li-
néairement indépendantes (au point P) ; les conditions de lissité (de dimension
relative r) sont donc bien remplies pour P ∈ Spec(A) → Spec(R).
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(b)⇒(d). Soit ϕ′ ∈ HomomR(A, B/I) et considérons le diagramme :

Par la propriété universelle de l’algèbre de polynômes, il existe ψ rendant le dia-
gramme commutatif et la question du relèvement de ϕ′ s’exprime par : “peut-on
choisir ψ de sorte que ψ(J) = 0?”. Ou encore, “existe-t-il une R-dérivation D
de R[X] à valeurs dans I , telle que D(x) = ψ(x), pour tout x ∈ J ?”. En ef-
fet, pour toute R-dérivation D : R[X] → I (on voit I comme R[X]-module via
ψ), on montre aisément l’égalité :

(ψ − D)(xy) − (ψ − D)(x) − (ψ − D)(y) = −D(x)D(y) ∈ I2 ,

pour tous x, y ∈ R[X], et l’application ψ − D : R[X] → B est bien un mor-
phisme de R-algèbres qui relève ϕ′ puisque I2 = 0 et qui s’annule sur J par
construction, elle induit donc un morphisme de R-algèbres ϕ : A → B qui relève
ϕ′. Montons donc, pour ψ fixée, l’existence d’une R-dérivation D : R[X] → I
vérifiant D(x) = ψ(x) pour tout x ∈ J .

Comme I2 = 0, l’application ψ : J → I définit un morphisme de R[X]-
module ψ : J/J2 → I , et la ligne centrale du diagramme :

J ⊆ R[X]
 
dR[X]/R

0 → J/J2 ∂−−−−−−−−−−−−−→←−−−−−−−−−−−−−−−ρ
ΩR[X]/R ⊗R[X] A−−−−−−−−−−−−−→ΩA/R → 0

ψ



I

est exacte et scindée par hypothèse. Il est donc possible de prolonger ψ J en la
R-dérivation ψ ◦ ρ ◦ dR[X]/R : R[X] → I ce qui prouve l’existence d’un mor-
phisme de R-algèbres de R[X] vers B se factorisant par π .

Lorsque l’idéal I est nilpotent de degré de nilpotence plus grand que deux,
on factorise la surjection ν : B → B/I en :

B ν ′−−−−−−−−−−−−−−� B/I2 ν ′′−−−−−−−−−−−−−−� B/I

le degré de nilpotence du noyau de ν ′ est alors strictement inférieur à celui de
I et celui du noyau de ν ′′ vaut exactement deux. Un morphisme de R-algèbres
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de A vers B/I se relève suite au paragraphe précédent en un morphisme de A

vers B/I2 et, dans un seconde temps, à B tout entier par un argument inductif
portant sur le degré de nilpotence des noyaux.

(d)⇒(b). On applique (d) au cas particulier où B := R[X]/J2 et I := J/J2.
L’identité id : A → A = B/I se relève alors en un morphisme de R-algèbres
σ : A → R[X]/J2 et l’on a la suite exacte scindée de R-modules :

0 → J/J2 ↪−−−−−−−−−−−−−→←−−−−−−−−−−−−−−−−ρ
R[X]/J2 ν−−−−−−−−−−−−−−→←−−−−−−−−−−−−−−−−σ

R[X]/J = A → 0 ,

où ρ(m) := m−σ◦ν(m). On a ρ(m1m2)−m1ρ(m2)−m2ρ(m1) = −ρ(m1)ρ(m2) =
0 et la composée ∆ de la surjection canonique R[X] � R[X]/J2 suivie de ρ

est une R-dérivation de R[X] dans J/J2 dont la restriction à J cöıncide avec
la surjection canonique de J sur J/J2 :

Par la propriété universelle du module des formes différentielles, on a un mor-
phisme de R[X]-modules π∆ : ΩR[X]/R → J/J2 vérifiant π∆ ◦ dR[X]/R = ∆. Soit
p∆ : A ⊗R[X] ΩR[X]/R → J/J2 le morphisme de A-modules induit par π∆, alors
pour chaque x ∈ J on a :

x mod J2 = π∆(d(x)) = p∆
(
∂
(
x mod J2)) ,

et p∆ est une rétraction de ∂ dans la suite (31) qui est alors exacte et scindée.

4.3 Condition globale de lissité

Voici maintenant la généralisation de l’équivalence (a)⇔(d) de la proposition
4.2.7 au cas des morphismes de schémas localement de présentation finie.

4.3.1. Corollaire : Soit f : X → S localement de présentation finie. Les con-

ditions suivantes sont équivalentes :

a) f est lisse.
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b) Pour tout S-schéma Y affine et tout sous-schéma fermé Y ′ de Y défini par

un faisceau d’idéaux I ⊆ OX vérifiant I 2 = 0, l’application canonique :

HomS(Y , X) � HomS(Y ′, X) ,

est surjective.

Démonstration : (b)⇒(a). Comme la lissité de f est une propriété locale nous
pouvons supposer X = Spec(A) et S = Spec(R). Dans ce cas la condition (b)
équivaut à la condition (d) de la proposition 4.2.7 et donc f est lisse.

(a)⇒(b). Soit f ′ ∈ HomS(Y ′, X) et fixons un recouvrement de Y par des ou-
verts affines U = {Yα}α∈A tel que chaque Y ′

α := Yα ∩ Y ′ est un ouvert affine
de Y ′ et que la restriction f ′

α de f ′ à Y ′
α se factorise par un ouvert affine de X

au-dessus d’un ouvert affine de S . Il existe alors, toujours grâce à la proposition
4.2.7, des relèvements fα : Yα → X des morphismes f ′

α : Y ′
α → X .

Faisons maintenant quelques remarques simples pour chaque situation affine
(indexée par α ∈ A) en reprenant le diagramme de la démonstration de 4.2.7 :

où Yα = Spec(Bα), Y ′
α = Spec(B′

α), et f ′
α = Spec(ϕ′

α).
R-1) Le fait que I2

α soit nul entrâıne aussitôt que Iα est canoniquement un B′
α-

module et également que les structures de A-modules dont il est muni par
les différents relèvements ϕ de ϕ′ cöıncident, on notera par a·x cette action
canonique lorsque a ∈ A et x ∈ Iα.

R-2) Soient ϕ1 et ϕ2 deux relèvements de ϕ′
α, leur différence D := ϕ1−ϕ2 est une

application D : A → Iα additive vérifiant D(a1a2) = a2·D(a1) + a1·D(a2)
pour tous ai ∈ A ; c’est donc une R-dérivation qui correspond à un élé-
ment ξ(ϕ1, ϕ2) ∈ HomA(ΩA/R, Iα). Mieux encore, si ϕ0 est un relèvement
de ϕ′

α l’application ϕ �→ ξ(ϕ, ϕ0) est une bijection entre l’ensemble de tous
les relèvements possibles de ϕ′

α et HomA(ΩA/R, Iα).

R-3) Le morphisme de HomB′
α
(B′

α ⊗A ΩA/R, Iα) vers HomA(ΩA/R, Iα) induit
par l’application ΩA/R → B′

α⊗A ΩA/R, m �→ 1⊗m, est un isomorphisme.
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R-4) D’après (R-1) le faisceau d’idéaux I de définition de Y ′ ⊆ Y est un
OY ′-module quasi-cohérent sur Y ′ et le OY ′-module Hom OY ′

(
f ′∗(Ω1

X/S), I
)

est quasi-cohérent puisque I est quasi-cohérent et que f ′∗(Ω1
X/S) est co-

hérent. Les sections de ce faisceau au-dessus d’un ouvert Y ′
α s’identifient

canoniquement aux éléments de HomB′
α
(B′

α ⊗A ΩA/R, Iα).

Ceci étant, nous avons la famille {fα}α∈A de relèvements locaux de f ′ : Y ′ →
X et notre problème est de comprendre s’il est possible de les recoller quitte peut
être à les déformer. Pour chaque couple (α, β) ∈ A

2 notons Yα,β := Yα ∩ Yβ

(mutatis mutandis pour Y ′) les relèvements fα et fβ donnent lieux à deux re-
lèvements sur Yα,β et suite à (R-2,3,4) on peut faire correspondre :

(ϕα)α �−−−−−−−−−−−−−→
(
ξ(ϕα, ϕβ)

)
α,β

∈
∏

α,β∈A

Γ
(
Y ′

α,β ; Hom OY ′

(
f ′∗(Ω1

X/S), I
))

Or, le terme de droite est le groupe des 1-cochâınes de Čech relatives au recou-
vrement par des ouverts affines Y ′ ∩ U du faisceau Hom OY ′

(
f ′∗(Ω1

X/S), I
)

et
l’on vérifie aisément que l’élément

(
ξ(ϕα, ϕβ)

)
α,β

est un 1-cocycle. Comme la
cohomologie de Čech relative à un recouvrement affine d’un OY ′-module quasi-
cohérent est concentrée en degré zéro, il existe une famille

(ξα)α ∈
∏
α∈A

Γ
(
Y ′

α ; Hom OY ′(f ′∗(Ω1
X/S), I )

)
telle que ξα−ξβ = ξ(ϕα, ϕβ). Notons Dα : A → Iα la dérivation correspondante
à ξα (cf. R-2) ; la famille (ϕα − Dα)α∈A est alors une famille de relèvements lo-
caux de f ′ qui vérifie la condition de recollement et fournit le relèvement global
annoncé.

4.3.2. Corollaire : Soient A une R-algèbre et 0 → I → R[X1, . . . , Xn] → A →
0 une présentation finie quelconque de A. Alors, il y a équivalence entre les

deux assertions suivantes :

a) A est une R-algèbre lisse..

b) La première suite fondamentale de A-modules :

0 −→ I/I2 ∂−−−−−−−−−−−−−→A ⊗R[X] ΩR[X]/R −→ ΩA/R → 0

est exacte et scindée.

En particulier, la proposition 4.2.7 reste vraie quelle que soit la présentation

finie 0 → J → R[X1, . . . , Xn] → A → 0 considérée.
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Démonstration : Lorsque A est lisse sur R, l’assertion 4.3.1-(b) est véri-
fiée d’après le corollaire précédent et alors, la démonstration de l’implication
(d)⇒(b) de la proposition 4.2.7 prouve l’assertion (b) de ce corollaire. Enfin,
l’implication (b)⇒(a) fait également partie de la preuve de 4.2.7.

4.3.3. Remarque : Ce corollaire montre, que si A est une R-algèbre de présentation fi-
nie lisse , le critère de lissité de la définition 4.2.1 est vérifié par toute présentation finie
de A.

4.3.4. Exercice : Soit (G, 1, ·) un groupe abélien noté multiplicativement. Pour tout
anneau A, on note A[G] l’«algèbre du groupe G à coefficients dans A ». On rappelle
qu’il s’agit de l’ensemble des familles {ag}g∈G d’éléments de A indexés par les éléments
du groupe G. On a A[G] =

⊕
g∈G A, d’où une structure canonique de A-module à

gauche libre pour A[G]. Notons δg l’élément de la base canonique de A[G] correspon-
dant à l’indice d’indexation g ∈ G ; un élément x ∈ A[G] s’écrit alors x =

∑
g∈G x(g)·δg

avec des coefficients x(g) ∈ A presque tous nuls, et ceci de manière unique. On définit
une multiplication sur A[G] par la formule{

x·y :=
∑

g∈G z(g) δg ; avec

z(g) :=
∑

h∈G x(h) y(h−1g)

Le triplet (A[G], 0, δ1,+, ·) est alors une structure A-algèbre qui est de type fini lorsque
c’est ainsi pour G.

Pour tout morphisme de groupes α : G1 → G2, notons A[α] : A[G1] → A[G2] l’appli-
cation définie par :

A[α]
( ∑

g∈G
x(g) δg

)
:=

∑
g∈G

x(g) δα(g) .

On vérifie que A[α] est un morphisme de A-algèbres.

La correspondance A[ ] qui associe G � A[G] et α � A[α] est fonctorielle de la
catégorie Mod(Z) des groupes abéliens vers la catégorie Alg(A) des A-algèbres.

a) Montrer que le foncteur A[ ] est adjoint à gauche du foncteur ( )∗ qui associe à une
A-algèbre B , le groupe B∗ de ses éléments inversibles et à un morphisme d’algèbres sa
restriction aux éléments inversibles ; autrement dit, montrer que pour toute A-algèbre
B et tout groupe abélien G, l’application :

Mor(G, B∗) ψ−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ HomomA(A[G], B)

α �−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
( ∑

g∈G x(g) δg
ψ(α)�−−−−−−−−−−−−−−−−−−→∑

g∈G x(g) α(g)
)

est naturelle et bijective.

b) Monter que le foncteur A[ ] transforme une somme directe de groupes abéliens en
produit tensoriel de A-algèbres.
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c) i) Soit ϕ : B � C un morphisme surjectif de A-algèbres de noyau I vérifiant I2 = 0.
Montrer que la restriction de ϕ au groupe (B∗, ·, 11B) des éléments inversibles de
B est un morphisme de groupes surjectif sur (C∗, ·, 11C) de noyau isomorphe au
groupe (I,+,0B). Plus précisément, monter que la suite de groupes abéliens :

0 → (I,+,0B)−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ (B∗, ·, 11B) ϕ−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ (C∗, ·, 11C) → 11
x �−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ 1 + x

est exacte.

ii) À l’aide de (a) et (b), monter que A[G1×G2] vérifie la propriété de relèvement de
l’assertion (d) de la proposition 4.2.7 pour I de carré nul, si et seulement si, il en
est de même pour chaque A[Gi].

d) Montrer que A[Zm] est isomorphe à A[X1, . . . , Xm]X1···Xm, et donc que A[Zm] est
une A-algèbre lisse, pour tout entier positif m.

e) Montrer que A
[
Z/〈pm〉

]
est isomorphe à A

[
X/〈Xpm−1〉

]
, pour tout nombre premier

p et tout entier positif m. En déduire que A
[
Z/〈pm〉

]
est une A-algèbre lisse, si et

seulement si, p·11A est inversible dans A (on dit alors que « p est inversible dans A »).

f) À l’aide des résultats précédents, montrer que pour tout groupe abélien de type fini
G, l’algèbre A[G] est lisse sur A, si et seulement si, les ordres des éléments de G

d’ordre fini sont inversibles dans A.

Indication : Utiliser le fait que pour tout Z-module G de type fini, il existe une famille
finie (peut être vide) de nombres premiers {p1, p2, . . . , pr} et une famille finie d’entiers
positifs ou nuls {m0, m2, . . . , mr} telles que :

G ≡ Z
m0 ⊕ Z

〈pm1
1 〉 ⊕

Z

〈pm2
2 〉 ⊕ · · · ⊕ Z

〈pmr
r 〉 ·

g) Pour tout groupe abélien G notons T(G) le sous-ensemble de ses éléments de torsion,
i.e. d’ordre strictement positif. L’ensemble T(G) est un sous-groupe de G et le quo-
tient G/T(G) ne possède aucun élément de torsion. Lorsque G est de type fini, T(G)
est fini et G/T(G) est un Z-module de type fini sans torsion donc libre ; le groupe G

est, par conséquent, isomorphe T(G) ⊕ Z
m pour un certain m ∈ N.

Montrer comme conséquence de cette remarque et de (f) que lorsque G est de type
fini, la A-algèbre A[G] est lisse, si et seulement si, le cardinal de T(G) est inversible
dans A.

Le corollaire 4.3.2 fait référence à une présentation d’une R-algèbre A comme
quotient d’une algèbre de polynômes par un nombre fini de relations. Dans le
corollaire suivant nous étendons l’équivalente (a)⇔(c’) de 4.2.7 au cas où A est
donnée comme quotient d’une R-algèbre lisse C par un nombre fini de rela-
tions. Nous aurons besoin de ce résultat dans la démonstration de l’existence de
relèvements lisses d’algèbres du théorème 5.2.7.
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4.3.5. Corollaire : Soient R un anneau, C une R-algèbre lisse et L un idéal de

type fini de C . Notons A := C/L. Les assertions suivantes sont équivalentes :

a) A est une R-algèbre lisse.

b) Le morphisme de A-modules ∂ : L/L2 → ΩC/R ⊗C A de la première suite

fondamentale associée à la surjection canonique C � A (1.3.1) est injectif

et admet une rétraction.

Démonstration : Fixons une présentation finie de C :

0 → J ↪−−−−−−−−−−−−−→R[X] := R[X1, . . . , Xq]
ΠC−−−−−−−−−−−−−� C → 0 ,

et considérons la présentation (finie) de A :

0 → Π−1
C (L) ↪−−−−−−−−−−−−−→R[X] := R[X1, . . . , Xq]

ΠA−−−−−−−−−−−−−� A → 0 .

Comme C est supposée lisse, on a la première suite fondamentale scindée :

0 → J/J2 ∂C−−−−−−−−−−−−−→←−−−−−−−−−−−−−−−ρ
ΩR[X]/R ⊗R[X] C −−−−−−−−−−−−−� ΩC/R → 0

d’où le diagramme de A-modules :

0 → (J/J2) ⊗C A
∂C⊗11A−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→←−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−ρ⊗11A

ΩR[X]/R ⊗R[X] A
ν−−−−−−−−−−−−−� ΩC/R ⊗C A → 0

α


 
= β




Π−1

C (L)/Π−1
C (L)2 ∂A−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ΩR[X]/R ⊗R[X] A −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−� ΩA/R −−−−−−−−−−−−−−−→ 0

(D)

où coker(α) ≡ L/L2 et où la composée ν ◦ ∂A est “bien définie” sur coker(α) et
s’identifie naturellement au morphisme ∂ de l’assertion (b).

Lorsque A est lisse sur R, la seconde ligne dans (D) est exacte et scindée et
une simple chasse au diagramme montre que la suite :

0 → coker(α) = L/L2 ∂−−−−−−−−−−−−−→
ν◦∂A

ΩC/R ⊗C A
β−−−−−−−−−−−−−� ΩA/R → 0 (‡)

est exacte. Comme ΩA/R est projectif (4.2.7-(b)), le morphisme β admet une
section et donc ∂ admet une rétraction.

Réciproquement, lorsque ∂ est injective et admet une rétraction, la suite (‡)
est exacte et scindée et la cohomologie du complexe simple associé au bicom-
plexe (D) est nulle. La seconde ligne de (D) est donc exacte. Mais le scindage
de (‡) montre également que ΩA/R est un A-module projectif puisque facteur
direct de ΩC/R ⊗C A. La seconde ligne de (D) est par conséquent scindée et le
corollaire est prouvé.
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4.3.6. Exercice : Démontrer le «Critère de Jacobi » suivant :

Soient X et Z deux S-schémas, et soit  : X ↪→ Z une immersion fermée localement de

présentation finie. Soit I le faisceau d’idéaux de OZ qui définit X comme sous-schéma de

Z . Soit x un point de X , et posons z := (x). Supposons que, en tant que S-schéma, Z

est lisse en z de dimension relative n. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :

a) En tant que S-schéma, X est lisse en x de dimension relative r.

b) La suite canonique de OX-modules :

0 → I/I2 −−−−−−−−−→ ∗Ω1
Z/S −−−−−−−−−→Ω1

X/S → 0 ,

est exacte et scindée en x et r = dimk(x)

(
Ω1

X/S ⊗ k(x)
)
.

c) Si dz1, . . . , dzn est une base de Ω1
Z/S (x), et si g1, . . . , gN sont des sections locales de

OZ qui engendrent I(z), il existe une réindexation de z1, . . . , zn et de g1, . . . , gN telle

que gr+1, . . . , gn engendrent I(z) et dz1, . . . , dzr, dgr+1, . . . , dgn engendrent Ω1
Z/S (z).

d) Il existe des sections locales gr+1, . . . , gn de OZ qui engendrent I(z) et telles que les

différentielles dgr+1, . . . , dgn sont linéairement indépendantes dans Ω1
Z/S ⊗ k(z).

4.3.7. Lissité de l’algèbre symétrique d’un module projectif

Proposition : Soit M un R-module projectif de type fini. L’algèbre symétrique

S∗
R(M) est lisse sur R.

Démonstration : On sait que M est facteur direct dans un module libre RN ,
de sorte qu’il existe des morphismes de R-modules M ↪→ RN � M dont
la composée est l’identité sur M . On en déduit des morphismes de R-algèbres
S∗

R(M)
p

↪−−→S∗
R(RN)

q−−� S∗
R(M) dont la composée est également l’identité. Comme

S∗
R(RN) est clairement lisse (isomorphe à R[X1, . . . , XN]), elle vérifie le critère

de la proposition 4.2.7-(d). On en déduit que S∗
R(M) vérifie ce même critère à

l’aide des morphismes p et q (laissé en exercice).

4.3.8. À propos de l’exactitude à gauche de la seconde suite fondamen-
tale
Soient R un anneau et α : A → B un morphisme de R-algèbres. Nous avons
donné dans le lemme 1.6.2 une condition simple et générale garantissant une
la seconde suite exacte fondamentale scindée. Voici maintenant un critère de
scindage en termes de lissité.
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Proposition : Soient R un anneau et α : A → B un morphisme lisse R-

algèbres. La seconde suite fondamentale de B-modules :

0 → B ⊗A ΩA/R
11B×Ω(α)−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ΩB/R −−−−−−−−−−−−−→ΩB/A → 0

est exacte et le morphisme 11B × Ω(α) admet une rétraction.

En particulier, lorsque α est étale, le morphisme 11B × Ω(α) est un isomor-

phisme.

Démonstration : Considérons B muni de la structure de A-algèbre induite par
l’homomorphisme α et fixons une présentation finie

J ↪→ A[X] := A[X1, . . . , Xn] � B

de B . On a le diagramme :
0
↓

B ⊗A[X] A[X]⊗A
ΩA/R

≡−−−−−−−−−−−−−→B ⊗A ΩA/R
 11B×Ω(ι)


 11B×Ω(α)

J/J2 ∂−−−−−−−−−−−−−→←−−−−−−−−−−−−−−−B ⊗A[X] ΩA[X]/R −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−� ΩB/R → 0
|| ↓ ↓

0 → J/J2 ∂−−−−−−−−−−−−−→←−−−−−−−−−−−−−−−B ⊗A[X] ΩA[X]/A −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−� ΩB/A → 0
↓ ↓ ↓
0 0 0

où les dernières lignes sont les premières suites exactes fondamentales asso-
ciées à α, relatives respectivement à R et A, et où les dernières colonnes
sont les secondes suites fondamentales associées à l’homomorphisme structu-
ral ι : A → A[X] et à α respectivement.

L’injectivité de 1B ⊗Ω(ι) résulte du fait que la surjection p : A[X] � A, dé-
finie par p(Xi) = 0, est une rétraction de ι de sorte que Ω(p) ◦ Ω(ι) = idΩA/R

.
Enfin, le scindage de la dernière ligne (et donc de la ligne centrale) vient de la
lissité de B sur A. Une simple chasse au diagrammes suffit alors pour montrer
l’injectivité de 11B×Ω(α) et comme ΩB/A est un B-module projectif le scindage
de la dernière colonne en découle.

Enfin, lorsque α est en plus étale, ΩB/A = 0 et la conclusion est évidente.
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4.3.9. Transitivité de la lissité

Proposition : Soient X un schéma lisse sur S et Y un schéma lisse sur X .

Alors Y est un schéma lisse sur S .

Démonstration : En nous restreignant à une situation locale affine, nous avons
à prouver que si A est une R-algèbre lisse et si B est une A-algèbre lisse,
alors B est lisse sur R. On applique pour ceci le critère de lissité donné par la
proposition 4.2.7-(d).

Soient C une R-algèbre, I ⊆ C un idéal de carré nul et ν : C � C/I la
surjection canonique. Montrons la surjectivité de l’application :

HomomR(B, C)−−−−−−−−−−−−−→ HomomR(B, C/I)
ϕ �−−−−−−−−−−−−−→ ν ◦ ϕ

(∗)

Soit α l’homomorphisme structural de A dans B et considérons le diagramme
suivant.

Comme A est lisse sur R, il existe un morphisme de R-algèbres φ qui relève la
composée ψ ◦α et la R-algèbre C se trouve munie d’une structure de A-algèbre
telle que I est un idéal de A-algèbre. D’autre part l’homomorphisme ψ est un
morphisme de A-algèbres (via α). La lissité de B sur A affirme alors l’existence
d’un relèvement ϕ de ψ et (∗) est bien surjective.

4.3.10. Stabilité de la lissité par changement de base

Proposition : Soit f : X → S un morphisme de schémas lisse. Pour tout mor-

phisme de schémas g : S′ → S le morphisme induit g∗ : X ×S S′ → S′ est

lisse.

Démonstration : La lissité étant de nature locale, la proposition résulte de sa
version affine (cf. 4.2.7), c’est-à-dire :

Soit A une R-algèbre lisse et soit R′ une R-algèbre. Alors R′ ⊗R A est une

R′-algèbre lisse.
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Comme le foncteur R′ ⊗R ( ) est exact à droite, la R′-algèbre R′ ⊗R A est
de présentation finie et nous pouvons appliquer le critère de lissité de 4.2.7(d).
Soit donc B une R′-algèbre et I un idéal de carré nul de B , on a le diagramme
d’applications canoniques :

HomomR′(R′ ⊗R A, B/I)−−−−−−−−−−−−−→ HomomR′(R′ ⊗R A, B)
 

HomomR(A, B/I) −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−� HomomR(A, B)

où les flèches verticales sont induites par l’homomorphisme d’algèbres A →
R′ ⊗ A, a �→ 11R′ ⊗ a et sont donc des bijections (cf. [B1] prop. 5, A III.7).
La proposition résulte maintenant de la surjectivité de la seconde application
horizontale.

4.4 Lissité, platitude et produit fibré

4.4.1. Morphismes plats

Définition : Un morphisme de schémas f : X → S est dit «plat » lorsque pour

tout x ∈ X , le OS,f(x)-module OX,x est plat.

Lorsque X = Spec(A), S = Spec(R) et que f = Spec(ϕ) pour un morphisme

d’anneaux ϕ : R → A, le morphisme f est plat si, pour tout idéal premier P ⊆ A

l’anneau AP , vu comme RQ-module, où Q := ϕ−1(P), est plat.

4.4.2. Remarque : Il convient de souligner que dans le cas affine, la condition de la dé-
finition équivaut au fait que A est un R-module plat (cf. [Mat] 3.J p. 24). Dans ce cas
on dit que « A est une R-algèbre plate ».

4.4.3. Transitivité de la platitude

Proposition : Soient f : X → S et g : Y → X des de schémas plats. Le

morphisme g ◦ f : Y → S est plat.

Démonstration : Résulte immédiatement de la transitivité de la platitude pour
les algèbres.

4.4.4. Stabilité de la platitude par changement de base

Proposition : Soit f : X → S un morphisme de schémas plat. Pour tout mor-

phisme de schémas g : S′ → S le morphisme induit g∗ : X ×S S′ → S′ est

plat.
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Démonstration : En termes de schémas affines la proposition se traduit en :
«Soient R′ et A deux R-algèbres où A est R-plate, alors R′⊗RA est R′-plate ».

Ceci résulte du fait qu’une inclusion ι : N ⊆ M de R′-modules est automati-

quement une inclusion de R-modules et alors 1 ⊗ ι : A ⊗R N → A ⊗R M est

injective puisque A est R-plat. On conclut alors grâce à l’isomorphisme naturel

A ⊗R (L) ≡ A ⊗R R′ ⊗R′ (L) pour tout R′-module L.

4.4.5. Lissité et platitude

Proposition : Une algèbre lisse est plate.

Démonstration : Soit A une algèbre lisse sur un anneau R de présentation
finie : 0 → J → R[X] → A → 0, et considérons la suite infinie d’homomor-
phismes de R-algèbres :

R[X]Ĵ := lim←− N∈N+ R[X]/JN π∞−−−−−� · · · π4−−−−−� R[X]/J3 π3−−−−−� R[X]/J2 π2−−−−−� R[X]/J = A

où le noyau de chaque πr est de carré nul. Notons p∞ : R[X]Ĵ → A la projection
canonique.

Par la propriété universelle des algèbres lisses (cf. 4.2.7(d)) l’identité sur A se
relève successivement en des morphismes de R-algèbres σr : A → R[X]/Jr et
donne, par passage à la limite projective, un morphisme σ∞ : A → R[X]Ĵ qui
est une section de p∞ ; en particulier A est un facteur direct de R[X]Ĵ en tant
que R-module et, par conséquent, A est un R-module plat, si R[X]Ĵ l’est.

Or, si nous supposons l’anneau R nœthérien , l’anneau R[X] l’est également
et comme R[X]Ĵ n’est autre que son complété J-adique, il est R[X]-plat (cf.
[Mat] 23.L, cor. 1, p. 170). Comme R[X] est R-libre donc plat, la composée
des applications canoniques R ↪→ R[X] → R[X]Ĵ est plate et R[X]Ĵ est un
R-module plat.

Dans le cas où R n’est pas un anneau nœthérien, l’idée est de le réaliser
comme limite du système inductif, filtrant supérieurement, des Z-sous-algèbres
de type fini (donc nœthériennes) de R mais de façon à «préserver la lissité ».
Plus précisément, pour chaque sous-anneau T ⊆ R, on a T [X] ⊆ R[X] et nous
notons J(T ) := T [X] ∩ J et A(T ) := T [X]/J(T ) de sorte que A(T ) ⊆ A. On
remarque alors que A(T ) est T -lisse à chaque fois que l’application

J(T )/J(T )2 ∂(T )−−−−−−−−−−−−−−→A(T ) ⊗T [X] ΩT [X]/T
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admet une rétraction (cf. prop. 4.2.4). Or, la lissité de A donne une rétraction
de

J/J2 ∂−−−−−−−−−−−−−−→A ⊗R[X] ΩR[X]/R (‡)

et comme J est de type fini, on comprend qu’à partir du moment où l’on fixe un
système fini de générateurs de J (des polynômes à coefficients dans R), ce qui
détermine un ensemble fini de scalaires dans R (les coefficients des polynômes
en question), la rétraction de (‡) ne demandera au plus qu’un nombre fini de
scalaires supplémentaires et la conclusion de ces remarques est qu’il existe un
ensemble fini F ⊆ R tel que, si T ⊇ F, alors A(T ) est T -lisse.

On réalise alors R comme limite du système inductif filtrant supérieure-
ment des Z-sous-algèbres de type fini T qui contiennent l’ensemble F. On a
A = lim−→ T A(T ) et chaque A(T ) est T -plate d’après l’étude préliminaire. On
termine en observant que comme une injection de R-modules N ↪→ M (∗) est
automatiquement une injection de T -modules et comme l’application induite

A(T ) ⊗T N ↪→ A(T ) ⊗T M (∗∗)

est injective par la platitude de A(T ), le passage à la limite inductive sur T de
(∗∗) est injective et cette limite est précisément le morphisme A⊗RN → A⊗RM

induit par (*).

Le théorème suivant donne un autre critère intrinsèque de lissité d’un mor-
phisme de schémas, il présente l’intérêt de ramener l’étude de la lissité d’un
morphisme à celles de sa platitude et de la lissité de ses fibres (des schémas sur
des corps !). La platitude du morphisme se voit alors comme une condition de
recollement lisse de fibres (cf. [EGA4,4] §17.5 p. 67).

4.4.6. Théorème : Soit f : X → S un morphisme de schémas localement de

présentation finie. Les assertions suivantes sont équivalentes :

a) f est lisse.

b) f est plat et pour chaque y ∈ S la fibre Xy := X ×S k(y) est lisse sur k(y).

Démonstration : L’implication (a)⇒(b) est conséquence immédiate des propo-
sitions 4.3.10 et 4.4.5. Prouvons la réciproque suivant [BLR] prop. 8 p. 53.

On se place dans une situation affine : S := Spec(R), X := Spec(A), f :=
Spec(ϕ), P l’idéal correspondant à x ∈ X et R := ϕ−1(P) celui correspondant
à f(x). On fixe une présentation finie 0 → J → R[X] → A → 0.
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La suite 0 → J ⊗R k(R) → k(R)[X] → A ⊗R k(R) → 0 est exacte puisque
A est R-plate, et comme A ⊗R k(R) est k(R) lisse l’application :(

J ⊗R k(R)
)
/
(
J ⊗R k(R)

)2 ∂R−−−−−−−−−−−−−→
(
A ⊗R k(R)

)
⊗k(R)[X] Ωk(R)[X]/k(R)

admet une rétraction. Notons J ′ l’idéal de R[X] engendré par un relèvement
dans J d’une base de

(
J ⊗R k(R)

)
/
(
J ⊗R k(R)

)2. On a :

0 → J/J ′ ι−−−−−−−−−−−−−→A′ := R[X]/J ′ ν−−−−−−−−−−−−−→A := R[X]/J → 0 (‡)

où ν désigne la surjection canonique.

En termes de schémas, X := Spec(A) est un sous-schéma fermé de X ′ :=
Spec(A′) et ce dernier est lisse au voisinage de x par construction. D’autre part,
les fibres au-dessus de k(R) de X et X ′ cöıncident ce qui signifie que la ten-
sorisation de (‡) par k(R) rend ν un isomorphisme. Mais la platitude de A

assure que ι reste injective après une tensorisation et par Nakayama J = J ′ au
voisinage de x, de sorte que X et X ′ cöıncident au voisinage de x.

4.5 Intersections complètes lisses

Soient R un anneau et A une R-algèbre de présentation finie

0 → J = 〈f1, . . . , fs〉 → R[X1, . . . , Xn] → A → 0 .

Lorsque A est une R-algèbre lisse la dimension relative des points de Spec(A)
est localement une constante r � n qui est minorée par n − s puisque tout
système de générateurs de J induit un système de générateurs des différents
k(P) ⊗ (J/J2). Le cas extrême où l’idéal J admet un système de générateurs
ayant exactement n− r éléments présente des avantages techniques importants
et mérite que l’on introduise une terminologie spécifique.

4.5.1. Définition : Une R-algèbre de présentation finie A telle que dimR(A) = r

sera appelée « intersection complète (de dimension relative r) sur R » si elle admet

une présentation finie de la forme :

0 → J = 〈gr+1, . . . , gn〉 → R[X1, . . . , Xn] → A → 0 .

On dira, par extension, qu’un schéma X au-dessus de Spec(R) est « intersec-

tion complète sur Spec(R) » lorsqu’il est isomorphe au schéma affine associé à une

intersection complète sur R.
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4.5.2. Remarque : Une algèbre lisse sur un anneau est localement intersection com-
plète d’après la définition de lissité 4.2.1, elle est globalement de présentation finie, mais
n’est pas nécéssairement globalement intersection complète.

Le lemme suivant est conséquence facile des développements précédents.

4.5.3. Lemme : Soit A une R-algèbre de présentation finie. Les conditions sui-

vantes sont équivalentes :

a) A est lisse et intersection complète de dimension relative r .

b) A admet une présentation finie :

0 → J = 〈gr+1, . . . , gn〉 → R[X1, . . . , Xn] → A → 0 ,

telle que l’idéal de A engendré par les mineurs d’ordre n−r de la matrice

jacobienne [ ∂gi/∂Xj ] est l’idéal unité.

c) A admet une présentation finie 0 → J → R[X] := R[X1, . . . , Xm] → A → 0
telle que J/J2 est un A-module libre et l’application canonique ∂ : J/J2 →
A ⊗R[X] ΩR[X]/R est injective et admet une rétraction.

Démonstration : On montre l’équivalence (b)⇔(c).
(b)⇒(c). Conséquence presque immédiate du corollaire 4.1.3.

(c)⇒(b). Soit {m1, . . . ,md} une base de J/J2 en tant que A-module et no-
tons mi un relèvement dans J de mi, pour chaque i = 1, . . . , d et soit M

le sous-R[X]-module de J engendré par les mi. On a alors J = M + J2

et le R[X]-module J/M est de type fini et vérifie J ·(J/M) = J/M . Il
existe alors, par Nakayama, un élément x ∈ J tel que (J/M)f = 0, autre-
ment dit, tel que Mf = Jf . Comme d’autre part f = 1A dans A, on a la
présentation finie :

0 → Mf −−−−−−−−−−−−−→R[X1, . . . , Xm]f −−−−−−−−−−−−−→A → 0 .

et donc :
A =

R[X1, . . . , Xm, Xm+1]
〈m1, . . . , md, md+1〉

,

où md+1 := fXm+1 − 1. On vérifie alors que l’idéal dans A engendré par
les mineurs d’ordre d+1 de la matrice jacobienne [ ∂mi/∂Xj ]j=1,...,m+1

i=1,...,d+1 est
bien l’idéal unité.
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4.5.4. Exercice : Soit f un élément non diviseur de zéro de R[X1, . . . , Xn] et soit
A := R[X1, . . . , Xn]/〈f〉. Montrer que si A est lisse sur R, A une intersection complète
de dimension relative n − 1.

4.5.5. Exercice : Soit I = 〈fr+1, . . . , fn〉 un idéal de R[X] := R[X1, . . . , Xn] et con-
sidérons l’idéal Mn(fr+1, . . . , fn) de R[X] engendré par les mineurs d’ordre (n − r) de
la matrice jacobienne [ ∂fi/∂Xj ]. Notons ν : R[X] � R[X]/I =: A la surjection cano-
nique. Montrer que pour tout f ∈ Mn(fr+1, . . . , fn), non nul, la localisation Aν(f) est
une intersection complète lisse de dimension relative r sur R.
Indication : Utiliser la présentation Aν(f) ≡ R[X1, . . . , Xn, Z]/〈fr+1, . . . , fn, Zf − 1〉.

4.5.6. Transversalité de certains fibrés conormaux. Soit A une R-algèbre
lisse. Pour toute présentation finie :

0 → J = 〈f1, . . . , fs〉 −−−−−−−−→R[X] = R[X1, . . . , XN]−−−−−−−−→A → 0 , (∗)

la première suite fondamentale de A-modules :

0 −→ J/J2 ∂−−−−−−−−−−−−−→←−−−−−−−−−−−−−−− A ⊗R[X] ΩR[X]/R −−−−−−−−−−−−−→←−−−−−−−−−−−−−−− ΩA/R → 0

est scindée puisque A est lisse (4.3.3).

Notons X := Spec(A), soit X ⊆ A
N
R le plongement fermé défini par la pré-

sentation ci-dessus et fixons un point x ∈ X . Les localisations de ΩA/R et
A⊗R[X]ΩR[X]/R en x représentent respectivement les espaces cotangents à X et
A

N
R au même point, de sorte que la localisation du A-module localement libre

J/J2 en x s’identifie naturellement au conormal à X au point x dans le plonge-
ment X ⊆ A

N
R . Le spectre premier de l’algèbre symétrique S∗

A(J/J2) est alors le
schéma affine au-dessus de Spec(A) qui réalise « le fibŕe conormal du plongement
X ⊆ A

N
R ». On notera :

T ∗
X

(
A

N
R

)
:= Spec

(
S∗

A(J/J2)
)

La proposition suivante est démontrée dans [E] (lemme 3, p. 562) dans le
cadre nœthérien, mais sa démonstration est valable en toute généralité.

4.5.7. Proposition : Soient R un anneau commutatif arbitraire et A une R-
algèbre lisse. On se donne une présentation finie

0 → J → R[X] = R[X1, . . . , XN] → A → 0

et l’on considère le plongement fermé X := Spec(A) ⊆ A
N
R associé. Alors, le

fibré conormal T ∗
X(AN

R) est intersection complète lisse sur Spec(R).
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Démonstration : D’après le corollaire 4.3.2, on a une première suite fondamen-
tale scindée :

0 −→ J/J2 ∂−−−−−−−−−−−−−→←−−−−−−−−−−−−−−− A ⊗R[X] ΩR[X]/R −−−−−−−−−−−−−→←−−−−−−−−−−−−−−− ΩA/R → 0 . (∗)

Notons C := S∗
A(J/J2). L’application du foncteur C⊗A( ) à la suite (∗) donne

clairement une suite également scindée :

0 −→ C ⊗A J/J2 −−−−−−−−−−−−−→←−−−−−−−−−−−−−−− C ⊗R[X] ΩR[X]/R −−−−−−−−−−−−−→←−−−−−−−−−−−−−−− C ⊗A ΩA/R → 0 ,

où l’on a C ⊗R[X] ΩR[X]/R ≡ CN et C ⊗A J/J2 ≡ ΩC/A (voir prop. 1.4.14), par
conséquent :

CN ≡ ΩC/A ⊕
(
C ⊗A ΩA/R

)
. (�)

La seconde suite fondamentale associée au morphisme structural de A dans
C ,

0 → C ⊗A ΩA/R −−−−−−−−−−−−−→←−−−−−−−−−−−−−−− ΩC/R −−−−−−−−−−−−−→←−−−−−−−−−−−−−−− ΩC/A → 0 , (†)

est également scindée (voir 1.6.3) et le C-module ΩC/R est globalement libre
de rang N puisque ΩC/R ≡ CN d’après (†) et (�).

Ceci étant, comme J/J2 est un A-module projectif de type fini, le schéma
Spec(C) est lisse sur A donc lisse sur R (cf. 4.3.7 et 4.3.9) et nous pouvons re-
faire l’analyse précédente en remplaçant A par C . On fixe donc un plongement
Spec(C) ⊆ A

M
R associé à une présentation finie :

0 → K −−−−−−−−→R[Y ] := R[Y1, . . . , YM] π−−−−−−−−→C → 0 (�)

de première suite fondamentale scindée :

0 −→ K/K2 −−−−−−−−−−−−−→←−−−−−−−−−−−−−−− C ⊗R[Y ] ΩR[Y ]/R ≡ CM −−−−−−−−−−−−−→←−−−−−−−−−−−−−−− ΩC/R ≡ CN → 0 . (∗∗)

où l’on remarquera que les deux derniers termes sont libres. On considère alors
une nouvelle présentation de C en rajoutant N variables à (�) :

0 → K ′ −−−−−−−−→R[Y , Z] := R[Y1, . . . , YM, Z1, . . . , ZN]−−−−−−−−→C → 0
Yi �−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ π(Yi)
Zi �−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ 0

(��)

où K ′/K ′2 ≡
(
K/K2

)
⊕ CN (le vérifier !) et, par conséquent, K ′/K ′2 ≡ CM

d’après (∗∗). La présentation (��) réalise donc un plongement fermé de Spec(C)
dans A

N+M
R dont le fibré conormal est globalement libre . La fin de la preuve

découle alors de l’assertion (c) du lemme 4.5.3.
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4.5.8. Complément sur les algèbres étales
On se donne un anneau R, un idéal I ⊆ R, une R-algèbre A, et une A-algèbre

B d’homomorphisme structural noté α : A → B . On rappelle que lorsque B
est une A-algèbre étale le morphisme canonique 11B×Ω(α) : B⊗AΩA/R → ΩB/R

est un isomorphisme (4.3.8). Notons R := R/I , A := A/I·A, B := B/I·B et
α : A → B l’homomorphisme induit par α. Grâce à la stabilité de la lissité par
changement de base (4.3.10), l’homomorphisme de R-algèbres α est également
étale (stabilité de la lissité par changement de base (4.3.10)) et nous avons un
diagramme commutatif :

A α−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ε B

ν


 

 ν

A
α�������
ε

B

dont l’interprétation en termes de langage de schémas est que la restriction
d’un schéma étale au-dessus d’un schéma S , à un sous-schéma fermé de S ,
est un schéma étale au-dessus du sous-schéma en question. La proposition sui-
vante donne une condition permettant de relever un schéma étale au-dessus d’un
sous-schéma fermé de S en un schéma étale au-dessus de S .

Proposition : Avec les données précédentes, soit α : A → B un morphisme
étale et supposons que B soit intersection complète sur A. Il existe alors
une A-algèbre B intersection complète étale sur A et un morphisme surjec-
tif pB : B � B tels que le diagramme suivant est commutatif :

A
α������� B

ν


 

 pB

A α−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→� B

Démonstration : Soit A[X1, . . . , Xm]/〈f 1, . . . , fm〉 une présentation de B en
tant qu’intersection complète étale. Pour chaque i = 1, . . . , m, on note fi un
relèvement de f i dans A[X1, . . . , Xm]. On a le diagramme commutatif :

A α−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ A[X1, . . . , Xm]/〈f1, . . . , fm〉
ν


 

ν

A α−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→� A[X1, . . . , Xm]/〈f 1, . . . , fm〉 ≡ B

où ν désigne les surjections canoniques. La localisation :

B :=
(
A[X1, . . . , Xm]/〈f1, . . . , fm〉

)
det [ ∂fi/∂Xj ]

répond alors à la question (cf. exercice 4.5.5).

– 65 –



§5.1 Alberto Arabia & Zoghman Mebkhout §5

§5. Relèvements

5.1 Cadre général

Soient R anneau commutatif arbitraire et I un idéal de R ; posons R := R/I

et considérons les foncteurs de « ŕeduction modulo I » de Alg(R) vers Alg(R)
et, pour toute R-algèbre A, de Modt.f.(A) vers Modt.f.(A), qui font respective-
ment correspondre à une R-algèbre A l’algèbre A := R⊗RA et à un A-module
M le A-module M := A ⊗A M et mutatis mutandis pour les morphismes.

Ces foncteurs respectent la lissité et la projectivité, autrement dit : “la réduc-
tion modulo I d’une R-algèbre lisse est une R-algèbre lisse et pour toute R-
algèbre A, la réduction modulo I d’un A-module projectif est un A-module
projectif ”. Dans cette section, nous allons donner des réponses aux trois ques-
tions de «relèvements » suivantes principalement motivées par l’introduction de
la cohomologie de de Rham p-adique qui fera l’objet d’une section ultérieure.
Rel-1) Étant donnée une R-algèbre lisse A, existe-t-il une R-algèbre lisse dont

la réduction modulo I s’identifie à A?

Rel-2) Étant donnés une R-algèbre lisse A et un A-module M projectif de type
fini, dans quelle mesure existe-t-il un A-module projectif de type fini dont
la réduction modulo I s’identifie à M ?

Rel-3) Étant données des R-algèbres A et B , où A est lisse, et un morphisme
de R-algèbres u : A → B , dans quelle mesure existe-t-il un morphisme
de R-algèbres de A vers B dont la réduction modulo I s’identifie à u?

Rel-4) Étant données des R-algèbres A et B , où A est lisse, et des morphismes
de R-algèbres homotopes u1, u2 : A → B , dans quelle mesure des mor-
phismes de R-algèbres ui : A → B que la réduction modulo I identifie
aux ui, sont-ils homotopes?

Toute la difficulté et intérêt de ces questions, résident dans les conditions de
lissité imposées dans les relèvements.

Précisons maintenant par des définitions ces notions de relèvements.

5.1.1. Définition : On appelle « relèvement (resp. plat, lisse) » d’une R-algèbre A

(resp. plate, lisse), la donnée d’une R-algèbre A (resp. plate, lisse) dont la réduction
modulo I est isomorphe à A.

De manière équivalente, un relèvement (resp. plat, lisse) de A, est aussi la don-
née d’une R-algèbre A (resp. plate, lisse) et d’un morphisme surjectif p : A � A

de noyau l’idéal I·A.
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5.1.2. Définition : Soit A une R-algèbre. Pour tout A-module M , on appel-

lera « relèvement de M » un A-module dont la réduction modulo I est isomorphe à

M . Plus généralement, on appellera « relèvement d’une présentation d’un A-module

projectif » :
A# L−−−−−−−−→A# → M → 0 , (∗)

la donnée d’un A-module projectif M et d’une présentation

A# L−−−−−−−−→A# → M → 0 ,

tels que 11A ⊗L = L. Lorsque un tel relèvement existe on dira que « la présentation

de module projectif (∗) se relève à A ».

5.2 Relèvements des algèbres lisses

5.2.1. Relèvements des intersections complètes lisses. La proposition sui-
vante est utilisée dans la preuve du théorème d’existence de relèvements 5.2.7.

Proposition : Soient R un anneau et I un idéal dans R. Posons R := R/I .

a) Toute R-algèbre intersection complète lisse (de dimension relative r) admet

un relèvement intersection complète lisse (de dimension relative r) sur R.

b) Soit A une R-algèbre lisse. Alors, le fibré conormal de tout plongement fermé

Spec(A) ⊆ A
N
R

associé à une présentation finie de A admet un relèvement

intersection complète lisse sur R.

Démonstration :
a) On a une présentation de A de la forme :

0 → 〈gr+1, . . . , gn〉 → R[X] := R[X1, . . . , Xn]−−−−−−−−→A → 0 ,

où l’idéal J de R[X1, . . . , Xn] engendré par les mineurs d’ordre n − r de la
matrice jacobienne [ ∂gi/∂Xj ] est l’idéal unité. Pour chaque i = r +1, . . . , n,
notons gi un relèvement arbitraire de gi dans R[X1, . . . , Xn] et notons A la
R-algèbre de présentation :

0 → 〈gr+1, . . . , gn〉 → R[X] := R[X1, . . . , Xn]−−−−−−−−→A → 0 .

Soit J l’idéal de R[X1, . . . , Xn] engendré par les mineurs d’ordre n − r de
la matrice jacobienne [ ∂gi/∂Xj ]. L’idéal J est clairement l’image de J par
la surjection canonique ν : R[X] � R[X], en particulier, il existe g ∈ J vé-
rifiant ν(g) = 1. On en déduit une surjection Ag � A induite par ν qui
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fait de A la réduction modulo I de Ag. D’autre part, Ag est une R-al-
gèbre lisse puisque 11k(y) ⊗ dgr+1 ∧ · · · ∧ dgn �= 0 pour tout y dans l’ouvert
principal D(g) ⊆ Spec(A), ce qui termine la démonstration de (a). La pré-
sentation Ag = R[X1, . . . , Xn, Z]/〈gr+1, . . . , gn, gZ − 1〉 permet de voir que
Ag est également intersection complète sur R (cf. ex. 4.5.5).

b) Résulte de l’assertion (a) grâce à la proposition 4.5.7 qui affirme que le fibré
conormal en question est intersection complète lisse sur Spec(R).

5.2.2. Relèvements des modules projectifs

5.2.3. Définition : Soit A une R-algèbre. On appellera «voisinage étale de I dans

A » toute A-algèbre B étale sur A, telle que la réduction modulo I du morphisme

structural de A dans B est un isomorphisme.

5.2.4. Définition : On dira que le couple (R, I) «vérifie la propriété de relève-

ment » si pour toute R-algèbre de type fini A et pour toute présentation libre et

finie de A-module projectif de type fini M :

Ap L−−−−−−−−→Aq Π−−−−−−−−→M → 0 , (�)

il existe un voisinage étale Aε de I dans A tel que la présentation de module

projectif (�) se relève à Aε.

Théorème : Pour tout anneau R et tout idéal I dans R, le couple (R, I) vérifie

la propriété de relèvement.

Démonstration : Soit A une R-algèbre de type fini et notons A := A/I·A.
Donnons-nous une présentation libre et finie d’un A-module projectif de type
fini M :

Ap L−−−−−−−−→Aq Π−−−−−−−−→M → 0 . (�)

Comme M est un A-module projectif, la surjection de A-modules Π admet une
section σ , la composée ψ := σ ◦ Π ∈ EndA(Aq) vérifie ψ2 = ψ et im(ψ) � M .
L’endomorphisme ψ est donc idempotent et M s’identifie au sous-module de
Aq des vecteurs propres associés à la valeur propre 1. On a ainsi une nouvelle
présentation libre et finie de M :

Aq 1−ψ−−−−−−−−−−−−−−−−−−→Aq −−−−−−−−−−−−−→M → 0 , avec ψ2 = ψ , (†)

qui est un cas particulier des présentations considérées dans le théorème et que
nous étudierons dans un premier temps.
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Notons ψ ∈ EndA(Aq) un relèvement quelconque de ψ . Comme ψ est idem-
potent, on a det(2ψ − 1) = ±1 et donc det(2ψ − 1) = ±1 + x, pour un certain
x ∈ I . Ainsi, quitte à remplacer A par le localisé A±1+x (voisinage ouvert de
I dans A), on peut supposer que l’endomorphisme 2ψ − 1 ∈ EndA(Aq) est
inversible.

Nous allons montrer maintenant comment déformer l’endomorphisme ψ (quitte
à remplacer A par un voisinage étale de I dans A) pour en faire un relèvement
idempotent de ψ .

– Supposons l’idéal I principal de générateur noté π .

On a alors ψ2 − ψ = πα pour un certain α ∈ EndA(Aq).

Considérons l’algèbre de polynômes à q2 inconnues A[X] := A[X1,1, . . . , Xq,q]
et notons β ∈ EndA[X](A[X]q) l’endomorphisme dont la matrice [βi,j ], par rap-
port à la base canonique de A[X], vérifie βi,j = Xi,j . Soit :

R := α + (2ψ − 1)β + πβ2 ∈ EndA[X](A[X]q) , (‡)

de matrice associée [ Ri,j ]. On pose : A1 := A[X]/〈Ri,j〉.
Le jacobien f := det [ ∂Ri,j/∂Xk,l ] modulo π est le déterminant de la matrice[

∂Ri,j/∂Xk,l

]
qui vaut ±1 puisque

[
Ri,j

]
= [αi,j ]+ (2

[
ψi,j

]
− 1)[ Xi,j ], ce qui

implique que l’application tangente à l’application affine R : Aq → Aq est un
isomorphisme de valeurs propres ±1 étant donné que ψ est idempotent. On a
donc f = ±1+πP pour un certain P ∈ A[X], et l’algèbre A1,f = A[X]f/〈Ri,j〉
est, par conséquent, intersection complète étale sur A (voir exercice 4.5.5). De
plus, la réduction modulo π de A1,f , i.e. A[X]

/〈
Ri,j

〉
, est clairement isomorphe

(par le morphisme structural) à A puisque (2ψ−1) est inversible. La A-algèbre
A1,f est donc un voisinage étale de π dans A.

Nous étudions maintenant le problème de la commutation de ψ et de π·β .
Comme πα = ψ2 − ψ commute à ψ et que R est nul dans EndA1,f

(A1,f
q),

l’égalité (‡) donne :

[ψ, πβ] = −π(2ψ − 1)−1(β[ψ, πβ] + [ψ, πβ]β) .

Notons [ ti,j ] la matrice de l’endomorphisme [ψ, πβ] relative à la base canonique
de A1,f

q. Le développement de la dernière égalité donne lieu à une égalité de la
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forme : 
 t1,1

...
tq,q


 = π·Q


 t1,1

...
tq,q




où Q est une matrice à q2 lignes et colonnes et à coefficients dans π·A1,f .
Comme le déterminant de 11 − π·Q est congruent à 1 modulo π , le vecteur
(t1,1, . . . , tq,q) (et donc le commutateur [ψ, πβ]) est nul dans la localisation
Aε := (A1,f)det(11−π·Q) qui est bien un voisinage ouvert de π dans A1,f . (On
observera, en passant, que Aε est également une intersection complète étale sur
A.)

Grâce à la commutation de ψ et πβ dans EndAε
(Aε

q), le développement de
la différence (ψ + πβ)2 − (ψ + πβ) est égal à πR d’après (‡), et ψ + πβ est un
idempotent de EndAε

(Aq
ε) qui relève ψ , puisque R = 0 dans EndAε

(Aq
ε) par

construction.

– Lorsque l’idéal I est de type fini : I = 〈π1, . . . , πm〉 avec m > 1.
Notons A′ := A/π1·A. On peut supposer, par hypothèse de récurrence sur m,
qu’il existe une intersection complète étale A′

ε sur A′ et un relèvement idempo-
tent ψ′ ∈ EndA′(A′

ε
q) de ψ ∈ EndA(Aq) .

Fixons une présentation de A′
ε sous la forme A′

ε = A[Z1, . . . , Zn]/〈f ′
1, . . . , f

′
n〉

avec det [ ∂f ′
i/∂Zj ] inversible dans A′

ε. La surjection canonique A � A′ induit
une surjection A[Z1, . . . , Zn] � A′[Z1, . . . , Zn] et, si fi désigne un relèvement de
f ′

i dans A[Z1, . . . , Zn], on a le diagramme commutatif :

A −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ A[Z1, . . . , Zn]/〈f1, . . . , fn〉

 


A′ −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→� A′

ε ≡ A′[Z1, . . . , Zn]/〈f ′
1, . . . , f

′
n〉

La A-algèbre Aε, localisation de A[Z1, . . . , Zn]/〈f1, . . . , fn〉 par det [ ∂fi/∂Zj ],
est clairement une intersection complète lisse, voisinage étale de I dans A et le
diagramme induit suivant est commutatif :

A −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→� Aε

mod π1



 

 mod π1

A′ −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→� A′
ε

Et, toujours par hypothèse inductive, il existe une Aε-algèbre, intersection com-
plète étale (Aε)ε, voisinage de 〈π1〉 dans Aε (donc intersection complète étale et
voisinage de I dans A), telle que ψ′ se relève en un idempotent ψ ∈ End(Aε)ε

((Aε)ε
q).
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Ceci étant, posons Mε := im(ψε). Comme ψε est un endomorphisme idem-
potent, on a Aq

ε = Mε ⊕ im(1− ψε), et Mε est un Aε-module projectif de type
fini. La présentation Aq

ε
1−ψε−−−−−−−−−−−−−−−−−−→Aq

ε → Mε → 0 est donc un relèvement de la pré-
sentation de module projectif (†), ce qui termine la démonstration du théorème
pour ce type de présentations.

On reprend maintenant la donnée d’une présentation de module projectif de
la forme générale (�) :

Ap L−−−−−−−−→Aq Π−−−−−−−−→M → 0 .

Fixons une section σ de Π et notons ψ := σ ◦ Π. D’après l’étude précé-
dente, il existe une A-algèbre Aε̃, intersection complète étale et voisinage de
I dans A, telle que l’idempotent ψ ∈ EndA(Aq) se relève en un idempotent
ψε̃ ∈ EndAε̃

(Aq
ε̃). Notons L1 ∈ HomAε̃

(Ap
ε̃, A

q
ε̃) un relèvement quelconque de L

et posons Lε̃ = (1−ψε̃)◦L1 de sorte que la réduction modulo I de Lε̃ s’identifie
toujours à L :

Ap
ε̃

Lε̃−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→(1−ψε̃)◦L1
Aq

ε̃

↓↓ ↓↓
Ap L−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→Aq −−−−−−−−−−−−−−� M → 0

Mais, si Lε̃ relève bien L, rien n’assure, a priori , que son conoyau soit projectif,
ce pour quoi il suffirait que l’on ait im(Lε̃) = im(1−ψε̃), puisque ψε̃ est idempo-
tent. Or, le conoyau K de l’inclusion im(Lε̃) ⊆ im(1−ψε̃) est un Aε̃-module de
type fini dont la réduction modulo I est nulle, autrement dit, on a I·K = K.
Il existe par conséquent un élément g de Aε̃ congruent à 1 modulo I , tel que
le foncteur (exact) de localisation Aε̃,g ⊗Aε̃

( ) annule K (Nakayama). On pose
alors Aε := Aε̃,g et Lε := 11Aε

⊗ Lε̃. (On remarquera que la A-algèbre Aε est
toujours intersection complète étale et voisinage de I dans A.)

L’image de Lε s’identifie bien maintenant à l’image de l’idempotent 11Aε
⊗

(1 − ψε̃) de supplémentaire Mε := im(11Aε
⊗ ψε̃). Le Aε-module Mε est donc

projectif de type fini, et nous avons la présentation :

Ap
ε

Lε−−−−−−−−−−−−−−→Aq
ε −−−−−−−−−−−−−−� Mε → 0

qui est un relèvement de (�).

5.2.5. Remarque : La preuve de l’existence du relèvement ψ se simplifie remarquable-
ment dans le cas où l’idéal I est nilpotent (plus généralement lorsque chaque élément
de I est nilpotent). Dans ce cas on peut prendre Aε := A. En effet, dans ce cas, on a
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ψ2 − ψ = α, pour un certain idéal de type fini I ′ ⊆ I et un élément α ∈ I ′·EndA(Aq)
qui commute clairement à ψ . Supposons α ∈ (I ′)r·EndA(Aq) et posons :

ψ′ := ψ + (1 − 2ψ)−1α .

L’endomorphisme ψ′ relève ψ et vérifie :

ψ′2 − ψ′ = (1 − 2ψ)−2α2 =: α′ ∈ (I ′)2r·EndA(Aq) .

de sorte que l’itération de cette idée permet, grâce à la nilpotence de I ′, de construire
un relèvement idempotent ψε ∈ EndA(Aq) de ψ .

5.2.6. Existence des relèvements des algèbres lisses. Le théorème suivant
et sa démonstration sont transcription presque littérale du théorème de relève-
ment d’algèbres lisses sur un couple hensélien nœthérien de l’article [E] de Renée
Helkik (cf. loc. cit. §4 p. 580).

5.2.7. Théorème : Soient R un anneau commutatif arbitraire et I un idéal de

R. Toute R-algèbre lisse se relève en une R-algèbre lisse.

Démonstration : Soit B une R-algèbre lisse et fixons une présentation finie
de R-algèbre : B = R[X1, . . . , XN]/J . Le B-module J/J 2 est alors projectif de
type fini. Notons C := S∗

B(J/J2) la B-algèbre symétrique de J/J2, de sorte
que Spec(C) est le fibré conormal à Spec(B) dans le plongement Spec(B) ⊆ A

N
R

déterminé par la présentation ci-dessus (4.5.6). Notons f : Spec(C) → Spec(B)
le morphisme de schémas induit par l’homomorphisme structural de B dans
C . L’homomorphisme de B-algèbres σ0 : C → B , nul sur J/J 2, donne le
morphisme de schémas «section nulle » Spec(σ0) : Spec(B) → Spec(C). On a
f ◦ Spec(σ0) = idSpec(B).

Comme ces données sont conformes
aux hypothèses de la proposition 5.2.1-
(b), on peut fixer pour la suite une R-
algèbre (intersection complète) lisse C

qui relève C . On a ainsi le diagramme
des morphismes canoniques ci-après.

(D)

Le C-module M := C⊗B

(
J/J2

)
est projectif de type fini et, quitte à remplacer

C par un voisinage étale de I dans C , nous pouvons supposer, par la propriété
de relèvement du couple (R,I ), qu’il existe un C-module projectif de type fini
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M dont la réduction modulo I est isomorphe à M . L’algèbre D := S∗
C(M) est

lisse sur C puisque M est projectif de type fini (4.3.7).

Complétons le diagramme (D) par les morphismes canoniques indiqués ci-
dessous :

(D′)

où ∆ désigne la «section diagonale » du morphisme structural de Spec(C ⊗B C)
vers Spec(C). Il s’agit du morphisme de schémas associé à l’homomorphisme de
C-algèbres δ : S∗

C(M) → C défini par la forme C-linéaire :

δ M : M = C ⊗B

(
J/J 2)−−−−−−−−→C = S∗

B

(
J/J 2)

c ⊗ v �−−−−−−−−→ c·v
(‡)

Comme D est l’algèbre symétrique de M , l’homomor-
phisme δ admet un relèvement en un morphisme de C-al-
gèbres δ : D → C si et seulement la forme C-linéaire δ M :
M → C se relève en une forme C-linéaire δ M : M → C . Le
diagramme
ci-après, où les lignes désignent les morphismes de réduction modulo I , ex-
plique l’existence du relèvement δ M comme conséquence du fait que M est un
C-module projectif. La section diagonale :

Spec(C) ∆↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
Spec(δ)

Spec
(
C ⊗B C

)
= Spec

(
S∗

C(M)
)

se relève donc bien en une section ∆ : Spec(C) ↪→ Spec(D) du morphisme
structural Spec(D) → Spec(C).

Nous avons ainsi le diagramme commutatif suivant :
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où les morphismes horizontaux sont ceux déterminés par la réduction modulo I .
On remarquera également que le module δM est en fait un idéal de C puisque
δ est un morphisme de C-algèbres. Enfin, l’équivalence B ≡ C/δM résulte,
quant à elle, de la définition de δ (‡). (Heuristiquement, Spec(B) apparâıt
comme l’intersection de la section nulle et de la section diagonale de la fibration
Spec(S∗

C(M)) � Spec(C).)

Nous montrons maintenant que la R-algèbre B := C/δM est lisse.

Compte tenu des constructions précédentes, on dispose de la suite d’applica-
tions

M δ−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→C
dC/R−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ΩC/R

ν−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−� ΩC/B = M (∗)

où ν est la surjection donnée par la seconde suite fondamentale associée à l’ho-
momorphisme structural de R-algèbres de B dans C . Les applications δ et ν

sont C-linéaires et lorsque l’on tensorise chaque terme de (∗) par C/δM = B ,
l’application composée 11B ⊗ (dC/B ◦ δ) le devient également ; le morphisme de
C-modules 11B ⊗ (ν ◦dC/B ◦ δ) : B⊗C M → B⊗C M est alors l’identité d’après
la définition même de δ dans (‡).

Ceci étant, le C-module ΩC/R est projectif car C est lisse sur R, et le mor-
phisme ν se relève en un morphisme de C-modules ν . On a :

ΩC/R
ν��������� M

 



ΩC/R
ν−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−� ΩC/B = M

où les morphismes verticaux sont ceux déterminés par la réduction modulo I .

La suite (∗) tensorisée par B se relève donc en une suite de morphismes de
C-modules :

– 74 –



§5 Cohomologie de de Rham dans la catégorie des schémas §5.2

B ⊗C M
11B⊗(dC/R◦δ)−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→B ⊗C ΩC/R

11B⊗ν−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→B ⊗C M

ξ
� (∗∗)

dont la composée, notée ξ , est l’identité modulo I . Le conoyau de ξ est donc
annulé par la réduction modulo I , ce qui signifie que I· coker(ξ) = coker(ξ).
Comme M est de type fini, un argument comme pour le lemme de Nakayama
montre que l’idéal dans C , annulateur de coker(ξ), contient un élément de la
forme g = 1+x·c, avec x ∈ I , de sorte que, quitte à remplacer C par le localisé
Cg (voisinage ouvert de I dans C ), on peut supposer ξ surjectif. Mais alors,
comme B ⊗C M est un B-module projectif, il suit que ker(ξ) est un facteur di-
rect de B ⊗C M annulé également par la réduction modulo I . Par conséquent,
en remplaçant une fois de plus si besoin C par un nouveau voisinage de I dans
C , on peut supposer le morphisme ξ bijectif.

On a d’autre part la factorisation de 11B ⊗ (dC/R ◦ δ) en :

B ⊗C M δ−−−−−−−−−−−−−� δM
(δM)2

∂−−−−−−−−−−−−−→B ⊗C ΩC/R

11B⊗(dC/R◦δ)

�
où ∂ est le morphisme de la première suite fondamentale associée à la surjec-
tion canonique C � B = C/δM . La bijectivité de ξ implique alors que le
morphisme ∂ admet une rétraction. La R-algèbre B est par conséquent lisse
d’après 4.3.5 et le théorème est démontré.

5.2.8. Remarque : Soient A une R-algèbre lisse et A une R-algèbre lisse relevant A.
Posons X := Spec(A), S := Spec(R) et soit f : X → S le morphisme structural. Il con-
vient de souligner que si le théorème 5.2.7 affirme en toute généralité l’existence de A, il
ne donne en revanche aucune information sur l’image de f .

On démontre que lorsque R est nœthérien, im(f) est nécessairement ouvert dans S

(voir [Har] §III ex. 9.1 p. 266) et l’on a im(f) = S pour tout anneau de valuation discrète
R (5.4.9). Mais en dehors de ces cas, l’égalité im(f) = S n’a aucune raison a priori d’être
vérifiée. Autrement dit, le théorème n’exclut pas que l’on puisse avoir k(P)⊗A = 0, pour
certains idéaux premiers de R. L’exercice 4.3.4 fournit bien d’exemples de ce phénomène.
En effet, soit G un groupe abélien fini de cardinal m := |G| et soit p un nombre premier
ne divisant pas m. La Fp-algèbre A := Fp[G] est alors lisse et isomorphe à la réduction
modulo p de la Z-algèbre lisse A := {1, m, m2, . . .}−1

Z[G]. Il est clair dans cet exemple
que Fq ⊗A = 0 pour tout nombre premier q qui divise m ; l’image du morphisme struc-
tural f : Spec(A) → Spec(Z) est, dans ce cas, le complémentaire de l’ensemble (fini) de
tels nombres premiers.
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5.2.9. Le problème de l’unicité des relèvements d’une algèbre lisse. Le
dernier théorème montre que pour tout couple (R, I) les R-algèbres lisses ad-
mettent des relèvements lisses. Une question naturelle alors est de savoir à quelle
condition deux relèvements d’une même algèbre lisse sont isomorphes.

Lorsque l’idéal I n’est pas nilpotent, on construit facilement des exemples de
relèvements non isomorphes. Par exemple, pour tout entier m et tout nombre
premier p ne divisant pas m (‡), l’anneau Am := {1, m, m2, . . .}−1

Z est lisse sur
Z et relève Fp. Or, deux algèbres Am1 et Am2 vérifiant (‡) sont isomorphes en
tant que Z-algèbres, si et seulement si, m1 = m2. (Voir 6.1-(7) pour d’autres
exemples de ce phénomène.)

Il suffira, par contre, que l’idéal I soit nilpotent pour que tout relèvement soit
unique à isomorphisme (non canonique) près.

5.2.10. Proposition : Soient R un anneau arbitraire et I un idéal nilpotent
de R. Soient A1 et A2 deux R-algèbres lisses telles que leurs réductions A1

et A2 sont des R-algèbres isomorphes. Alors, les R-algèbres A1 et A2 sont
isomorphes.

Démonstration : Notons A la réduction modulo I de A1. Les données du
théorème nous emmènent à considérer deux surjections de noyaux nilpotents
ϕi : Ai � A :

Il existe alors, par 4.2.7-(d), deux morphisme de R-algèbres Φ1 : A1 → A2 et
Φ2 : A2 → A1 vérifiant ϕ2 ◦ Φ1 = ϕ1 et ϕ1 ◦ Φ2 = ϕ2. En particulier, Φ2 ◦ Φ1 est
un morphisme de R-algèbres de A1 dont la réduction modulo I est l’identité
sur A et mutatis mutandis pour Φ1 ◦ Φ2.

L’homomorphisme h := Φ2 ◦Φ1 est un isomorphisme. En effet, pour tout a ∈
A1 on a a = h(a) mod I et si l’on se donne b ∈ A tel que a = h(b) mod Is, les
égalités :

a = h(b) +
r∑

i=1

xi·bi = h(b) +
r∑

i=1

xi·
(
h(bi) +

ri∑
j=1

xi,j·bi,j

)

= h
(
b +

r∑
i=1

xi·bi

)
+

r∑
i=1

ri∑
j=1

xi·xi,j·bi,j
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avec xi ∈ Is, xi,j ∈ I et b∗ ∈ A, montrent que pour chaque s ∈ N, il existe bs

tel que a = h(bs) mod Is. Comme I est nilpotent, h est surjectif.

Tout élément a ∈ ker(h) vérifie a ∈ I·A et si nous supposons a �= 0, il existe
un entier positif s tel que a ∈ Is·A\Is+1·A. Mais alors, on considère une ex-
pression de a de la forme a =

∑
i xi·ai, avec xi ∈ Is, et l’on observe que :

0 = h(a) =
∑

i

xi·h(ai) =
∑

i

xi·ai +
∑
i,j

xixi,j·ai,j ,

d’où a = −∑
i,j xixi,j·ai,j ∈ Is+1·A, ce qui est contradictoire. Par conséquent,

l’homomorphisme h est injectif.

Comme ces arguments sont également valables pour Φ1 ◦ Φ2, on déduit que
chaque Φi est un isomorphisme de R-algèbres et la proposition est prouvée

5.3 Relèvements d’homomorphismes à source lisse

Soient A et B deux R-algèbres et soit h : A → B un morphisme de
R-algèbres. Par réduction modulo I , on obtient le morphisme de R-algèbres
h : A → B ; on dit alors que « h : A → B est un relèvement de h : A → B ».
Plus généralement :

5.3.1. Définition : Soit h : A → B un morphisme de R-algèbres, on appelle

« relèvement de h » la donnée d’un morphisme de R-algèbres h : A → B , et des

morphismes surjectifs de R-algèbres pA : A � A et pB : B � B tels que

pB ◦ h = h ◦ pA. Soit, en termes de diagramme commutatif :

A h−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→B

pA



 

 pB

A h−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→B

Dans cette section nous allons étudier les questions de relèvements d’homo-
morphismes (Rel-3,4) (voir 5.1) ; les principaux théorèmes concernant ces ques-
tions seront des corollaires simples du résultat technique suivant.

5.3.2. Proposition : Soient A, B , C des R-algèbres. Supposons A lisse sur

R et donnons-nous :
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• une paire de morphismes de R-algèbres

A
ϕ−−−−−−−−→ C

p	−−− B, où p est surjectif de

noyau noté K (K = B compris),

• un morphisme de R-algèbres h : A →
B vérifiant ϕ = p ◦ h,

Alors :

a) Pour chaque entier strictement positif n, il existe une application ηn : A →
B telle que :


(i) pB ◦ ηn = h ◦ pA ,

(ii) p ◦ ηn = ϕ ,

(iii) νn ◦ ηn est un morphisme de R-algèbres.

A
ηn−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→B

pA



 

 pB

A h−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→B

où νn : B → B/((I·B) ∩ K)n désigne la surjection canonique.

(L’homomorphisme pn est celui induit par p.)

b) Il existe un voisinage étale Bε de I·K dans B , intersection complète sur B

dont on note ε : B → Bε l’homomorphisme structural et pε : Bε � C

l’homomorphisme induit par p, et il existe un morphisme de R-algèbres

hε : A → Bε tels que :{
hε = ε ◦ h ,

pε ◦ hε = ϕ .

Démonstration :
• Cas où A est intersection complète lisse

a) Soit A = R[X1, . . . , Xm]/〈fr+1, . . . , fm〉 une présentation de A en tant qu’in-
tersection complète lisse sur R et notons ν : R[X1, . . . , Xm] → A la surjection
canonique.
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L’existence des applications ηn de l’assertion (a) équivaut à l’existence
d’homomorphismes de R-algèbres αn : R[X1, . . . , Xm] → B rendant les dia-
grammes :

(D)

commutatifs et tels que :

αn

(
〈fr+1, . . . , fm〉

)
⊆

(
(I·B) ∩ K

)n
.

Nous allons démontrer l’existence de αn par induction sur l’entier n.
Lorsque n = 1, l’assertion résultera de trouver, pour chaque i = 1, . . . , m,

un élément α1(Xi) ∈ B tel que l’on ait à la fois α1(Xi) ∈ p−1
(
ϕ(ν(Xi))

)
et

α1(Xi) = h
(
ν(Xi)

)
; deux contraintes qui peuvent être satisfaites simultané-

ment lorsque, pour tout c ∈ C , la réduction modulo I de la fibre p−1(c) se
surjecte sur la fibre p−1(c). Or, pour tous c ∈ C et b ∈ B vérifiant p(b) = c,
on a c − p(b) =

∑
j xj·cj , avec xj ∈ I et cj ∈ C ; et ceci pour chaque b ∈ B

qui relève b. Comme p est surjective, il existe bj ∈ B tel que p(bj) = cj de
sorte que l’élément b +

∑
j xj·bj ∈ B satisfait bien aux contraintes en ques-

tion. L’endomorphisme α1 : R[X1, . . . , Xm] → B est alors défini par de tels
choix des α1(Xi) et l’inclusion α1

(
〈fr+1, . . . , fm〉

)
⊆ (I·B) ∩ K est vérifiée

par construction.

Supposons avoir défini α� pour � � 1 et soit α�+1 : R[X1, . . . , Xm] → B un
morphisme de R-algèbres donné par :

α�+1(Xj) = α�(Xj) + bj , pour chaque j = 1, . . . , m, (�)

avec bj ∈
(
(I·B) ∩ K

)�. Les conditions (i) et (ii) de l’assertion (a) pour
n = � + 1 sont alors clairement satisfaites et l’étude de la condition (iii) nous
amène à considérer, pour chaque k = r + 1, . . . , m, le début d’un développe-
ment en série de Taylor par rapport aux variables bj :

α�+1(fk) = fk

(
α�( �X) +�b

)
= α�(fk) +

[
∂fk

∂X1
, · · · · · · · ,

∂fk

∂Xm

](
αn+1( �X)

)



b1.......
bm


 + · · · ,
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où �X et �b désignent respectivement les m-uplets (X1, . . . , Xm) et (b1, . . . , bm)
et où les termes omis apartiennent l’idéal

(
(I·B) ∩ K

)2�. L’ensemble de ces

développements donne l’égalité de matrices modulo
(
(I·B) ∩ K

)2� :


α�+1(fr+1)...

α�+1(fm)


 �


α�(fr+1)...

α�(fm)


 +




∂fr+1

∂X1
· · · · · · · ∂fr+1

∂Xm...
...

∂fm

∂X1
· · · · · · · ∂fm

∂Xm




(
α�( �X)

)



b1.......
bm


 , (‡)

où l’on aura remarqué que la jacobienne est évaluée en α�( �X) plutôt qu’en
α�+1( �X).

C’est maintenant que le fait que A est intersection complète lisse intervient
de manière cruciale. En effet, dans ce cas, nous savons, d’après le lemme 4.5.3
(c), que le classes des différentielles dfr+1, . . . , dfm dans A ⊗ ΩR[X1,...,Xm]/R

sont linéairement indépendantes et que le A-sous-module qu’elles engendrent :
A·dfr+1⊕· · ·⊕A·dfm ≡ Am−r est un facteur direct dans A⊗ΩR[X1,...,Xm]/R ≡
Am. Il existe alors une matrice [ aj,k ] ∈ Mm×(m−r)(A) qui inverse à droite la
matrice de [ ∂fk/∂Xj ] ∈ M (m−r)×m(A). Pour chaque couple (j, k), soit Pj,k

un relèvement dans R[X1, . . . , Xm] de aj,k ; on a alors l’égalité modulo l’idéal
〈fr+1, . . . , fm〉 :


∂fr+1

∂X1
· · · · · · · ∂fr+1

∂Xm...
...

∂fm

∂X1
· · · · · · · ∂fm

∂Xm


( �X)




P1,r+1 · · · P1,m
.......

.......
Pm,r+1 · · · Pm,m


 = 11m−r×m−r , (‡‡)

à laquelle on applique α� pour obtenir l’égalité modulo
(
(I·B) ∩ K

)� :


∂fr+1

∂X1
· · · · · · · ∂fr+1

∂Xm...
...

∂fm

∂X1
· · · · · · · ∂fm

∂Xm




(
α�( �X)

)



Q1,r+1 · · · Q1,m
.......

.......
Qm,r+1 · · · Qm,m


 = 11m−r×m−r , (�)

où l’on a noté Qj,k := α�(Pj,k) ∈ B . On pose alors :
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b1.......
bm


 := −




Q1,r+1 · · · Q1,m
.......

.......
Qm,r+1 · · · Qm,m





α�(fr+1)...

α�(fm)


 ,

de sorte que les éléments bj appartiennent bien à
(
(I·B) ∩ K

)� conformément
à notre choix initial (�). Il s’ensuit que l’on a, pour tout k = r + 1, . . . , m :

α�+1(fk) ∈
(
(I·B) ∩ K

)2�
,

grâce aux égalités (‡) et (�), ce qui termine la démonstration de l’assertion
(a).

b) I. Réduction au cas où l’idéal K est principal.

On commence par observer qu’un morphisme αn de la question (a) induit
un morphisme hn : A → B lorsque αn(fk) = 0, pour tout k = r + 1, . . . , m.
Lorsque c’est le cas, on peut prendre Bε := B et hε := hn et l’assertion (b)
est vérifiée. Dans le cas contraire, on applique (a) pour n = 1 et l’on considère
l’idéal de type fini K ′ := 〈b1, . . . , bm−r〉 ⊆ K de B engendré par les éléments
bi := α1(fr+i). Pour chaque � = 1, . . . , m− r notons B� := B/〈b1, . . . , b�〉. On
a la suite finie de surjections canoniques de B-algèbres :

B =: B0
ν0,1−−−−−−−−−−−−−−� B1

ν1,2−−−−−−−−−−−−−−� B2
ν2.3−−−−−−−−−−−−−−� · · · · · · · νt−1,t−−−−−−−−−−−−−−� Bt ,

où B� ≡ B�−1/〈b�〉. Notons aussi, pour chaque � :
• ν� : B � B� la surjection canonique (on a ν�,�+1 ◦ ν� = ν�+1),
• p� : B� � C la surjection induite par p, de noyau K� := ν�(K) (on a

p� ◦ ν� = p),
• h� : A → B� l’homomorphisme ν� ◦ h.

On remarquera que pour chaque � = 0, 1, . . . , m − r, la paire d’homomor-
phismes de R-algèbres A

ϕ−−−−−−−−−−−−−−→C
p�	−−−−−−−− B� et l’homomorphisme de R-algèbres

h� : A → B� sont des données conformes aux hypothèses de notre proposi-
tion.

Lorsque � = m− r, l’homomorphisme νm−r ◦α1 s’annule sur 〈fr+1, . . . , fm〉
et induit, par conséquent, un morphisme de R-algèbres hm−r,ε : A → Bm−r =:
Bm−r,ε vérifiant (b) par construction. Supposons maintenant que pour un cer-
tain «niveau » � ∈ {1, . . . , m − r} l’assertion (b) est vérifiée ; autrement dit,
supposons qu’il existe un voisinage étale ε : B� → B�,ε de I·K intersection
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complète sur B� et un morphisme de R-algèbres h�,ε : A → B�,ε vérifiant
h�,ε = ε� ◦ h�, tels que le diagramme suivant est commutatif :

où ε′�−1 : B�−1 → B�−1,ε′ est un voisinage étale de I·K , intersection complète
sur B�−1, qui relève ε� et où ν ′

�−1,� est la surjection induite (cf. 4.5.8).

La paire d’homomorphismes de R-algèbres A
h�,ε−−−−−−−−−−−−−−→ B�,ε

ν ′
�−1,�	−−−−−−−− B�−1,ε′

et l’homomorphisme de R-algèbres ε′�−1 ◦ h�−1 : A → B�−1,ε′ sont à nou-
veau conformes aux hypothèses de notre proposition mais cette fois le noyau
de ν ′

�−1,� est l’idéal principal de B�−1,ε′ engendré par b� (4.5.8). Il s’en-
suit que si nous supposons l’assertion (b) vérifiée pour toute R-algèbre B

et tout idéal K ⊆ B principal , il existe un morphisme de B-algèbres
ε′′�−1 : B�−1,ε′ → B�−1,ε, tel que B�−1,ε est intersection complète sur B�−1,ε′ et
voisinage étale de I·b�·Bl−1,ε′, donc de I·K , et un morphisme de R-algèbres
h�−1,ε : A → B�−1,ε, tels que le diagramme précédent se complète en un
nouveau diagramme commutatif :

où ν ′′
�−1,� désigne la surjection induite par ε′′�−1 à partir de ν ′

�−1,�, et où
ε′′�−1 ◦ ε′�−1 ◦h�−1 = h�−1,ε. La composée ε�−1 := ε′′�−1 ◦ ε′�−1 : B�−1 → B�−1,ε est
alors un voisinage étale de I·K , intersection complète sur B�−1, et (b) est
vérifiée au niveau � − 1.
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Un argument par induction montre alors que (b) est bien vérifiée pour
� = 0.

II. Cas où l’idéal K est principal.

Nous vérifions dans cette partie l’assertion (b) lorsque K est un idéal prin-
cipal de B de générateur noté bK .

– Cas où l’idéal I ⊆ R est principal de générateur π .

Il existe, d’après (a), un morphisme de R-algèbres α2 : R[X1, . . . , Xm] → B

tel que les diagrammes (D) sont commutatifs et tel que l’on a, pour tout
k = r + 1, . . . , m :

α2(fk) ∈
(
(I·B) ∩ K

)2 ⊆ 〈π·bK〉 ,

autrement dit, α2(fk) = π·bK·Sk pour un certain Sk ∈ B .

Nous procédons maintenant de manière analogue à la démonstration de
(a). Notons, pour chaque k = r + 1, . . . , m, �Pk := (P1,k, . . . , Pm,k) le m-
uplet d’éléments de R[X1, . . . , Xm] de l’égalité (‡‡) dans la preuve de (a).
On pose Qj,k := α2(Pj,k) et �Qk := α2(�Pk) = (Q1,k, . . . , Qm,k). Notons �X :=
(X1, . . . , Xm) et considérons l’homomorphisme de R-algèbres :

R[X1, . . . , Xm]
β−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→B[Zr+1, . . . , Zm]

�X �−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ α2( �X) +
∑m

k=r+1 π·bK· �Qk Zk

On a le développement en série de Taylor par rapport aux variables Zk :

β
(
fk( �X)

)
= fk

(
α2( �X) +

∑m
k=r+1 π·bK· �Qk Zk

)
=

= π·bK·Sk + π·bK·
( ∂fk

∂X1
, . . . ,

∂fk

∂Xm

)(
β( �X)

) 
 Q1,r+1 · · · Q1,m

...
...

Qm,r+1 · · · Qm,m




Zr+1...

Zm


+

+ π2·b2
K · · ·

et l’on définit les éléments :

Rk :=
β
(
fk( �X)

)
π·bK

∈ B[Zr+1, . . . , Zm] ,

en diminuant d’une unité les exposants de π·bK dans les développements
qui précèdent. Nous avons ainsi l’égalité dans

(
B[Zr+1, . . . , Zm]

)m−r modulo
π·bK :
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Rr+1...

Rm


 �


Sr+1...

Sm


+




∂fr+1

∂X1
. . .

∂fr+1

∂Xm...
...

∂fm

∂X1
. . .

∂fm

∂Xm



(
α2( �X)

) Q1,r+1 · · · Q1,m
...

...
Qm,r+1 · · · Qm,m




Zr+1...

Zm




(��)
et la composition de β avec la surjection canonique νB :

s’annule par construction sur l’idéal 〈fr+1, . . . , fm〉 et induit un morphisme
de R-algèbres noté γ : A → B′.

On remarque alors que le déterminant de la matrice jacobienne [∂Rk/∂Zj]
modulo π·bK est égal à :

det
[

∂Rk

∂Zj

]
� det







∂fr+1

∂X1
· · · · · · · · ∂fr+1

∂Xm...
...

∂fm

∂X1
· · · · · · · · ∂fm

∂Xm




(
α2( �X)

)



Q1,r+1 · · · Q1,m
........

........
Qm,r+1 · · · Qm,m







= α2


det







∂fr+1

∂X1
· · · · · · · · ∂fr+1

∂Xm...
...

∂fm

∂X1
· · · · · · · · ∂fm

∂Xm







P1,r+1 · · · P1,m
........

........
Pm,r+1 · · · Pm,m








 = 1

d’après l’égalité (‡‡) de la preuve de (a).

Par conséquent, la localisation Bε := B′
det[∂Rk/∂Zj]

est une B-algèbre in-
tersection complète étale.

Notons h : A → Bε la composée de γ et du morphisme structural B′ → Bε.
La réduction modulo π·bK identifie B′ et Bε. Notons B̃ := B/〈π·bK〉. La B̃-
algèbre B̃ ⊗B B′ apparâıt alors, d’après (��), comme le quotient :

B̃[Zr+1, . . . , Zm]

〈Zr+1 + S̃r+1, . . . , Zm + S̃m〉
,
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qui est clairement isomorphe à B̃ . Par conséquent, Bε est bien un voisinage
étale de 〈π·bK〉 dans B , et la réduction modulo I de h s’identifie à h.

L’assertion (b) est ainsi vérifiée à chaque fois que A est intersection com-
plète lisse et que I est principal, et ceci quel que soit l’idéal K ⊆ B d’après
la partie I.

– Cas où l’idéal I ⊆ R est quelconque.
Nous montrons que le cas général se ramène au cas où I est principal es-

sentiellement de la même manière que dans la partie I .
Soit α2 : R[X1, . . . , Xm] → B un morphisme de R-algèbres tel que les

diagrammes (D) sont commutatifs et tel que α2(fk) ∈ I·bK·B , i.e. α2(fk) =∑
i πk,i·bK·bk,i, avec πk,i ∈ I et bk,i ∈ B , et ceci pour chaque k = r+1, . . . , m.

L’ensemble de ces égalités fait apparâıtre l’ensemble fini {πk,i} = {π1, . . . , πt}
d’éléments de I dont on note I ′ = 〈π1, . . . , πt〉 l’idéal dans R qu’il engendre.
Posons, pour � ∈ {1, . . . , t} : R�, A�, B�, C�, ϕ�, p�, les réductions modulo
l’idéal 〈π1, . . . , π�〉 des objets correspondants ; on appellera le nombre � le
«degŕe de ŕeduction ». L’idéal I ′ rend compte de l’obstruction au relèvement
de h vérifiant (b) avec Bε = B , de sorte que (b) est vérifiée avec Bε = B
au degré de réduction t. Notons ht un tel relèvement ; on a les diagrammes
analogues à D :

(Dt)

où celui de droite correspond à la réduction modulo l’idéal 〈π1, . . . , πt〉 ⊆ R.
L’assertion (b) peut être vérifiée maintenant par récurrence sur le nombre

t ; le cas t = 0 est trivial et le cas t = 1 a déjà été traité. Dans le cas général,
l’assertion (b) est vérifiée par hypothèse inductive pour les données A1, B1,
C1, etc ; il existe donc une intersection complète lisse ε1 : B1 → B1,ε, voisi-
nage étale de I·K , et un morphisme de R1-algèbres h1,ε : A1 → B1,ε tel que
ε1 ◦ h = h1,ε, et tels que le diagramme suivant est commutatif :
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où ν1 est la surjection canonique, ε′ : B → Bε′ est un voisinage étale de I·K
intersection complète qui relève ε1, et ν ′

1 est la surjection induite par ε′ à
partir de ν1 (4.5.8). En particulier, B1,ε′ s’identifie à la réduction modulo π1

de Bε′. Notons pε′ : Bε′ � C la surjection induite par ε′ à partir de p ; on
a p = pε′ ◦ ε′ et p1 s’identifie à la réduction modulo π1 de pε′. On a ainsi les
données suivantes :

et comme le passage de R à R1 se fait par réduction modulo l’idéal principal
〈π1〉, l’assertion (b) est vérifiée pour ces données. On a donc une Bε′ -algèbre
intersection complète lisse ε′′ : Bε′ → Bε, voisinage étale de I·K , et un mor-
phisme de R-algèbres hε : A → Bε tel que pε′◦hε = ϕ et tel que, par réduction
modulo π1, hε cöıncide avec h1,ε◦ε′′. Enfin, la composée ε := ε′′ ◦ε′ : B → Bε

fait de Bε une B-algèbre intersection complète voisinage étale de I·K et
l’assertion (b) est vérifiée pour les données d’origine : A, B , C , ϕ, p, h.

Ceci termine la démonstration de la proposition lorsque A est intersection
complète lisse sur R.

• Cas où A est lisse mais pas nécessairement intersection complète

La proposition 5.2.1 (b) montre qu’il existe un A-module projectif N tel
que l’algèbre symétrique S∗

A(N) est une intersection complète lisse sur R. Tout
morphisme de R-algèbres φ : A → A′ admet alors une factorisation canonique
en

A ι↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ S∗
A(N)

φ̃−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→A′

φ
�

où ι désigne le morphisme structural et où φ̃ est le prolongement de φ, nul
sur N . En particulier, les morphismes ϕ et h des données de la proposition se
factorisent suivant :

et la validité de la proposition pour S∗
A(N) entrâıne sa validité pour A.
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5.3.3. Remarque : Lorsque dans la proposition précédente, (I·B) ∩ K est nilpotent,
l’assertion (b) est vérifiée avec Bε = B d’après (a).

5.3.4. Théorème : Étant donnés un morphisme de R-algèbres h : A → B , et

des relèvements pA : A � A et pB : B � B , où A est lisse, il existe une

B-algèbre Bε intersection complète lisse étale, voisinage de I dans B , et un

morphisme h : A → Bε qui relève h. Soit, en termes de diagramme commutatif :

où ε : B → Bε désigne l’homomorphisme structural et où pBε
est l’homomor-

phisme (surjectif) induit par ε à partir de pB .

En particulier, si B est intersection complète lisse sur R, l’algèbre Bε l’est

également.

Démonstration : Corollaire immédiat de la proposition 5.3.2 avec K = 0.

5.3.5. Homotopies de relèvements d’homomorphismes homotopes. Dans
cette partie, qui est un complément naturel au théorème 5.3.4, nous allons étu-
dier le lien qui relie deux relèvements d’un même morphisme modulo I . Nous
montrerons que deux tels relèvements sont toujours «homotopes au voisinage
étale de I pr̀es » et , dans une prochaine section, que leurs complétés I-adiques
sont «homotopes au sens des algèbres I-adiquement complètes » (5.4.7). Ces
types d’homotopies sont des généralisations de la notion näıve d’homotopie sui-
vante.

5.3.6. Définition : Deux morphismes de R-algèbres u0, u1 : A → B sont dits

«homotopes », et l’on écrit u0 ∼ u1, lorsqu’il existe un morphisme de R-algèbres

h : A → B[T ] tel que pi◦h = ui, où pi : B[T ] → B est la surjection de B-algèbres

qui fait correspondre pi : T �→ i. Soit, en termes de diagramme commutatif :
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Cette notion d’homotopie s’avère trop rigide dans notre contexte et se trouve
avantageusement remplacée par le type d’homotopie suivante :

5.3.7. Définition : Soit I un idéal dans R. Deux morphismes de R-algèbres

u0, u1 : A → B seront dits «homotopes au voisinage étale de I près », et l’on

écrit u0 ∼ε u1, lorsqu’il existe :

• un voisinage étale B[T ]ε de I , de 〈T 〉 et de 〈1 − T 〉 dans B[T ] dont on

note ε : B[T ] → B[T ]ε le morphisme structural et p0,ε, p1,ε : B[T ]ε → B les

morphismes de B[T ]-algèbres induits par ε à partir de p0 et p1 respectivement.
• un morphisme de R-algèbres h : A → B[T ]ε vérifiant pi,ε ◦ h = ui.

Soit, en termes de diagramme commutatif :

Lorsque, en plus, B[T ]ε est intersection complète sur B[T ], on dira que u0 et u1

sont «homotopes au voisinage étale de I intersection complète près ».

5.3.8. Remarque : Les dernières définitions ont bien évidemment un sens lorsque les
données appartiennent à la catégorie Alg(R), mais dans ce cas, un voisinage étale est
toujours un isomorphisme et ces différents types d’homotopie cöıncident.

Nous pouvons maintenant énoncer le principal résultat de cette section ; il
répond à la question (Rel-4) de 5.1.

5.3.9. Théorème : Soit I un idéal arbitraire dans R. Soit A une R-algèbre

lisse. Alors, deux morphismes u0, u1 : A → B de R-algèbres dont les réductions

modulo I sont homotopes (en particulier égales), sont homotopes au voisinage

étale de I intersection complète près.

Démonstration : Soient les morphismes de R-algèbres p : B[T ] → B ⊕ B dé-
fini par p(P (T )) := (P (0), P (1)) dont on remarquera qu’il est surjectif de noyau
K = 〈T (1 − T )〉, et ϕ : A → B ⊕ B défini par ϕ(a) := (u0(a), u1(a)). On a
p ◦ h = ϕ pour toute homotopie h entre u0 et u1, et le théorème est corol-
laire immédiat de la proposition 5.3.2 appliquée à la paire d’homomorphismes
A

ϕ−−−−−−−−→B ⊕ B
p	−−− B[T ] et à l’homomorphisme de R-algèbres h : A → B[T ].
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5.4 Relèvements et complétion I-adique

5.4.1. Complétion I-adique. On se donne un anneau R et un idéal I ⊆ R

arbitraires. On considère R muni de la topologie I-adique et l’on note R̂ le
complété séparé I-adique de R (cf. [Mat] chap. 9). Une R-algèbre A sera alors
considérée munie de la topologie I-adique et l’on notera Â le complété séparé
de A pour cette topologie. Notons, pour chaque m ∈ N, Am := A/Im·A. L’al-
gèbre Â est naturellement une R̂-algèbre isomorphe à la limite projective du
système projectif défini par les surjections canoniques νm+1(A) : Am+1 � Am.
Les éléments a ∈ Â admettent alors des représentations (non uniques) sous
forme de séries formelles a :=

∑
n∈N

xn, avec xn ∈ In·A, et les opérations de
somme et produit dans Â correspondent aux mêmes opérations sur les séries en
question. La famille des surjections canoniques A � Am induit un morphisme
canonique de R-algèbres ξA : A → Â dont la réduction modulo I est bijective.
On a A := A/I·A ≡ Am/I·Am ≡ Â/I·Â, .

Enfin, pour tout morphisme de R-algèbres α : A1 → A2, et chaque a ∈ Â1,
l’élément α̂(a) :=

∑
n α(xn) est indépendant de la représentation sous forme de

série a =
∑

n∈N
xn, avec xn ∈ In·A. L’application α̂ : Â1 → Â2 ainsi définie est

l’unique morphisme de R̂-algèbres rendant commutatif le diagramme :

A1
α−−−−−−−−−−−−−−→A2

ξA1


 
 ξA2

Â1
α̂−−−−−−−−−−−−−−→ Â2

Les correspondances A � Â et α � α̂ définissent un foncteur covariant de la
catégorie Alg(R) vers la catégorie Algcs(R̂) des R̂-algèbres complètes et sépa-
rées que nous allons appeler «complétion I-adique » et simplement «complétion »

lorsque la référence à la topologie I-adique sera sous-entendue. Le foncteur de
complétion factorise le foncteur de réduction modulo I de Alg(R) vers Alg(R) ;
autrement dit, le diagramme suivant est commutatif :

On observera que comme toute R-algèbre est la réduction modulo I d’une
R-algèbre, le foncteur de réduction modulo I de Algcs(R̂) vers Alg(R) est es-
sentiellement surjectif.
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Les problèmes de relèvements des algèbres lisses et des morphismes que nous
avons étudiés dans la section précédente se posent maintenant pour la réduc-
tion modulo I de Algcs(R̂) vers Alg(R). Lorsque A est un relèvement lisse d’un
R-algèbre lisse A, sa complétion Â relève également A et mutatis mutandis
pour les morphismes entre deux R-algèbres.

L’intérêt majeur de considérer les complétions des relèvements tient à ce que
deux telles algèbres sont toujours isomorphes, contrairement aux relèvements
dans Alg(R) dont on ne peut affirmer qu’ils soient isomorphes en dehors du cas
ou I est nilpotent (cf. 5.2.9). En contrepartie, ces complétions ne sont plus (en
général) des R-algèbres de présentation finie, même lorsque R est complet, et
l’on ne peut plus parler de relèvements lisses. Ces complétions sont pourtant
proches des algèbres lisses : elles sont «(R, I)-formellement lisses » (voir 5.4.3).
On montre que pour une R-algèbre lisse donnée A, deux algèbres dans Algcs(R̂)
qui sont (R, I)-formellement lisses et qui relèvent A sont toujours isomorphes.

Enfin, lorsque α : A1 → A2 est un morphisme de R-algèbres lisses nous
avons montré qu’il existe des relèvements αi : A1 → A2, dans la catégorie de
R-algèbres (th. 5.2.10), et qu’ils sont deux-à-deux homotopes au voisinage étale
de I près (th. 5.3.9). Nous montrerons que la complétion rend les morphismes
α̂i deux-à-deux homotopes au sens des algèbres I-adiquement complètes (5.4.7).

Ces préliminaires font apparâıtre en filigrane une “correspondance” qui va
de la catégorie de R-algèbres lisses vers la catégorie des R̂-algèbres complètes
séparées et (R, I)-formellement lisses, mais on ne peut parler de correspon-
dance fonctorielle dans la mesure où les algèbres image ne sont définies qu’à
isomorphisme canonique à homotopie pr̀es et mutatis mutandis pour les
morphismes image. Ces indétermination disparâıtront lorsque l’on s’intéressera
à la cohomologie de de Rham p-adique ce qui fera l’objet du prochain chapitre.

5.4.2. Complétion I-adique des relèvements des R-algèbres lisses

Les notations du paragraphe précédent sont toujours en vigueur. Soit A une
R-algèbre lisse et fixons une R-algèbre lisse A relevant A (5.2.7). Pour chaque
m ∈ N, Am := A/Im·A est une Rm-algèbre lisse. La limite du système projec-
tif des surjections canoniques ϕm+1 : Am+1 � Am est la R̂-algèbre Â. Cette
algèbre peut fort bien ne pas être une algèbre de présentation finie sur R̂ mais
elle vérifie, par construction, la propriété suivante proche de la lissité.
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5.4.3. Définition : Soient un anneau R et un idéal I ⊆ R arbitraires. On dit

qu’une R-algèbre A est «(R, I)-formellement lisse » lorsque Am est Rm-lisse

pour tout entier m strictement positif.

5.4.4. Remarque : Une R-algèbre lisse est toujours (R, I)-formellement lisse.

5.4.5. Théorème : Soient R un anneau et I un idéal dans R arbitraires.

a) Pour chaque R-algèbre lisse A, il existe une R-algèbre Â qui est (R, I)-for-

mellement lisse, complète et séparée pour la topologie I-adique et dont la

réduction modulo I est isomorphe à A. De plus, une telle algèbre Â est

unique à isomorphisme (non canonique) près.

b) Pour chaque morphisme α : A → B de R-algèbres lisses dont la réduction

modulo I est un isomorphisme, la complétion α̂ : Â → B̂ est un isomor-

phisme.

Démonstration :

a) L’existence a été établie dans les remarques préliminaires. Soient maintenant
B et B′ deux R-algèbres complètes et séparées pour la topologie I-adique,
(R, I)-formellement lisses et dont les réductions modulo I sont isomorphes à
A. Comme ces algèbres sont isomorphes aux limites des systèmes projectifs
définis par leurs réductions modulo les puissance de I , la donnée d’un isomor-
phisme entre B et B′ équivaut à la donnée d’une famille d’isomorphismes
{αm : Bm → B′

m}m∈N telle que tous les diagrammes :

Bm+1
αm+1−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→≡ B′

m+1

νm+1(B)



 

νm+1(B′)

Bm
αm−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→≡ B′

m

(D)

sont commutatifs.

Les isomorphismes d’une telle famille peuvent être introduits par récurrence
sur l’entier m. L’isomorphisme α1 est donné dans nos hypothèses ; supposons
avoir défini αm vérifiant la condition ci-dessus. L’existence de αm+1 résulte
alors de ce que Bm+1 est Rm+1-lisse et que ker(νm+1(B′)) est nilpotent. En-
fin, la ligne m du diagramme (D) est la réduction modulo l’idéal nilpotent
Im·Rm+1 ⊆ Rm+1 de la ligne m+1, αm+1 est donc un isomorphisme d’après
5.2.10.

– 91 –



§5.4 Alberto Arabia & Zoghman Mebkhout §5

b) Résulte immédiatement du fait que les réductions αm sont des isomorphismes
d’près la démonstration de 5.2.10.

5.4.6. Existence et homotopie de relèvements d’un morphisme. Dans
cette partie nous démontrons les théorèmes analogues à 5.3.4 et 5.3.9 pour des
relèvements dans la catégorie Algcs(R̂). Dans ce cadre, on a des résultats plus
précis dans la mesure où les voisinages étales de I auxquels font allusion les
théorèmes cités, deviennent des isomorphismes après complétion (5.4.5-(b)).

Avant d’énoncer le théorème précisons par une définition un nouveau type
d’homotopie.

5.4.7. Définition : Soit B une R-algèbre complète et séparée pour la topologie
I-adique. Notons B〈T 〉 la complétion I-adique de l’algèbre des polynômes B[T ]
et soient p0, p1 : B〈T 〉 → B les morphismes de B-algèbres déterminés respective-
ment par les égalités p0(T ) = 0 et p1(T ) = 1. Soit A ∈ Alg(R) et u0, u1 : A → B
deux morphismes de R-algèbres. On appelle «homotopie de u vers v au sens
des algèbres I-adiquement complètes » la donnée d’un morphisme de R-algèbres
h : A → B〈T 〉 tel que u = p0 ◦ h et v = p1 ◦ h.

5.4.8. Théorème : Soient D et B des R-algèbres. On suppose que D est
(R, I)-formellement lisse et que B est complète et séparée pour la topologie I-
adique. Pour toute paire de morphismes de R-algèbres u0, u1 : D → B , dont les
réductions modulo I u0, u1 : D → B sont homotopes, les morphismes u0 et u1
sont homotopes au sens des algèbres I-adiquement complètes.

Démonstration : Notons A une R-algèbre lisse qui relève D (th. 5.2.7). La
complétion Â est isomorphe à la complétion de D (th. 5.4.5-(a)), d’où un mor-
phisme canonique D → Â qui factorise les morphismes ui puisque B est sup-
posée complète et séparée. Il suffit donc de prouver le théorème lorsque D est
de la forme Â ; auquel cas, il est conséquence immédiate de 5.3.9 et 5.4.5-(b).

5.4.9. Relèvements d’algèbres sur un anneau de valuation discrète. On
appelle «anneau de valuation discr̀ete » tout domaine principal V ne possédant
qu’un unique idéal premier non nul noté m(V ) = 〈π〉 (et aussi ‘m’ lorsque la ré-
férence à V est sous-entendue) (cf. [Ser] chap. I). Le spectre premier de V ne
comporte alors que deux points : « le point générique » : (0), partout dense dans
Spec(V ), et « le point fermé » : m . On notera K(V ) (resp. K ) le corps de frac-
tions de V , et k(V ) := V /m (resp. k) le «corps ŕesiduel de V » ; la notation
(V ,m, K, k) désignera la donnée d’un anneau de valuation discrète.
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5.4.10. Exemples et définitions : Les exemples fondamentaux d’anneaux de
valuation discrète sont les suivants :

• Soit Q un corps arbitraire. L’«anneau des séries formelles » à coefficients
dans Q et à une seule variable V := k[[X]] est un anneau de valuation dis-
crète complet pour la topologie m-adique. On a m = 〈X〉, K := Q((X)) et
k := Q[[X]]/m ≡ Q. Corps résiduel et corps de fractions ont même carac-
téristique ; on dit alors que V est un anneau de valuation discrète «d’égale
caractéristique ».

• Soit p ∈ N un nombre premier strictement plus grand que 1. Notons Z(p)

le sous-anneau de Q des nombres rationnels x s’exprimant comme quotient
x = A/B où pgcd(B, p) = 1. L’anneau V := Z(p) est de valuation discrète
mais n’est pas complet pour la topologie m-adique. On a m = 〈p〉, K := Q

et k = Z(p)/〈p〉 ≡ Fp. Dans ce cas car(K) = 0 et car(k) = p ; on dit alors
que V est un anneau de valuation discrète «d’inégale caractéristique ».

• L’anneau Zp, complété p-adique de Z(p), est appelé « l’anneau des entiers p-
adiques », c’est la limite projective du système {Z(p)/〈p〉m+1 � Z(p)/〈p〉m}m∈N

des surjections canoniques. L’anneau V := Zp est de valuation discrète et
complet pour la topologie m-adique. On a m = 〈p〉, K := Qp, appelé « le
corps des nombres p-adiques », et k = Fp ; V est d’inégale caractéristique.

• Vecteurs de Witt. (cf. [Ser] §II.6) Dans l’exemple précédent on donne un
anneau de valuation discrète complet et séparé dont la réduction modulo
l’idéal maximum est le corps Fp. Une procédure générale (et fonctorielle)
permet d’associer à tout corps k de caractéristique finie (et parfait) un
anneau de valuation discrète complet, séparé et dont la réduction modulo
l’idéal maximum est le corps k lui-même.

Pour chaque nombre premier p et chaque entier positif �, notons X� l’en-
semble des �-uplets �a = (a0, . . . , �−1) où les ai sont des éléments de l’anneau
Q := Q[Xi, Yi, Zi]i=0,...,�−1 à 3� variables, et soit ϕ : X� → X� l’application
qui fait correspondre au �-uplet �a le �-uplet ϕ(�a) de coefficients :

ϕ(�a)j :=
∑j

i=0 piapj−i

i , j = 0, . . . , �.

Par exemple, on a pour les trois premiers coefficients :


ϕ(�a)0 = a0

ϕ(�a)1 = ap
0 + p·a1

ϕ(�a)2 = ap2

0 + p·ap
1 + p2·a2
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On vérifie que ϕ est bijective et que ϕ(0) = 0 et ϕ(11) = (1, . . . , 1), où l’on a
noté 0 := (0, . . . , 0) et 11 := (1, 0, . . . , 0). On définit alors une structure d’an-
neau

(
X�,⊕,�,0, 11

)
en transportant par ϕ la structure d’anneau produit

sur X� = Q×· · ·×Q ; autrement dit, on pose �a
�b := ϕ−1
(
ϕ(�a)∗ϕ(�b)

)
, où

∗ désigne l’un des trois opérateurs binaires +,−, · . Un théorème fondamen-
tal affirme que pour chaque j = 0, . . . , � et chaque opération ∗ ∈ {+,−, ·},
il existe un polynôme à coefficients entiers et sans terme constant

P∗,j ∈ Z[xi, yi]i=0,...,�−1 tel que :

(�a 
�b)j = P∗,j(a0, . . . , a�−1, b0, . . . , b�−1) ,

pour tous �a,�b ∈ X� (loc. cit. th. 5 page 50). Les propriétés de : associa-
tivité, distributivité, éléments neutres, commutativité, etc., qui font de la
structure

(
X�,⊕,�,0, 11

)
un anneau, s’expriment alors à l’aide de proprié-

tés «universelles » qui relient les polynômes P+,j et P·,j .

Soit A un anneau, « l’anneau des vecteurs de Witt de longueur � sur A »,
noté W�(A), est l’ensemble des �-uplets à coefficients dans A muni des
opérations binaires ‘+’ et ‘·’ définies par :{(

�a +�b
)
j

: = P+,j(a0, . . . , a�−1, b0, . . . , b�−1)(
�a·�b

)
j

: = P·,j(a0, . . . , a�−1, b0, . . . , b�−1)

}
pour j = 0, . . . , � − 1,

On démontre, grâce aux propriétés universelles qui relient les polynômes
P∗,j , que

(
W�(A),+, ·,0, 11

)
est un anneau commutatif et, lorsque A est en

plus de caractéristique positive p, que W�(A) est de caractéristique p�.

L’application de «restriction » r�+1 : W�+1(A) → W�(A) qui fait corres-
pondre (a0, . . . , a�) �→ (a0, . . . , a�−1) est un morphisme surjectif d’anneaux
et la limite du système projectif défini par {rm} est appelée « l’anneau de
vecteurs Witt sur A » et est notée W (A). Pour chaque �, la surjection
r2 ◦ · · · ◦ r� : W�(A) � A qui fait correspondre �a �→ a0 est un morphisme
d’anneaux de noyau nilpotent et un �-uplet �a est inversible dans W�(A),
si et seulement si, son coefficient a0 ∈ A l’est. On a les théorèmes suivants
(loc. cit.) :

Si k est un corps parfait de caractéristique finie, W (k) est un anneau de

caractéristique nulle, de valuation discrète complet et séparé, et sa réduc-

tion modulo l’idéal maximum est k.

L’anneau W (Fp) est isomorphe à l’anneau des entiers p-adiques Zp.
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Pour tout morphisme d’anneaux α : A1 → A2, l’application W (α) :
W (A1) → W (A2) définie par W (α)(a0, a1, . . .) :=

(
α(a0), α(a1), . . .

)
, est

un morphisme d’anneaux et la correspondance A � W (A), α � W (α)
est fonctorielle. En particulier, lorsque A est de caractéristique p, l’homo-
morphisme de Frobenius F : A → A, a �→ ap, admet un «relèvement »

canonique W (F ) : W (A) → W (A).

5.4.11. Exercice : Montrer qu’un anneau de valuation discrète d’inégale caractéristique
est nécessairement de caractéristique nulle.

5.4.12. Relèvements de k-algèbres. Les surjections canoniques V ↪→ K

et V � k donnent lieu aux morphismes de schémas affines : Spec(k) ↪→
Spec(V ) ← Spec(K), et nous avons par changement de base deux foncteurs
de la catégorie des schémas sur Spec(V ) vers les catégories des schémas sur
Spec(k) et Spec(K) appelés respectivement : « la fibre sṕeciale » et « la fibre gé-
nérique ».

5.4.13. Définitions : Soit Xk un schéma sur Spec(k). On appelle « relèvement
(plat) de Xk » tout schéma XV plat sur V dont la fibre spéciale est isomorphe à
Xk.

Lorsque Xk est lisse sur Spec(k), on appelle « relèvement lisse de Xk » tout
schéma XV lisse sur V dont la fibre spéciale est isomorphe à Xk.

5.4.14. Remarque : Suite au théorème 4.4.6, un relèvement lisse d’un schéma lisse sur
Spec(k) est un relèvement dont la fibre générique est lisse.

Le théorème suivant résume les principaux résultats des paragraphes précé-
dents (th. 5.2.7, th. 5.4.5-(b), th. 5.4.8).

5.4.15. Théorème : Soit V un anneau de valuation discrète. Alors :

a) Toute k(V )-algèbre lisse A admet un relèvement A lisse sur V .

b) De plus, la classe d’isomorphie dans Algcs(V̂ ) de la V-algèbre Â : complé-

tée séparée de A, dépend uniquement de la k(V )-algèbre A et non pas du

relèvement V -lisse A choisi.

c) Pour tout morphisme de k(V )-algèbres α : A → B , entre deux algèbres

k(V )-lisses, il existe un morphisme de V̂ -algèbres α̂ : Â → B̂ qui relève

α. Deux tels relèvements sont homotopes au sens des algèbres I-adiquement

complètes.
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5.4.16. Rappel : On insiste sur le fait que deux relèvements de A, lisses sur V , peu-
vent ne pas être isomorphes (voir 5.2.9 et 6.1-(7)) alors que leurs complétions I-adiques
sont toujours isomorphes (bien que de manière non canonique), mais alors ces complé-
tions ne sont plus nécessairement de présentation finie sur V̂ (on dit qu’elles ne sont pas
«algébriques sur V̂ »).

Le théorème 5.4.15 affirme que tout relèvement (V ,m(V ))-formellement lisse, complet
et séparé d’une k(V )-algèbre lisse s’obtient par complétion d’un relèvement lisse sur V

(donc algébrique sur V ) (5.4.5).

§6. Exemples de calcul de la cohomologie de de Rham

6.1 La droite affine privée d’un nombre fini de points

Soit R un anneau intègre de caractéristique arbitraire et notons Q son corps
de fractions. Pour tout sous-ensemble fini F = {x1, . . . , xr} de R, on désigne par
SF le système multiplicatif de R[X] des éléments de la forme (X−x1)m1 · · · (X−
xr)mr avec mi ∈ N. On note A := S−1

F R[X].

1) Notons ζ =
∏r

i=1(X−xi). Comme l’inversibilité des éléments de SF équivaut
à l’inversibilité de ζ , on a R[X]ζ ≡ S−1

F R[X]. En particulier, Spec(A) est iso-
morphe en tant que schéma à l’ouvert principal D(ζ) ⊆ Spec(R[X]) = A

1
R.

Le complémentaire de D(ζ) est l’ensemble des idéaux premiers de R[X] qui
contiennent l’un quelconque des (X − xi).

Lorsque R est un corps, les idéaux 〈X − xi〉 sont maximaux et D(ζ) est
alors le complémentaire dans A

1
R d’un ensemble fini qui s’identifie canonique-

ment à F .

2) Comme Spec(A) est ouvert dans A
1
R au-dessus de R, il est lisse de même di-

mension relative que A
1
R. D’autre part, l’équivalence A ≡ R[X, Z]/〈Zζ − 1〉

montre que A est intersection transverse puisque R[X, Z] = 〈Zζ − 1, ζ, Zζ ′〉
(cf. lemme 4.5.3).

3) La localisation commute au foncteur Ω, par conséquent :

ΩA/R ≡ R[X]ζ ⊗R[X] ΩR[X]/R ≡ A dX

et le A-module ΩA/R est libre de rang 1. On a donc Ωi
A/R =

∧i
R ΩA/R = 0

pour tout i > 1. Le complexe de de Rham
(
Ω∗

A/R, dA/R

)
est par conséquent
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réduit à deux termes et un morphisme :

0 → A d−−−−−−−−→A dX → 0

D’autre part, comme A est une algèbre de fractions de R[X], la différen-
tielle dA/R est entièrement déterminée par la différentielle dR[X]/R et l’on a
la formule bien connue :

d
(
P (X)/ζm

)
=

P ′(X) ζm − P (X) m ζm−1

ζ2m
dX .

4) Pour chaque f ∈ Q⊗RA il existe une et une seule famille {Pf(X), c(f)i,m}
vérifiant :

f = Pf(X) +
r∑

i=1

∑
m∈N\{0}

c(f)i,m

(X − xi)m
,

avec Pf(X) ∈ Q[X] et c(f)i,m ∈ Q.
Existence. Il suffit de le prouver pour f de la forme :

f =
P (X)

(X − x1)m1 . . . (X − xr)mr
, avec d◦(P (X)) <

∑r
i=1 mi.

On procède par induction sur m =
∑

mi.
Lorsque m < 2 on n’a rien à prouver. Dans le cas général l’un des mi sera

non nul, supposons que ce soit m1. On écrit alors P (X) = Q(X)(X − x1) +
P (x1) d’où l’égalité :

f =
Q(X)(X − x1) + P (x1)

(X − x1)m1 . . . (X − xr)mr
=

=
Q(X)

(X − x1)m1−1 . . . (X − xr)mr
+

P (x1)
(X − x1)m1 . . . (X − xr)mr

où le premier terme admet, par l’hypothèse inductive, une décomposition du
type cherché. Pour le second terme, il suffit de supposer P (x) = 1 et nous
sommes amenés à étudier les expressions de la forme :

1
(X − x1)m1 . . . (X − xr)mr

(‡)

où il existe au moins deux mi non nuls. Or, comme les xi − xj sont non nuls
dans Q puisque R est intègre, on a les décompositions :

1
(X − xi)(X − xj)

=
(xi − xj)−1

X − xi
+

(xj − xi)−1

X − xj
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qui ramènent les expressions (‡) à d’autres dans la portée de l’hypothèse
inductive.
Unicité. Elle revient à prouver que si l’on a :

0 = P (X) +
r∑

i=1

∑
m∈N\{0}

ci,m

(X − xi)m
,

avec P (X) ∈ Q[X] et ci,m ∈ Q, alors P (X) = 0 et ci,m = 0 pour tous i, m.
Ceci résulte d’arguments élémentaires que nous ne détaillons pas.

Ceci étant, l’application :

I : Q ⊗R A−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→Qr

f �−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
(
c(f)1,1, . . . , c(f)r,1

)
est une surjection linéaire. En effet, la linéarité résulte de l’unicité des dé-
compositions (4) et la surjectivité est évidente puisque I : 1/(X − xi) �→ ei

pour tout i = 1, . . . , r.

5) L’application I induit une surjection de Q⊗R H1
DR(A/R) sur Qr qui est bi-

jective lorsque R est de caractéristique nulle, mais elle possède un noyau de
dimension infinie autrement.

En effet, comme Q ⊗R ΩA/R = Q ⊗R A dX , nous définissons I : Q ⊗R

ΩA/R → Qr par I(f dX) = I(f). De plus, pour tout f ∈ Q ⊗R A on a
d’après (3) et (4) :

(1 ⊗ d)(f) = Pf(X)′ −
r∑

i=1

∑
m∈N\{0}

m c(f)i,m

(X − xi)m+1
, (�)

de sorte que I ◦ d = 0, puisque les décompositions en termes simples des
images de 1 ⊗ d ne font intervenir aucun des termes 1/(X − xi).

La surjection I : Q ⊗R ΩA/R � Qr définit donc, par passage au quotient,
une surjection :

Q ⊗R H1
DR(A/R) =

Q ⊗R ΩA/R

im(1 ⊗ d)
I ′

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−� Qr

où l’égalité est justifiée par l’exactitude du foncteur (de localisation) Q⊗R( ).
Lorsque Q est de caractéristique nulle, on construit facilement une pri-

mitive pour tout f ∈ ker(I) et I ′ est bien un isomorphisme. Par contre, en
caractéristique positive p il n’y a pas de primitive pour les éléments de ker(I)
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de la forme
c1X

p−1 + c2X
p2−1 + · · · + cmXpm−1

et ceci quels que soient m ∈ N\{0} et c1, . . . , cm ∈ Q non tous nuls. En par-
ticulier, ces éléments sont non cohomologues et constituent un sous-espace
vectoriel de dimension infinie de Q ⊗R H1

DR(A/R).

6) On a Q⊗RH0
DR(A/R) = ker(1⊗d). En caractéristique 0 l’égalité (�) montre

que ker(1 ⊗ d) = Q. En caractéristique positive p, on a Xpα ∈ ker(1 ⊗ d)
pour tout α ∈ N\{0} et ker(1 ⊗ d) est de dimension infinie.

7) Dans cette partie R := Fp.
On note ν : Zp → Zp/〈p〉 =: Fp la projection canonique de l’anneau des

entiers p-adiques sur son corps résiduel. Pour toute partie finie G de Zp qui
relève F , i.e. telle que ν(G) = F , on note BG := S−1

G Zp[X].
a) La réduction modulo p d’une Zp-algèbre A est la Fp-algèbre Fp⊗Zp

A. On
a donc :

Fp ⊗Zp
BG ≡ Fp ⊗Zp

S−1
G Zp[X] ≡ S−1

ν(G)Fp[X] = A .

et BG est une Zp-algèbre lisse qui relève la Fp-algèbre lisse A.
b) Les algèbres BG rentrent dans le cadre de la question (6), par conséquent

dimQp
(Qp⊗Zp

H1
DR(BG)) = #G. Comme les nombres de Betti sont des in-

variants pour les Zp-algèbres (de type fini), on conclut que BG1 �≡ BG2 dès
que #G1 �= #G2.

Cette question montre que la Fp-algèbre lisse A admet des relèvements
Zp-lisses non isomorphes (cf. rappel 5.4.16).

c) Pour toute inclusion d’ensembles G1 ⊆ G2, l’inclusion SG1 ⊆ SG2 donne le
morphisme d’algèbres canonique habituel h(G2, G1) : BG1 = S−1

G1
Zp[X] →

S−1
G2

Zp[X] = BG2.
c-i) D’après les questions questions (1) et (2) on a des isomorphisme :

ξ(G) : BG −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→≡
Zp[X, Z]〈

Z
∏

y∈G(X − y) − 1
〉 ·

vérifiant :
ξ(G)

(
P (X)∏

y∈G(X − y)m

)
= P (X) Zm .

c-ii) Soient X ′ := ξ(G2)◦h(G2, G1)◦ξ(G1)−1(X) et Z ′ := ξ(G2)◦h(G2, G1)◦
ξ(G1)−1(Z). On a X ′ = X et Z ′ = Z

∏
y∈G2\G1

(X − y). En effet, Z re-
présente l’inverse de

∏
y∈G1

(X − y) dans BG1 tandis qu’il représente
l’inverse de

∏
y∈G2

(X − y) dans BG2.
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c-iii) Pour chaque algèbre BG, on note B̂G sa complétion pour la topo-
logie p-adique. La composée ξ(G2) ◦ h(G2, G1) ◦ ξ(G1)−1 induit une
bijection entre les complétions p-adiques :

B̂G1 ≡
̂Zp[X, Z]〈

Z
∏

y∈G1
(X − y) − 1

〉 −−−−−−−−→≡
̂Zp[X, Z]〈

Z
∏

y∈G2
(X − y) − 1

〉 ≡ B̂G2 ·

En effet, d’après (c-ii) il suffira de prouver que
∏

y∈G2\G1
(X − y) est

inversible dans B̂G1. Pour chaque y ∈ G2\G1 il existe (par définition
des ensembles G) un y0 ∈ G1 tel que ν(y) = ν(y0) ; autrement dit tel
que y − y0 ∈ p Zp. Alors :

(X − y) = X − y0 + p w = (X − y0)
(
1 + p w (X − y0)−1)

pour un certain w ∈ Zp, et le dernier facteur est inversible dans B̂G1.
Remarque. Cette démonstration prouve que la même conclusion est
vrai pour tous G1 ⊆ G2 ⊆ Zp[X] vérifiant ν(Gi) = F .

c-iv) Les algèbres B̂G sont deux-à-deux isomorphes puisque pour G1 et G2

donnés, on a les isomorphisme de (c-iii) : B̂G1 ≡ B̂G1∪G2 ≡ B̂G2. Con-
clusion qui corrobore par le calcul l’assertion (a) du théorème 5.4.5.

8) Dans cette dernière question on choisit R := C et U ⊆ C l’ouvert com-
plémentaire d’un ensemble fini de nombres complexes F ⊆ C. On considère
U(C) muni de la topologie transcendante induite par celle de C. Les nombres
de Betti de la cohomologie de de Rham des formes différentielles réelles de
classe C ∞ sur U(C) et à coefficients dans C se déterminent à l’aide de la
suite exacte longue de cohomologie à support compact associée au triplet
U(C) ⊆ C ⊇ F (C), puis la dualité de Poincaré.

La suite exacte en question en degrés 0, 1 est :

H0
DR,c(U ; C) → H0

DR,c(C; C) → H0
DR(F ; C) → H1

DR,c(U ; C) → H1
DR,c(C; C) → H1

DR(F ; C)
0 0 C

r 0 0
Ce qui donne :


dimC

(
H0

DR(U ; C)
)

= C , par connexité ;

dimC

(
H1

DR(U ; C)
)

= dimC

(
H1

DR,c(U ; C)
)

= r ;

dimC

(
H2

DR(U ; C)
)

= dimC

(
H0

DR,c(U ; C)
)

= 0 ;

où les dernières égalités résultent de la dualité de Poincaré.
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6.2 À propos du complémentaire d’une hypersurface lisse de Pn
C

Soit X ⊆ P
n
C

une hypersurface irŕeductible et lisse définie par un polynôme
f ∈ C[X0, . . . , Xn] homogène de degré d. On note U ⊆ P

1
C

l’ouvert complémen-
taire de X . Comme f est homogène l’anneau C[X0, . . . , Xn][1/f ] est gradué sur
Z, ses éléments homogènes de degré zéro constituent alors un sous-anneau noté
R[U ] := C[X0, . . . , Xn][1/f ]0. Le schéma U est isomorphe à Spec(R[U ]).

Rappelons rapidement la démonstration de ce résultat dans le langage des
schémas.
Pour tout anneau commutatif R, le complémentaire d’une hypersurface Y de
P

n
R est isomorphe au schéma affine Spec

(
R[X0, . . . , Xn][1/f ]0

)
où f désigne le

polynôme homogène qui définit Y .

Démonstration : On note d = d0(f) et nous allons supposer que f n’est divi-
sible par aucun des Xi, ce qui est toujours possible quitte à faire un changement
linéaire des variables {X0, . . . , Xn}. Une remarque fondamentale apparâıt dans
les diagrammes suivants qui dépendent de i = 0, . . . , n :

R[X0, . . . , Xn][1/f ]0 ι↪−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ R[X0, . . . , Xn][1/f ]

ν


 π



R[X0, . . . , Xn][1/f ]0

[
f/Xd

i

] ι���������
R[X0, . . . , Xn][1/f ]

〈Xi − 1〉
La première ligne est l’injection canonique et l’on montre aisément que l’idéal
〈Xi − 1〉 de l’anneau R[X0, . . . , Xn][1/f ] ne contient aucune fraction homogène
de degré 0. Par conséquent la composée π ◦ ι est injective. Mais (π ◦ ι)(Xd

i /f)
est inversible et π ◦ ι se factorise à travers ν en une injection ι qui est surjective
puisque :

Xd−1
i Xj

f

f

Xd
i

ι�−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→Xj

On remarque ensuite que les anneaux R[X0, . . . , Xn][1/f ]/〈Xi − 1〉 sont pré-
cisément les anneaux OU(U ∩ Ui) où Ui désigne le complémentaire dans P

n
R

de l’hypersurface {Xi = 0}. L’application ι définit donc un homomorphisme
d’anneaux R[X0, . . . , Xn][1/f ]0 → OU(U) qui est un isomorphisme local. On en
déduit une application

σ : U → Spec
(
R[X0, . . . , Xn][1/f ]0

)
dont les restrictions aux ouverts U ∩ Ui sont des plongements ouverts de sché-
mas, en particulier σ est continue.
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Pour l’étude de l’application ensembliste σ nous pouvons supposer que l’an-
neau R est réduit.

La surjectivité de σ résulte de l’égalité⋃
i

σ(U ∩ Ui) = Spec
(
R[X0, . . . , Xn][1/f ]0

)
.

Comme on a σ(U ∩ Ui) = D(Xd
i /f), il suffit de montrer que 1 appartient à

l’idéal 〈Xd
0 /f, . . . , Xd

n/f〉 de R[X0, . . . , Xn][1/f ]0 ce qui est une conséquence du
fait que fd ∈ 〈Xd

0 , . . . , Xd
n〉 ⊆ R[X0, . . . , Xn].

Enfin, l’injectivité de σ résulte de ce que pour tous u1, u2 ∈ U avec u1 �= u2, il
existe g ∈ R[X0, . . . , Xn][1/f ]0 tel que g(u1) �= g(u2). Or, comme U ⊆ P

n
R on sait

qu’il existe un polynôme homogène g′ ∈ R[X0, . . . , Xn] tel que g′(u1) �= g′(u2).
Soit d′ = d◦(g′) alors g := (g′)d/fd′

répond à la question.

1) La C-algèbre R[U ] est de type fini puisqu’elle est clairement engendrée par
les monômes Xm1

0 · · ·Xmn
n /f avec

∑
mi = d et comme U est un ouvert de

P
n
C
, R[U ] est en plus lisse de dimension relative n.

2) Finitude des nombres de Betti dimC

(
Hi

DR(U/C)
)
.

C’est un théorème que les nombres de Betti des variétés lisses sur un corps
de caractéristique nulle sont finis ; il a été démontré pour la première fois sur
le corps des nombres complexes par A. Grothendieck dans son article “On
the de Rham cohomology of algebraic varieties” (IHES ; Publications Ma-

thématiques, 29, 351–359, 1966). Nous n’avons pas démontré ce théorème
dans le cours mais le théorème de comparaison de Grothendieck donne des
isomorphismes canoniques Hi

DR(U/C) ≡ Hi
DR(U(C)) et la dualité de Poin-

caré montre que dimC(Hi
DR(U(C))) = dimC(H2n−i

DR,c(U(C))) de sorte que la
finitude des nombre de Betti résultera de la finitude de la cohomologie de
de Rham à support compact de U(C) ce qui est expliqué dans la question
suivante.

3) On considère P
n
C
(C), U(C) et X(C) munis de la topologie transcendante.

Les dimensions des espaces Hi
DR,c(U(C)), Hi

DR(Pn
C
(C)) et Hi

DR(X(C)) est fi-
nie puisque la finitude des nombres de Betti des variétés P

n
C
(C) et de X(C)

résulte de leur compacité et celle des nombres de Betti de U(C), du fait que
les Hi

DR,c(U(C)) sont dans la suite exacte longue de cohomologie à support
compact associée au triplet U(C) ⊆ P

n
C
(C) ⊇ X(C).
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4) Le but de cette question est de montrer que Hr
DR(U/C) = 0 pour

tout r �∈ {0, n}.
a) Annulation des Hn+i

DR (U(C)) lorsque i > 0 et{
Hn−i

DR (Pn
C
(C)) ≡ Hn−i

DR (X(C)) , pour tout i � 2 ;

Hn−1
DR (Pn

C
(C)) ⊆ Hn−1

DR (X(C)) .

Comme U est (lisse) de dimension n le complexe de de Rham algébrique
Ω∗

U/C
est concentré en degrés [0, . . . , n] et donc Hj

DR(U/C) = 0 pour tout
j > n. D’autre part, le théorème de comparaison de Grothendieck nous dit
précisément que puisque U est affine la cohomologie du complexe de de
Rham algébrique s’identifie canoniquement à la cohomologie du faisceau
constant CU(C) qui est, à son tour, canoniquement isomorphe à la cohomo-
logie du complexe de de Rham différentiable à coefficients dans C d’après
le théorème de comparaison de de Rham.

On a donc Hn+j
DR (U(C)) = 0 pour tout j > 0, et alors Hn−j

DR,c(U(C)) = 0
pour tout j > 0, par dualité de Poincaré. Lorsque l’on reporte cette infor-
mation dans la suite exacte longue de cohomologie à support compact :

→ Hn−2
DR,c(U) → Hn−2

DR (Pn
C
) → Hn−2

DR (X) → Hn−1
DR,c(U) → Hn−1

DR (Pn
C
) → Hn−1

DR (X) → Hn
DR,c(U)

0 ≡ 0 ⊆ ?

on obtient le résultat cherché.

b) L’anneau H∗
DR(Pn

C
(C)) est isomorphe en tant qu’algèbre graduée à C[T ]/〈Tn〉

où T est considéré de degré 2. Soit ω ∈ H2
DR(Pn

C
) non nul et notons

� sa restriction à X . Le théorème de Lefschetz «difficile » affirme dans
notre cas (X(C) est lisse) que l’application L(�∧i) : H

(n−1)−i
DR (X(C)) →

H
(n−1)+i
DR (X(C)) qui fait correspondre µ �→ �∧i∧µ, est un isomorphisme

pour tout i > 0.
A l’aide de ce théorème et des résultats précédents on prouve :

Hr
DR(U/C) = 0 , pour tout 0 < r < n.

En effet, par le théorème de comparaison de Grothendieck et la dualité
de Poincaré, il revient au même de montrer que Hr

DR,c(U(C)) = 0, pour
tout n < r < 2n.

Pour chaque i > 0 on a :
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H
(n−1)−i
DR (Pn

C
(C))

L(T i)−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→≡ H
(n−1)+i
DR (Pn

C
(C))

≡

 ⊕ 


H
(n−1)−i
DR (X(C))

L(�∧i)−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→≡ H
(n−1)+i
DR (X(C))

Le morphisme de la première ligne résulte de la structure d’anneau de
H∗

DR(Pn
C
) rappelée dans l’énoncé. Puis, les morphismes verticaux sont don-

nés par la restriction de classes de cohomologie et la question précédente a
montré la bijectivité de celui de gauche. Enfin l’isomorphisme de la seconde
ligne est celui du théorème de Lefschetz. La commutativité du diagramme
résulte du fait que le morphisme de restriction est un morphisme de C-
algèbres et que l’isomorphisme H2

DR(Pn
C
) ≡ H2

DR(X) permet de supposer
que la restriction de T à X est la classe �. Les restrictions

Hn+i
DR (Pn

C
(C)) → Hn+i

DR (X(C))

sont donc des isomorphisme pour tout i � 0, et lorsque l’on reporte cette
information dans la suite exacte longue de cohomologie à support com-
pact :

Hn
DR,c(U) → Hn

DR(Pn
C
) → Hn

DR(X) → Hn+1
DR,c(U) → Hn+1

DR (Pn
C
) → Hn+1

DR (X) → Hn+2
DR,c(U) →

? 0 ≡ 0 ≡ 0
qui termine par :

→ H2n−1
DR,c (U) → H2n−1

DR (Pn
C
) → H2n−1

DR (X) → H2n
DR,c(U) → H2n

DR(Pn
C
) → H2n

DR(X) → 0
0 0 0∗ C ≡ C 0

où le ‘0∗’ se justifie par une simple raison de dimension : dimR(X) =
2(n − 1), on obtient le résultat demandé.
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Index terminologique

adjonction de foncteurs, 28
algèbre

alternée, 24
alternée d’un module, 25
anticommutative d’un module, 25
différentielle graduée

anticommutative, 24
étale, 38
plate, 51
R-lisse, 38
(R, I)-formellement lisse, 80
symétrique d’un module, 13

anneau
de valuation discrète, 82

d’(in)égale caractéristique, 82
des entiers p-adiques, 83
des séries formelles, 19, 82
des vecteurs de Witt, 84

changement de base, 9, 29, 33, 50, 51
cohomologie de de Rham

d’un schéma, 32
d’une algèbre, 30

complétion I-adique, 79
complexe de de Rham

d’un schéma, 31
d’une algèbre, 29

corps des nombres p-adiques, 83

de Rham
cohomologie d’un schéma, 32
cohomologie d’une algèbre, 30
complexe, 29, 31

dérivation relative
sur un module, 20
sur une algèbre, 3

différentielle relative
sur une algèbre, 4

existence, 8

fibre
générique, 84
spéciale, 84

fibré conormal, 55
foncteur

de réduction modulo I , 57
représentable, 6

homotopie, 77
au sens des algèbres complètes, 82
au voisinage étale près, 78

intersection complète, 54
relèvement, 59

morphisme
de foncteurs, 5
étale, 38
lisse, 38

en un point, 37
plat, 51

produit
fibré, 29, 33
tensoriel d’algèbres, 10, 11, 29

propriété de relèvement, 60

relèvement
d’algèbres, 58
d’homomorphisme, 68
d’une présentation, 59
de modules projectifs, 58
de schéma, 85
lisse d’algèbre, 63
lisse de schéma, 85

section
diagonale, 64
nulle, 64
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voisinage étale, 60 Witt (vecteurs de), 83
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