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Examen Partiel

L’objectif de ce partiel est d’éevaluer votre compréehension des concepts de base du cours.
Nous vous demandons, par conséequent, un soin particulier dans la réedaction.

§1. Polynôomes de Poincarée des variéetées difféerentiables

Soit M une variéetée difféerentiable dont tous les nombres de Betti sont finis, le «polynôome de
Poincarée de M », notée P M (t), est déefini par l’éegalitée :

P M (t) :=
∑dimR(M)

j=0
dimR(Hj

DR(M)) tj

Le but de cet exercice est d’éetudier les polynôomes de Poincarée des variéetées difféerentiables compactes
et orientables.

Les éegalitées suivantes ont éetée vues dans le cours :{
P Sd(t) = 1 + td;
P P(Cd+1)(t) = 1 + t2 + t4 + · · · + t2d =

1 − t2(d+1)

1 − t2
;

(�)

oùu P(Cd+1) déesigne l’espace projectif de C
d+1.

1) Rappel : Sur un R-espace vectoriel V , une forme R-bilinéeaire 〈·|·〉 : V ×V → R est dite antisy-
méetrique lorsque 〈v|w〉 = −〈w|v〉, pour tous v, w ∈ V . Chaque éeléement v ∈ V déefinit alors une
forme linéeaire γv : V → R en posant γv(w) := 〈v|w〉, pour tout w ∈ V . L’application γ : v �→ γv

est linéeaire de V àa valeurs dans HomR(V , R) et lorsque elle possèede un noyau la forme bilinéeaire
〈·|·〉 est dite «déegéenéeréee ». L’assertion suivante est alors bien connue :

“Une forme bilinéeaire antisyméetrique sur un R-espace vectoriel de dimension impaire est toujours
déegéenéeréee.”

Déemontrez l’affirmation suivante :

• Soit M une variéetée difféerentiable compacte, connexe et orientable de dimension d = 2q, oùu q
est un entier impaire. Alors

dimR

(
Hq

DR(M)
)

= 0 (mod 2)

• Donner un contre-exemple àa cette assertion pour d = 4 àa l’aide des exemples (�).
2) Soient M et N deux variéetées difféerentiables dont les nombres de Betti sont finis. Notons M×N

la variéetée produit. Prouvez l’éegalitée :

P M×N (t) = P M (t)P N (t)

(Indication : Utiliser la formule de Küunneth.)

3) Soit M une variéetée difféerentiable de dimension d, compacte et orientable. Fixons un point
m0 ∈ M . Notons M −m0 l’ouvert compléementaire de m0 dans M . Nous avons justifiée dans le
cours l’existence d’une suite exacte longue de cohomologie de la forme :

→ Hj
DR,c

(
M − m0

)
→ Hj

DR(M) → Hj
DR({m0}) → ,

déeduisez-en l’éegalitée :

P M−m0 (t) = P M (t) − td
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4) (On pourra admettre dans un premier temps les conclusions de cette question.) Soient main-
tenant M et N deux variéetées difféerentiables de mêeme dimension d. Fixons deux points
m0 ∈ M et n0 ∈ N et des cartes de coordonnéees (Vm0 , ϕm0 ) et (Vn0 , ϕn0 ) respectivement dans
M et N , véerifiant

m0 ∈ Vm0 , ϕm0 (Vm0 ) = R
d et ϕm0 (m0) = 0 ,

et mutatis mutandis pour N . On munit R
d de sa structure d’espace euclidien canonique.

Soit R la relation déefinie sur la réeunion disjointe de variéetées Z := (M −m0)
∐ (N −n0), par

les conditions suivantes :
• R est réeflexive et syméetrique ;
• si x ∈ Vm0 et y ∈ Vn0 , alors :

x R y, si et seulement si, ϕm0 (x) = − ϕn0 (y)
‖ϕn0 (y)‖2 ,

(Penser àa la projection stéeréeographique.)

• Montrer que R est une relation d’éequivalence sur Z et que l’espace quotient Z/R admet
une (unique) structure de variéetée difféerentiable rendant la projection canonique Z → Z/R
submersive.

On note M + N := Z/R ; il est possible de montrer, lorsque M et N sont connexes, que
les variéetées ainsi obtenues sont deux àa deux difféeormorphes, indéependamment des points m0 et
n0 et des cartes (Vm0 , ϕm0 ) et (Vn0 , ϕn0 ) choisis.

• Montrer que M + N est respectivement : compacte, connexe, orientable, si et seulement si, il
en est de mêeme pour M et N (simultanéement).

M + N := Z/R

n0

x R y

S
d

M

N

(Vm0 , ϕm0 ) (Vn0 n0, ϕ )

• •

•

x y

m0 • •
Vm0

Vn0

(M − m0)

(N − n0)

• Montrer que la projection canonique de Z → M + N , identifie les variéetées M −m0 et N − n0
àa des ouverts de M + N , notées respectivement UM et UN , qui recouvrent M + N . Montrez
que UM ∩ UN est difféeomorphe àa S

d−1×R.

5) Lorsque M et N sont de dimension d, compactes, connexes et orientables, montrer
l’éegalitée :

P M+N (t) = P M (t) +P N (t) −P Sd(t)

(Indication : Appliquer Mayer-Vietoris au recouvrement M + N = UM ∩ UN .)

6) Aprèes avoir préecisée les polynôomes de Poincarée des produits de deux sphèeres, déemontrez l’asser-
tion suivante :

“Soit d un nombre naturel qui n’est pas multiple de 4. Un polynôome ad td+ad−1 td−1+· · ·+a1 t+a0
est le polynôome de Poincarée d’une variéetée difféerentiable compacte, orientable de dimension d,
si et seulement si, 


a0 > 0 ; et aj ∈ N pour tout j = 0, . . . , d ;
aj = ad−j , pour tout j = 0, . . . , d ;
ad/2 = 0 (mod 2), lorsque d = 0 (mod 2).

(��)
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Remarque 1 : Lorsque la dimension d est un multiple de 4, les polynôomes indiquées dans (��) sont bien
des polynôomes de Poincarée de variéetées compactes orientables de dimension d ; mais il y en a bien d’autres
comme le montre l’exemple de P(C2d+1). La question de caractéeriser l’ensemble de tels polynôomes semble
particulierement compliquéee.

×

§2. Complexe de de Rham holomorphe

A. On se propose dans cet exercice de calculer le cohomologie du complexe de de Rham holomorphe du
compléementaire d’une réeunion d’hyperplans de coordonnéees dans l’espace numéerique C

n. On munit
l’espace C

n de coordonnéees x := (x1, . . . , xn).
Si U est un ouvert de C

n on note Ω0(U) la C-algèebre des fonctions holomorphes sur U .

1) Déecrire explicitement en terme de séerie les éeléements de l’algèebre Ω0(Cn). Montrer que la coho-
mologie du complexe de de Rham (Ω∗(Cn), d∗) est nulle en degrée strictement positif et est de
dimension un en degrée zéero.

2) On note par Ui le compléementaire dans l’espace C
n de l’hyperplan d’éequation xi = 0.

Déecrire explicitement en terme de séerie de Laurent les éeléements de l’algèebre Ω0(Ui). Montrer
que la cohomologie du complexe de de Rham (Ω∗(Ui), d∗) est nulle en degrée strictement plus
grand que un, est de dimension un en degrée zéero et de dimension un degrée un. Déecrire une base
de la cohomologie de degrée un.

3) (Les conclusions de cette question n’interviendront pas dans B.) Soit un entier k � n. On note
Uk le compléementaire dans l’espace C

n des hyperplans d’éequations xi = 0, pour i = i, . . . , k.
Déecrire explicitement en terme de séerie de Laurent les éeléements de l’algèebre Ω0(Uk). Montrer
que la cohomologie du complexe de de Rham (Ω∗(Uk), d∗) est nulle en degrée strictement plus
grand que k. Déecrire des bases des espaces de cohomologie du complexe de de Rham (Ω∗(Uk), d∗)
en degrée q � k. Quelles sont alors leurs dimensions.

B. Soit P
1
C

la droite projective complexe munie de son recouvrement naturel U := {U1, U2} compléemen-
taires des pôoles nord et sud. On se propose de montrer que le complexe de Čech de ce recouvrement
àa valeurs dans le complexe de de Rham holomorphe calcule les nombres de Betti de P

1
C
.

Pour chaque ouvert U notons (Ω∗
hol(U), d∗) le complexe de de Rham holomorphe et (Ω∗

diff(U), d∗)
le complexe de de Rham des formes difféerentielles àa valeurs complexes. On rappelle que (Ω∗

hol(U), d∗)
est un sous-complexe de (Ω∗

diff(U), d∗).

1) Montrer que l’inclusion
(Ω∗

hol(Ui), d∗) ⊂ (Ω∗
diff(Ui), d∗) ,

est un quasi-isomorphisme pour i = 1, 2.

2) Notons U12 l’intersection de U1 et de U2 qui est donc le plan complexe privée de l’origine C
∗.

Montrer que l’inclusion du cercle S
1 dans C

∗ induit un isomorphisme en cohomologie de de
Rham des formes difféerentielles àa coefficients complexes.

3) Montrer en utilisant l’exercice A que l’inclusion

(Ω∗
hol(U12), d∗) ⊂ (Ω∗

diff(U12), d∗) ,

est un quasi-isomorphisme.

4) Expliciter les complexes doubles

C •(U ,Ω∗
hol(P

1
C)) , et C •(U , Ω∗

diff(P1
C)) .

Déeduire de 1) et 3) que l’inclusion naturelle

C •(U ,Ω∗
hol(P

1
C)) ⊂ C •(U , Ω∗

diff(P1
C)) ,

induit un isomorphisme entre les espaces de cohomologie des complexes simples associées.
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5) En déeduire que les dimensions des espaces de cohomologie du complexe simple associée au com-
plexe double

C •(U ,Ω∗
hol(P

1
C)) ,

fournit les nombres de Betti de la droite projective complexe.

×
(fin de l’examen)
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