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e Soient R un anneau commutatif gradué, Dift®" (R) la catégorie des R-
modules différentiels gradués (R-mdg en bref), IKDiff8" (R) la catégorie obte-
nue de Diff"(R) en identifiant les morphismes R-homotopes, et ID Diff¢" (R)
obtenue de IKDiff8"(R) en inversant ses quasi-isomorphismes. On définit la
structure triangulée de IKDiffe" (R) et de ID Diff#"(R), et 'on étudie le pro-
bléme du scindage des R-modules différentiels gradués, plus précisément,
lexistence d’un isomorphisme dans ID Diff8" (R), entre un R-mdg (M, dyr)
et sa cohomologie : le R-mdg (H(M,dys),0).

e Comme la catégorie Diff" (R) est abélienne, on dispose aussi des catégories
triangulées K~ (Diff#"(R)) et D~ (Diff#" (R)) de complexes de R-mdg’s bor-
nés supérieurement. Si F : Mod®" (R) ~» Mod®#" (R) est un foncteur covariant
additif compatible au décalage, il induit un foncteur Diff F' : Diff®" (R) ~»
Diffe" (R) et son dérivé a gauche IL Diff F : D~ (Diff®" (R)) ~» D~ (Diff®" (R)) .
Nous montrons qu’il existe de méme un prolongement

DD F : D Diff®" (R) ~ ID Diff*" (R) .

La cohomologie de ID F(_) est alors 'aboutissement de la suite spectrale

associéé a la filtration par degrés de R-mdg’s du bicomplexe IL Diff F(_).
Lorsque (M, dps) est scindé, les R-modules gradués h(ID F(M,dy)) et
tot IL"F(h(M, dyr)) sont isomorphes, ott IL* F : D~ (Mod#" (R)) est le k-iéme
foncteur dérivé a gauche standard.
e Pour un groupe de Lie G compact et connexe, les complexes des formes
différentielles équivariantes pour une G-variété différentielle X, sont des ob-
jets de Diff8" (Hq ) ott Hg désigne la cohomologie G-équivariante d’un point.
Lorsque X vérifie la dualité de Poincaré rationnelle, le morphisme de dualité
de Poincaré équivariante

]DG,X : (Qc[dx], dc) — HOH’IgI‘TqG ((QG,C) dG), H(;) N
est un quasi-isomorphisme.
On verra que lorsque G est le tore S!, tout Hg-mdg est scindé, de sorte
que 'on a alors des isomorphismes dans ID Diff&" (Hg)

(2c(X),da) = (Ha(X),0) et (Qg,c(X),dg) = (Hg,(X),0). (o)
Le quasi-isomorphisme (ID) induit alors un isomorphisme de Hg-mg
D¢ x : He(X)[dx] = tot Extgr;}; (Heg,o(X),Ha).
Il en résulte le critére de dualité de Poincaré équivariante suivant.

Critére. Lorsque X vérifie la dualité de Poincaré rationnelle, le morphisme
de dualité

Hg(X)[dx] — Homgry,. (Hg,.(X), Hg)

induit par IDg x est bijectif si, et seulement si, Hg(X) est un Hg-module
libre.
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Catégories de R-modules différentiels
gradués

1.1. Rappels sur les catégories triangulées

Une catégorie « triangulée » est une catégorie additive A munie de :

a) Un automorphisme de catégories T : A — A, appelé « le foncteur trans-

lation ». On note aussi X[m] := T (X), pour tout m € Z.

On appelle alors « triangle », tout sextuplet (X, Y, Z, u,v,w) ou X,Y, Z

sont des objetsde Aetotu: X =Y, v:Y — Zetw: Z— T(X) sont des
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morphismes de A. Un triangle se note classiquement des deux maniéres

Xy Uz X[ et K /

Un « morphisme de triangles » (X, Y, Z,u,v,w) — (X", Y', Z' v/, v, w'),
est la donnée de morphismes f: X = X', g:Y =Y’ . h:Z — 7' de A,
tels que le diagramme :

X Sy %z X[

el el )

X' =Sy =7 =5 X1

suivantes

est commutatif.

Une classe de triangles (X,Y, Z,u,v,w) appelés « triangles distingués »

vérifiant les conditions suivantes

(TR1) Tout triangle (X,Y, Z, u,v,w) isomorphe & un triangle distingué
est distingué. Pour tout morphisme u : X — Y de A, il existe un tri-
angle distingué de la forme (X,Y, Z, u, v, w). Pour tout objet X de A,
le triangle (X, X, 0,idx,0,0) est distingué.

(TR2) Le triangle (X,Y, Z,u,v,w) est distingué si, et seulement si, le
triangle (Y, Z, X[1], v, w, —u[l1]) Pest.

(TR3) Soient (X,Y, Z, u,v,w) et (X', Y, Z' 4/, v, w') deux triangles dis-
tingués, et f: X - X' et g: Y — Y’ tels que v/ o f = gou, il existe alors
h:Z — Z' (pas forcément unique) tel que (f, g, h) est un morphisme
de triangles.

Xty vz X[
sLow el o )

Xy Yz s X

(TR4) (Axiome de l'octaédre.) Etant donné le diagramme de triangles
distingués
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il existe un triangle distingué (Z, 2", 2", h, ', h") et un isomorphisme
V" Y — Z" tels que le diagramme

Xty " 7"y X[l

TR

YY" Lt g
lﬂ// *1 o
v 2]

est commutatif.

1.1.1. Commentaires sur les axiomes TR

e Les axiomes TR1 et TR3 appliqués au diagramme (¢) fournissent aussi-
tot un diagramme commutatif (o¢) mais ne garantissent pas a priori la
bijectivité de v”.

e Les axiomes TR1, TR2 et TR3 permettent de montrer que, pour tout
triangle distingué A = (X, Y, Z, u,v,w) et tout M € A, 'application des
foncteurs (_) ~» Mory (M, _) et () ~» Morg(_, M) a A, donne lieu
aux suites

Mor 4 (M, X) == Mors (M,Y) = Mot (M, Z) ~ Mor, (M, X [1]) —
Mory (X, M) <= Mor (Y, M) <= Morx (Z, M) &= Mor (X[1], M) +—

qui sont des suites exactes longues de groupes abéliens.

1.2. R-modules différentiels gradués

1.2.1. La catégorie des R-modules différentiels gradués. Dans cet ar-
ticle, on désigne par R un anneau commutatif, unitaire, positivement gradué
R:=(R"® R' @ ---) et de composantes de degrés impaires nulles ().

Un « R-module différentiel gradué » (un R-mdg en bref), est un couple
M= (M,dy),o0 M:=(--®&M'®M &M @- ) est un R-module
Z-gradué (un R-mg en bref), et ou dpy : M — M est un endomorphisme de
R-module gradué, de degré 1 et de carré nul, appelé sa « différentielle ».

Un « morphisme de R-mdg» « : (M,dy) — (N,dy), est la donnée d’'un
morphisme R-modules gradués o : M — N, de degré 0, qui commute aux
différentielles, i.e. tel que aody = dy o a.

1. La nécessité de cette condition apparait notamment lors de l'introduction des R-
modules différentiels gradués Homgry (_, ) et (_ ®@r _)°® (¢f. 1.2.4 et 1.2.8).
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Les R-mdg’s et leurs morphismes constituent la catégorie des R-modules
différentiels gradués, notée Diffe" (R). C’est une catégorie abélienne.

1.2.2. Convention sur les notations On note par des caractéres cursifs :
A, B, M,N,... des R-mdg’s, et par des caractéres romains A, B, M, N, ...
les R-mg’s sous-jacents, ce qui est cohérent avec l'écriture ‘M = (M, dy)’.

1.2.3. Le foncteur de translation. On note 7 : Diff®"(R) ~~ Diff®"(R) le
foncteur qui associe & M = (M, dy), le R-mdg TM := (T'(M), dr(), ot
T(M)m = Mm+1 et dT(M) = —dM s
et qui associe a a : M — N, le morphisme
T(a): T(M) = T(N) avec T(a)m := amy1 -
Pour i € Z, on notera également T° M := M(i] et T*(a) := ali].

1.2.4. Le module différentiel gradué Homgr$, (_, _). Etant donnés
deux R-mg’s M et N et un entier m € Z, on note Homgry, (M, N) le sous-
R-module de Hompg (M, N) des homomorphismes gradués de degré m. On
remarquera que Homgr’y (M, N) n’a pas de structure naturelle de R-module,

en ce sens que si € R? et A € Homgry (M, N) alors 2\ € Homgr'y ™ (M, N).
On considére alors I’ensemble

Homgr}, (M, N) := (D, Homgr}; (M, N)) C Homp (M, N),

dont la structure de R-mg est claire. Maintenant si M = (M, dy,) et N =
(N, dy) sont des R-mdg’s, on pose

Homgry, (M, N) := (Homgr}, (M, N), D), (Eq.1)
ou D, est définie par

{ Homgr' (M, N) N Homgrt (M, N)

mMEZ

A ——dyoX— (—=1)"Aody,
ce qui fait du couple (Eq.1) un R-mdg puisque R est gradué par degrés paires.
1.2.5. Le bifoncteur Homgry(_, ). La donnée des morphismes de
R-mdg’s a: My — My et B: N; — N, détermine des applications
Homgry (Ma, N) — Homgry, (M, N), A—Aloa
{ Homgr}, (M, N7) — Homgry, (M, Ny), A—fBo )

dont on vérifie qu’il s’agit de morphismes de R-mdg’s. Ces correspondances
définissent un bifoncteur biadditif, contravariant sur la premiére variable et
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covariant sur la seconde variable,

(Homgry(_, ), D,) : Diff* (R) x Diff* (R) ~ Diff* (R) (Eq.2)

1.2.6. Le groupe Hotgrg(_, ). Dans le R-mdg Homgr}, (M, N), on a
ker(D,,) = Morpigs (r) (M,N [m]) et im(D,,—1) est le groupe des homoto-
pies de R-mdg’s de M a valeurs dans N'[m]. Le quotient ker(D,,)/im(D,,_1)
s’identifie donc au groupe abélien des morphismes de mdg’s de M vers N'[m)]

a homotopie pres, on le note

Hotgry (M, N[m]) := H™ (Homgr}, (M, N)) .

La loi de composition de morphismes
o : Morp;ger gy (M, N) x Morp;ger gy (£, M) — Morpger () (£, N)
induit alors une loi de composition
o : Hotgry (M, N') x Hotgr (L, M) — Hotgr (L, N)
vérifiant les propriétés habituelles d’associativité, distributivité et existence
d’élément neutre.
1.2.7. Les R-mg Hotgry(_, ). Nous noterons également
Hotgry; (M, N') := Hotgr (M, N[m]) = H™ ( Homgry (M, N)) .
de sorte que
Hotgry, (M, N) := @,,., Hotgry (M, N') = H* ( Homgr} (M, N))
est naturellement muni d’une structure de R-mg.
1.2.8. Le module différentiel gradué (_ ®g _)®. Etant donnés deux

R-mg’s M et N et un entier m € Z, on note (M ®g N)™ le sous- R-module
de M ®gr N des tenseurs homogeénes de degré total m, i.e. on pose

(M®RN)m::{m®n€M®RN|mEM“, ne N, a—l—b:m}

On a clairement RY(M ®r N)™ C (M ®@x N)™*? d’ot la structure naturelle
de R-mg sur M ®g N. Maintenant, si M = (M, dy;) et N' = (N,dy) sont
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des R-mdg’s, on pose
(M@rN)* = ((M@R N)',A.), (Eq.3)
ou A, est définie par

M* @ N* —" (M @p N)*+***!
m@n ——dy(m)®@n+(—-1)"m®dy(n),

ce qui fait du couple (Eq.3) un R-mdg puisque R est gradué par degrés paires.

1.2.9. Le bifoncteur (_ ®g _)°®. La donnée des morphismes de R-mdg’s
a: My — My et B: N; — N,y détermine des applications

(M QN — (M@ N)*, pRrvr—alp) v
(MRIN)®* — (MRN)*, p@rv—u® B(v)

dont on vérifie qu’il s’agit de morphismes de R-mdg’s. Ces correspondances
définissent un bifoncteur biadditif, covariant sur les deux variables,

(L ®gr _)*,A,) : Diff* (R) x Dift® (R) ~ Diff* (R). (Eq.4)

1.2.10. Propriétés de Homgry(_, ) et (_ ®r _)°®. La proposition
suivante rappelle sans démonstration des propriétés basiques de ces deux bi-

foncteurs.

1.2.11. Proposition
a) Pour m € Z, on a des identifications canoniques

(Hmng%< Mﬂ%l%)—-(Hmn@%( _).D.)lm

(mew D.) = Uhng_“JPmLDJ
(<_[ ) = ( ) 0)[m]
((M r N .)j(N@RM AL, m@ni— (=1)m"n @ m
b) Les bifoncteurs Homgry,(_, ) et (_ ®gr _)* sont compatibles aux homo-

topies, variable par variable.

Indication. A titre d’exemple, montrons (b) pour le foncteur Homgr$, (_, \V).
Soit « : My — My un morphisme de R-mdg’s et soit h : M; — Ms[—1] un
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morphisme de R-mg’s tel que o = hd + dh. Notons H : Homgry (Mq, N) —
Homgr$, (M, N)[~1] le morphisme de R-mg’s H : A+ (—1)A\h. On a alors

DH(A) + HD(A) = (=) Ak + Ahd) + (=1)MF (@) = (=1)MAd)h
Ahd + dh) = .

1.2.12. La catégorie triangulée IKDiffs"(R). Les objets de cette caté-
gorie sont ceux de Diff$'(R), et ses morphismes sont donnés par

Mor pepiger () (M, N) = Hotgrgp(M,N).

La catégorie IKDiffe"(R) est additive. Rappelons sa structure triangulée.

e La translation. Il s’agit du foncteur 7' : IKDiff#" (R) ~~ IKDiff®"(R) déja

introduit dans 1.2.3.

e Le cone d’un morphisme de mdg’s. Etant donné un morphisme de R-mdg

a: A — B, son « cone » é(a) = (¢(a), A), est le R-mdg défini par
éla):=B@d A[l] et A(b,a) = (dgb+ ala),—daa) .

On note alors j : B — é(a) l'injection j(b) := (b,0), et p : é(u) — A[l]
la projection p(b,a) := a. On a ainsi le triangle de R-mdg’s

A% By éa) 2 AL (Eq.5)

e Triangle distingué. On appelle ainsi tout triangle de IKDiff#'(R),

X -5y -5 Z-5 X[,

isomorphe a un triangle de la forme (Eq.5), i.e. tel qu’il existe un tri-
plet (f, g, h) d’isomorphismes de IKDiff®" (R) rendant commutatif le dia-

gramme
XYy -5 Z 5 X[

il el o)~ ]

A% B L éla) 2 AL

pour un certain .

1.2.13. Proposition. La catégorie IKDiffe"(R), munie de cette classe de

triangles distingués, est une catégorie triangulée.
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Démonstration. (TR1) résulte de vérifier que é(idy) = 0 dans IKDiff®"(R).
Ceci équivaut a montrer que idg;,,, = 0 dans Hotgry (é(idy)). Or, si nous
notons

h:(XoX[1]) = (X[-1]aX), h(z,2)=(0,12),

on a bien

(RA + Ah)(z,2") = h(dz + o', —d2') + (z, —dz) = (z, ")

(TR2) Soit @ : A — B un morphisme de R-mdg’s et soit

A—25 B 1 é(a) —2 A[1]

le triangle (exact) associé au cone de . Nous devons montrer que le triangle

—afl]

B~ é(a) —2 A[1] — B[1]

est aussi exact. Pour cela, nous montrons qu’il est isomorphe au triangle as-

socié au cone de j.

Considérons le diagramme
—afl]

B — é(a) —2 A1) — B[]

| T oede | (Eq.6)

B — é(a) = é(j) —=— B[1]

ou la différentielle de é(j) = ((B @ A[1]) @ B[1],A) est par définition
A(b,d',b') = (db+ a(d") + b, —da’, —db"). (Eq.7)
et ol le morphisme
p: Al = () = (B@ AL © B1], = (0® Luy) ® —all
est bien un morphisme de R-mdg’s de A[1] vers é(j), puisque
Ap(a’)) = A0, d', —a(a’)) = (ald') — ald’), —da’, da(d’)) = ¢(da’)

d’apres (Eq.7).

Avec ces définitions, le diagramme (Eq.6) est commutatif. Cela est évident

pour le sous-diagramme II. Pour le sous-diagramme I, cela résulte de ce que
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j —pop:é(a) — é(j) est homotope a zéro. En effet, h : é(a) — é(5)[—1],
définie par (b,a’) — (0,0, b), donne ’homotopie voulue :
(Aoh+hoA)b,a)=(b,0,—db) + (0,0,db+ a(a")) = (b,0,a(a’))
= (' —pop)(bd).
L’application
¢:¢(j)=Bad Al @ B[1] — A[1], (b,d,V)—d,
est un morphisme de R-mdg’s de é(j) vers A[1] d’aprés (Eq.7), et ¢’est un
inverse homotopique de ¢. En effet, I’égalité ¢ o ¢ = id 4 est immédiate, et
la composée ¢ o ¢ vérifie
(1—po@d)(bd,b)=(bd,b)—(0,d,—ald)) = (b0,0+ ald)).
Or, si nous posons
h:B®All® B[l] » B[-1]®@ A® B, (bd.,V)+ (0,0,0),
on a ’homotopie
(Aoh+hoA)b,d,b)=(b0,—db) + (0,0,db+ a(a) + 1)
=(1—¢od)(bd.V)
qui montre que ¢ est bien inverse homotopique de .
On a prouvé que si (u,v,w) est un triangle distingué, (v, w,—u[l]) Pest
aussi. En itérant, (w, —u[l], —v[1]) est exact. Par ailleurs, on montre aisément

que si (u, v, w) est exact, (u, —v, —w) et (—u[—1],v[—1], w[—1]) le sont aussi.
Par conséquent, si (w, —u[l], —v[l]) est exact (—w[—1],u,v) l'est aussi.

(TR3) Etant donné un diagramme de morphismes de R-mdg’s

A—>B

Ll (+)
.A/ (6% B/
commutatif & homotopie prés, i.e. tel qu’il existe un morphisme de R-modules
gradués h : A — B'[—1] vérifiant

ga—ao f=hdy+dp h,

on le compléte par les cones de a et o/, ce qui donne le diagramme

« s p—L B Al]—2 All]

A
fl gl I o o s (%)

A p T pra a2 A
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ou l'on a posé (b, a) = (g(b) + ( ), f(a)), de sorte que
eD(b,a) = o(d(b) + a))
= (9d(b) +g ( ) hd(a), —fd(a))

) :
= (dg(b) + o/ f(a) + dh(a), —df (a)) = De(b,a),
et ¢ est un morphisme de R-mdg’s de é(a) vers é(a)’.

Comme les sous-diagrammes I et IT de (%) sont trivialement commutatifs
dans la catégorie des R-mdg’s, cette construction fournit bien le morphisme

de triangles demandé par (TR3).

(TR4) On suit la démarche décrite dans 1.1.1. La construction du para-
graphe précédent, appliquée au diagramme
X —=Y
H gl gu—1u =dyroh+hody
X5y
supposé commutatif modulo I'’homotopie k : X[1] = Y’, nous conduit au dia-

gramme commutatif de R-mg’s

YLy e X[
gl @ vl p(y, @) = (9(y) + W), 7)
Y LY e X[1],
ol ¢ est un morphisme de R-mdg’s de é(u) vers é(u’). Ce diagramme induit
alors le morphisme de R-mdg’s
i"elg) »ele), v,y =(y.0,9,0).
Soit 1 : é(p) — é(g) application

ép) =Y o X[|oY[l]e X2 —— Y & Y[l]

W, & . g , &) — Y —h),y+u)
Elle vérifie, d’une part
vD((y, &), (3, )
= (DY, ) + ¢(y, %), —D(y, i))
U(dy' + s+ gy + hi, —di + &, —dy — ui, d)

é(g)

(dy' + '@+ gy + hi) — h(—di + &), (—dy — ui) + u(—di + i))
dy + '@+ gy + hdi, —dy — udi)
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et d’autre part
Dy((y', @), (9, %))
=D((y — hi,y+ui) = (dy — dhi + gj + gui, —d(y + uz))
de sorte que ¢ o D = D o), et 1) est bien un morphisme de R-mdg’s.
Le morphisme 1) est 'inverse homotopique de j”. En effet, 'égalité ¢ o j” =
id est immédiate, et j” o) vérifie
(1 —=j" o) &9, %) = (hit, &, —ud, i) ,
mais, si I'on définit
H: Yo X[lloYle X2 »Y[-llo XY & X[]]
par H(y',2,9,%) := (0,0,0,%), on a
(HD + DH)(y', 2,9y, %) = (ht, &, —ui, )

de sorte de j” o9 =1 dans Hotgry(é(p), é(¢)), ce qui termine la vérification
de (TRA). O

1.2.14. Remarque et proposition. La vérification de 'axiome (TR2) dans
la démonstration précédente a montré

a) Pour tout morphisme de R-mdg’s o : A — B, le diagramme
B s a(a) 2 AR = B
|, e
B —— é(a) — é(j) — Bl[1]
ot p(a’) = (0,d',—a(d)) et ¢(b,a’,b') = d, est une équivalence de tri-
angles ezxacts de IKDiff®" (R)
b) La donnée d’un triangle distingué A = B - C —> A[1] détermine des
isomorphismes canoniques dans IKDiffe" (R) :

A[l] 2 é(v), B[] Zé(w), C=é(u).

1.2.15. Foncteurs cohomologiques. On rappelle qu'on appelle ainsi, tout
foncteur F : Tr — Ab d’une catégorie triangulée vers une catégorie abélienne,
tel que pour tout triangle distingué¢ X — Y —= Z - X[1], la suite

Flwl-1]) . g ”
i F(Z]-1) — FX IS FY IS F 2 IS FX)) —— -

est un complexe exact.
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1.2.16. Proposition. Le foncteur H : IKDiff®" (R) — Mod®" (R) qui fait cor-
respondre & M = (M, dyr) sa cohomologie H(M) := ker(dy)/im(dys), com-
mute au foncteur de translation et c’est un foncteur cohomologique. En par-
ticulier, si X Y - Z % X[1] est un triangle distingué, la suite de R-mg’s

H w([—1]

i —HZ[-1] — Hx ¥

Hw

yHY 2 HZ

est un compleze exact.

Démonstration. Résulte du fait que les triangles exacts dans K Diff® (R) cor-
respondent aux cones de morphismes de R-mdg’s. U

1.2.17. Example. Les foncteurs suivants, introduits dans 1.2.7,
Hotgry (M, _), Hotgry (_, M) : IKDiff®" (R) — Mod®" (R)

sont des foncteurs cohomologiques.

1.2.18. La catégorie ID Diff®" (R). Notons S la classe des morphismes de
IKDiffe" (R) qui induisent un isomorphisme en cohomologie, i.e. la classe de
ses quasi-isomorphismes. On a

(FR1) Si f,g € S, et si fg est défini, alors fg € S. Evident.

(FR2) Etant donné f: W — Yets: W — X, avec s € S,

WwW—5X . W= X
. se compléte en un dia-
le diagramme fl . f ig
gramme commutatif
Y .

avec t € §. Et de méme avec les fleches inversées.
En effet, dans le premier cas, il suffit d’appliquer les axiomes (TR-1,2,3)
pour justifier le diagramme de triangles exacts
sl —m W — X - &(s)
|| Is & ||
é(s)[—1] —C syt Z = &(f ou) — &(s)

ol t € S puisque &(s) est acyclique (?). Le cas des fléches inversées se traite
de maniére entiérement analogue.

2. On prendra garde du fait que la somme amalgamée de R-mdg’s

Z=Yeow X :=(XaY)/{(f(w),s(w)) | weW}
ne donne pas toujours la bonne réponse pour (FR2). En effet, on peut montrer que dans le
diagramme de gauche ci-dessous, le morphisme ¢; est un quasi-isomorphisme lorsque s ou
f est injectif, mais des contrexemples existent autrement, par exemple, dans le diagramme
de droite ci-dessous o A et B sont des R-modules gradués non nuls, on a (B/A) &y A=0
et 71 n’est pas un quasi-isomorphisme.
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(FR3) Pour f: X — ) donné, il y a équivalence entre les assertions suivantes.
i) Il existe s € S tel que fs =0, ii) Il existe t € S tel que tf = 0.

En effet, dans (i), complétons le diagramme de R-mdg’s
X —=-Yy
lf
y/

en un diagramme de triangles exacts

Ly 9)
L ]

0— )Y ——

maintenant, comme s est un quasi-isomorphisme et que le foncteur coho-
mologie H : IKDiff8" (R) — Mod# (R) est cohomologique (1.2.16), le R-mdg
é(s) est acyclique ce qui implique, pour la méme raison, que ¢ est un quasi-
isomorphisme. Or, ¢f = tuj = 0. L’implication (ii)=-(i) se démontre de ma-
niére analogue.

1.2.19. Proposition. Les propriétés (FR-1,2,3) ci-dessus font de S un sys-
teme multiplicatif de IKDift®" (R). Notons IKDiff®" (R)s la catégorie obtenue
de IKDift#" (R) en inversant ses quasi-isomorphismes. Notons

Q : IKDiff* (R) — IKDiff®" (R)s
le foncteur canonique de « localisation ». Alors

a) Il existe une et une seule structure triangulée sur IKDift® (R)s qui fait de
Q un d-foncteur, i.e. transforme triangle distingué en triangle distingué.
b) Q(s) est un isomorphisme pour tout s € S.

c) Tout foncteur G de IKDiffe"(R) vers une catégorie D, tel que G(s) est
inversible pour tout s € S, se factorise a travers Q.

W—=5 v x W::(A%B)ﬁ(B/A)
Le o wl nls )

y——=YVow X A—"3 Ady (B/A) =0
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Démonstration. C’est la proposition 3.2 de [H| (page 32), elle résulte de mon-
trer que S est compatible a la triangulation de IKDiff#"(R), i.e. les deux
axiomes suivants sont vérifiés
e (FR4) S est stable par le foncteur de translation.
e (FR5) Si dans un morphisme de triangles exacts, deux morphismes sont
dans S, le troisieme l'est aussi.

Propriétés clairement satisfaites dans notre cas. U

1.2.20. Définition. La catégorie ID Diff®"(R) := IKDiff#"(R)s est appelée
la « catégorie dérivé » de IKDiff$'(R).

2. R-mdg’s projectifs
2.1. R-mdg simple associé & un complexe de R-mdg’s

2.1.1. Foncteur « R-mdg simple associé ». Soit

€—1

(Mayeo) = (- = My =2 My =5 My =S M == -

un complexe de R-mdg’s. On pose dans Mod#® (R)

{ B Me = @z Malm M’”[%"m _____ "
dm [m]
Ao, = (1) dn + € Mo [m] =2 (My, 1 — 1)[1]

De méme, si o, : (M, €) = (M., €,) est un morphisme de complexes de
R-mdg’s, on pose

Yag: XM, — M,

le morphisme de R-mg’s Y ae =P, ., -

mez
Le lemme suivant reléve de vérifications élémentaires que nous n’explici-
tons pas.

2.1.2. Lemme et définitions

a) Le couple (E M., dg) est un R-mdg, c’est « le R-mdg simple associé au
complexe (M., €,) ».

b) Si e : (Ms,€) = (M), €,) est un morphisme de complexes de R-mdg’s,
D E<M07€o> — Z(M/NEIQ)

est un morphisme de R-mdg’s.
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Dans (b), soit {hp, : My, = M1 | m € Z} une famille de morphismes
de R-mdg’s réalisant une homotopie entre deux morphismes de complezes
de R-mdg’s a, e : (Ma,€s) = (M), €,), ie. 0n a

am_ﬁmIEerlohm—i_hmfloem’ vmeZu
alors, le morphisme de R-mg’s
She: S Mo = SM=1], She =B, s hm,

est une homotopie entre Y cvy et ) Be

Le foncteur « R-mdg simple associé » est la correspondance
> : C* Diff¥ (R) ~» Diff®" (R) ,
de la catégorie C* Diff®" (R) des complexes de R-mdg’s, vers la catégorie

de R-mdg’s. C'est un foncteur covariant, additif, exact et compatible aux
homotopies.

2.1.3. Qestions d’acyclicité du R-mdg simple associé. Nous rappelons
dans ce paragraphe et les suivants des constructions et résultats bien connus

pour les complexes d’objets d'une catégorie abélienne, en les transposant

dans le contexte des R-mdg’s.

2.1.4. Proposition

a)

b)

c)

d)

Pour tout complexe exact (M,,€,) de R-mdg’s de différentielles nulles,
Le. tels que dp, =0, le R-mdg Y(M., €,) est acyclique.

Pour tout complexe de R-mdg’s borné supérieurement

(Ma,€0) = (- — Moa =5 My =5 My —0— ),

ot les My, sont acycliques, le R-mdg Y(M,,€,) est acyclique.

Pour tout complexe exact de R-mdg’s borné inférieurement
(M.,e.):(... s 00— M, = Mg71£>Mf—2ﬂ>"');
le R-mdg Y:(M,,€,) est acyclique.

Pour tout complexe de R-mdg’s borné supérieurement et inférieurement

(Ma,ea) = (=0 — My, - B M ——0— )

qui est ou bien exact, ou bien tel que les M; sont acycliques, le R-mdg
Y(M,, €,) est acyclique.
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Démonstration. Montrons (b). Un élément T € Y(M,, €,) de degré m € Z se
décompose de maniére unique sous la forme
T=0,DTe 1D - Dxy, avec mz; €M™,
et, de méme,
ds(T) = djze & (€ata + diy_170-1) -+ & (€131 + dyy) |

ol nous avons noté d, = (—1)%du, et o (gz; + dj_ ;1) € M;*]". Par
conséquent, si T est un cocycle, I'égalité dx () = 0 implique que d,x, = 0, et
comme M, est supposé¢ acyclique, il existe y, € M2 tel que d.,(y,) = 7q.

On voit donc que le cocycle T est cohomologue a T — dx (y,) qui s’écrit sous
la forme

T_dE(ya)Zwa—l@xa_z@---@w, avec wiEMf+m.

Ainsi, de proche en proche, on montre que tout cocycle de (M., ¢€,) est
cohomologue & un cocycle de M,_; = 0. O

2.1.5. Troncatures bétes. Etant donnés des entiers m > £ et un complexe
de R-mdg’s (M,,¢€,), on notera M,, , le complexe

Mg = (0= My, 5 My &5 555 My — 0)

De méme, si a, : (M,,€) — (M), €,) est un morphisme de complexes, on
note o,y = My, o — M, le morphisme de complexes qui vaut o; sur M,
est s’annule ailleurs, soit

Mg = (0= My, 5 My &5 555 My — 0)
amz\L am ], m—1], / ) o

€m—1

(0— M), S MY L 2 My - 0)

mé_

on obtient ainsi le foncteur de « troncature béte »
(_)mj : C* Diff®"(R) ~~ C* Diff®"(R)
clairement exact.

On défini de maniére analogue les foncteurs (_)yoom €t (_)e—oco-

Notation. Pour tout complexe de R-mdg’s (M., €,) et tout m € Z, on note
MZm = EM—Foo,m y Mgm = EMm,—oo y

et de méme pour les troncatures des morphismes.
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2.1.6. Morphisme de connexion et quasi-isomorphismes Pour tout
complexe de R-mdg’s (M,,€,) et m € Z donnés, on a les morphismes sui-
vants entre les troncatures bétes :

€Em—1 €Em—2
M1 - 00— M1 =5 Moo - -
Jimr= I .
Em+2 Em+1 €Em, €Em—1 Em—2
M., = My — My — My, Mg — Mg — -
frer T R
€Em+2 €Em+1
Moo = My — My — M, —— 0
donnant la suite exacte courte de complexes de R-mdg’s
lm—1,—00 Too,m
Y > M, Mom — 0

clairement scindée dans Mod® (R), de méme que la suite de R-mdg’s
lm—1,—c0 Too,m

0> Y Myt o—— 2 Mg — > X Mym — 0.
On en déduit le triangle distingué de R-mdg’s (cf. 4.1.1)

5 Mo 1o 3 X M T Mo — 5 5 My 1o 1]

ol €,, est le morphisme de « connexion » associé au morphisme de complexes

"'—>Mm+2ﬂ>Mm+1€m;l>Mm 0 0
R Y PR S
>0 >0 Mm71—>Mm72—>Mm73—)"'

La proposition suivante sera souvent utilisée sans référence.

2.1.7. Proposition. Avec les données en cours, le morphisme de R-mdg’s

Mom —s M1 [1]

est un quasi-isomorphisme si, et seulement si, >(Ma,, €,) est acyclique.

2.2. La paire adjointe (F,Z)

2.2.1. Le foncteur F : Mod® (R) ~~ Diff®"(R). Si M est un R-module

gradué, on note F(M) := (M, D) le R-module gradué M muni de la diffé-

rentielle nulle, i.e. Dy = 0. Si §: M — N est un morphisme mg’s, on note

F(B): F(M) — F(N), le morphisme z +— Sz. La correspondance ainsi définie
F(_) =(_,0): Mod®(R) ~ Diff*(R)

est clairement fonctorielle et exacte.
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2.2.2. Le foncteur Z : Diff®"(R) ~~ Mod®#"(R). Si M = (M,dy) est un
R-mdg; on note Z(M) le sous-R-mg des cocycles, i.e. Z(M) := ker(dy), et
si @ : M — N est un morphisme de R-mdg’s, on note Z(a) := a|, . 11
est immédiat de constater, que la donnée d’'un morphisme de R-mdg’s « :
F(M) — N équivaut a la donnée d'un morphisme de R-mg’s o : M — Z(N),
de sorte que :

Lemme. La paire de foncteurs (F,7) est adjointe.

Remarque. On voit ainsi que F(M) a peu de chances d’étre un R-mdg pro-
jectif, méme si M est projectif, car Z(_) n’est pas exact.

2.3. La paire adjointe (&, o)
2.3.1. Foncteur « oubli » o : Diff$"(R) ~~ Mod®" (R). C’est le foncteur
0 : Diff¥" (R) ~ Mod® (R), N = (N,dy) ~ N,

qui oublie la différentielle. Il s’agit clairement d’un foncteur exact.

2.3.2. Le foncteur € : Mod®"(R) ~» Diff8"(R). Si M est un R-module
gradué, on note E(M) le R-module gradué (M) := M[—1] & M muni de
la différentielle Deg : (M) — (M), D.(z,y) = (y,0). Si f: M — N est un
morphisme mg’s, on note () : (M) — e(N) (resp. E(B) : E(M) — E(N)),
le morphisme (x,y) — (Sz, By). Les correspondances ainsi définies

e(_) : Mod® (R) ~ Mod®(R), &(_)=(e(_),D.): Mod® (R) ~ Diff*"(R)
sont clairement fonctorielles et exactes. On notera
[ ]+ idmoasr (1) (—) = £(-)

I'inclusion naturelle définie par [M] :={0} & M C M[-1] & M = e(M).

2.3.3. Lemme. Les R-mdg’s E(M) sont homotopiquement nuls.
Démonstration. Soit h : (M) — e(M)[-1], (z,y) — (y,0). On a
(De h+h De)(z,y) = (0,y) + (2,0),

ce qui montre que idg(y) est homotope a 0. Il
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2.3.4. Morphismes d’adjonction. Un morphisme a: (e(M), D.) — (N,dy)
de R-mdg’s est entiérement déterminé par sa restriction a [M], puisque 1'on
ae(M)= D.([M]) ® [M] et qu’alors

a(z,y) = a(D:(0,2) + (0,y)) = dn(c(0,2)) + (0, y).
Cette correspondance o — «| (M) donne ainsi lieu & un isomorphisme naturel
Dr(vay) : Morpiger(r) ((e(M), De), (N, dy)) = Homgrg (M, N)
et aux morphismes d’adjonction

ad(N,dN) : (€(N),D5) —» (N, dN), ad(MdN) = (I);[’l(Nde)(idN)
ady : M —e(M), ady = Pusc(um),p.)(1d(an).p.))

2.4. Existence de R-mdg’s projectifs

2.4.1. Théoréme

a) Le couple (€,0) est une paire de foncteurs adjoints. En particulier, € res-
pecte la projectivité et ‘o’ respecte l'injectivité. Le morphisme d’adjonction
ady : E(o(N)) = N est surjectif.

b) Désignons par ‘Q’ un R-mg projectif. Tout R-mdg est quotient d’un E(Q).
Tout R-mdg projectif est de la forme E(Q), et est homotopiquement nul.
Le foncteur ‘0’ respecte la projectivité.

c) La catégorie Diffe" (R) posséde suffisamment de projectifs. Plus précisé-
ment, tout R-mdg N admet une résolution projective, et toutes ses réso-
lutions projectives sont de la forme

e Q) S E(Q0) N — 0

avec Q; projectif dans Mod®" (R), et chaque E(Q;) homotopiquement nul.

d) Si R est de dimension globale finie (3), pour tout R-mdg M il existe un
quasi-isomorphisme surjectif Q — M, avec o(Q) projectif.

Démonstration

a) Ces propriétés sont claires d’aprés les préliminaires 2.3.4 et puisque les
foncteurs € et ‘0’ sont exacts.

3. On rappelle que pour tout anneau commutatif A (gradué) et tout A-module (gra-
dué) M, on appelle « dimension projective de M », notée dimp,q;(M), la longueur mini-
male des résolutions projectives de M. La « dimension globale de A », notée dimgy, (A),
est alors le sup des dimensions projectives des A-modules (gradués).
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Si N = (N,dy) est un R-mdg, et si 7 : Q — N une surjection de R-mg’s
avec @) projectif dans Mod®"(R), la composée des surjections

£(Q) 22 g(n) MY,y

ad(N)o&(m)

réalise N' comme quotient de €(Q), qui est projectif d’aprés (a). Suppo-
sons maintenant que N est un R-mdg projectif. La surjection ad(N) o
&(m) est alors scindée, et A est facteur direct de €(Q) dans Diff#" (R).On
en déduit aussitot que

e Le R-mdg N est acyclique.

e Le R-mg im(dy) est facteur direct de im(D,) = Q[—1] ® {0} et est
donc projectif. Le R-mg N se décompose alors en N = B @ Z, telle
que ¢ : B — im(dy)[l], z — dy(x), est un isomorphisme (B est donc
projectif), et telle que Z = ker(dy).

e L’inclusion B C N induit, via @5z (2.3.4), un morphisme canonique
&(B) — N qui est un isomorphisme, car ker(dy) = im(dy).

e &(B) est homotopiquement trivial d’aprés 2.3.3.

e o(N) = B[—1] @ B est bien un R-mg projectif.

Evident d’aprés la question précédente.
Par (c), un R-mdg N admet résolutions projectives dans Diff®" (R)

Py s P L Py S N 0,

et nous savons déja que o(P,,) — o(N) est une résolution projective dans
Mode#"(R). Par conséquent, o(ker(e,)) est projectif si n > dimgy(R), et
alors la suite

0—ker(e,) —Pp - —P -LPy BN —0

est une résolution de longueur finie de N par des R-mdg’s qui sont des
R-mg’s projectifs. Le morphisme canonique

(0 = ker(e,) = Py = - = Py = 0) =S N,

ou » (B¥) désigne le R-mdg simple associé au bicomplexe B} (2.1), et
oit Y €[p, = € et est nul sur les autres termes, satisfait les conditions
demandées. 4
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3. Présentations projectives de R-mdg’s

3.1. Résolutions projectives et présentations projectives

Le théoréme 2.4.1 montre dans son assertion (c) que tout R-mdg M admet
des résolutions - - - P; =5 Py L M, oti chaque P,, est un R-mdg projectif. Ces
résolutions sont des objets de la catégorie C*(Diff®"(R)) des complexes de
R-mdg’s, et nous pouvons envisager de revenir a la catégorie Diff®'(R) en
appliquant le foncteur « R-mg’s simple associé » introduit dans 2.1

> : C* Diff*"(R) ~~ Diff®"(R) ,
ce qui donne le morphisme induit
Ye: 2Py » M

défini par EE‘PO = ¢p et 0 ailleurs. Cette procédure simple et naturelle
n’est pourtant d’aucun intérét dans la mesure ou Y. P, est un R-mdg acy-
clique d’aprés 2.4.1-(b) et 2.1.4-(b) (et homotopiquement nul par 3.2.1-(a)).
Nous avons cependant remarqué dans la preuve de 2.4.1-(d) que les com-
plexes simples associés aux troncatures intelligentes du complexe P, sont
bien quasi-isomorphes a M. Lorsque o(M) est de dimension projective fi-
nie d et que la troncature intelligente se fait au dela de d, cette procédure
fournit un représentant de la classe de quasi-isomorphie de M dont le R-mg
sous-jacent est projectif. Cette observation justifie la définition suivante.

3.1.1. Définition. On appellera « présentation projective » d'un R-mdg N,
tout quasi-isomorphisme surjectif de R-mdg’s @ — N, tel que o(Q) est un
R-mg projectif.

3.1.2. Remarque. La terminologie peut étre trompeuse dans la mesure ou
dans une présentation projective @ — N, le R-mdg Q n’est généralement
pas projectif dans Diff8"(R). En fait, c’est le cas si, et seulement si, N est
acyclique d’aprés 2.4.1-(b).

3.1.3. Remarques sur ’existence de présentations projectives. L’as-
sertion (d) du théoréme 2.4.1 précédent, montre que des présentations pro-
jectives existent lorsque R est de dimension globale finie. Lorsque ce n’est
pas le cas, des présentations projectives existent néanmoins toujours pour
des R-mdg’s N' = (N,dy) acycliques, puisque dans ce cas, la surjection
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€0 : E(Qp) - N de 2.4.1-(c) est déja un quasi-isomorphisme. Un autre cas
important est celui ou dans le R-mdg (N,dy), on a dy = 0. Dans ce cas, si

i Ly = Ly - L - Ly 2SN — 0

est une résolution projective dans Mod®'(R), on note @ := €D, L [m], et
I'on définit dg : Q — Q1] de la maniére suivante

{dQ(Lo) =0,

doly,,im) = (€m : Lin[m] = (Lm—1[m —1])[1]), sim > 0.

Le couple @ = (Q),dg) n’est autre que le R-mdg simple associé¢ au complexe
(Le,€) OU Ly, = (L, 0) (¢f. 2.1), et le morphisme € : Q@ — N, nul sur L,
pour m > 0 et qui vaut ¢y sur Ly est alors clairement un quasi-isomorphisme
de R-mdg’s (cf. 2.1.4-(csa-acyclique-a)) et c’est donc une présentation pro-
jective de .

3.2. Théoréme fondamental des présentations projectives

L’intérét principal des présentations projectives réside pour 1’essentiel dans
lassertion (d) du théoréme suivant.

3.2.1. Théoréme. On suppose R de dimension globale finie.

a) Les R-mdg Q acycliques avec o(Q) projectif, sont les projectifs de la ca-
tégorie Diff8" (R), ils sont nuls dans IKDiff®" (R).

b) Un quasi-isomorphisme de R-mdg o : Q1 — Qa, avec o(Q;) projectif, est
un isomorphisme dans IKDift®' (R).

c) Soient m; : Q; - N;, i = 1,2, deuz présentations projectives. Pour tout
morphisme o : N7 — Na, il existe un morphisme & : Q; — Qs rendant
le diagramme suivant commutatif dans IKDiff®" (R). Un tel morphisme &
est unique dans IKDiff®" (R), il sera appelé « le relévement de o ».

o) — M
a. o

Q2 &;/\/&

Etant donné des présentations projectives ; : Q; —» Nj, i=1,2,3, et des

morphismes N1 <5 Ny “3 N3, on a as o ay = a3 o a; dans IKDiffs"(R).
En particulier, une présentation projective est unique a isomorphisme
canonique prés dans IKDiffs" (R).
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Notons IKDiffs .(R) la sous-catégorie pleine de IKDiff*"(R) dont les ob-

jets sont les R-mdg Q avec o(Q) projectif. La restriction
Qproj - IKDift% (R) ~ ID Diff*" (R)

proj
du foncteur Q : IKDiffe" (R) — ID Dift®"(R) (1.2.19), est une équivalence

de catégories. Pour toute réalisation fonctorielle des présentations projec-
tives (Z) : IKDiff*" (R) ~ IKDifty (R), on a Q = Qproj 0 (2).

Démonstration

a)

Si Q = (Q,dg) est acyclique, on a la suite exacte courte de R-mg’s :

0 — ker(dg) — Q % ker(dg)[1] — 0 (+)
et si ) est projectif, on en déduit I’équivalence
Extgry, (ker(dg), _) = Extgriy " (ker(dg)[1], _), Vi> 0.
Par itération, Extgry, (ker(dg), ) = Extgriy™ (ker(dg)[m], _), et comme
R est supposé de dimension globale finie, on a
Extgry; (ker(dg), ) =0, Vi>0,

et ker(dg) est un R-mg projectif. La suite (%) est donc scindée dans
Mod®" (R). Soit o : ker(dg)[1] — @ une section de dg et notons K =im(o).
Le R-mg K est projectif et 'on a @ = ker(dg) & K = K[—1] & K, par
conséquent (@, dg) s'identifie canoniquement a (¢(K), D.) (2.3.2) qui est
un projectif de Diff®"(R) et est homotopiquement nul (2.4.1-(b)).

Le diagramme de triangles exacts de K Diff®"(R) :
P =—="P 0 Pi1]

= 1

Py —= Py — é(a) — P4 ][1]

est commutatif puisque é(a) = 0 d’aprés (a). Le morphisme « (vertical)
est donc un isomorphisme de IKDiff$' (R) puisqu’il est encadré par des
isomorphismes dans un morphisme de triangles exacts.

On part du diagramme

Kp© P, Ty P 2 Po D N, 1
Pr P1 2 J/a
Kr¢ R, s >R Qs " N

Ol (P, €e) €t (R, ps) sont des résolutions projectives respectivement de
N et de ker(my) dans la catégorie Diffe"(R) (cf. 2.4.1-(c)), tronquées en
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r = dimgy, (R) pour garantir que o(Kp) et o(g) sont des R-mg’s projec-
tifs. La propriété universelle des résolutions projectives assure que « se
reléve en un morphisme de complexes de R-mdg’s a,, unique & homotopie
pres. On a le diagramme commutatif

Kp—— P, —— - P —— Py —» N
wl ol el e
Kr—— R, == ——= R =2 @y —» N,
ic| i ] ol a=d] i
0 0 >0 Q> ;Tf N

Notons
> (P.) : le complexe simple associ¢ & (0 — Kp — --- — Py — 0),
> (R,) : celui associé & (0 - Kr — -+ — Ry — Qy — 0).

Nous obtenons le diagramme commutatif induit

= =2 (P) =M

q.i.

| S| |

(@m)r Y (R,) 5Ny
| q.i.
X6 ]ad H

L—-20Q %Nz
ol > (je) est inversible dans IKDiff®'(R) d’aprés (b). Le morphisme
(o, ma)p == (32(J0) " 0 ()  20(Pe) — Qo (©)

est une relévement de o dans IKDiff* (R).

Ces constructions, en remplagant a : N1 — N, par idy, : Ny — N,
fournissent de méme un relévement de id,y,

(lle y 7T1)’P : Z(P.) — Ql ) (<><>)

qui est un quasi-isomorphisme, donc inversible dans I Diff®" (R) par (b).

Le relévement de « : N} — N5 cherché est alors donné par la composée
a:= (a,m)p o (ile,m);l Q1 — Q.

Pour montrer 'unicité du relévement, on est amené a montrer que,
étant donné un diagramme commutatif dans K Diff®"(R)

Qi T ;
4 )

Qs %»/\@
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ot les lignes sont des présentations projectives, on a & = 0 dans IKDiff8" (R).

Comme le morphisme & se factorise a travers é(my)[—1] qui est acy-
clique, il suffit de monter que tout morphisme 8 : Q; — N, ou N est
acyclique, est nul dans IKDiff"(R). Soit 7 : K — N une présentation
projective, nous avons le relévement 5 de 5

o) o
8 le
K—mN

et B =mo B =0 puisque K = 0 dans IKDiffs" (R) d’apres (a).

L’existence et I'unicité des relévements implique aussitot leur compati-
bilité avec la composition de morphismes.

L’assertion 2.4.1-(d) montre déja que Qpro; est essentiellement surjectif.
Soient maintenant Q; et Q, deux objets de Diff% . (R). Un morphisme

proj
de Q) vers Qs dans ID Diff#"(R) se représente sous la forme

Ql <LN_f_> Q2 ;
q.i.

pour un certain A/. Si 7 : R — A est une présentation projective, on a

/ﬂ\

Qi =N—>QQ

ou les fleches doublées sont des quasi-isomorphismes. Mais alors, comme
le quasi-morphisme s o 7 est inversible dans IKDiff? .(R) d’aprés (b). On

proj
a légalité fos' = (fom)o(som)™! dans DlengJ(R), ou (fom) et

(som)~", et donc aussi (f o s~'), appartiennent a IKDiff§ . (R).

Ces remarques montrent que la localisation de IKDiff®'(R) par ses

quasi-isomorphismes, n’a pas d’effet sur la sous-catégorie IK lefgoj(R)
car elle y induit la localisation par ses propres isomorphismes. Le foncteur
Qproj : IKDIff (R) ~» ID Diff#" (R) est donc pleinement fidéle. O

proj

3.2.2. Remarques

a)

On prendra garde du fait que dans la définition de la notion de présen-
tation projective 3.1.1, on demande au morphisme Q — N d’étre surjec-
tif, ce qui en fait une notion a l'intérieur de la catégorie Diff®"(R). Dans
l'assertion (c) du dernier théoréme, les données de départ sont toutes
dans Diff#" (R), mais la conclusion, notamment la commutativité des dia-
grammes, est restreinte a la catégorie K Diff®" (R).
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b) Pour tout R-mdg Q on a les applications naturelles
MOI"Dngr(R) (Q,N) —» MOI‘KDngr(R) (Q,N) — MOrDDiﬂ‘gr(R) (Q,N) .

La premiére est surjective par construction. La deuxiéme l'est aussi
lorsque o(Q) est projectif (cf. preuve de 3.2.1-(d)), mais méme dans ce
cas, celle-ci n’est généralement pas injective si o(N') n’est pas projectif.
Par exemple si N est acyclique non homotope a zéro (cf. 3.3.1) et que
Q — N est une présentation projective.

3.3. Le foncteur ID Hotgr},(—, N)

On suppose R de dimension globale finie. Soit N un R-mdg quelconque.
Le foncteur Homgry, (_, V) : Diff®" (R) ~~ Diff®"(R), introduit dans 1.2.4, est
additif, contravariant, respecte les homotopies et les cones des morphismes,
il induit donc un foncteur de catégories triangulées

Homgry (_, N) : IKDiff*" (R) ~ IKDiff*'(R) .
Un morphisme de R-mdg o : L — M, donne lieu & un triangle distingué
Homgr}, (éa,N') = Homgry (M, N)—Homgr}, (£,N) —Homgry, (éa, V) [1] —
et, en passant en cohomologie (1.2.6,1.2.7), & une suite exacte longue

—— Hotgry (é(a), N') — Hotgry, (M, N) — Hotgry (L, N) —
— Hotgry (é(a), N)[1] —

Par conséquent, pour que le foncteur
Hotgry, (_, N) : IKDiff®"(R) ~» Mod®" (R)

transforme quasi-isomorphisme en isomorphisme, il faut et il suffit, que pour
tout R-mdg A acyclique, on ait Hotgry (A, N') = 0. Ceci est vrai lorsque A
est homotope a zéro, par exemple si 0(A) est projectif (cf. 3.2.1-(a)), mais
ce n’est pas toujours le cas.

3.3.1. Un contrexemple classique. Soient R =Z et N, A € Diff¢"(Z) :
N=X0-2372-0) ¢t A:=X0—2-3%17/2)—0),

puis
—»Z/(2) — 0)

H
Q
N—N
o,
A
O <—

0)
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Alors

e Le Z-mdg N est tel que o(N) est un Z-mg libre.

e A est acyclique, mais n’est pas homotope a zéro, donc A # 0 dans
KDiff*" (Z) et A = 0 dans ID Diff"(Z).

e Le morphisme de complexes o n’est pas homotope a zéro.

3.3.2. Définition. Le contrexemple montre que le foncteur Hotgr}, (_, ),
qui est bien défini sur IKDiff®"(R), ne se factorise pas a travers la localisation
Q : KDiff*" (R) ~» ID Diff®"(R). On définit alors, pour tout R-mdg N, le
foncteur

ID Hotgry,(_, N) : IDDiff8"(R) ~» Mod®"(R) (Eq.8)
par

ID Hotgry, (M, N) := Hotgry, (P, N),

ou P — M est une présentation projective de M.

3.3.3. Lemme
a) Le foncteur ID Hotgry,(_,N') est un foncteur cohomologique (cf. 1.2.15).
b) Sio(N) est projectif, on a ID Hotgrly,(_, N') = Morp piger () (—, N[k]) .
Indication. Pour (a), si nous notons

Gy (_) : Homgry, (_, N) : Diff®"(R) ~ Diff*"(R) ,
on a ID Hotgr,(_,N') = H" ID G(_) par construction. O

3.3.4. Le foncteur ID Hotgry (F(_), N). Pour tout R-mg N, on note
ID Hotgry(_, N) : ID Diff8"(R) ~» Mod®"(R) (Eq.9)
le foncteur ID Hotgry, (M, N) := ID Hotgri (M, FN) .

Soit M un R-mg, et soit P, —M une résolution projective de R-mg. Le
morphisme Y FP, To, g0 , est une présentation projective de FM (3.1.3),
on a donc pour tout k € Z

D Hotgrh (FM, N) = H* Homgr$, (X P., N).
Or, Homgr}, (€D,,cn Pulnl. N) = @,,cy Homgr (P, N[k — n]), de sorte que

neN = 1
le passage en cohomologie fait apparaitre les différents Extgr’, (M, N[k —n]).

La proposition suivante en découle.
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3.3.5. Proposition. Avec les données en cours, notons
Gy () := D Hotgrip(F(_),N) : Mod®" (R) ~» Mod®"(R) .
a) On a G () = D, o Exter’y (_, N[k — n]).
b) Sia: My — My est un morphisme de R-mg’s, le morphisme Gf\, « est
Gl a =@,y (Extgrh (M, N[k — n]) Ok, Extgry (M, N[k —n])) ,
ot oy désigne le morphisme naturel entre Extgr.

c) Si0— M = M, ﬂ M3 — 0 est une suite exacte courte de R-mg’s, on
a une suite exacte longue de R-mg’s :

k k a c
G My SN G, SN G M s G My ——
ot le morphisme de connexion ¢y, : G?V M, — G?V“ M est
cr = Pen (Extgr?%(Ml, N[k —n]) —CZ—> Extgr?%“(Mg, N[k — n])) ,

ot ¢} désigne le morphisme de connexion naturel entre Extgr.

3.3.6. Remarque. La démarche de cette section 3.3 s’applique aussi au
foncteur covariant

Fy(_) := Hotgri (M, _) : IKDiff*"(R) — Mod®"(R),

a ceci prés que lorsque o(M) est projectif, F' transforme quasi-isomorphismes
en isomorphismes (cf. 5.2.7) contrairement a 3.3.1, on n’a donc pas besoin,
dans ce cas, de dériver F' pour lui donner un sens sur ID Diff®"(R). Dans le
cas général, si P — M et Q@ — N sont des présentations projectives, on a le
morphisme canonique

ID F p(N)=H"Homgr} (M, Q) — H* Homgr% (P, Q) = H* Homgry (P, N)
= ID Hotgri, (M, N)

qui est bijectif si o(M) est projectif, mais pas en général.

4. Suites exactes courtes et triangles distingués

4.1. Le cas des suites scindées dans Mod®" (R)

On se donne une suite exacte courte de Diff8" (R)
0— (A,dy) — (B,dg) —— (C,d¢) — 0,

supposée scindée dans la catégorie Mod® (R).
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Pour toute section o : C'— B de m dans Mod# (R), le morphisme o 7 est un
projecteur dans B et 1 — o 7 est un projecteur d’image ker(w) = im(¢) = A.
On en déduit la rétraction p:=17' (1 —om): B — A. On a ainsi deux suites
exactes courtes dans Mod®" (R)

0~ A <—_L—_> B <—_7r—_> C—0
et les égalités g

pt=14, om=1¢, 1lp=1p+orm

4.1.1. Lemme. Fizons une section o : C — B dew: B — C dans Mod® (R).
a) Le morphisme de R-mg’s v : C — A défini par :

B << C
v:=—p[llodg oo . ldB
A1) &= B[]

est un morphisme de R-mdg’s v : (C,dc) — (A,da)[l]. La classe d’ho-
motopie de v ne dépend pas du choix de la section o de 7.

b) La suite (A, dy) == (B,dg) = (C,dc) —= (A,d4)[1] est un triangle
distingué de IKDiffe" (R). Plus précisément, soient

C - ée)=BaAl],  ¢le) = (o(e),y(c))
O e()=Ba A, ¢bd):=nr(b)
Alors, ¢ et ¢ sont des morphismes de R-mdg’s, inverses l'un de [’autre
dans IKDiff®' (R). Le diagramme
(A,da) = (B,dp) = (C,de) —= (A, da)[1]
| | el (Fq.10)
(A,dy) —= (B,dp) —— ¢é&(t) — (A, da)[1]

est un isomorphisme (canonique) de triangles de IKDiff® (R).

Démonstration
a) L’égalité que nous devons prouver, soit dapj 0y =y o de, est équivalente
a l'égalité Lo (—dy) oy = 1oy odg, puisque ¢ est injective. Or, on a
—1dy (pdpo)=—dp(tp)dpo = —dg(l—om)dpo

= dpo(ndg)o= dpo(dgm)o=dgodc,
et
t(pdpo)dec =(1—om)dpode =dgode .

On laisse aux soins du lecteur de vérifier que la classe d’homotopie de
v est bien indépendante du choix de la section o de 7.
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b) Le morphismes ¢ et ¢ sont des morphismes de R-mdg’s car
Aoy =A(0,7) = (do — tpdo, —dy) = (0d,yd) = pod,
poAb,a') = ¢(db+ 1(a'),da") = wdb = drb = dp(b,a’) .
On a ¢ o p = 1¢ trivialement. Pour étudier 1 — o ¢ : é(r) — €(1), soit :

(1—¢og)(ba)=(b—on(b),d + pdorw (b))
= (tp(b),a’ + pd(b) — dp(b))

on introduit le morphisme de R-mg’s
h:B& A[l] » B[-1]® A, h(b,d") :=(0,p(b)),
qui donne I’homotopie :

(Aoh+hoA)ba)

(tp(b), —dp(b)) + (0, p(db + ¢(a’))
(tp(b), —dp(b) + pdb + a’)
(1= pog)(bd)

et permet de conclure que ¢ = =1 dans IKDiffe*(R).

La derniére égalité réduit la vérification de la commutativité de (Eq.10)
a celle p. L’égalité p p = v est immeédiate, méme dans Mod®" (R), tandis
que @ = j demande de controler que j — ¢ 7 : B — é(¢) est homotope a
zéro. Or, si h: B — é(1)[—1] := B[—1] &® A est défini par h =0 @ p, on a

j—pr=(1—ompdon)=(p,pd(1—1p))
=(p,pd—dp)=hd+Ah.

Ce qui termine la démonstration du lemme. O

4.2. Le cas général
Reprenons la suite exacte des R-mdg’s de la section précédente
0— (A,dy) —= (B,dg) = (C,d¢) — 0,

et ne supposons pas que 7 admette des sections dans Mod®" (R), mais seule-
ment que (C, d¢) admet un relévement projectif pc : (C,dz) — (C,d¢). No-
tons (B,dp) ®ca.) (C,dg) le produit fibré des R-mdg’s, i.e. le noyau dans
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la catégorie Diff®"(R) du morphisme 7 @ p¢ :
0= (B@c C,d) -—> (B,dp) & (C,dg) =25 (C,de) — 0
Nous avons alors le morphisme des suites exactes courtes de R-mdg’s

0= (A,dy) —2=(B,dg) @ (C,dz)2—(C,dz) —
(CrdC)
H | X lpc (Eq.11)
0— (A,dy) ———— (B,dg) ————(C,d¢) = 0
avec ¢t1(a) = (t(a),0), et out p; est un quasi-isomorphisme puisque pc lest, et
ol py admet des sections dans Mod®" (R), puisque C'y est projectif.

L’assertion (b) du lemme 4.1.1 admet donc la généralisation suivante.

4.2.1. Proposition. Etant donnée une suite exacte courte de R-mdg’s
0— (A,dy) — (B,dg) —— (C,d¢) — 0,

Uapplication ¢ : é(1) — (C,dc), ¢(b,a’) =7(b), est un morphisme de R-mdg’s,

et c’est aussi un quasi-isomorphisme.

Démonstration. L’application ¢ est bien un morphisme de R-mdg’s, car
&(D(b,a)) = ¢(db+ ra, —da) = w(db + ta) = w(db) = do(b, a) .
Ensuite, ker D = {(b,a) | db = —wa, da = 0}, et le morphisme induit par ¢

ker(D Z
H() s s ) —

est clairement surjectif. D’autre part, le noyau de H(¢) est constitué des
classes modulo im(D) des couples (b, a), tels que 7(b) € Be, c’est-a-dire, tels
que b € dB + 1(A[1]). Or, im(D) = {(db+ ta,—da) | b € B, a € A[l]}, et le
morphisme H(¢) est donc bien bijectif. O

4.2.2. Remarque. Contrairement a la situation ou 7 admet une section
dans Mod# (R) (4.1.1-(b)), le quasi-isomorphisme 7 : é(¢t) — (C,d¢) n'est
généralement pas inversible dans IKDiff8"(R), et il faudra passer a la catégo-
rie dérivée ID Diff®' (R) pour en faire un isomorphisme.

5. Relévements projectifs simultanés de
R-mdgr’s
5.1. Le cas des complexes d’une catégorie abélienne

On désigne par A une catégorie abélienne possédant suffisamment d’objets
projectifs. On note C*(A) la catégorie des complexes M := (M*,d,) de A.
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5.1.1. Les foncteurs B™, Z™, H™. Pour chaque m € Z, on on dispose
des foncteurs bien connus

B"(_):C*(A)~ A, B"M:=im(d,_1)
Zm(_):C(A)~ A, Z"M =ker(d,)
H™(_):C*(A)~ A, H"M:=7Z"M/B™ M
dont on rappelle que lorsque ils sont appliqués a une suite exacte courte de
complexes 0 - L -+ M — N — 0, on a
e 0> 7Z"L -7Z" M—7Z"N — 0 est exacte a gauche.

e 0 - B"L -B" M—B"™N — 0 est exacte aux extrémes.
e 0 - H"L -H™ M—H"N — 0 est exacte aux centre.

5.1.2. Définition. On appellera « relévement projectif simultané » d’un com-
plexe de A :

dm 1
M:(M*,d*):( _)Mml —>Mm dm Mm+l i> ”)’
la donnée d’un morphisme de complexes de P := (P*, d,) vers M := (M*,d,),

dmfl d dm+1
=(- > P P Pl )

wl Tm—1 l 0 T'ml Tm+41 l i

M= (- = M g et T )

tel que, pour tout m € Z, les morphismes induits par 7
Tm : P — M™ B"n: B"P —- B" M,
{ZmW:ZmP—»ZmM, H"7: H"P —- H" M,

sont surjectifs de source projective, i.e. P™, B™ P, Z™ P et H™ P sont tous
projectifs dans A.

5.1.3. Relévements projectifs simultanés des suites exactes courtes.

Etant donnée une suite exacte courte 0 — A = B B¢ =5 0 dans A, et des
surjections p : A Aet q: C — C avec A et C projectifs, on construit le
diagramme commutatif

0+ A"ApC-5C—0
ip lr x4 lq (Eq.12)
0 3A—a—B—58-5C—=0
avec

va:=(a,0), paa,c):=c, r(a,c)=ap(a)+dq(c),

ou ¢ : C — B vérifie q = Boq, cequiest possible puisque C est projec-
tif. Le morphisme r : A @ C' — B est clairement surjectif, et le morphisme
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de complexes (Eq.12) est un relévement projectif simultané de la deuxiéme
ligne.

5.1.4. Relévement projectif simultané d’un complexe quelconque.
Soit un complexe d’objets de A

dm+1

M:(..._>Mm—1d_wle_d£>Mm+1__>...)’

notons Z™ 1= 7" M, B™ .= B™ M et H™ := H™ M, et fixons des surjec-
tions a source projective

pm:ém—»Bm et qm:flm—»Hm.

Le diagramme (Eq.12) s’écrit maintenant :

0 B s B T 0

b e e

0 » B™m ———— 7™ » H™ >0

d’ou la surjection a source projective r,, : B™ @& H™ — Z™ qui intervient, a
son tour, dans le diagramme analogue :

0—B" o H" 2B o H" @ B sy Bl —— 0
lrm l m _,.._P'm+1 lpmﬂ (Drn)
0 Zm C ML s Bl 0

On recolle ensuite les diagrammes (D,,—1) & (D,,) a l'aide du sous-
diagramme commutatif de (Eq.13)

B s B g A

| ©

L

B" ——— 7™
pour construire le morphisme surjectif de complexes
——B" ol m*1@§m5—> B"oH™®B™! B—>§m“eaf[ mtlg pmt2
tm_ll " tml " tm+1l (Eq.14)
SN Vi L SN ) N SN Y (8 N
ou 'on a noté D(x,y, z) := (z,0,0).

On remarquera que le passage en cohomologie des suites longues de (Eq.14)
redonne la famille de surjections {g,, : H™ — H™},,cz de départ.
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Simplifions maintenant les notations dans le diagramme (Eq.14), en posant
M™:=B™ ¢ H™ @ Bm™ , M = (M*,D*)
{ 6*:]\7*—»M*, €m = tm
On a ainsi construit la suite exacte de complexes

0 K—M-M=0 (Eq.15)
ou K := ker(e).

5.1.5. Lemme. Avec les données en cours,
a) Le morphisme de complexes € : M — M est un relévement projectif si-
multané de M. De plus B
e B"¢e:B™ M — B™ M, coincide avec p,, : B™ — B™,
e H" e :H"™ M — H"™ M, coincide avec q,, : H™ — H™,
b) La suite courte 0 — F(K) — F(M) ﬂ>.7:(/\/l) — 0 d’objets de A, ot
F(_) désigne l'un quelconque des foncteurs B™(_), Z™(_), H™(_), est
exacte.

Démonstration
a) Par construction.

b) Pour tout i € Z, le foncteur Z*(_) est exact a gauche sur une suite exacte
courte de complexes. Dans le cas de la suite (Eq.15), il est aussi exact
a droite car € est un relévement simultané. Cette exactitude, reportée
dans le bicomplexe de colonnes exactes

0—>B”%K—>Bm$//\/lv—>BmTM—>0

0— KMl g Ml Tl gm0

J J J

00— Z" 'K Z" " M—»7Z" " M ——0
implique 'exactitude de sa premiére ligne.
On considére ensuite le bicomplexe de colonnes exactes

0 H’%IC H" M ——H" M ——0
0 7K s 7" M —5 7" M ——0

J J

—~

0—B"K——B" M —B" M ——0

ou de nouveau, ’exactitude de la premiére ligne résulte de celle des deux
autres, déja établie. O
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5.1.6. Décomposition des relévements projectifs simultanés. Soit AZ
la catégorie des familles d’objets de A, notées M := {M'};cz, et dont les
morphismes a : M — N sont les familles {«; : M* — N*};cz de morphismes
de A composés coordonnée par coordonnée. La catégorie A% est abélienne.

Nous nous intéressons aux foncteurs suivants :
— « oubli » 0: C*A ~ A~
Il fait correspondre a (M*,d,), la famille M := {M*};cz des objets sous-
jacents, et de méme pour les morphismes de complexes. Foncteur exact.
—Z:C*A~ A”
Il fait correspondre a (M*, d,), la famille Z(Mx, d,) := {ker(d;) };cz, et & un
morphisme a : (M*,d,) = (N*, d,) la famille des restrictions {a .4, }-
Foncteur exact a gauche.
—F: A - C*A
Il fait correspondre & M = {M'};cz, le complexe F(M) := (M*, Dg), avec
Ds =0, et a une famille de morphismes e = {«; : M* — N}, le morphisme
de complexes F(ar) : F(M) — F(N), avec F(ar); = «;. Foncteur exact.
—&: AT - C*A
I fait correspondre & M = {M'};cz, le complexe
EM' =M oM
(z,9) = (y,0).

et a une famille de morphismes a = {a; : M* — N}, le morphisme de
complexes E(a) : E(M) — E(N), avec E(a); = a1 B ;. Foncteur exact.

(M) = (&(M)", D) = {Aai

5.1.7. Remarque. Ces foncteurs sont les analogues des foncteurs € et F des
paragraphes 2.2.1 et 2.3.2, et partagent les méme propriétés d’adjonction. La
proposition suivante est ’analogue de 2.3.4, 2.2.2 et 2.3.3, et se démontre de
la méme maniére.

5.1.8. Proposition
a) Les couples (€,0) et (F,7Z) sont des paires de foncteurs adjoints.
b) Pour tout M € A%, le compleze E(M) est homotopiquement nul.

c) Si P={P;};cz est une famille d’objets projectifs de A, le complexe E(P)
est un objet projectif de la catégorie C*A.
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5.1.9. Proposition

a) Pour tout relevement projectif simultané € : R — M, il existe un isomor-
phisme de complexes

R~EBR)1®FHR)
avec BR := {B' R}icz et HR := {H R}icz, et € : R — M coincide avec
un relevement projectif simultané construit par le procédé 5.1.4.
b) Un complexe (M*,d,) borné a droite par N € Z, i.e. tel que M* = 0 pour
i> N, admet des relevement projectifs simultanés € : (R*, D,) — (M*, d,)
tels que R* = 0 pour i > N.

c) Un complexe (M*,d,) avec d =0, admet des relévement projectifs simul-
tanés e : (R*, D,) - (M*,d,) avec D = 0.

d) Un compleze M dont les H™ M sont projectifs pour tout m € Z, ad-
met des relévement projectifs simultanés € : R — M qui sont des quasi-
1somorphismes.

Démonstration. Pour chaque m € 7Z, la suite exacte courte de A
0—-B"R—Z"R—H"R —0

est scindée puisque H™ R est projectif. On en déduit I'existence d’un iso-
morphisme (non canonique) Z™ R ~ B™ R @& H™ R compatible a I'inclusion
BR CZR, ie. tel que

(BRCZR)~ ((BR®0)C (BR®HR)),

d’ou la suite courte

0 BRAHR—R-SBR[1] -0
également scindée (non canoniquement), et qui donne I'isomorphisme
R~BR&HR®BR[1]
identifiant le cobord d, : R* — R* au cobord
De®Ds: EBR)1BGFHR)— EBR)[I]BFHR).

Ce qui termine la preuve de (a).

Les autres assertions sont évidentes comte tenu de la construction explicite
des résolutions projectives simultanées (cf. 5.1.4). 4
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5.1.10. Reésolutions projectives simultanées. On appelle « résolution
projective simultanée de M € C* A » toute suite exacte de C* A

LIRS 2 RS Ry M — 0 (Eq.16)

telle que, pour tout i € N, le morphisme ¢; : R; — im(e;) est un relévement
projectif simultané. En particulier, si F(_) désigne I'un quelconque des fonc-
teurs B™(_), Z™(_), H™(_), la suite longue de A

. -7:(€n+1) ]:(fn)\ . 7(62)

FR, v FRy 2 PRy T FM 0

est une résolution projective de F (M) dans A.

5.1.11. Proposition
a) Pour tout M € C*A, et toutes résolutions projectives P™ “sH™ M et
QT ZsB™ M dans A, il existe des résolutions projectives simultanées

(Ro M) = (-5 Ry <5 Ry 25 M — 0)

avec m
{ (H™ R, 255 H™ M) = (P Z5H™ M)

(B"R. 255 B" M) = (QF “%B™ M)

b) Pour tout morphisme de complezes o : M — M’ et toutes résolutions

projectives simultanées (Re —M) et (R, E—,>>./\/l’), il existe une famille
de morphismes a, : Re — R, unique a homotopie prés, rendant commu-

tatif le diagramme
—62—>R1 —EI—)RO—GO%M — 0
L L

€ € €,
AR AR A g

Indications. L’assertion (a) se démontre inductivement a l'aide du lemme
5.1.5-(b) et du procédé de construction des relévements projectifs simulta-
nés décrit dans 5.1.4. L’assertion (b) résulte du fait que chaque R; est de la
forme E(BR;)[1]® FHR;) (5.1.9-(a)), et de la proposition 5.1.8 qui affirme
que E(BR;) est projectif dans C*A, et que le foncteur More- 4 (?(H R;), _)
transforme la résolution simultanée R/, — M’ — 0 en suite exacte longue de
groupes abéliens. U

5.2. Résolutions projectives simultanés des R-mdg’s

Toutes les définitions constructions et propositions de la section a s’adaptent
sans difficulté au contexte des R-mdg’s.
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5.2.1. Les foncteurs B, Z, H. On considére les foncteurs
B(_) : Diff*"(R) ~» Mod® (R), BM :=im(dy)
Z(_) : Diff*"(R) ~» Mod® (R), ZM :=ker(dy)
H(_) : Diff®(R) ~» Mod* (R), HM :=7Z(M)/B(M)
dont on rappelle que lorsque ils sont appliqués a une suite exacte courte de
R-mdg's 0 — L —+ M — N —0,on a
e 0~ ZL - 7ZM — ZN — 0 est exacte a gauche.

e 0> BL -BM— BN — 0 est exacte aux extrémes.
e 0> HL -HM — HN — 0 est exacte aux centre.

5.2.2. Relévements projectifs simultanés des R-mdg’s. On appellera
« relevement projectif simultané » d'un R-mdg M, la donnée d’un morphisme
de R-mdg’s w: P — M, tel que les morphismes de R-mg’s

omr: oP—» oM, Bwn:BP—» BM,
Zw: 2P —-2ZM, Hn:HP—-> HM,

sont surjectifs de source projective, i.e. 0P, BP, ZP et HP sont tous pro-

jectifs dans Mod®" (R).

5.2.3. Proposition. Pour tout relevement projectif simultané de R-mdg’s

€: R — M, il existe un isomorphisme de R-mdg’s
R~EBR)®FHR),

ou &,F : Mod®"(R) ~~ Diff#"(R) sont les foncteurs de 2.3.2 et 2.2.1.

5.2.4. Résolutions projectives simultanées des R-mdg’s. On appel-
lera « résolution projective simultanée d’un R-mdg M » toute suite exacte

de Diff# (R)
”en-s-l/,Rn ey ... 62\R1—€1—>R0—€0—>M_>0 (Eq.17)

telle que, pour tout i € N, le morphisme ¢; : R; — im(e;) est un relévement
projectif simultané. En particulier, si F(_) désigne I'un quelconque des fonc-
teurs B(_), Z(_), H(_), la suite longue de A

F(en+1) F(e2) Fl(er)
S S =

FRe 2 FM =0

FR, 2 FRi

est une résolution projective de F(M) dans Mod®* (R).
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5.2.5. Proposition

a) Pour tout R-mdg M, et toutes résolutions projectives P, —$H(M) et
Qe —B(M) dans Mod# (R), il existe des résolutions projectives simul-
tanées

(Re M) = (-5 R Ry —> M —0)
avec
(HR. =% HM) = (P Z5 HM)
{(NQE$BM%4@U%BMy

On dira alors que la résolution (R, i»/\/l) est « compatible » aux réso-
lutions Py, ZsH(M) et Qo —»B(M) dans Mod® (R).

b) Pour tout morphisme de R-mdg’s o: M — M’ et toutes résolutions pro-

€

jectives simultanées (Roe —M) et (R, —,»./\/l’),
i) Il existe une famille ae = {ay : Ry — R.,} de morphismes de

R-mdg’s, rendant commutatif le diagramme

EQ\Rl GI\RO €0 M—)O

! \l/al / \I/ao ! \l/a
€ € €
=Ry ——=Ry— M =0

ii) Si ae et o) sont deuzx familles vérifiant lassertion (i), il existe une

famille {hy, : R,y = R} de morphismes de R-mdg’s, telle que
QU — Ay = Pp1 0 €y + €41 O Py
ili) Les morphismes induits de complexes de R-mg’s
BR. 224 BR.,, ZR.22%7ZR., HR,1SHR,

sont uniques a homotopie pres.

Démonstration. Méme preuve que celle de la proposition 5.1.11. U

5.2.6. Remarque. Dans l'assertion 5.2.5-(b), si & : M — M’ est, non pas
un morphisme dans Diff®" (R), mais plutdt dans ID Diff#" (R), on fixe présen-
tation projective Q Zy M et une résolution projective simultanée Q, 250.
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Le morphisme f = a o s est alors un morphisme de R-mg’s et 'on on a un
diagramme commutatif dans Diff#" (R)

e R ° > Ro © M—=0
o1 A A
1 : S0 : s :
e
—— Q) — 81— Qp —d0——— Q<> 0 «
a a :
€ vl €} \f € /65‘ ~
Ry > R M =0

vérifiant des propriétés d’unicité homotopique analogues a celles ennoncés
dans la proposition. Un tel diagramme pourra étre appelé un « relevement
projectif simultané de o € ID Dift® (R) ».

5.2.7. A propos de Hotgry (P, _). La proposition précédente nous per-
met d’apporter une précision laissée en suspens en 3.3.6 qui affirme que si le
R-mdg P est tel que o(P) est projectif, alors Hotgry (P, A) = 0, pour tout
R-mdg A acyclique.

En effet, soit R, —P une résolution projective simultanée de longueur
finie comme dans 5.2.5-(a). Pour m € Z, on a R,;, = E(Qm) ® F(P,), et

Hotgry (R, A) = Hotgry (E(Qm), A) ® Hotery (F(P), A) =0,

puisque &(Q,,) est homotope & zéro (5.1.8) et puisque un morphisme de com-
plexes ¢ : FP,, — A est un morphisme de R-mg’s de P,, a valeurs dans Z .A
(cf. 2.2.2). Comme Z A = B A, le morphisme ¢ se factorise a travers de la
surjection d : A — Z A puisque P,, est un R-mg projectif, et ceci qui prouve
que ¢ est homotope & zéro.

Si nous appliquons maintenant le foncteur cohomologique Hotgry(_,.A)
(1.2.17) a la suite exacte (scindée) de troncatures bétes (2.1.6)

O—>R0 ——>R20 ——>R21 —>0,

on obtient Hotgry (R>o,.4) = Hotgrk(R>1,.A) , et donc Hotgry (R>o,.4) =0,
de proche en proche par une itération évidente. Maintenant, si o(P) est
projectif, €y : R>9 — P est un isomorphisme & homotopie prés et alors
Hotgry (P, A) = 0. Nous avons ainsi démontré la proposition suivante.

5.2.8. Proposition. Soit P un R-mdg tel que o(P) est projectif. Le foncteur
Hotgry (P, ) : IKDiff¥ (R) ~» Mod®" (R)

transforme quasi-isomorphisme en isomorphisme.
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6. Foncteurs dérivés
6.1. Foncteurs Diff F, IKF, ID F'.

Soient R et R’ deux anneaux commutatifs positivement gradués, et soient
F, G : Mod® (R) — Mod® (R')

des foncteurs additifs, F' covariant commutant aux foncteurs de translation,
et G contravariant anticommutant aux foncteurs de translation. Si N =
(N,dy) est un R-mdg, les couples FN := (FN,Fdy) GN :=(GN,Gdy)
sont clairement des R'-mdg’s. Ces correspondances définissent les foncteurs
additifs

Diff F, Diff G : Diff¥' (R) ~~ Diff®"(R’), (Eq.18)

possédant le méme type de variance et d’exactitude que F et G respective-
ment. Il nous arrivera souvent de simplifier la notation Diff F' en F, et de
méme pour G.

Dans la suite, pour éviter des repétitions inutiles, nous parlerons essentiel-
lement du foncteur covariant F', et sauf mention explicite des différences, les
propos s’appiqueront mutatis mutandis au foncteur G.

6.1.1. Le foncteur (Eq.18) est compatible aux homotopies et induit donc un
foncteur
IKF : IKDiff* (R) ~ IKDiff*' (R') .

Mais, ce foncteur ne transforme pas forcément quasi-isomorphisme en quasi-
isomorphisme. Lorsque dimg, R < 00, les quasi-isomorphismes de la sous-
catégorie IKDiff?] .(R) sont des isomorphismes d’aprés (3.2.1-(b)), et IKF les
transforme bien en des isomorphismes. Mieux encore, dans un tel cas nous
disposons de 'équivalence de catégories 3.2.1-(d), d’on lexistence d'un et

d’un unique foncteur (& isomorphisme prés)

D F : DDiff* (R) ~ ID Diff* (R)

dont la restriction a IKDiff®

proj(R) coincide avec IKF'. On pose alors

DFWN):=F(N), et IDF(a):=F(a),
ot N = A est une présentation projective, et ol a est un relévement de a.

A partir de maintenant, Uanneau R sera toujours supposé de dimension glo-
bale finie, sauf mention explicite du contraire.
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6.1.2. Exemples. Soit N un R-mg. Les foncteurs « produit tensoriel gra-
dué » et « homomorphismes gradués »

F, = (_)®g N : Mod® (R) ~ Mod® (R),

Fy := Homgr% (N, _) : Mod® (R) ~» Mod® (R) ,

G := Homgry(_, N) : Mod® (R) ~» Mod® (R).
sont des exemples de foncteurs vérifiant les conditions de 6.1. On a
Diff F; = ((_ ®g N)*,A,) : Diff* (R) ~ Diff* (R),
Diff Fy = (Homgr} (N, ), D,) : Diff* (R) ~ Dift* (R),
Diff G = (Homgr}_z(_, N), D.) : Diff®" (R) ~ Diff*" (R),

d’apreés définitions des sections 1.2.4 et 1.2.8

6.2. Filtrations et suites spectrales canoniques
Soit F : Mod®" (R) — Mod#" (R') un foncteur vérifiant les conditions de 6.1.

Pout tout R-mdg N, le R'-mdg H ID F(N') peut se calculer a l'aide d’une
résolution projective simultanée de longueur finie

(Re —N) = (0 = Ry LRyt 5 B Ro %N —0)  (Eq.19)

associée a des résolutions projectives de R-mg’s P, SH(N) et Q. = B(N)
que nous pouvons supposer de longueurs majorées par d := dimgy, (R) (5.2.5).
On a

H(DF()) = H(F(SR.)) = H(S(FR.)) (Eq.20)

oil la deuxiéme égalité est justifiée par la finitude de la résolution (Re —A) (4).
6.2.1. Filtration canonique de H(ID F(N)). Reprenons la résolution

(Eq.19) et considérons pour m < d := dimgy(R) les morphismes suivants
entre les troncatures bétes (cf. 2.1.6) :

€ —
Rm_LO O—>Rm_1—l>i>R0—>0
[fmoso I H
€Em+41 € €m—1 €1
Rao 0—Ryg——Rmi1—Rmn—=Rm1——Ryg—0

on I

Ram 0—=Rg— - — Ry "SR, ——0

4. En effet, le foncteur F étant additif, est toujours compatible aux sommes directes
finies, mais pas forcément aux sommes directes quelconques, 1’contre-exemple le plus im-
médiat est donné par le foncteur (_) ~» Homgr% (_, R).
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donnant la suite exacte courte de complexes de R-mdg’s
0— Rmfl,O ‘M Rd,o ﬂ» Rd,m —0 (Eq21)

clairement scindée (terme a terme) dans Mod® (R). Les morphismes dans

cette suite donnent lieu & la filtration et a la cofiltration (de bicomplexes)

Rio—— Ri10+— - +——Rop+—0
(Eq.22)

iy iy T
R0 » R e Raq——0

En appliquant le foncteur « R-mdg simple associé » (2.1), on obtient la
suite exacte courte de R-mdg’s
Yitm—1,0 Y Tdm
00— Rm_LQ —3 3 ’R,dg — ) Rd,m —0 (Eq23)
toujours scindée dans Mod®" (R), d’ou la filtration et cofiltration de R-mdg’s

ERd,ME—L) YXRi-1p SUB RO Y>Roo+—0

I I I (Eq24)
ERd70—>>ZRd71 /ERdVd—>O

6.2.2. Le foncteur F : Mod® (R) ~» Mod®" (R') (covariant) appliqué a (Eq.21)
donne la suite
FL'mfl,O FTrd,m
0— FRm—l,O — FRd70 —_—» FRd,m — 0, (Eq25)
qui est exacte, car scindée. On pose alors pour i € N

H(FER.)_z = 1m (HFLLO : HFZRZ’O ——)HFZRdyo)

d’ot la filtration décroissante finie de R'-mg’s (Eq.26)

HIDFN)=HFXRs)-qa2 - 2HFXR,)_1 2H(FXR.) 20

et les R'-mg’s

Gr'H(IDF(N)) := pour —d < i < 0.

donnnant lieu au R'-module bigradué

GrH(DFWN)) =P Gr' H(ID F(N)).

—d<i<0
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6.2.3. Le foncteur G : Mod®" (R) ~» Mod® (R’) (contravariant) appliqué a
(Eq.21) donne a la suite

0= GRam """ GRay S GRyporo — 0, (Eq.27)
qui est exacte, car scindée. On pose alors pour ¢ € N

H(GXR,); :=im (H Grg, HGY Ry, —H GERd,o)
d’ou la filtration décroissante finie (Eq.28)

et les R'-mg’s

Gr' H(D GN)) := pour 0 <i <d.

donnant lieu au R’-module bigradué

CrH(D GN)) := @O«d Cr'H(ID G(N)).

6.2.4. Théoréme. Soit N' un R-mdg.

a) Les filtrations (Eq.26) et (Eq.28) sont intrinséques, i.e. ne dépendent pas
de la résolution projective simultanée (Ro — N') considérée.

b) Le foncteur F : Mod® (R) ~» Mod®" (R') étant covariant, Gr H(ID F(N))
est limite d’une suite spectrale canonique (IE,(F,N),d,), naturelle par
rapport a F et a N, de deuzieme terme

E;P(F,N)=[L’FHN)]" = Gr?H " (D FN\)).

ot ILPF : D~ Mod®" (R) ~» D~ Mod®" (R') désigne le p-ieme foncteur dé-
rivé a gauche entre catégories dérivées des complexes de R-mg’s bornés a
droite.

c) Le foncteur G:Mod®# (R)~Mod®&" (R') étant contravariant, GrH(ID G(N))
est limite d’une suite spectrale canonique (IF,.(G,N),d,), naturelle par
rapport a G et a N, de deuxieme terme

EY(G,N)=[R'GHN)|" = Gt H"*(ID G(N)).

ot IR? G : D~ Mod®# (R) ~» D™ Mod® (R') désigne les p-ieme foncteur dé-
rivé a droite entre catégories dérivées des complexes de R-mg’s bornés a
droite puis a gauche.



§6 FONCTEURS DERIVES 47

Démonstration. On raisonne pour le foncteur F : Mod® (R) ~» Mod®" (R')
covariant, le cas de G contravariant étant tout a fait analogue.

Soient (Re —+N) et (R, LN ) deux résolutions projectives simultanées
respectivement associées a des résolutions projectives de R-mg’s P, >HN
et Qo =>BN, et PPSHN. et QL 5BN.

La proposition 5.2.5 affirme qu’il existe un morphisme de résolutions

Qe : (Re,€0) = (R, €))

relevant idy (qui est unique & homotopie preés) et telle que le morphisme de
complexes

Ha, : (HR.,He,) — (HR,, He,) (*)

est un morphisme de résolutions de (P, = HN) vers (P! HN ) rele-
vant idp(yy, modulo des identifications canoniques (HR.,He,) = (P, )
t (HR,, Hey) = (P, 7).

Pour chaque i € N on a le diagramme commutatif de R-mdg's

ERi,o Li,0 ZR €0

Eaiyol

MR, ER’. Do, N

Dont on déduit, en passant en cohomologie, I'inclusion
(H(F X R.)): € (HF X R,)); -
et l'assertion (a) résulte, vu les roles symétriques joués par R et R'.

F R, est un bi-complexe de i-iéme colonne F(&(Q;)) ® F(F(P;)). La coho-
mologie de cette colonne est égale a F(P;) puisque €((Q);) est homotope & zéro
(¢f. 2.3.3). Par conséquent, si nous filtrons F' R, par indices des colonnes (°),
on obtient une filtration réguliére de YJ(F R.) et donc une suite spectrale de
premier terme

E1 = ( - — F H—l Aﬂzﬁl F F(m:) Ce Fm) F(Po) — 0)

et donc

E,;7 = [P FHN)]Y = Gr P H ?*(ID F(N))
d’aprés (Eq.20). L'unicité de cette suite spectrale a partir du terme [Fs, ré-
sulte alors de ’homotopie (x) dans les remarques préliminaires.

Enfin, la naturalité des suites spectrales vis-a-vis des transformations na-
turelles de foncteurs et évidente. U

5. aussi appelé « degré externe ».
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6.3. Morphisme de comparaison entre IL Diff F et ID F
6.3.1. Reprenons les données de 6.1. Soit

F : Mod®"(R) — Mod®"(R')
un foncteur additif et covariant commutant aux foncteurs de translation, ou
bien contravariant anticommutant aux foncteurs de translation. Le foncteur
induit
Diff F : Diff®" (R) ~ Diff®"(R'),
est additif entre catégories abéliennes qui admet un foncteur dérivé puisque
la catégorie Diff#'(R) posséde suffisamment de projectifs (2.4.1-(c)).
Le foncteur F' étant covariant, on a le foncteur dérivé a gauche
IL Diff F : Diff*" (R) ~ D~ (Diff®" (R"))

qui fait correspondre

LDiff F(N) :=Diff F(P,) et I Diff F(«):= Diff F(a,),
ou P, — N est une résolution projective dans Diff$' (R), et a, est un reléve-
ment de a (c¢f. 2.4.1).

6.3.2. Nous allons comparer les foncteurs ID F' et IL Diff F' a I'aide du fonc-
teur « R-mdg simple associé » (cf. 2.1)
> : C” Diff*"(R) ~ Diff®"(R) (%)
qui se prolonge naturellement (2.1.2) en un foncteur
K% : K (Diff*(R)) ~ IKDiff*"(R) .
Lorsque dimg, R < 0o, nous avons construit dans la preuve de 2.4.1-(d),

un relévement projectif d’'un R-mdg N a laide de la troncature intelligente
en d := dimgy, (R) d’une résolution projective

(o P B Py 5 0) =P, - N

ou chaque o(P;) est un R-mg projectif. Le morphisme canonique de com-
plexes de R-mdg’s

(73.,6.) = Mo —>Md+1 d;l%/\/td—%/\/ld 1 — Mg —---
j O T
T>d P 0 ker(ed)%/\/ld—w\/ld 1_> do .

donne le morphisme de R-mdg’s

S LDt FN) =N F(P,) XYL S (e () =F (S 1aa(P.)) = DF(N),
(o)
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permettant la comparaison de IL Diff F(N) et ID F(N).

6.3.3. Ce qui précéde s’applique mutatis mutandis au foncteur G contrava-
riant, et, conformément aux usages, on notera IR G et IR Diff G plutdt que
IL F et IL Diff F, s’agissant maintenant de foncteurs dérivés a droite. Le mor-
phisme de comparaison (¢) s’écrit alors

D GWN) 22, 5 RDiff GV) . (o)

6.3.4. Proposition. On suppose R de dimension globale finie. Soient

F, G : Mod® (R) — Mod® (R')
des foncteurs additifs, F covariant et commutant aux foncteurs de transla-
tion, et G contravariant et anticommutant aux foncteurs de translation.
Pour tout R-mdg N,
a) Le R-mdg Y IL Diff F(N) est acyclique.
b) Si G est exact a gauche, le morphisme naturel

O(_):IDG(_)— X RDiff G(_)

est un quasi-isomorphisme.

Démonstration

a) Pour calculer IL Diff F(N), on prend une résolution Py—»N oil les Py,
sont des R-mdg’s projectifs donc homotopes & zéro (3.2.1-(a)). Il en est
donc de méme pour FP,,, de sorte que le complexe (FP,,Fe,) est
conforme aux hypothéses du théoréme d’acyclicité 2.1.4-(b) et donc

Y ILDiff F(N) = X Diff F(P,) = acyclique

b) On procéde comme dans (a) en appliquant le foncteur contravariant G a
la résolution projective (P, €, ).

Les morphismes entre scindages intelligents

7'>d£73. cor — Paio a7 ker(jjdﬂ) —>i
(Puy€a) -+ — Payg —2s Pyyy —2 5Py Pi1—Pigg—>---

| | foor ]

d -1 H €d—2
ng’P. s >0 ker(ed)( Pa > Pi_1 > Pa—o P

donnent lieu a la suite

0 = G(7<qPs) — GPye — G(7-4Ps) — 0 ()
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qui est exacte : & gauche puisque G l'est ainsi, et a droite puisque le
conoyau du morphisme de droite est IR' G(ker(eg)) = R*™ G(N) = 0 car
dimgy, (R) = d. Par ailleurs, le complexe

G(m=qP.) = (0 = G(ker(eqi1)) = G(Pas2) = G(Pays) — -+

est exact puisque G est exact a gauche et que sa cohomologie calcule
R*G(ker(eqy1)) = R* 2 G(N) = 0, pour les mémes raisons.

Si nous appliquons maintenant le foncteur Y a (¢), on obtient la suite
exacte courte de R-mdg’s

0= X G(7<gPs) — X G Py — X G(74P.) — 0

ot le terme de droite est acyclique d’aprés 2.1.4-(c).

Le morphisme canonique

D GW) = X G(reaP.) 22X 1 G P, = X RDiff GV

est bien, par conséquent, un quasi-isomorphisme. O

6.3.5. Remarques

a)

Dans le cas du foncteur covariant F', le morphisme canonique (),
O(N): X LDiff FIN)— D F(N)

induit un isomorphisme entre la limite de la suite spectrale associée au
bicomplexe IL Diff F(N) filtré par degrés des mdg’s (%), et le gradué de
cohomologie de ID F(N). En effet, le morphisme canonique de complexes
Po = T<qPo induit un morphisme de bicomplexes F P, — F 7<4P, , d’ou
le morphisme des suites spectrales associées aux filtrations par le degrés
de R-mdg’s (degrés internes) :

E,®: E,(FP,,d)— E,(FryP..d,).

Or, les complexes IEY(FP,,d,) et IE¥(FryP,,d;) réalisent IL"F(o(N))
dans la catégorie dérivée de Mod®"(R), de sorte que IF; @ est un quasi-
isomorphisme. On en déduit que les morphismes IF, @ sont des isomor-
phismes pour tout r > 2. Maintenant, comme la filtration par degré in-
terne du bicomplexe 7<4P, est réguliére, ces suites spectrales convergent
vers bien vers le gradué de la cohomologie de ID F(N).

Dans le cas du foncteur contravariant G, le morphisme naturel de R-mdg’s
D(N) : ID GIN) — X RDiff G(N) est isomorphisme & homotopie prés,

6. Appelés « degrés internes ».



§7

7.

SCINDAGE DE R-MDGR’S 51

si et seulement si, le R-mdg Y] G(7=4P. ), dont on sait déja qu’il est acy-
clique, est aussi homotopiquement nul. Une condition suffisante pour cela,
d’aprés (3.2.1-(a)), est que les R-mg’s o(GPy) et o(Gker(eqi1)) soeint
projectifs (). Or, si R est noethérien et que N est un R-module de type
fini, les termes Py, et donc ker(eq41), peuvent étre pris projectifs de type
fini, donc facteurs directs de R-modules libres de rang fini, et la condition
(t) sera satisfaite pour peu que G(R) soit un R’-module projectif. Un cas
intéressant est celui du foncteur G(_) := Homgry(_, R), oit R est un an-
neau de polynoémes a un nombre fini de variables, & coefficiens entiers ou
dans un corps. Méme dans ce cas, j'ignore au moment d’écrire ces lignes,

quelle est la classe d’homotopie de 3 G(7=4P,) pour N quelconque.

Scindage de R-mdgr’s

7.1. R-mdg’s scindés

7.1.1. Notation. Pour tout R-mdg M = (M,dn), on note HM sa coho-
mologie en tant R-mg, et on note H M := F(HM) = (HM,0) (cf. 2.2.1).

7.1.2. Définition. Un R-mdg M est « scindé » dans Diff¢"(R) (resp. dans
IKDiff$" (R) ou ID Diffe"(R)), s'il y est isomorphe a sa cohomologie, soit :

M~HM.

7.1.3. Lemme. Soit M un R-mdg.

a)

b)

c)

Si o(M) est projectif, le R-mdg M est scindé dans ID Dift® (R) si, et
seulement si, il existe un quasi-isomorphisme de R-mdg’s M — H M.
Il existe un quasi-isomorphisme de R-mdg’s H M — M si, et seulement
si, la surjection canonique de R-mg’s w: Z M — HM est scindée. En
particulier, si HM est projectif, M est scindé dans ID Diff®" (R).

St dimp,o;(HM) < 1, le R-mdg M est scindé dans ID Dift#" (R).

Démonstration.

a)

Sim Q1 - Met mg: Qy - H M sont des relévement projectifs, et si
a: M — H M est un isomorphisme dans ID Diff®" (R), il existe (3.2.1) un
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morphisme de R-mdg’s a : Q1 — Q5 tel que

thM

Oy —™5 H M

est commutatif dans D Diff®" (R). Maintenant, si o(M) est projectif, on
peut prendre @; = M et m; = id, auquel cas m o : M — H M est un
quasi-isomorphisme de R-mdg’s.

Lorsque H(M) est un R-mg projectif, la surjection Z M — H M admet
une section o : HM — Z M qui composée a l'inclusion Z M C M donne
clairement un quasi-isomorphisme de H M vers M.

Fixons une résolution projective simultanée de longueur finie R, = M
construite a I'aide de résolutions projectives 0 — P, 25 Py - HM — 0
et Qe =B M de R-mg’s. On a Ry = F(P,) ® &(Q1) et si x € F(P,), on
a €1(x) = (m (z),y) pour un certain cocycle y € €(Qy). En particulier, le
complexe de R-mdg’s 0 — F(P,) = F (e, (P)) ® E(Qy) — 0 est exact. On
considére alors le morphisme de complexes de R-mdg's

0—— F(P) GEO ;)?(El(Pl))f@ &(Qo) ——0

A |

7!2 2 LR % VR, =F(HM)——0

ou la troisiéme ligne est le quotient des deux premiéres. Comme la pre-
miére ligne est exacte, le morphisme de R-mdg’s induit >, R, — X R, est
un quasi-isomorphisme, de méme par ailleurs que l'injection R, C X R.,.
On a donc les quasi-isomorphismes de R-mdg’s

HM=Ry = 2R, + XRe > M
et HM ~ M dans D Diff® (R). O

7.1.4. Remarque. Dans l'assertion 7.1.3-(a), 'hypothése sur la projecti-
vité de o(M) est nécessaire. En effet, soit p : My — M; une surjection de
R-mg’s et soit M =: ¥ M,. On a HM = ker(p)[1]. Tout morphisme de
R-mdg’s o : M — H M se factorise a travers M /B M = M;[1], et dire que
a est un quasi-isomorphisme, équivaut alors a dire que p est scindé, ce qui
n’est pas toujours vrai. Le R-mdg M est pourtant scindé dans ID Diff®"(R)
puisque U'inclusion ker(p)[l] C 3 M, est un quasi-isomorphisme, ce qui est
aussi conforme a I'assertion (b) du méme lemme.
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7.1.5. Remarque. Dans le contrexemple précédent, nous pouvons sup-
poser que ker(p) est projectif, mais pas My. Dans ce cas, il existe un
quasi-isomorphisme H M — M, et il n’existe pas de quasi-isomorphisme
M — H M. Inversement, si nous considérons une injection ¢ : N; — Ny
entre R-mg’s projectifs, telle que coker(i) n’est pas projectif, et si nous po-
sons NV := Y N,, il existe bien un quasi-isomorphisme N' — H N/, et il n’existe
pas de quasi-isomorphisme HN — N. Dans les deux cas, la cohomologie est
de dimension projective < 1, de sorte que le R-mdg L := M & N est scindé
dans ID Diff#" (R) d’aprés 7.1.3-(c), mais il n’existe pas de quasi-isomorphisme
de R-mdg’s L - HLniHL — L.

7.1.6. ID Hotgry ((scindé), N). Soit N un R-mg. La section 3.3.4 intro-
duit le foncteur cohomologique

ID Hotgry(_, N) : ID Diff®"(R) ~» Mod®"(R),
et donne, pour tout R-mg M, un isomorphisme canonique (3.3.5-(a))

D Hotgrh, (F(M), N) = @, . Exterh(M,N[k —n]), Vke€Z.

Nous étudions dans cette partie les conditions de validité de cette identi-
fication lorsque I'on remplace F(M) par un R-mdg scindé M.

Soient @1, Yo : M — H M deux isomorphismes dans D Diff®" (R). Par fonc-
torialité, on obtient les bijections (y1) et (y2) :

ID Hotgry (H M, N) —(
5 P1)—
(@) hole) = ID Hotgry (M, N)
ID Hotgry (H M, N) ez
et la bijection de transition (y)~! o (¢1) correspond a Iisomorphisme de la
catégorie ID Diffe" (R)
propy T HM—=HM.

Maintenant, si (P, = H M) est une résolution projective dans Mod®* (R), la
loi de composition naturelle

o : Hotgr(Pso, N) x Hotgrh (Psg, Pso) — Hotgry™*(Pso, N), Va,b€Z,

montre que I'action de (p2)~! o (¢;1) sur ID Hotgrk(H M, N) s’identifie a la
composition a droite par le morphisme « de transition » ® € Hotgry (Pso, Pso)
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défini par la composée de relévements @) o @, !, autrement dit, on a

{ o &= @1 062_1 S HOtgr%’.(PZU?PZO)’ et

-1 (Eq.29)
e ((p2)  o(p1))(a) =aod, Va e Hotgry(Pso,N).

Or, d’apres 5.2.7 et 3.3.5-(a), nous avons
® € Hotgr% (Psg, P>g) = Hotgry (Pso, H M)
= Homgr (HM, HM) & @, , Exterl (H M, HM[—E]).
ce qui donne la décomposition canonique du morphisme de transition :
Q=P PP, DDy D -,

ot la composante @y, : P>o — H .M, qui correspond au facteur appartenant a
Extng(H M_,H M), est le morphisme de R-mdg’s associé a un certain mor-
phisme de complexes de la forme

€k+1 €l €k—1 €1
.PkJrl Pk >Pk,1 >P0 0

| I |

0——HM[-k]——0
de sorte que 'action de @, en cohomologie est nulle dés que k£ > 0, de plus

@y € Hotgr%(HM,HM) coincide avec H®:HM — HM. (Eq.30)

Conclusion. Ces observation montrent que méme en exigeant aux isomor-
phismes ¢ : M — H M d’induire I'identité en cohomologie, les morphismes
de transition @, qui vérifieraient alors @, = idy o¢, n’ont aucune raison d’étre
I'identité. Aussi, I'isomorphisme induit par ¢ :

Dinen Exteri(HM, N[k —n]) —== ID Hotgr,(M,N), Vke€Z.
dépend du choix de ¢, i.e. n’est pas intrinséque.

Cette situation s’arrange par contre dés que l'on passe aux gradués.
Donnons-nous une présentation projective s : Q@ — M et des résolutions pro-
jectives simultannées (R, = M) et (Q, N Q) compatibles & une résolution
projective (P, = HM). Soit s, : Qs — R, un relévement de s. On a

= R, = > Ro < M
sl/r 30)( sﬁ
~ / -

a2 > Q1 q1 QO qo0 ? Q

2

s FP, i FP, o H M
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Maintenant, pour tout isomorphisme ¢ : M — H M de ID Diff#" (R), indui-
sant I'identité en cohomologie, il existe un quasi-isomorphisme 3 : Q — H M
dans IKDiff* (R) et un relévement projectif simultané de ¢ (5.2.6) :

= R1 = > RO < M
/81/( /SO){ /s/\ﬁ

qg Q]. Q1 QO qO 7 Q \‘ ....... SO
."'51._/k ."'50._;_1 B :

T2 . m 7r A -
> TPy FFR 2 > H M

ou les morphismes
S$>0 : QZO — RZO et 520 : QZO — ?PZO

sont des quasi-isomorphismes dans IKDiff®" (R) qui respectent, par construc-
tion, les filtrations canoniques des complexes sous-jacents. Mais alors, les
termes [Fy des suites spectrales canoniques associées a Hotgry,(R>o, V) et
Hotgry, (FPso, N) sont identiques et les morphismes induits par (s.) et (S,)
sur ces termes sont des isomorphismes inverses I'un de I'autre (7). La propo-
sition suivante en découle.

7.1.7. Proposition. Soit M un R-mdg scindé et, pour k € Z, munissons
ID Hotgr®, (M, N) et IDHotgr’,(H M, N) de la filtration canonique 6.2.1.
Alors, pour tout isomorphisme ¢ : M — H M dans ID Diff®" (R) induisant
["tdentité en cohomologie, le morphisme induit

Gr D Hotgr®, (H M, N) 2% Gr D Hotgrh, (M, N),  VkeZ,
est une bijection indépendante de p. En particulier, pour tousp € N et k € Z,
on a un isomorphisme canonique naturel de foncteurs

Extgr?, (H(_), N[k — p]) —— Gr? ID Hotgr}y(_, N),
sur la sous-catégorie pleine des R-mdg’s scindés de ID Diff#" (R).

7.1.8. Remarque. Une autre maniére de procéder pour vérifier le caractére
intrinséque du morphisme Gr(y) dans 7.1.7 consiste & montrer que la filtra-
tion canonique de A := Hotgry (P>o, P>o) en fait une R-algébre graduée filtrée
et que l'action de A a droite sur Hotgr}, (P>, N) est bien compatible aux fil-
trations. On constate ensuite que le gradué de 'isomorphisme de transition @
dans (Eq.29) n’est autre que l'isomorphisme &y = H®: H M — H M, d’aprés
la remarque (Eq.30).

7. On pourrait méme faire abstraction de la compatibilité des résolutions simultanées
par rapport a (Ps — H.M). Dans ce cas, les termes IE; des suites spectrales canoniques
sont des résolutions projectives de H M et les morphismes qui les relient sont homotopes
a l'identité de sorte que les termes [F5 s’identifient de méme.
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7.1.9. Suite spectale canonique associée a ID Hotgry(_, N). En ob-
servant que le foncteur

Gn(_) := Homgry(_, N) : Mod® (R) ~» Mod® (R)

est la somme directe €9, , Homgr} (_, N[k])[—k], Passertion 6.2.4-(c) pour
la suite spectrale canonique associée a (Gy, _), s’explicite en

B (Gy, ) = B (Gy, _)
I I
Extgrl, (H(_), N[k — p]) Gr? ID Hotgrh(_, N),
et ce fonctoriellement sur toute la catégorie ID Diff®" (R).

Nous verrons dans 7.2.1 que lorsque M est scindé, cette suite spectale
dégéneére, on a [Ey(Gy, M) = Fo.(Gy, M), ce qui redémontre 7.1.7.

7.2. Critére général de scindage

7.2.1. Théoréme. On suppose R de dimension globale finie. Les conditions
sutvantes sont équivalentes pour un R-mdg M.

a) M est scindé dans ID Diff®" (R).
b) Pour tous les foncteurs additifs F, G : Mod® (R) — Mod®#"(R'), ou F est

covariant et commute aux foncteurs de translation, et ou G est contra-
variant et anticommute auz foncteurs de translation, les suites spectrales
canoniques 6.2.4-(b) :
(E,(F,M),d,): E,?"= [IL’)FHM)]? = Gr ?H?"(DF(M)),
(E,(G,M),d,): EY =[R'G HM)|? = Gr? H*"(ID G(M)),
sont dégénérées, i.e. d, = 0 pour tout r > 2.
¢) L’assertion (b) est vérifie par G(_) := Homgry, (_, HM).

(cf. 1.2.4)
d) L’assertion (b) est vérifiée par G(_) := Homgry(_, R).

Démonstration

(a)=>(b). Soit R.—M une résolution projective simultanée de longueur fi-
nie compatible & une résolution projective de R-mg’s Po—»HM (cf. 5.2.5-(a)).

Supposons dans un premier temps que o(M) est projectif. Comme M est
supposé scindé, on peut fixer (7.1.3-(a)) un quasi-isomorphisme de R-mdg’s
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v : M —HM. On a donc le diagramme de R-mdg’s de lignes exactes

Ry —2 3Ry —2 3 M 0
@
:}.Pl 5(71'1 B:PO 5[‘7T0 H M 0

ot l'on remarque que le foncteur « cocycles » Z(_) laisse exacte la deuxiéme
ligne. Le morphisme ¢ se reléve donc en un morphisme de résolutions (,.

Rl o ? Ro < M >0

l@l i@o l«p

TP, 5P, Ty M0

Maintenant, si F' est un foncteur covariant, nous avons
DFM) = F(XR.) = XFR.,,
DFHM)= FXFP,)=X(LF)HM),
et F ¢, induit un morphisme de complexes de R-mdg’s

i W FR, -2 PR, UL FR, 0

ngpQ v J/FQDI . lFWO (O)

i ——FFP, - FFP—5FFP,——0

d’ott un morphisme des suites spectrales associées a la filtration par degré
de résolution. Il est alors immédiat de constater que, par construction, F ¢,
induit un isomorphisme sur les termes (Fq,ds) ((IE1,d;) en fait). L’annu-
lation de d, pour r > 2, dans la suite spectrale de la deuxiéme ligne de (o)
entraine alors la dégénérescence de la suite spectrale associée a la premiére
ligne, qui n’est autre que la suite spectrale canonique.

Dans le cas ot o(M) n’est pas projectif, on fixé un relévement projectif
¢:Q—» M (3.1.1, 3.1.3), des résolutions projectives simultanées R, S Qet
Lo 5 M, associées a une méme résolution projective de HQ = HM, et 1'on
considere le diagramme de R-mdg’s de lignes exactes

> Q
|s
M

ot 'on remarque que le foncteur « cocycles » Z(_) laisse exacte la deuxiéme

€1 €0
Rl 7 RO

£1 i 7 EO i 7 O

ligne. Le morphisme ¢ se reléve donc en un morphisme de résolutions ¢,
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donnant lieu au morphisme de complexes de R-mdg’s

FRy, ZHFR, ZHNFRy——0

¥ [Fan L0

FL,-— 25 FL, 2S5 FL, 0

induisant un isomorphisme sur les termes /5 des suites spectrales des lignes
associées a la filtration par degré de résolution. La dégénérescence de la suites
spectrale associée a la premiére ligne, déja acquise puisque o(Q) est projec-
tive, entraine la dégénérescence de la suite spectrale de la deuxiéme ligne,
qui n’est autre que la suite spectrale canonique.

Le cas du foncteur contravariant G se traite de la méme maniére.

(c)=(a). Soit R, —M une résolution projective simultanée de longueur
finie compatible & une résolution projective de R-mg’s P, — HM (5.2.5-(a)).
On a la suite exacte (verticalement) de complexes de R-mdg’s (cf. 2.1.6)

Ro 0—Ry—0

i A S A

RZO > R 2 Ro R1 : Ro 0 (01)
b || |

I I
R e Ry My Ry 0

ol R0 =2 Reop; €t R>1 1= X Rooa (cf. 2.1.5), clairement scindée dans la
catégorie Mod®" (R), dont on déduit (4.1.1) le triangle distingué de IKDiff" (R)

Ro —— R0 P R>1 a, Rol1], (02)
ol €1 : R>, — Ro[l] est le morphisme de connexion de complexes (2.1.6)
RZO /Rg < Ro 62/R1 0 0 >
g | | la | |
On en déduit le triangle distingué
GRZlﬂ)GRzoﬁGRoﬂGRzl[l], (03)

puis la suite longue de cohomologie (1.2.16)
— 5 H GRoy S5 H GRoo 25H GRy EHHY G(R1[1]) —
et comme G = Homgry(_,HM), on a (1.2.6)

— Hotgr’ (R>1, H M) — Hotgr® (R0, H M) — Hotgr% (Ro, H M) g4,
— Hotgrp (Rs1, HM) —
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dont déduit la suite exacte a gauche
0 — Gr’(H G Rso)°— Hotgr’ (Ro, HM) <% Hotgrh (R, HM) —

que nous complétons par le diagramme commutatif (I), ci-dessous, a l'aide
des morphismes ‘h’ qui font correspondre & un morphisme de R-mdg’s le

morphisme de R-mg’s induit en cohomologie

0 — Gr’(H G Rso)"—— Hotgr® (Ro, H M) % Hotgrl (Rsy, HM) —

h o n|=) (1) 1l (04)
Homgr% (H M, H M)<a— Homgr% (Py, H M) —5- Homgr’ (Ko, HM) ,

ott Ky = ker(Py SHM) (cf. 5.2.5-(a)), et ol @, 3 sont les morphismes natu-
rels. On en déduit I'existence de I'injection ¢ qui n’est autre que le morphisme
induit par h : Hotgry (Rso, R) — Homgr% (H M, H M) (dont on vérifie aisé-
ment que la composition avec H G'p : Hotgr% (R>1, R) — Hotgr’ (Rso, R) est

nulle)

Si nous appliquons maintenant le foncteur G = Homgry,(_, H M) au dia-
gramme (©1), nous obtenons la suite exacte de complexes de R-mdg’s filtrés

par la filtration canonique 6.2.1 :

0 0 GR, E2% GRS

[ |

0—>GROJ>GR1&>GR2—>

| I } ]

0— GRy 0 >0

de morphisme de R-mdg’s simples, la suite exacte scindée de R-mdg’s filtrés

00— GRo1 2 GRS GRy —— 0

dont est issu le triangle distingué (¢3) (4.1.1). On se retrouve alors avec la

suite de termes IF; des suites spectrales canoniques correspondantes :

O—>ET(G, RZl) —>E>{(G,RZO) —>ET(G, RO) —0

I I I
0 > Homgr*(Ps1, HM) > Homgr* (Pso, HM) > Homgr* (Py, H M) -3 0

ou les morphismes induits (en pointillé) sont les morphismes naturels. On

constate que cette suite de R-mg’s est exacte (et méme scindée) de sorte que
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les termes [F5 s’organisent suivant la suite exacte longue des Extgr(_, H M) :

— > FY(G,R>1) ———— F5(G,R>0) ——— E5(G, Ry) ——

[ I |
»»»»»»»»» » Exter, (Ko[1], HM) - Extgrl, (H M, H M) > Extgrly (Py, H M) s

dont on extrait

Homgr% (H M, H M)“a— Homgr' (Py, H M) —5— Homgr' (Ko, HM) ——

ou l'on retrouve les morphismes «, § du diagramme (¢4). On en déduit que
lorsque la suite spectrale canonique (I, (G, M),d,) dégénére, on a

Gr’(HGRx)’ = E° (G, R>o) = IES(G,R>o) = Homgr% (H M, HM)

et le morphisme ¢ : Gr’(H G R()? — Homgr% (H M, H M) de (o4) est aussi
surjectif. Il existe donc un morphisme dans Hotgr (R, H M) induisant

I'identité en cohomologie. Le R-mdg R>o est donc bien scindé.

(d)=-(a). Par récurrence sur dimy,; (H.M). Si dim,,o;(HM) <1, le R-mdg
M est scindé d’aprés 7.1.3-(c). Soit maintenant e > 1 et supposons avoir
établi I'implication (d)=-(a) lorsque dimp,.;(HM) < e.

Soit M vérifiant ’hypothése de (d) et tel que dimy,,;(HM) = e. Fixons
une résolution projective simultanée de longueur finie Ro — M compatible
a une résolution projective de R-mg’s de longueur minimale P, — H M, i.e.
telle que P,, = 0 pour tout m > dimy,.;(HM).

Nous avons la suite exacte courte de R-mdg’s
0> Ky—Ro - M—>0, (Eq.31)
ou Ky := ker(ep). Nous avons la résolution projective simultanée

Ry R =Ko — 0 (Eq.32)

et la suite exacte courte de R-mg’s
0> Ky—P " SHM —0 (Eq.33)

ou Ky =ker(my) = Hy. On a dimyp,.;(K£y) = dimp,; (H M) — 1, compte tenu
de la minimalité de la longueur de la résolution P, S HM.
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La suite exacte (verticalement) de complexes de R-mdg’s (cf. 2.1.6)

0 0 Ro——0
L]
RQ 2 Rl : RO 0 (Eq34)
P2 || | o]

/RQ 62/721 >0

donne la suite exacte courte de R-mdg’s,

0— RO Z i R>0 . 2 R>1 — 0, (Eq35)
p o =

ol R>p := 2 Reops €t R>1 := 2 Reoq (cf 2.1.5), scindée dans Mod®" (R) par
I'inclusion o : R>1 € Rx¢ et la projection p : R>o — coker(o) = Ry. On en
déduit (4.1.1) le triangle distingué de IKDiffe"(R)

Ro —— Rao —— Ro1 — Ro[1] — | (Eq.36)

ou € : R>, — Ry[l] est le morphisme de connexion de complexes (2.1.6)

R>1 y Ry —— Ry —— Ry 0 0 N
a | | la ] |

Si nous appliquons maintenant un foncteur contravariant G au diagramme
(Eq.34), nous obtenons la suite exacte (verticale) de complexes de R-mdg’s

filtrés par la filtration canonique 6.2.1 :

0 0 s GR E2 GRS

\L \L Ger ” Geo ” Ges

0—GR)— GR| —=GRy —

] I | ]

0— GR, 0 0

la suite exacte des R-mdg’s simples associés (scindée dans Mod®&" (R))

00— GRo12 GRo0 -S4 GRy —— 0
et le triangle distingué de IKDiffs"(R)
GRo1 —2 GRoo —5 GRy S5 G(Ra1[-1)), (Eq.37)

ou il convient de souligner que les morphismes G p, G, G ¢; sont des mor-
phismes de R-mdg’s compatibles aux filtrations canoniques et induisent donc
des morphismes des suites spectrales canoniques associées.

Les paragraphes suivants développent la remarque 7.1.9.



62 ALBERTO ARABIA

Lorsque G =Homgry(_, N), ou N est un R-mg, le triangle exact (Eq.37)
donne, en passant en cohomologie (cf. 1.2.16, 1.2.6), la suite exacte longue

«a Eq38
—— Hotgr¥, (Rs1, N) —* Hotgr, (R0, N) -2 Hotery(Ro, N) 25 (Eq.38)

— Hotgr® (Rs1, N) —
o a(_):=(_)op, B(_)=Poiety(_)=(_)oé.

Le triangle (Eq.37) donne aussi lieu a la suite exacte courte de termes F
des suites spectrales canoniques, trivialement scindée dans Mod®" (R),

0—— Ey (G, Rs1) —— E(G,Rs¢) — ES (G, Ry) —— 0

avec .l .
EF (G, R>1) = @pzl Homgry (R,[p], N)
Ea(GJ RZO) = @pZO Homgr*R(RP [p]7 N)
FEj(G,Ry) = Homgry(Ro, N)
et donc it 0
EY " (G, R>1) = @,5, Homgrg (F,, N{q])
EY (G, R>0) = D, Homgr' (P, N(q])
EY'(G,Ro) = Homgry, (P, Ng]
et

BTG R21) = @, Exterly (Ko, Nlg))
EY' (G, Rx0) = @, Extery (HM, N[q])
FEY(G,Ro) = Homgr’%(Py, N[q))
ce qui montre que la suite longue des termes [Fy induite par (Eq.37) est la

somme directe des suites exactes longues des Extgr(_, N[¢]) induites par la
suite exacte courte (Eq.33), soit

— EY YN G Rey) —— EYY(G, Rsy) —— EV(G, Ry) ——

— Extgr?y ' (K, N|q]) — Extgr (HM, Nlq]) — Extgr? (P, N[q]) —

Par conséquent, lorsque les trois suites spectrales en question dégénérent, 7.e.
d, = 0 pour r > 2, on a un isomorphisme naturel des suites exactes longues

.y QP Latl (th N) Gr_a> GrPH (Rzm N) % Grb4 (Ro, N) Gr—7>

I% I% I% (Eq.39)
— Extgr? ' (K, N(q]) — Extgr’, (HM, Nlq]) — Extgry (Py, N[q]) —
otl nous avons noté Gr®(_, N) := Gr®(Hotgry ™ (_, N)), et oil, comme pré-
cedemment, a(_) = (_) op, B(_) == Boi, 1(_) = (_) 0@,
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1. — Dégénérescence de la suite spectrale canonique IE(G, Ky).
Dans la construction de la suite spectrale (E(C),,d(C),) associée a un
R-mdg filtré C, = (C,d),, on pose (cf. |G|, §4 p. 77)
ZCP = {wel,|dweCp,} et
{ B =

T

dz<c)1? r+1 + Z(C)erl )

de sorte que 'annulation de la différentielle d(C), : IE(C), — IE(C),, équivaut
a l'inclusion

dZ(C) CdZ(C)E) + Cpirr, VpEN.
Or, pour tout m > 0, on a Z(C,,)2 = Z(C)"*?, de sorte que la condition
d’annulation de d(Cy,), : IE(Cy,), — IE(Cy,), s’écrit
dZ ()™ C dZ(C)" P + Crvpirsr, VP EN.

L’annulation de d(C,, ), résulte donc de 'annulation de d(C'),. En particulier,

la dégénrescence de suite spectrale canonique (G, R>o) entraine celle de
F(G,R>1) qui n’est autre que F (G, Ky) ((Eq.31),(Eq.32)).

2. — Scindage de Ky. De (1), du fait que dimp,e;(Ko) < dimpej(M) et par
hypothése de récurrence, le R-mdg Ky est scindé dans ID Diff®' (R). Fixons
un quasi-morphisme de R-mdg’s

¢ Rx1 — (Ko[1],0), (Eq.40)

induisant I'identité en cohomologie, donc tel que sa restriction & P, C R est
la surjection 7, : P, — K, présente dans la résolution (P, —H M)

3. — Dégénérescence de la suite spectrale canonique IF(Homgry(_, P), M).
Un R-mg projectif P est toujours facteur direct d’'un R-mg libre L, on a donc
L =P@® P, dou une décomposition de foncteurs

Homgr(_, ) = Homgry (. P) & Homgry (., ).
et donc des suites spectrales canoniques
[E(Homgry (., L), M) = [E(Homgry (., P), M) @ [E(Homgry (., '), M).

Ainsi, la dégénérescence de [E(Homgry(_, R), M) implique la dégénéres-
cence de E(Homgry(_, L), M), qui implique celle des deux autres.
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3. — Scindage de R>p.

e Conservation de degrés. Le morphisme de R-mdg’s p: R>9 — R>1 respecte
les filtrations canoniques en introduisant un décalage d’une unité, on a, de
ce fait, un morphisme naturel

Gr* Hotgrg(Rs1, N) — Gr*™ Hotgrg(Rso, N) . (Eq.41)
Il s’ensuit que si a : R>; — N est un morphisme de R-mdg’s, on a
deg Gr(aop) > degGr(a) + 1.

Le rapport précis entre les degrés de a et v o p est un ingrédiant important
dans la suite, et c’est la que ’hypothése de dégénérescence des suites spec-

trales joue un role déterminant. Voici ’énoncé dont on aura besoin.
Lemme. Pour tout R-mg projectif P, le morphisme (Eq.41) est tel que
e Gr’Hotgrp(Rs1, P) —»Gr'! Hotgry (Rso, P) est surjectif;
e Cr' Hotgrk(Rs1, P) — Grit! Hotgrk (Rso, P) est bijectif Vi > 0.

Par conséquent, pour tout morphisme de R-mdg’s o : R>y — P vérifiant
deg Gr(a) > 0, on a
deg Gr(awop) =degGr(a) + 1.

Preuve. L’explicitation des suites (Eq.39) en degré total p + ¢ = 1 donne :

GO (Ro[1], P) =2 @ GrP 21+ (Roy, P) -2 @ GrP? (R, P) 2

IN ptg=1 IN ptg=1 IN

Homgr?, (Py, P[0]) — @ Extgrzf%_1 (Ko, Plq]) — P Extgr%(HH M, Plq]) —

H p+a=1 H pra=1 (Eq.42)
0 0 Homgr%, (HM, P[1])
D (M1 069 (@1 T
Homgr (Py, P[0]) —— Homgr' (Ko, P[0]) —— Extgry(HM, P[0])
O ° a g
o= Extgry (Ko, P[-1]) (_;) Extgry(HM, P[-1])
® , D a ¥
0o Extgry (Ko, P[-2]) (—;> Extgry(H M, P[-2))

D D D

et le lemme résulte de I'inspection de la colonne des morphismes (). U



§7 SCINDAGE DE R-MDGR’S 65

e Premieére étape. L’idée pour vérifier que R>( est scindé consiste a montrer
qu'il existe dans IKDiff®'(R) un diagramme commutatif (I)

R>1 —>R0 ] """""""" > é(gl) = Rzo[l]
a. 1l¢ a. llw q.iéw (Eq.43)
(1) | Koll] = B[] - &(j) =2 HM]

ol ¢ et 1 sont des quasi-isomorphismes. Les propiétés des catégories triangu-
lées garantissent alors I'existence d’un quasi-isomorphisme ¢ : é(€1) — é(7)
dans IKDiff8"(R). Or, on a é(€,) = R>o[1], et 'application A : é(5) — H M]1]
qui fait correspondre (z,y) — x(mod Kj) est bien un quasi-isomorphisme. La
composée (Ao )[—1]: R>o — H M est alors le quasi-isomorphisme cherché.

e Deuxiéme étape. Plagons-nous dans IKDiff®"(R) et considérons le dia-
gramme (non commutatif)

Ro —2'>1R,20 i /Rzl a RO[]

ﬁ; i l‘b N lw q
(I) Ko 1] » Po[1] » €(j) » Ko [2]

\ﬂ“Q

ou
e les lignes sont des triangle distingués;
e le morphisme ¢ : R>; — Kj[1] est le quasi-isomorphisme (Eq.40) ;
e le morphisme ¢ : Ro[1] = E(Qo)[1] ® F(F)[1] = Fo[1], est le morphisme
nul sur €(Qo)[1] et 'identité sur F(Fp)[1];
e le morphisme «: R>1 — Py[l] est la différence

a:=1oe —jood.
Si o = 0, les remarques de la premiére étape s’appliquent et I'implication
(d)=-(a) est prouvée. Autrement, on remarque que
qo(aop)=qgovo(cop)—(qoj)opop=0
de sorte qu'il existe 5 : R>o — Ko[1] vérifiant j o § = « o p. Or, l'action de
B en cohomologie est nulle puisque
H(j) o H(B) = H(j o §) = H(a o p)

ot H(j) est injective. On en déduit l'annulation de f o i puisque ce mor-
phisme, ¢lément de Hotgr (R, Py[1]) est entiérement déterminé par son ac-
tion en cohomologie d’aprés I'égalité d’adjonction (2.2.2) :

Hotgrl,(Ro, ) = Hotgr®,(F (), ) = Homery (Po, N) = Homgr'y (H(Ry), N)
pour tout R-mg N. On conclut qu'il existe § : R>1 — Ky[1] tel que f=3dop
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Montrons que H(J) = 0.

Comme H(j) est injective, il suffit de monter que H(j o §) = 0, autrement
dit, que deg Gr(j o d) >0
Maintenant, on aura deg Gr(d) > 0 si, et seulement si, ’action de ¢ en coho-

mologie est nulle, et , si, et seulement si, 'action de jod € Homgr(R>1, Py[1])

est nulle en cohomologie

On note

¢ =jogp et & :=¢ op.

Supposons ¢~5/ = 0. Alors, grace au fait que Hotgry (_, Py[1]) est un foncteur
cohomologique, il existe ¥ : Ry[1] — Fy[1] rendant (I) commutatif, autrement
dit, tel que 'on a ¢ =1 oé; =7(1)) dans ?7. Par ailleurs, comme R>; et Ry
sont scindés, Gr’(7y) se lit dans son action en cohomologie (cf. 7.1.7), i.e. il
correspond au morphisme de restriction Homgr% (Py, Py) — Homgr%, (Ko, Pp).
Or, Gr%(¢') s’identifie & I'inclusion Ky C Py qui est bien la restriction de
id : Py — Py. On peut donc prendre ¢ dans (I), tel qu’il induit I'identité en

cohomologie. Le scindage de R>( en découle alors d’aprés la premiére étape.

Nous sommes ainsi ramenés a prouver, sachant que R>; est scindé, que

Il existe un morphisme @ : R>1 — Ky[1] induisant l'identité
en cohomologie, et tel que la composée

~ Eq.44
@' = (j o @) o p € Hotgrp(Rxo, Fy) (Ba.44)

est nulle.

Nous allons construire un tel ¢ en modifiant un quasi-isomorphisme donné
¢ € Hotgr’(R>1, Ko[1]) dont on suppose qu'il induit I'identité en cohomolo-

gie. Nous avons
¢ € Hotgr' (Rx1, Ko) = @, Bxtaryy ! (Ko, Ko[1 — €)), (Eq.45)

ce qui donne la décomposition, indexée par £ > 1,

¢[ S EthIg{l(Ko, Ko[l — g]) et

b1 = id (Eq.46)

P=01 DPs D -, avec{

On notera comme précédemment ¢’ := jo ¢, et (E’ =q¢ op.
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Nous avons muni Hotgrg(Rsq, Py) dune filtration finie
Hotgr(R>0, Po)o 2 Hotgry (R0, Po)1 2 Hotgry(Rso, Po)a 2 -+
et 'hypothése de dégénérescence sur R donne les identifications (Eq.39)

Gr(Hotgry (Rso, Py)) = Homgr% (HM, P,),
Gr? (Hotgrk (Rso, Py)) = Extgr,(HM, Pyl —(]), V> 0.

On voit alors, a l'aide de (Eq.42), que lorsque 5’ £ 0, le degré de Gr(g’)
est nécessairement > 2. En effet, on a

¢' = jo¢ € Homgr' (Rx1, Py) = @, Extgrly " (Ko, Po[1 — 1)),

d’ou la décomposition, indexée par £ > 1,

¢ =\ Dy d--, avec ¢ € Extgrly ' (Ko, Po[l — 1)), (Eq.47)
dont le rapport avec la décomposition (Eq.46) est donné par
¢y = Je(Ko) (o) , (Eq.48)

ou
Jo(Ko) : Extgry (Ko, Ko[1 — {]) — Extgrz ' (Ko, Po[l — £
est le morphisme naturel d’extensions induit par l'inclusion j : Ky C F.

Dans la décomposition (Eq.47), I’élément ¢} est l'inclusion canonique
Koy C Py, image par (7); de id : Py — FPy. Comme les colonnes de gauche
des diagrammes ?? et (Eq.42) coincident, on conclut que («);(¢}) = 0. Le
gradué de 5’ = ¢’ o p est de degré > 2, plus précisément, si ’on note

e:=inf{l > 2| ¢, # 0},

Grd' = (a).(d)) #0. (Eq.49)

Soit maintenant & € Hotgry(Rs1, Ko) tel que dans sa décomposition
(Eq.45), on a (&.). = ¢.. Notons

fé:joge etgé::g;op'

on a

Alors

a) Le morphisme £, provient d’un morphisme de complexes de R-mdg’s

c+2 €e e c*l
R — SR, — R s R = 0

| [ |

0— Ko[l—¢] ——0

et il induit clairement 0 en cohomologie pour peu que e > 2.
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b) On a (&), = ¢., par construction d’aprés (Eq.48), et par (Eq.49)
Gr g, = (a)e(€)e = (a)e(d) = Gr .
Par conséquent, le morphisme
¢ — &, € Hotgrp(Rs1, Ko)

est un quasi-isomorphisme induisant l'identité en cohomologie et tel que

—~—

degGr (¢ — &) > e.
L’itération de ce procédé permet de montrer que I’élément

P = ¢ — 3y & € Hotgrp (R>1, Ko)

réponds aux demandes (Eq.44), ce qui termine la preuve du théoréme.

7.2.2. Remarque. La preuve de (c)=-(a) qui précéde, montre aussi que le
morphisme 3 : Y, Re — hM induit un quasi-morphisme 3 : M — hM si,
et seulement si, S oe; = 0. Or € (21,0) = (m(21), De(yg)), et on a bien
Bey (F(Py)) = 0. L'existence de /3 équivaut donc a la condition d’annulation

Ber(E(Q1)) = 0. (%)

Dans le contrexemple 7.1.4, ou M = Yi(p : M7 — M,), supposons M,
et H = ker(p) tous les deux projectifs. On a alors la résolution projective
simultanée :

0— &H)—>TFH)DEM)—"3 M =0

H s 0 o M —2M

H I H dl

H 2 H o M, 2% M,

avec €g0(h,y) =h+y, €190(h) =(—h,h) et €11 (h) = (0, h). On a alors, I'égalité
YRe H H&H®M) M
= —>Ho(HDOM
BYR. 0 C {h-hny Dap o HOWHOM)

et le morphisme 3 : 3 Re — H provient de la projection H & (H & M;) — H,
qui fait correspondre (x, h,y) — h. On y voit pourquoi la condition d’annu-

lation (%) ne peut étre vérifice.
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7.2.3. Corollaire. Soit M un R-mdg. Pour tout relévement projectif simul-

tané (5.1.9-(a))
R =¢&(Q)®F(P)—M

compatible a des relévements projectifs R-mg’s P=sH M et Q2B M, notons

K :=ker(e) >R et K := ker(mw) — P les noyaux respectifs. On a ainsi le
diagramme

K—— Ry =E(Q) dF(P)

e

K¢ sy P s HM

ou i : E(Q) ® F(P) - HM est le morphisme de R-mdg’s p(x,y) = mo(y).
Les assertions suivantes sont alors équivalentes :
a) M est scindé dans ID Diff®" (R).

b) K est scindé dans ID Diff®" (R) et la composée K — R L3H M est homo-
tope a 0.

Démonstration. O

7.2.4. Remarque. Soit (Rso— M) une résolution projective simultanée
(pas nécessairement de longueur finie). L'itération de 7.2.3 montre alors que
lorsque M est scindé tous les /C; := ker(e;) le sont aussi.

7.3. Scindage et anneaux héréditaires

7.3.1. Proposition. Tout R-mdg est scindé dans ID Diff®' (R) si, et seule-
ment si, 'anneau R est héréditaire ().

Démonstration. D’apres la proposition 5.2.5-(a), tout R-mdg M admet une
résolution projective simultanée de longueur majorée par dimyy, (R). Lorsque
R est héréditaire, dimg,(R) < 1, et le terme ([E5,dy) de la suite spectrale
canonique associée 4 M et un foncteur F' (6.2.4-(b)), posséde au plus deux

colonnes de sorte que d,, = 0 pour tout r > 2. La suite spectrale est dégénérée
et alors M est scindé dans D Diffe" (R) par 7.2.1-(b).

Réciproquement, soit N un sous-R-mg d'un R-mg projectif ). Fixons un
relevement projectif 3: P — N de N dans Mod®" (R). Notons M := (P& Q, d)
le R-mdg avec d(x,y) := (0, 5(z)). Comme o(M) est projectif, le fait que
M est scindé dans ID Diff®' (R), équivaut a l'existence d’un morphisme de
R-mdg’s o : M — F(hM) qui est un quasi-isomorphisme (7.1.3-(a)). Comme

8. Un anneau est dit « héréditaire » lorsque tout sous-module d’un module projectif
est lui-méme projectif. Dans un anneau héréditaire, tout module admet une résolution
projective de longueur < 1, donc dimgy, (R) < 1.
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la différentielle de F(hM) est nulle, on déduit la suite de morphismes de
R-mg’s
ZM M 5
0—>3’(hM)—BM B M F(hM) — 0
l id T
ol @ est le morphisme induit par a. Or, M =P ® Q, ZM = ker(5) © Q et
B M =0 & im(f), et la suite précédente s’écrit aussi

Q  ieid Q a
0 — ker(8) @ () —— P& m(7) — ker () @
l id i)

On en déduit que ker(f) est facteur direct de P et donc N est projectif. [

Q
im(3)

— 0

7.3.2. Remarque. Un cas particulierement important d’application de la
proposition précédente (mais aussi de 7.1.3-(c)) est celui ot R = k[X] est
I’anneau des polynémes & une variable et coefficients dans un corps. Dans le
contexte de la cohomologie S!-équivariante que nous abordons dans la section
suivante, la proposition dit que les complexes des formes différentielles S*-
équivariantes sont scindés.

8. Cohomologie équivariante

8.1. Formes différentielles équivariantes

8.1.1. Les anneaux gradués R(g) et Sy. Soit G un groupe de Lie réel,
compact et connexe d’algébre de Lie g. On note R(g) ’algébre des fonctions
réelles polynomiales sur g, puis S, := R(g)® la sous-algebre des fonctions G-
invariantes. On munit R(g) et S, de la graduation qui assigne a une forme
linéaire sur g le degré 2. On rappelle le résultat classique suivant.

8.1.2. Proposition. R(g) et Sy sont de dimension globale finie.

8.1.3. Les Sy-mdg’s Q¢ (X) et Q¢g,(X). Les complexes des formes dif-
férentielles équivariantes sont les Sy-mg’s

0a(X) = (R(g) @& AX))T, Qac(X) = (Rlg) ®= 2%(X))°,

ou X est une G-variété différentiable et Q(X) (resp. Q. (X)) désigne le com-
plexe des formes différentielles (resp. & support compact) sur X, munis de la
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« différentielle équivariante »
da (W(X)) = dw(X) + co(X)w(X), (Eq.50)

ol X est une variable qui dénote un élément de g, et ¢(X) désigne la contrac-
tion par le champ de vecteurs {x associé a ’action du groupe a un parameétre
exp(tX) sur X.

On note Hg(X) := h(Qg(X),dg) (resp. Hgo(X) := h(Q¢(X),dg)) le

Sg-mg de cohomologie équivariante (resp. & support compact).

Comme Hg(e) = S,, on notera désormais H¢g, anneau gradué S, .
g7 , g

8.1.4. Proposition
a) Qa(X) et Qgo(X) sont des Hg-mg’s libres.
b) (Qa(X),dg) et (Qg(X),dg) sont des Hg-mdg’s

Démonstration. On sait que 'on a R(g) = Hg Qg $ ou $ désigne l'espace
des polynémes harmoniques sur g (cf. D], §8 pp. 277-). Par conséquent,
Oa(X) = He @r (902 X)), Qae(X) = He @ (9 0r (X))

L’assertion (b) est classique. 4

8.1.5. Suite spectrale de Leray-Serre. Les bi-modules Hg ® Q(X) et
Hg ® Q.(X) ont des bi-graduations du premier quadrant. Un tenseur P ® w,
avec P et w homogeénes, deg(P) = a et deg(w) = b, est dit de « degré total »
a + b, de « degré forme différentielle » b, et de « degré complémentaire » a.
La filtration par degré complémentaire, i.e. Qg2 (X),, = HZ™ @ Q(X) est
une filtration décroissante Hg-graduée, i.e. elle vérifie

HE - (a2 (X))m € (26,2(X))atm

et c’est aussi une filtration réguliére des complexes des formes différentielles,
elle fournit donc des suites spectrales convergentes de terme IFs

FEY = HZ, @ Hi(X)
dy(P@w) =), Pe) ® c(e;)w
ou {e;} est une base de g de base duale {¢;}. Les différents termes (IF,,d,)

de cette suite spectrale son naturellement munis d’une structure R-mdg, en
particulier dy est entiérement déterminée par son action sur 1 ® H,(X).
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8.2. Le cas ou G = St

D’aprés la remarque 7.3.2, lorsque G = S*, "anneau H¢ est héréditaire et
I’'on peut appliquer 7.3.1. En particulier, la proposition suivante est vérifiée.

8.2.1. Proposition. Les assertions suivantes sont équivalentes.

a) Le morphisme canonique Hg(X) — H(X) (resp. Hg(X) — H (X)) est
surjectif.

b) La suite spectrale de Leray-Serre [Ey = Hg ® H(X) (resp. He ® H (X))
est dégénérée, i.e. d, = 0 pour r > 2.

c) Hg(X) (resp. Hg (X)) est libre dans Mod® (Hg).

Démonstration. La preuve est la méme pour Qg (X) et pour Qg (X).

(a)=(b) Soit ¢ : Qe(X) - Hg(X) un isomorphisme de D Diff¢"(Hg).
Comme Qg (X) est libre (8.1.4-(a)), ¢ se réalise a partir d’'un morphisme
surjectif de Hg-mdg’s ¢ : Qg (X) - Hg(X). Le morphisme ¢ projette alors
la filtration par degrés complémentaires de Qg (X) (8.1.5), en une filtration
réguliére de Hg(X), de sorte qu’il induit un morphisme de suites spectrales
convergentes dont I’action sur le second terme Fo(¢) : Hg ®@ H(X) — Hg(X)

composée au morphisme canonique v : Hg(X) — H(X), fait correspondre

P ® [w] — P(0)[w]. On a donc la factorisation de id : H(X) — H(X),
18(-) I (9) v
/]\

l id

le morphisme v est surjectif, et H(X) est facteur direct de Hg(X).

On en déduit annulation de dy (car déterminée sur 1 ® H (X)), mais alors
FE;=1IE; = Hg® H(X) et d3, étant Hg-linéaire, est entiérement déterminée
sur 1 ® H(X). La factorisation (x) est donc aussi valable sur F5, et d3 = 0.
L’annulation des d,., pour r > 4, résulte pareillement.

(b)=(c) Si la suite spectrale de Leray-Serre est dégénérée, on a bien
Gr(He(X)) = Heg ®r H(X) et comme la filtration par degré complémen-
taire est une filtration Hg-graduée, la liberté de Hg(X) équivaut a celle de
Gr(Hg(X)), et on a un isomorphisme de Hg-mg's Hg(X) ~ He ® H(X)

(c)=(a) Si h(Qg(X)) est libre, la suite spectrale canonique 6.2.4-(b) est
dégénérée car concentrée sur une seule colonne, et Qg (X) est scindé d’aprés
le critére général de scindage 7.2.1. U
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8.3. Un critére de dualité équivariante lorsque G = S!

8.3.1. Nous appliquons les considérations du §1 a I'anneau gradué R = Hg.
Les complexes de formes différentielles équivariantes sont des exemples de
Hg-mdg’s, et le « morphisme de dualité de Poincaré équivariante »

DG,X . (QG(X),dg)[dx] — HOIIlgI‘;{G ((QG’C(X%dG), (Hg,O)) (<>)

est un morphisme dans la catégorie Diff®" (H¢g) et lorsque X est orientable
c’est aussi un quasi-isomorphisme d’aprés le théoréme de dualité de Poincaré
équivariante.

8.3.2. Le foncteur
F(_) := Homgry (_, Hg) : Mod® (Hg) ~» Mod* (Hg) ,

introduit dans 1.2.4, est un foncteur additif contravariant et exact a gauche,
notons IR F(_) : D~ (Mod®# (R)) ~» D(Mod®"(R)) son dérivé a droite.

Maintenant, si M est un Hg-mg, on fixe une résolution projective Qg — M
de longueur finie dans Mod®#'(R), possible car Hg est de dimension globale
finie. La donnée du complexe

0 — Homgryy, (Qo, He)) — Homgry (@1, He)) — Homgry . (Q2, Hg)) — - - -
équivaut alors a celle du Hg-mdg (Homgry, (X Q., Ha), Da) (loc.cit.), car

E(HomgT*HG (Qn HG)) = @keN Homgr*HG (Qk7 HG)[_k]
= @keN Homgr}‘{c (Qrlk], Ha)
— Homar}y, (S Qv Ho)

et puisque la somme porte sur un nombre fini de termes. On a donc
YRF(M)=Diff F(XQ.) = ID F(M,0). ()
Le passage en cohomologie donne
R*F(M) = h*(Homgr}, . (Q., Hg)) =: Extgr}j (M, Hg) € Mod®' (R)

ou l'indice de cohomologie ‘k’ est relatif au degré ‘e’ de la résolution.
La cohomologie h(IR F(M)) := IR*F (M) est donc bigraduée et I’on note

tot R°F(M) := @,y R"F(M)

muni de l'ordre total, i.e. si x € (IR*F(M))*, on pose deg(z) = k + £(°).
L’isomorphisme (¢) donne alors

tot Extgrfys (M, Hg) = h(ID F(M,0)). (*)

9. Dans le cas d'un foncteur F covariant, 'ordre total aurait été k — £.
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D’autre part, on dispose des isomorphismes canoniques
h(ID F(Hg,(X),0)) = h(D F(Q¢.(X), da)) T h(Diff F(Q¢(X). da))

ol = est donné par le théoréme de scindage 7.2.1 et 7.3.1, et =5 puisque
Q¢ (X) est un Hg-mg libre. On a donc

h(Homgr}IG ((QG,C(X)v dG)? (HG’ 0))) = tot EthrH (HG C(X)7 HG) )

d’apres (x) ou M = Hg .(X) (*°). Cet isomorphisme, composé & celui induit
par D¢ x dans (8.3.1), donne alors 'isomorphisme

He(X)[dx] = tot Extgrlyt (He..(X), He)

Ces remarques constituent ’essentiel de la preuve du théoréme suivant.

8.3.3. Théoréme. Soit G =S! et soit X une G-variété différenticlle orien-
table. Le morphisme de dualité de Poincaré équivariante

DG,X : (QG(X), dg)[dx] — (HOngI‘;IG (QG@(X), Hg), D.)
induit un 1somorphisme canonique de Hg-mg’s
DG,X : Hg(X)[dx] — tot EthI"H (HGC(X),Hg) .

En particulier, lorsque la cohomologie de de Rham X est de dimension finie,

le morphisme :
Hg(X)[dx] — HOngI'*HG (HG,C(X)7 Hg) R

induit par Dg x , est bijectif si, et seulement si, Hg(X) est Hg-libre.

Démonstration. La premiére partie du théoréme a déja été justifice. Pour la
seconde, la nécessité de la condition est claire puisque tout Hg-mg projectif
est libre (1), et la suffisance résulte de Iisomorphisme Dg. X moyennant le
fait que pour tout Hg-mg M de type fini, le Hg-mg Extng (M, Hg) est de
torsion deés que k > 0.

En effet, notons I le Hg-module gradué S~'Hg oil S est le systéme mul-
tiplicatif constitué des éléments homogénes non nuls de Hg. Le Hg-mg I est

10. Cet isomorphisme est bien str le méme que celui de l’assertion 6.2.4-(b) que nous
aurions pu aussi bien invoquer.
11. Cf. [J] corollaire du théoréme 6.21, p. 386.
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plat et a la propriété de tuer tout Hg-mg de torsion. On a
Homgry . (M, Hg) ® I = Homgry, (M, I)
pour tout Hg-module gradué de type fini M, car I est plat. On a donc
IRHomgry,, (M, Hg) ® I = IR Homgry,, (M, I) (%)

grace a la neethérianité de Hg.

Or, le foncteur Homgry, (_, I) est exact. En effet, il suffit pour cela de
vérifier que pour toute suite exacte courte de Hg-modules gradués

T HG
0—-M N (P1,---,Pr)[d]_>0
ou les P; sont homogénes et non nuls, tout morphisme gradué A : M — I
(de degré 0 suffit), admet un prolongement a N. Or, si m € N est tel que
m(m) = 1, Iélément \(P; m) € I est bien défini pour i = 1,...,r, et 'on a
trivialement

P;X(P,m) = PXP;m)el,
en particulier, 1’élément
A(P,m) _ A(P;m)
= = I
A(m) P P €

est bien défini et prolonge bien le morphisme A\ & N tout entier.

Par conséquent, si k£ > 0 on a
Extgrjit (N, He) ® I = IR* Homgr}y (M, I) =0,

d’aprés (x), et tous les éléments de EthI‘EZ (M, Hg) sont de Hg-torsion. [
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