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• Soient R un anneau commutatif gradué, Diffgr(R) la catégorie des R-
modules différentiels gradués (R-mdg en bref), IKDiffgr(R) la catégorie obte-
nue de Diffgr(R) en identifiant les morphismes R-homotopes, et ID Diffgr(R)
obtenue de IKDiffgr(R) en inversant ses quasi-isomorphismes. On définit la
structure triangulée de IKDiffgr(R) et de ID Diffgr(R), et l’on étudie le pro-
blème du scindage des R-modules différentiels gradués, plus précisément,
l’existence d’un isomorphisme dans ID Diffgr(R), entre un R-mdg (M,dM )
et sa cohomologie : le R-mdg (H(M,dM ), 0).
• Comme la catégorie Diffgr(R) est abélienne, on dispose aussi des catégories
triangulées K−(Diffgr(R)) et D−(Diffgr(R)) de complexes de R-mdg’s bor-
nés supérieurement. Si F : Modgr(R) Modgr(R) est un foncteur covariant
additif compatible au décalage, il induit un foncteur Diff F : Diffgr(R)  
Diffgr(R) et son dérivé à gauche ILDiff F : D−(Diffgr(R)) D−(Diffgr(R)) .
Nous montrons qu’il existe de même un prolongement

IDF : ID Diffgr(R) ID Diffgr(R) .

La cohomologie de IDF(−) est alors l’aboutissement de la suite spectrale
associéé à la filtration par degrés de R-mdg’s du bicomplexe ILDiff F(−).
Lorsque (M,dM ) est scindé, les R-modules gradués h(IDF(M,dM )) et
tot IL∗F(h(M,dM )) sont isomorphes, où ILkF : D−(Modgr(R)) est le k-ième
foncteur dérivé à gauche standard.
• Pour un groupe de Lie G compact et connexe, les complexes des formes
différentielles équivariantes pour une G-variété différentielle X , sont des ob-
jets de Diffgr(HG) où HG désigne la cohomologie G-équivariante d’un point.
Lorsque X vérifie la dualité de Poincaré rationnelle, le morphisme de dualité
de Poincaré équivariante

IDG,X : (ΩG [dX ], dG)→ Homgr∗HG
((ΩG,c , dG), HG) , (ID)

est un quasi-isomorphisme.
On verra que lorsque G est le tore S1 , tout HG -mdg est scindé, de sorte

que l’on a alors des isomorphismes dans ID Diffgr(HG)

(ΩG(X), dG) ∼= (HG(X), 0) et (ΩG,c(X), dG) ∼= (HG,c(X), 0) . (�)
Le quasi-isomorphisme (ID) induit alors un isomorphisme de HG -mg

DG,X : HG(X)[dX ] −→∼= totExtgr∗,•HG
(HG,c(X), HG) .

Il en résulte le critère de dualité de Poincaré équivariante suivant.
Critère. Lorsque X vérifie la dualité de Poincaré rationnelle, le morphisme
de dualité

HG(X)[dX ]→ Homgr∗HG
(HG,c(X), HG)

induit par IDG,X est bijectif si, et seulement si, HG(X) est un HG -module
libre.
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1. Catégories de R-modules différentiels
gradués

1.1. Rappels sur les catégories triangulées
Une catégorie « triangulée » est une catégorie additive A munie de :
a) Un automorphisme de catégories T : A→ A, appelé « le foncteur trans-

lation ». On note aussi X[m] := Tm(X), pour tout m ∈ Z.
On appelle alors « triangle », tout sextuplet (X, Y, Z, u, v, w) où X, Y, Z

sont des objets de A et où u :X→ Y , v : Y → Z et w : Z→ T (X) sont des
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morphismes de A. Un triangle se note classiquement des deux manières
suivantes

X
u−→ Y

v−→ Z
w−→ X[1] et

X
u // Y

v��

Z
w

[1][[

Un «morphisme de triangles » (X, Y, Z, u, v, w)→ (X ′ , Y ′ , Z ′ , u′ , v′ , w′),
est la donnée de morphismes f : X → X ′ , g : Y → Y ′ , h : Z → Z ′ de A,
tels que le diagramme :

X
u−→ Y

v−→ Z
w−→ X[1]

f
y g

y h
y f [1]

y
X ′

u′−→ Y ′
v′−→ Z ′

w′−→ X ′ [1]

est commutatif.

b) Une classe de triangles (X, Y, Z, u, v, w) appelés « triangles distingués »
vérifiant les conditions suivantes
(TR1) Tout triangle (X, Y, Z, u, v, w) isomorphe à un triangle distingué
est distingué. Pour tout morphisme u : X → Y de A, il existe un tri-
angle distingué de la forme (X, Y, Z, u, v, w). Pour tout objet X de A,
le triangle (X,X, 0, idX , 0, 0) est distingué.

(TR2) Le triangle (X, Y, Z, u, v, w) est distingué si, et seulement si, le
triangle (Y, Z,X[1], v, w,−u[1]) l’est.

(TR3) Soient (X, Y, Z, u, v, w) et (X ′ , Y ′ , Z ′ , u′ , v′ , w′) deux triangles dis-
tingués, et f :X→X ′ et g : Y → Y ′ tels que u′ ◦f = g ◦u, il existe alors
h : Z → Z ′ (pas forcément unique) tel que (f, g, h) est un morphisme
de triangles.

X u //

f ⊕
��

Y v //

g
��

Z w //

h
��

X[1]

f [1]
��

X ′ u′ // Y ′ v′ // Z ′ w′ // X ′ [1]

(TR4) (Axiome de l’octaèdre.) Étant donné le diagramme de triangles
distingués

X u // Y v //

⊕ g
��

Z w // X[1]

X u′ // Y ′ v′ //

g′
��

Z ′ w′ // X[1]

Y ′′

g′′
��

Y [1]

(�)
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il existe un triangle distingué (Z,Z ′ , Z ′′ , h, h′ , h′′) et un isomorphisme
v′′ : Y ′′ → Z ′′ , tels que le diagramme

X
u // Y

v //

g
��

Z
w //

h
��

X[1]

X
u′ // Y ′

v′ //

g′
��

Z ′
w′ //

h′��

X[1]

Y ′′

g′′��

v′′

∼=
// Z ′′

h′′��

Y [1]
v[1]
// Z[1]

(��)

est commutatif.

1.1.1. Commentaires sur les axiomes TR
• Les axiomes TR1 et TR3 appliqués au diagramme (�) fournissent aussi-

tôt un diagramme commutatif (��) mais ne garantissent pas à priori la
bijectivité de v′′ .
• Les axiomes TR1, TR2 et TR3 permettent de montrer que, pour tout

triangle distingué ∆ = (X, Y, Z, u, v, w) et tout M ∈ A, l’application des
foncteurs (−)  MorA(M,−) et (−)  MorA(−,M) à ∆, donne lieu
aux suites

MorA(M,X)
u∗−→MorA(M,Y )

v∗−→MorA(M,Z)
w∗−→MorA(M,X[1])−→

MorA(X,M)
u∗←−MorA(Y,M)

v∗←−MorA(Z,M)
w∗←−MorA(X[1],M)←−

qui sont des suites exactes longues de groupes abéliens.

1.2. R-modules différentiels gradués
1.2.1. La catégorie des R-modules différentiels gradués. Dans cet ar-
ticle, on désigne par R un anneau commutatif, unitaire, positivement gradué
R := (R0 ⊕R1 ⊕ · · · ) et de composantes de degrés impaires nulles (1).
Un « R-module différentiel gradué » (un R-mdg en bref), est un couple
M = (M,dM ), où M := (· · · ⊕ M−1 ⊕M0 ⊕M1 ⊕ · · · ) est un R-module
Z-gradué (un R-mg en bref), et où dM : M → M est un endomorphisme de
R-module gradué, de degré 1 et de carré nul, appelé sa « différentielle ».
Un « morphisme de R-mdg » α : (M,dM ) → (N, dN ), est la donnée d’un

morphisme R-modules gradués α : M → N , de degré 0, qui commute aux
différentielles, i.e. tel que α ◦ dM = dN ◦ α.

1. La nécessité de cette condition apparaît notamment lors de l’introduction des R-
modules différentiels gradués Homgr•R(−,−) et (−⊗R −)• (cf. 1.2.4 et 1.2.8).
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Les R-mdg’s et leurs morphismes constituent la catégorie des R-modules
différentiels gradués, notée Diffgr(R). C’est une catégorie abélienne.

1.2.2. Convention sur les notations On note par des caractères cursifs :
A,B,M,N , . . . des R-mdg’s, et par des caractères romains A,B,M,N, . . .
les R-mg’s sous-jacents, ce qui est cohérent avec l’écriture ‘M = (M,dM )’.

1.2.3. Le foncteur de translation. On note T : Diffgr(R) Diffgr(R) le
foncteur qui associe àM = (M,dM ), le R-mdg TM := (T (M), dT (M)), où

T (M)m = Mm+1 et dT (M) = −dM ,

et qui associe à α : M → N , le morphisme

T (α) : T (M)→ T (N) avec T (α)m := αm+1 .

Pour i ∈ Z, on notera également T iM :=M[i] et T i(α) := α[i].

1.2.4. Le module différentiel gradué Homgr•R(−,−). Étant donnés
deux R-mg’s M et N et un entier m ∈ Z, on note HomgrmR (M,N) le sous-
R-module de HomR(M,N) des homomorphismes gradués de degré m. On
remarquera que HomgrmR (M,N) n’a pas de structure naturelle de R-module,
en ce sens que si x ∈ Rd et λ ∈ HomgrmR (M,N) alors xλ ∈ Homgrm+d

R (M,N).
On considère alors l’ensemble

Homgr•R(M,N) :=
(⊕

m∈Z HomgrmR (M,N)
)
⊆ HomR(M,N) ,

dont la structure de R-mg est claire. Maintenant si M = (M,dM ) et N =
(N, dN ) sont des R-mdg’s, on pose

Homgr•R(M,N ) :=
(

Homgr•R(M,N), D•
)
, (Eq.1)

où D• est définie par{
HomgrmR (M,N)

Dm−−−→ Homgrm+1
R (M,N)

λ 7−−−→ dN ◦ λ− (−1)mλ ◦ dM ,

ce qui fait du couple (Eq.1) un R-mdg puisque R est gradué par degrés paires.

1.2.5. Le bifoncteur Homgr•R(−,−). La donnée des morphismes de
R-mdg’s α :M1 →M2 et β : N1 → N2 détermine des applications{

Homgr•R(M2 ,N )−→ Homgr•R(M1 ,N ) , λ 7−→λ ◦ α
Homgr•R(M,N1) −→ Homgr•R(M,N2) , λ 7−→ β ◦ λ

dont on vérifie qu’il s’agit de morphismes de R-mdg’s. Ces correspondances
définissent un bifoncteur biadditif, contravariant sur la première variable et
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covariant sur la seconde variable,(
Homgr•R(−,−), D•

)
: Diffgr(R)×Diffgr(R) Diffgr(R) (Eq.2)

1.2.6. Le groupe HotgrR(−,−). Dans le R-mdg Homgr•R(M,N ), on a
ker(Dm) = MorDiffgr (R)

(
M,N [m]

)
et im(Dm−1) est le groupe des homoto-

pies de R-mdg’s deM à valeurs dans N [m]. Le quotient ker(Dm)/ im(Dm−1)

s’identifie donc au groupe abélien des morphismes de mdg’s deM vers N [m]

à homotopie près, on le note

HotgrR
(
M,N [m]

)
:= Hm

(
Homgr•R(M,N )

)
.

La loi de composition de morphismes

◦ : MorDiffgr (R)(M,N )×MorDiffgr (R)(L,M)→ MorDiffgr (R)(L,N )

induit alors une loi de composition

◦ : HotgrR(M,N )× HotgrR(L,M)→ HotgrR(L,N )

vérifiant les propriétés habituelles d’associativité, distributivité et existence
d’élément neutre.

1.2.7. Les R-mg Hotgr∗R(−,−). Nous noterons également

HotgrmR (M,N
)

:= HotgrR(M,N [m]
)

= Hm
(

Homgr•R(M,N )
)
.

de sorte que

Hotgr∗R(M,N
)

:=
⊕

m∈Z HotgrmR (M,N
)

= H∗
(

Homgr•R(M,N )
)

est naturellement muni d’une structure de R-mg.

1.2.8. Le module différentiel gradué (− ⊗R −)•. Étant donnés deux
R-mg’s M et N et un entier m ∈ Z, on note (M ⊗R N)m le sous-R-module
de M ⊗R N des tenseurs homogènes de degré total m, i.e. on pose

(M ⊗R N)m :=
{
m⊗ n ∈M ⊗R N

∣∣ m ∈Ma , n ∈ N b , a+ b = m
}

On a clairement Rd(M ⊗R N)m ⊆ (M ⊗R N)m+d d’où la structure naturelle
de R-mg sur M ⊗R N . Maintenant, si M = (M,dM ) et N = (N, dN ) sont
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des R-mdg’s, on pose

(M⊗R N )• :=
(
(M ⊗R N)• ,∆•

)
, (Eq.3)

où ∆• est définie par{
Ma ⊗R N b ∆m−−−→ (M ⊗R N)a+b+1

m⊗ n 7−−−→ dM (m)⊗ n+ (−1)am⊗ dN (n) ,

ce qui fait du couple (Eq.3) un R-mdg puisque R est gradué par degrés paires.

1.2.9. Le bifoncteur (−⊗R −)•. La donnée des morphismes de R-mdg’s
α :M1 →M2 et β : N1 → N2 détermine des applications{

(M1 ⊗N )• −→ (M2 ⊗N )• , µ⊗ ν 7−→α(µ)⊗ ν
(M⊗N1)• −→ (M⊗N2)• , µ⊗ ν 7−→µ⊗ β(ν)

dont on vérifie qu’il s’agit de morphismes de R-mdg’s. Ces correspondances
définissent un bifoncteur biadditif, covariant sur les deux variables,(

(−⊗R −)• ,∆•
)

: Diffgr(R)×Diffgr(R) Diffgr(R) . (Eq.4)

1.2.10. Propriétés de Homgr•R(−,−) et (− ⊗R −)•. La proposition
suivante rappelle sans démonstration des propriétés basiques de ces deux bi-
foncteurs.

1.2.11. Proposition

a) Pour m ∈ Z, on a des identifications canoniques

(
Homgr•R(−,−[m]), D•

)
=
(

Homgr•R(−,−), D•
)
[m](

Homgr•R(−[m],−), D•
)

=
(

Homgr•R(−,−)[−m], D•
)(

(−[m]⊗R −)• ,∆•
)

=
(
(−⊗R −)• ,∆•

)
[m](

(M⊗R N )• ,∆•
)
−→
∼=

(
(N ⊗RM)• ,∆•

)
, m⊗ n 7→ (−1)|m||n|n⊗m

b) Les bifoncteurs Homgr•R(−,−) et (−⊗R −)• sont compatibles aux homo-
topies, variable par variable.

Indication. À titre d’exemple, montrons (b) pour le foncteur Homgr•R(−,N ).
Soit α :M1 →M2 un morphisme de R-mdg’s et soit h : M1 → M2 [−1] un



§1 Catégories de R-modules différentiels gradués 9

morphisme de R-mg’s tel que α = hd+ dh. Notons H : Homgr•R(M2 ,N )→
Homgr•R(M1 ,N )[−1] le morphisme de R-mg’s H : λ 7→ (−1)|λ|λh. On a alors

DH(λ) +HD(λ) =
(
(−1)|λ|dλh+ λhd

)
+ (−1)|λ|+1

(
dλ− (−1)|λ|λd

)
h

= λ(hd+ dh) = λα .
�

1.2.12. La catégorie triangulée IKDiffgr(R). Les objets de cette caté-
gorie sont ceux de Diffgr(R), et ses morphismes sont donnés par

MorIKDiffgr (R)
(M,N ) := HotgrR(M,N ) .

La catégorie IKDiffgr(R) est additive. Rappelons sa structure triangulée.

• La translation. Il s’agit du foncteur T : IKDiffgr(R) IKDiffgr(R) déjà
introduit dans 1.2.3.
• Le cône d’un morphisme de mdg’s. Étant donné un morphisme de R-mdg
α : A → B, son « cône » ĉ(α) = (ĉ(α),∆), est le R-mdg défini par

ĉ(α) := B ⊕ A[1] et ∆(b, a) = (dBb+ α(a),−dAa) .

On note alors j : B → ĉ(α) l’injection j(b) := (b, 0), et p : ĉ(u) → A[1]

la projection p(b, a) := a. On a ainsi le triangle de R-mdg’s

A α−→ B j−→ ĉ(α)
p−→ A[1] . (Eq.5)

• Triangle distingué. On appelle ainsi tout triangle de IKDiffgr(R),

X u−→ Y v−→ Z w−→ X [1] ,

isomorphe à un triangle de la forme (Eq.5), i.e. tel qu’il existe un tri-
plet (f, g, h) d’isomorphismes de IKDiffgr(R) rendant commutatif le dia-
gramme

X u−→ Y v−→ Z w−→ X [1]
f
y∼ g

y∼ h
y∼ f [1]

y∼
A α−→ B j−→ ĉ(α)

p−→ A[1]

pour un certain α.

1.2.13. Proposition. La catégorie IKDiffgr(R), munie de cette classe de
triangles distingués, est une catégorie triangulée.
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Démonstration. (TR1) résulte de vérifier que ĉ(idX ) = 0 dans IKDiffgr(R).
Ceci équivaut à montrer que idĉ(idX )

= 0 dans HotgrR(ĉ(idX )). Or, si nous
notons

h :
(
X ⊕ X [1]

)
→
(
X [−1]⊕X

)
, h(x, x′) = (0, x) ,

on a bien(
h∆ + ∆h

)
(x, x′) = h(dx+ x′ ,−dx′) + (x,−dx) = (x, x′)

(TR2) Soit α : A → B un morphisme de R-mdg’s et soit

A α−−−→ B j−−−→ ĉ(α)
p−−−→ A[1]

le triangle (exact) associé au cône de α. Nous devons montrer que le triangle

B j−−−→ ĉ(α)
p−−−→ A[1]

−α[1]
−−−→ B[1]

est aussi exact. Pour cela, nous montrons qu’il est isomorphe au triangle as-
socié au cône de j.

Considérons le diagramme

B j−−−→ ĉ(α)
p−−−→ A[1]

−α[1]
−−−→ B[1]∣∣∣∣ ∣∣∣∣ I ϕ

yxφ II
∣∣∣∣

B j−−−→ ĉ(α)
j′−−−→ ĉ(j)

p′−−−→ B[1]

(Eq.6)

où la différentielle de ĉ(j) =
(
(B ⊕ A[1])⊕B[1],∆) est par définition

∆(b, a′ , b′) = (db+ α(a′) + b′ ,−da′ ,−db′) . (Eq.7)

et où le morphisme

ϕ : A[1]→ ĉ(j) = (B ⊕ A[1])⊕B[1] , ϕ = (0⊕ 1A[1])⊕−α[1]

est bien un morphisme de R-mdg’s de A[1] vers ĉ(j), puisque

∆(ϕ(a′)) = ∆(0, a′ ,−α(a′)) = (α(a′)− α(a′),−da′ , dα(a′)) = ϕ(da′)

d’après (Eq.7).

Avec ces définitions, le diagramme (Eq.6) est commutatif. Cela est évident
pour le sous-diagramme II. Pour le sous-diagramme I, cela résulte de ce que
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j′ − ϕ ◦ p : ĉ(α)→ ĉ(j) est homotope à zéro. En effet, h : ĉ(α)→ ĉ(j)[−1],
définie par (b, a′) 7→ (0, 0, b), donne l’homotopie voulue :

(∆ ◦ h+ h ◦∆)(b, a′) = (b, 0,−db) + (0, 0, db+ α(a′)) = (b, 0, α(a′))

= (j′ − ϕ ◦ p)(b, a′) .

L’application

φ : ĉ(j) = B ⊕ A[1]⊕B[1]→ A[1] , (b, a′ , b′) 7→ a′ ,

est un morphisme de R-mdg’s de ĉ(j) vers A[1] d’après (Eq.7), et c’est un
inverse homotopique de ϕ. En effet, l’égalité φ ◦ ϕ = idA[1] est immédiate, et
la composée ϕ ◦ φ vérifie

(1− ϕ ◦ φ)(b, a′ , b′) = (b, a′ , b′)− (0, a′ ,−α(a′)) = (b, 0, b′ + α(a′)) .

Or, si nous posons

h : B ⊕ A[1]⊕B[1]→ B[−1]⊕ A⊕B , (b, a′ , b′) 7→ (0, 0, b) ,

on a l’homotopie

(∆ ◦ h+ h ◦∆)(b, a′ , b′) = (b, 0,−db) + (0, 0, db+ α(a′) + b′)

= (1− ϕ ◦ φ)(b, a′ , b′)

qui montre que φ est bien inverse homotopique de ϕ.
On a prouvé que si (u, v, w) est un triangle distingué, (v, w,−u[1]) l’est

aussi. En itérant, (w,−u[1],−v[1]) est exact. Par ailleurs, on montre aisément
que si (u, v, w) est exact, (u,−v,−w) et (−u[−1], v[−1], w[−1]) le sont aussi.
Par conséquent, si (w,−u[1],−v[1]) est exact (−w[−1], u, v) l’est aussi.
(TR3) Étant donné un diagramme de morphismes de R-mdg’s

A α //

f
��

B
g
��

A′ α′ // B′
(∗)

commutatif à homotopie près, i.e. tel qu’il existe un morphisme de R-modules
gradués h : A→ B′ [−1] vérifiant

g α− α′ f = h dA + dB′ h ,

on le complète par les cônes de α et α′ , ce qui donne le diagramme

A
α //

f
��

B

g
��

j
// B ⊕ A[1]

I ϕ II
��

p
// A[1]

f [1]
��

A′ α′ // B′
j′
// B′ ⊕ A′ [1]

p′
// A′ [1]

(∗)
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où l’on a posé ϕ(b, ȧ) = (g(b) + h(ȧ), f(ȧ)), de sorte que

ϕD(b, ȧ) = ϕ
(
d(b) + α(ȧ),−d(ȧ)

)
=
(
gd(b) + gα(ȧ)− hd(ȧ),−fd(ȧ)

)
=
(
dg(b) + α′f(ȧ) + dh(ȧ),−df(ȧ)

)
= Dϕ(b, ȧ) ,

et ϕ est un morphisme de R-mdg’s de ĉ(α) vers ĉ(α)′ .

Comme les sous-diagrammes I et II de (∗) sont trivialement commutatifs
dans la catégorie des R-mdg’s, cette construction fournit bien le morphisme
de triangles demandé par (TR3).

(TR4) On suit la démarche décrite dans 1.1.1. La construction du para-
graphe précédent, appliquée au diagramme

X u // Y
g
��

X u′ // Y ′
gu− u′ = dY ′ ◦ h+ h ◦ dX

supposé commutatif modulo l’homotopie h : X[1]→ Y ′ , nous conduit au dia-
gramme commutatif de R-mg’s

Y
j
//

g ⊕
��

Y ⊕X[1]

ϕ
��

Y ′
j′
// Y ′ ⊕X[1] ,

ϕ(y, ẋ) = (g(y) + h(ẋ), ẋ)

où ϕ est un morphisme de R-mdg’s de ĉ(u) vers ĉ(u′). Ce diagramme induit
alors le morphisme de R-mdg’s

j′′ : ĉ(g)→ ĉ(ϕ) , ψ(y′ , ẏ) = (y′ , 0, ẏ, 0) .

Soit ψ : ĉ(ϕ)→ ĉ(g) l’application

ĉ(ϕ) = Y ′ ⊕X[1]⊕ Y [1]⊕X[2]
ψ−−−−−→ Y ′ ⊕ Y [1] ====== ĉ(g)

(y′ , ẋ , ẏ , ẍ) 7−→
(
y′ − h(ẋ), ẏ + u(ẋ)

)
Elle vérifie, d’une part

ψD
(
(y′ , ẋ), (ẏ, ẍ)

)
= ψ

(
D(y′ , ẋ) + ϕ(ẏ, ẍ),−D(ẏ, ẍ)

)
= ψ

(
dy′ + u′ẋ+ gẏ + hẍ,−dẋ+ ẍ,−dẏ − uẍ, dẍ

)
=
(
(dy′ + u′ẋ+ gẏ + hẍ)− h(−dẋ+ ẍ), (−dẏ − uẍ) + u(−dẋ+ ẍ)

)
=
(
dy′ + u′ẋ+ gẏ + hdẋ,−dẏ − udẋ

)
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et d’autre part

Dψ
(
(y′ , ẋ), (ẏ, ẍ)

)
= D

(
(y′ − hẋ, ẏ + uẋ

)
=
(
dy′ − dhẋ+ gẏ + guẋ,−d(ẏ + uẋ)

)
de sorte que ψ ◦D = D ◦ ψ, et ψ est bien un morphisme de R-mdg’s.
Le morphisme ψ est l’inverse homotopique de j′′ . En effet, l’égalité ψ ◦ j′′ =

id est immédiate, et j′′ ◦ ψ vérifie

(1− j′′ ◦ ψ)(y′ , ẋ, ẏ, ẍ) = (hẋ, ẋ,−uẋ, ẍ) ,

mais, si l’on définit

H : Y ′ ⊕X[1]⊕ Y [1]⊕X[2]→ Y ′ [−1]⊕X ⊕ Y ⊕X[1]

par H(y′ , ẋ, ẏ, ẍ) := (0, 0, 0, ẋ), on a

(HD +DH)(y′ , ẋ, ẏ, ẍ) = (hẋ, ẋ,−uẋ, ẍ)

de sorte de j′′ ◦ψ = 1 dans HotgrR(ĉ(ϕ), ĉ(ϕ)), ce qui termine la vérification
de (TR4). �

1.2.14. Remarque et proposition. La vérification de l’axiome (TR2) dans
la démonstration précédente a montré
a) Pour tout morphisme de R-mdg’s α : A → B, le diagramme

B j−−−→ ĉ(α)
p−−−→ A[1]

−α[1]
−−−→ B[1]∣∣∣∣ ∣∣∣∣ ϕ

yxφ ∣∣∣∣
B j−−−→ ĉ(α)

j′−−−→ ĉ(j)
p′−−−→ B[1]

où ϕ(a′) = (0, a′ ,−α(a′)) et φ(b, a′ , b′) = a′, est une équivalence de tri-
angles exacts de IKDiffgr(R)

b) La donnée d’un triangle distingué A u−→ B v−→ C w−→ A[1] détermine des
isomorphismes canoniques dans IKDiffgr(R) :

A[1] ∼= ĉ(v) , B[1] ∼= ĉ(w) , C ∼= ĉ(u) .

1.2.15. Foncteurs cohomologiques. On rappelle qu’on appelle ainsi, tout
foncteur F : Tr→Ab d’une catégorie triangulée vers une catégorie abélienne,
tel que pour tout triangle distingué X u−→ Y v−→ Z w−→ X [1], la suite

· · · −→F(Z[−1])
F(w[−1])

−→ FX Fu−→FY Fv−→F Z Fw−→F(X [1])−→· · ·

est un complexe exact.
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1.2.16. Proposition. Le foncteur H : IKDiffgr(R)→Modgr(R) qui fait cor-
respondre àM = (M,dM ) sa cohomologie H(M) := ker(dM )/ im(dM ), com-
mute au foncteur de translation et c’est un foncteur cohomologique. En par-
ticulier, si X u−→Y v−→Z w−→X [1] est un triangle distingué, la suite de R-mg’s

· · · −−→HZ[−1]
Hw[−1]

−−→ HX Hu−−→HY H v−−→HZ Hw−−→HX [1]−−→· · ·

est un complexe exact.

Démonstration. Résulte du fait que les triangles exacts dans IKDiffgr(R) cor-
respondent aux cônes de morphismes de R-mdg’s. �

1.2.17. Example. Les foncteurs suivants, introduits dans 1.2.7,

Hotgr∗R(M,−),Hotgr∗R(−,M) : IKDiffgr(R)→ Modgr(R)

sont des foncteurs cohomologiques.

1.2.18. La catégorie IDDiffgr(R). Notons S la classe des morphismes de
IKDiffgr(R) qui induisent un isomorphisme en cohomologie, i.e. la classe de
ses quasi-isomorphismes. On a
(FR1) Si f, g ∈ S, et si fg est défini, alors fg ∈ S. Évident.
(FR2) Étant donné f :W → Y et s :W → X , avec s ∈ S,

le diagramme
W
f
��

s // X

Y

se complète en un dia-
gramme commutatif

W
f
��

s // X
g
��

Y
t
// Z

avec t ∈ S. Et de même avec les flèches inversées.
En effet, dans le premier cas, il suffit d’appliquer les axiomes (TR-1,2,3)
pour justifier le diagramme de triangles exacts

ĉ(s)[−1] w //W s //

f
��

X //

g
��

ĉ(s)

ĉ(s)[−1]
f◦w

// Y t // Z = ĉ(f ◦ u) // ĉ(s)

où t ∈ S puisque ĉ(s) est acyclique (2). Le cas des flèches inversées se traite
de manière entièrement analogue.

2. On prendra garde du fait que la somme amalgamée de R-mdg’s
Z = Y ⊕W X := (X ⊕ Y)/{(f(w), s(w)) | w ∈ W}

ne donne pas toujours la bonne réponse pour (FR2). En effet, on peut montrer que dans le
diagramme de gauche ci-dessous, le morphisme i1 est un quasi-isomorphisme lorsque s ou
f est injectif, mais des contrexemples existent autrement, par exemple, dans le diagramme
de droite ci-dessous où A et B sont des R-modules gradués non nuls, on a (B/A)⊕W A = 0
et i1 n’est pas un quasi-isomorphisme.
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(FR3) Pour f :X →Y donné, il y a équivalence entre les assertions suivantes.

i) Il existe s ∈ S tel que fs = 0, ii) Il existe t ∈ S tel que tf = 0.

En effet, dans (i), complétons le diagramme de R-mdg’s
X s // Y

f
��

Y ′
en un diagramme de triangles exacts

X s //

��

Y
f
��

j
// ĉ(s)

u
��

// X [1]

��

0 // Y ′ Y ′ //

t
��

0[1]

ĉ(u)

��

ĉ(s)[1]

maintenant, comme s est un quasi-isomorphisme et que le foncteur coho-
mologie H : IKDiffgr(R)→Modgr(R) est cohomologique (1.2.16), le R-mdg
ĉ(s) est acyclique ce qui implique, pour la même raison, que t est un quasi-
isomorphisme. Or, tf = tuj = 0. L’implication (ii)⇒(i) se démontre de ma-
nière analogue.

1.2.19. Proposition. Les propriétés (FR-1,2,3) ci-dessus font de S un sys-
tème multiplicatif de IKDiffgr(R). Notons IKDiffgr(R)S la catégorie obtenue
de IKDiffgr(R) en inversant ses quasi-isomorphismes. Notons

Q : IKDiffgr(R)→ IKDiffgr(R)S

le foncteur canonique de « localisation ». Alors

a) Il existe une et une seule structure triangulée sur IKDiffgr(R)S qui fait de
Q un δ-foncteur, i.e. transforme triangle distingué en triangle distingué.

b) Q(s) est un isomorphisme pour tout s ∈ S.
c) Tout foncteur G de IKDiffgr(R) vers une catégorie D, tel que G(s) est

inversible pour tout s ∈ S, se factorise à travers Q.

W
f��

s // X
i2 ��

Y i1 // Y ⊕W X

W := (A ↪→B)

fpA
��

s

pB/A

// (B/A)
i2
��

A
i1 // A⊕W (B/A) = 0
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Démonstration. C’est la proposition 3.2 de [H] (page 32), elle résulte de mon-
trer que S est compatible à la triangulation de IKDiffgr(R), i.e. les deux
axiomes suivants sont vérifiés
• (FR4) S est stable par le foncteur de translation.
• (FR5) Si dans un morphisme de triangles exacts, deux morphismes sont

dans S, le troisième l’est aussi.
Propriétés clairement satisfaites dans notre cas. �

1.2.20. Définition. La catégorie IDDiffgr(R) := IKDiffgr(R)S est appelée
la « catégorie dérivé » de IKDiffgr(R).

2. R-mdg’s projectifs
2.1. R-mdg simple associé à un complexe de R-mdg’s
2.1.1. Foncteur « R-mdg simple associé ». Soit

(M• , ε•) :=
(
· · · −→M2

ε2−→M1
ε1−→M0

ε0−→M−1
ε−1−→· · ·

)
un complexe de R-mdg’s. On pose dans Modgr(R){

ΣM• :=
⊕

m∈Z Mm [m]

dΣ Mm
:= (−1)mdm + εm

Mm [m][1] // •

Mm [m]

dm [m]
OO

εm // (Mm−1 [m− 1])[1]

OO

De même, si α• : (M• , ε•)→ (M′
• , ε
′
•) est un morphisme de complexes de

R-mdg’s, on pose
Σα• : ΣM• → ΣM′

• ,

le morphisme de R-mg’s Σα• =
⊕

m∈Z αm .

Le lemme suivant relève de vérifications élémentaires que nous n’explici-
tons pas.

2.1.2. Lemme et définitions

a) Le couple
(
ΣM• , dΣ

)
est un R-mdg, c’est « le R-mdg simple associé au

complexe (M• , ε•) ».

b) Si α• : (M• , ε•)→ (M′
• , ε
′
•) est un morphisme de complexes de R-mdg’s,

Σα• : Σ(M• , ε•)→ Σ(M′
• , ε
′
•)

est un morphisme de R-mdg’s.
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c) Dans (b), soit {hm :Mm →Mm+1 | m ∈ Z} une famille de morphismes
de R-mdg’s réalisant une homotopie entre deux morphismes de complexes
de R-mdg’s α• , β• : (M• , ε•)→ (M′

• , ε
′
•), i.e. on a

αm − βm = εm+1 ◦ hm + hm−1 ◦ εm , ∀m ∈ Z ,

alors, le morphisme de R-mg’s

Σh• : ΣM• → ΣM• [−1] , Σh• :=
⊕

m∈Z hm ,

est une homotopie entre Σα• et Σ β•

d) Le foncteur « R-mdg simple associé » est la correspondance

Σ : C∗ Diffgr(R) Diffgr(R) ,

de la catégorie C∗ Diffgr(R) des complexes de R-mdg’s, vers la catégorie
de R-mdg’s. C’est un foncteur covariant, additif, exact et compatible aux
homotopies.

2.1.3. Qestions d’acyclicité du R-mdg simple associé. Nous rappelons
dans ce paragraphe et les suivants des constructions et résultats bien connus
pour les complexes d’objets d’une catégorie abélienne, en les transposant
dans le contexte des R-mdg’s.

2.1.4. Proposition

a) Pour tout complexe exact (M• , ε•) de R-mdg’s de différentielles nulles,
i.e. tels que dMk

= 0, le R-mdg Σ(M• , ε•) est acyclique.

b) Pour tout complexe de R-mdg’s borné supérieurement

(M• , ε•) =
(
· · · −−→M`+2

ε`+2−−→M`+1
ε`+1−−→M` −−→0−−→· · ·

)
,

où lesMk sont acycliques, le R-mdg Σ(M• , ε•) est acyclique.

c) Pour tout complexe exact de R-mdg’s borné inférieurement

(M• , ε•) =
(
· · · −−→0−−→M`

ε`−−→M`−1
ε`−1−−→M`−2

ε`−2−−→· · ·
)
,

le R-mdg Σ(M• , ε•) est acyclique.

d) Pour tout complexe de R-mdg’s borné supérieurement et inférieurement

(M• , ε•) =
(
· · · −−→0−−→Mm

εm−−→· · · ε`+1−−→M` −−→0−−→· · ·
)
,

qui est ou bien exact, ou bien tel que les Mi sont acycliques, le R-mdg
Σ(M• , ε•) est acyclique.
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Démonstration. Montrons (b). Un élément x ∈Σ(M• , ε•) de degré m ∈ Z se
décompose de manière unique sous la forme

x = xa ⊕ xa−1 ⊕ · · · ⊕ x` , avec xi ∈M i+m
i ,

et, de même,

dΣ(x) = d′axa ⊕
(
εaxa + d′a−1xa−1

)
⊕ · · · ⊕

(
ε1x1 + d′`x`

)
,

où nous avons noté d′a = (−1)adMa et où
(
εixi + d′i−1xi−1

)
∈ M i+m

i−1 . Par
conséquent, si x est un cocycle, l’égalité dΣ(x) = 0 implique que d′axa = 0, et
commeMa est supposé acyclique, il existe ya ∈Ma+m−1

a tel que d′a(ya) = xa .
On voit donc que le cocycle x est cohomologue à x− dΣ(ya) qui s’écrit sous
la forme

x− dΣ(ya) = wa−1 ⊕ xa−2 ⊕ · · · ⊕ x` , avec wi ∈M i+m
i .

Ainsi, de proche en proche, on montre que tout cocycle de Σ(M• , ε•) est
cohomologue à un cocycle deM`−1 = 0. �

2.1.5. Troncatures bêtes. Étant donnés des entiers m ≥ ` et un complexe
de R-mdg’s (M• , ε•), on noteraMm,` le complexe

Mm,` :=
(
0→Mm

εm−−→Mm−1
εm−1−−→· · · ε`−1−−→M` → 0

)
De même, si α• : (M• , ε•) → (M′

• , ε
′
•) est un morphisme de complexes, on

note αm,` =Mm,` →Mm,` le morphisme de complexes qui vaut αi sur Mi

est s’annule ailleurs, soit

Mm,` :=
(
0→Mm

εm−−→Mm−1
εm−1−−→· · · ε`−1−−→M` → 0

)
αm,`↓ αm↓ αm−1↓ α`↓
M′

m,` :=
(
0→M′

m

ε′m−−→M′
m−1

ε′m−1−−→· · ·
ε′`−1−−→M′

` → 0
)

on obtient ainsi le foncteur de « troncature bête »

(−)m,` : C∗ Diffgr(R) C∗ Diffgr(R)

clairement exact.

On défini de manière analogue les foncteurs (−)+∞,m et (−)`,−∞ .

Notation. Pour tout complexe de R-mdg’s (M• , ε•) et tout m ∈ Z, on note

M≥m := ΣM+∞,m , M≤m := ΣMm,−∞ ,

et de même pour les troncatures des morphismes.
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2.1.6. Morphisme de connexion et quasi-isomorphismes Pour tout
complexe de R-mdg’s (M• , ε•) et m ∈ Z donnés, on a les morphismes sui-
vants entre les troncatures bêtes :

Mm−1,−∞� _
ιm−1,−∞
��

0

��

//Mm−1
εm−1//Mm−2

εm−2 // · · ·

M•

π∞,m
����

· · · //Mm+2
εm+2//Mm+1

εm+1//Mm
εm //Mm−1

��

εm−1//Mm−2
εm−2 // · · ·

M∞,m · · · //Mm+2
εm+2//Mm+1

εm+1//Mm
// 0

donnant la suite exacte courte de complexes de R-mdg’s

0→Mm−1,−∞
ιm−1,−∞
↪−−−−→M•

π∞,m−−−−�M∞,m → 0

clairement scindée dans Modgr(R), de même que la suite de R-mdg’s

0→ ΣMm−1,−∞
ιm−1,−∞
↪−−−−→ ΣM•

π∞,m−−−−�ΣM∞,m → 0 .

On en déduit le triangle distingué de R-mdg’s (cf. 4.1.1)

ΣMm−1,−∞
ιm−1,−∞
−−−−→ΣM•

π∞,m−−−−→ΣM∞,m
ε̃m−−−−→ΣMm−1,−∞ [1]

où ε̃m est le morphisme de « connexion » associé au morphisme de complexes

· · · //Mm+2

��

εm+2 //Mm+1
εm+1 //

��

Mm

εm
��

// 0

��

// 0

��

// · · ·

· · · // 0 // 0 //Mm−1
εm−1 //Mm−2

εm−2 //Mm−3
εm−3 // · · ·

La proposition suivante sera souvent utilisée sans référence.

2.1.7. Proposition. Avec les données en cours, le morphisme de R-mdg’s

M≥m
ε̃m−−−−→M≤m−1 [1]

est un quasi-isomorphisme si, et seulement si, Σ(M• , ε•) est acyclique.

2.2. La paire adjointe (F,Z)

2.2.1. Le foncteur F : Modgr(R)  Diffgr(R). Si M est un R-module
gradué, on note F(M) := (M,DF) le R-module gradué M muni de la diffé-
rentielle nulle, i.e. DF = 0. Si β : M → N est un morphisme mg’s, on note
F(β) : F(M)→ F(N), le morphisme x 7→ βx. La correspondance ainsi définie

F(−) = (−, 0) : Modgr(R) Diffgr(R)

est clairement fonctorielle et exacte.
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2.2.2. Le foncteur Z : Diffgr(R)  Modgr(R). SiM = (M,dM ) est un
R-mdg ; on note Z(M) le sous-R-mg des cocycles, i.e. Z(M) := ker(dM ), et
si α : M → N est un morphisme de R-mdg’s, on note Z(α) := α Z(M) . Il
est immédiat de constater, que la donnée d’un morphisme de R-mdg’s α :

F(M)→N équivaut à la donnée d’un morphisme de R-mg’s α : M → Z(N ),
de sorte que :

Lemme. La paire de foncteurs (F,Z) est adjointe.

Remarque. On voit ainsi que F(M) à peu de chances d’être un R-mdg pro-
jectif, même si M est projectif, car Z(−) n’est pas exact.

2.3. La paire adjointe (E, o)

2.3.1. Foncteur « oubli » o : Diffgr(R) Modgr(R). C’est le foncteur

o : Diffgr(R) Modgr(R) , N = (N, dN ) N ,

qui oublie la différentielle. Il s’agit clairement d’un foncteur exact.

2.3.2. Le foncteur E : Modgr(R)  Diffgr(R). Si M est un R-module
gradué, on note E(M) le R-module gradué ε(M) := M [−1] ⊕ M muni de
la différentielle DE : ε(M)→ ε(M), Dε(x, y) = (y, 0). Si β : M → N est un
morphisme mg’s, on note ε(β) : ε(M)→ ε(N) (resp. E(β) : E(M)→ E(N)),
le morphisme (x, y) 7→ (βx, βy). Les correspondances ainsi définies

ε(−) : Modgr(R) Modgr(R) , E(−) = (ε(−), Dε) : Modgr(R) Diffgr(R)

sont clairement fonctorielles et exactes. On notera

[−] : idModgr (R)(−)→ ε(−)

l’inclusion naturelle définie par [M ] := {0} ⊕M ⊆M [−1]⊕M = ε(M).

2.3.3. Lemme. Les R-mdg’s E(M) sont homotopiquement nuls.

Démonstration. Soit h : ε(M)→ ε(M)[−1], (x, y) 7→ (y, 0). On a

(Dε h+ hDε)(x, y) = (0, y) + (x, 0) ,

ce qui montre que idE(M) est homotope à 0. �
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2.3.4. Morphismes d’adjonction. Unmorphisme α : (ε(M), Dε)→ (N, dN )

de R-mdg’s est entièrement déterminé par sa restriction à [M ], puisque l’on
a ε(M) = Dε([M ])⊕ [M ] et qu’alors

α(x, y) = α(Dε(0, x) + (0, y)) = dN (α(0, x)) + α(0, y).

Cette correspondance α 7→ α [M ] , donne ainsi lieu à un isomorphisme naturel

ΦM,(N,dN ) : MorDiffgr (R)

(
(ε(M), Dε), (N, dN )

) ∼= HomgrR(M,N)

et aux morphismes d’adjonction{
ad(N,dN ) : (ε(N), Dε)� (N, dN ) , ad(N,dN ) := Φ−1

N,(N,dN )(idN )

adM : M ↪→ ε(M) , adM := ΦM,(ε(M),Dε )(id(ε(M),Dε ))

2.4. Existence de R-mdg’s projectifs
2.4.1. Théorème
a) Le couple (E, o) est une paire de foncteurs adjoints. En particulier, E res-

pecte la projectivité et ‘o’ respecte l’injectivité. Le morphisme d’adjonction
adN : E(o(N ))� N est surjectif.

b) Désignons par ‘Q’ un R-mg projectif. Tout R-mdg est quotient d’un E(Q).
Tout R-mdg projectif est de la forme E(Q), et est homotopiquement nul.
Le foncteur ‘o’ respecte la projectivité.

c) La catégorie Diffgr(R) possède suffisamment de projectifs. Plus précisé-
ment, tout R-mdg N admet une résolution projective, et toutes ses réso-
lutions projectives sont de la forme

· · · −→E(Qm)
εm−→· · ·−→E(Q0)

ε0−→→N → 0

avec Qi projectif dans Modgr(R), et chaque E(Qi) homotopiquement nul.
d) Si R est de dimension globale finie (3), pour tout R-mdg M il existe un

quasi-isomorphisme surjectif Q�M, avec o(Q) projectif.

Démonstration
a) Ces propriétés sont claires d’après les préliminaires 2.3.4 et puisque les

foncteurs E et ‘o’ sont exacts.

3. On rappelle que pour tout anneau commutatif A (gradué) et tout A-module (gra-
dué) M , on appelle « dimension projective de M », notée dimproj(M), la longueur mini-
male des résolutions projectives de M . La « dimension globale de A », notée dimgb(A),
est alors le sup des dimensions projectives des A-modules (gradués).
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b) Si N = (N, dN ) est un R-mdg, et si π : Q� N une surjection de R-mg’s
avec Q projectif dans Modgr(R), la composée des surjections

E(Q)
E(π)
−−−� E(N)

ad(N )
−−−�Nxx

ad(N )◦E(π)

réalise N comme quotient de E(Q), qui est projectif d’après (a). Suppo-
sons maintenant que N est un R-mdg projectif. La surjection ad(N ) ◦
E(π) est alors scindée, et N est facteur direct de E(Q) dans Diffgr(R).On
en déduit aussitôt que

• Le R-mdg N est acyclique.
• Le R-mg im(dN ) est facteur direct de im(Dε) = Q[−1] ⊕ {0} et est

donc projectif. Le R-mg N se décompose alors en N = B ⊕ Z, telle
que δ : B→ im(dN )[1], x 7→ dN (x), est un isomorphisme (B est donc
projectif), et telle que Z = ker(dN ).
• L’inclusion B ⊆N induit, via ΦB,N (2.3.4), un morphisme canonique
E(B)→ N qui est un isomorphisme, car ker(dN ) = im(dN ).
• E(B) est homotopiquement trivial d’après 2.3.3.
• o(N ) = B[−1]⊕B est bien un R-mg projectif.

c) Évident d’après la question précédente.

d) Par (c), un R-mdg N admet résolutions projectives dans Diffgr(R)

· · · −→Pn
εn−→· · ·−→P1

ε1−→P0
ε0−→→ N −→0 ,

et nous savons déjà que o(Pn)� o(N ) est une résolution projective dans
Modgr(R). Par conséquent, o(ker(εn)) est projectif si n ≥ dimgb(R), et
alors la suite

0−→ ker(εn)−→Pn
εn−→· · ·−→P1

ε1−→P0
ε0−→→ N −→0

est une résolution de longueur finie de N par des R-mdg’s qui sont des
R-mg’s projectifs. Le morphisme canonique∑(

0→ ker(εn)→ Pn → · · · → P0 → 0
) Σ ε−→N ,

où
∑

(B∗• ) désigne le R-mdg simple associé au bicomplexe B∗• (2.1), et
où Σ ε P0

:= ε0 et est nul sur les autres termes, satisfait les conditions
demandées. �
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3. Présentations projectives de R-mdg’s
3.1. Résolutions projectives et présentations projectives
Le théorème 2.4.1 montre dans son assertion (c) que tout R-mdgM admet

des résolutions · · · P1
ε1−→P0

ε0−→→M, où chaque Pm est un R-mdg projectif. Ces
résolutions sont des objets de la catégorie C∗(Diffgr(R)) des complexes de
R-mdg’s, et nous pouvons envisager de revenir à la catégorie Diffgr(R) en
appliquant le foncteur « R-mg’s simple associé » introduit dans 2.1

Σ : C∗ Diffgr(R) Diffgr(R) ,

ce qui donne le morphisme induit

Σ ε : ΣP• �M

défini par Σ ε P0
:= ε0 et 0 ailleurs. Cette procédure simple et naturelle

n’est pourtant d’aucun intérêt dans la mesure où ΣP• est un R-mdg acy-
clique d’après 2.4.1-(b) et 2.1.4-(b) (et homotopiquement nul par 3.2.1-(a)).
Nous avons cependant remarqué dans la preuve de 2.4.1-(d) que les com-
plexes simples associés aux troncatures intelligentes du complexe P• sont
bien quasi-isomorphes à M. Lorsque o(M) est de dimension projective fi-
nie d et que la troncature intelligente se fait au delà de d, cette procédure
fournit un représentant de la classe de quasi-isomorphie deM dont le R-mg
sous-jacent est projectif. Cette observation justifie la définition suivante.

3.1.1. Définition. On appellera « présentation projective » d’un R-mdg N ,
tout quasi-isomorphisme surjectif de R-mdg’s Q� N , tel que o(Q) est un
R-mg projectif.

3.1.2. Remarque. La terminologie peut être trompeuse dans la mesure où
dans une présentation projective Q � N , le R-mdg Q n’est généralement
pas projectif dans Diffgr(R). En fait, c’est le cas si, et seulement si, N est
acyclique d’après 2.4.1-(b).

3.1.3. Remarques sur l’existence de présentations projectives. L’as-
sertion (d) du théorème 2.4.1 précédent, montre que des présentations pro-
jectives existent lorsque R est de dimension globale finie. Lorsque ce n’est
pas le cas, des présentations projectives existent néanmoins toujours pour
des R-mdg’s N = (N, dN ) acycliques, puisque dans ce cas, la surjection
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ε0 : E(Q0) � N de 2.4.1-(c) est déjà un quasi-isomorphisme. Un autre cas
important est celui où dans le R-mdg (N, dN ), on a dN = 0. Dans ce cas, si

· · · −→Ln
εn−→· · ·−→L2

ε2−→L1
ε1−→L0

ε0−→→N → 0

est une résolution projective dans Modgr(R), on note Q :=
⊕

m≥0 Lm [m], et
l’on définit dQ : Q→ Q[1] de la manière suivante{

dQ(L0) = 0 ,

dQ Lm [m] :=
(
εm : Lm [m]→ (Lm−1 [m− 1])[1]

)
, si m > 0.

Le couple Q = (Q, dQ) n’est autre que le R-mdg simple associé au complexe
(L• , ε•) où Lm = (Lm , 0) (cf. 2.1), et le morphisme ε̃0 : Q� N , nul sur Lm
pour m > 0 et qui vaut ε0 sur L0 est alors clairement un quasi-isomorphisme
de R-mdg’s (cf. 2.1.4-(csa-acyclique-a)) et c’est donc une présentation pro-
jective de N .

3.2. Théorème fondamental des présentations projectives

L’intérêt principal des présentations projectives réside pour l’essentiel dans
l’assertion (d) du théorème suivant.

3.2.1. Théorème. On suppose R de dimension globale finie.

a) Les R-mdg Q acycliques avec o(Q) projectif, sont les projectifs de la ca-
tégorie Diffgr(R), ils sont nuls dans IKDiffgr(R).

b) Un quasi-isomorphisme de R-mdg α : Q1 →Q2, avec o(Qi) projectif, est
un isomorphisme dans IKDiffgr(R).

c) Soient πi : Qi � Ni, i = 1, 2, deux présentations projectives. Pour tout
morphisme α : N1 → N2, il existe un morphisme α̃ : Q1 → Q2 rendant
le diagramme suivant commutatif dans IKDiffgr(R). Un tel morphisme α̃
est unique dans IKDiffgr(R), il sera appelé « le relèvement de α ».

Q1
π1 // //

α̃ ��

N1

α��

Q2
π2 // // N2

Étant donné des présentations projectives πi :Qi�Ni, i= 1, 2, 3, et des
morphismes N1

α1−→N2
α2−→N3, on a α̃2 ◦ α1 = α̃2 ◦ α̃1 dans IKDiffgr(R).

En particulier, une présentation projective est unique à isomorphisme
canonique près dans IKDiffgr(R).
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d) Notons IKDiffgr
proj(R) la sous-catégorie pleine de IKDiffgr(R) dont les ob-

jets sont les R-mdg Q avec o(Q) projectif. La restriction

Qproj : IKDiffgr
proj(R) IDDiffgr(R)

du foncteur Q : IKDiffgr(R)→ IDDiffgr(R) (1.2.19), est une équivalence
de catégories. Pour toute réalisation fonctorielle des présentations projec-
tives (−̃) : IKDiffgr(R) IKDiffgr

proj(R), on a Q ∼= Qproj ◦ (−̃).

Démonstration
a) Si Q = (Q, dQ) est acyclique, on a la suite exacte courte de R-mg’s :

0→ ker(dQ)−→Q
dQ−→ ker(dQ)[1]→ 0 (∗)

et si Q est projectif, on en déduit l’équivalence

ExtgriR
(

ker(dQ),−
) ∼= Extgri+1

R

(
ker(dQ)[1],−

)
, ∀i > 0.

Par itération, ExtgriR
(

ker(dQ),−
)∼= Extgri+mR

(
ker(dQ)[m],−

)
, et comme

R est supposé de dimension globale finie, on a

ExtgriR
(

ker(dQ),−
)

= 0 , ∀i > 0 ,

et ker(dQ) est un R-mg projectif. La suite (∗) est donc scindée dans
Modgr(R). Soit σ : ker(dQ)[1]→Q une section de dQ et notonsK = im(σ).
Le R-mg K est projectif et l’on a Q = ker(dQ) ⊕ K = K[−1] ⊕ K, par
conséquent (Q, dQ) s’identifie canoniquement à (ε(K), Dε) (2.3.2) qui est
un projectif de Diffgr(R) et est homotopiquement nul (2.4.1-(b)).

b) Le diagramme de triangles exacts de IKDiffgr(R) :

P1 P1
//

α
��

0

��

// P1 [1]

P1
α // P2

// ĉ(α) // P1 [1]

est commutatif puisque ĉ(α) = 0 d’après (a). Le morphisme α (vertical)
est donc un isomorphisme de IKDiffgr(R) puisqu’il est encadré par des
isomorphismes dans un morphisme de triangles exacts.

c) On part du diagramme

KP �
�

// Pr
εr // · · · // P1

ε1 // P0
ε0 // // N1

α��

KR �
�

//Rr
ρr // · · · //R1

ρ1 // Q2
π2

q.i.
// // N2

où (P• , ε•) et (R• , ρ•) sont des résolutions projectives respectivement de
N1 et de ker(π2) dans la catégorie Diffgr(R) (cf. 2.4.1-(c)), tronquées en



26 Alberto Arabia

r = dimgb(R) pour garantir que o(KP ) et o(KR) sont des R-mg’s projec-
tifs. La propriété universelle des résolutions projectives assure que α se
relève en un morphisme de complexes de R-mdg’s α• , unique à homotopie
près. On a le diagramme commutatif

KP �
�

//

αK
��

Pr
εr //

αr
��

· · · // P1
ε1 //

α1
��

P0
ε0 // //

α0
��

N1

α
��

KR �
�

//Rr
ρr // · · · //R1

ρ1 // Q2
π2

q.i.
// // N2

0

jK

OO

// 0

jr

OO

// · · · // 0

j1

OO

// Q2

j0=id
OO

π2

q.i.
// // N2

id

Notons∑
(P•) : le complexe simple associé à (0→ KP → · · · → P0 → 0),∑
(R•) : celui associé à (0→ KR → · · · → R1 → Q2 → 0).

Nous obtenons le diagramme commutatif induit∑
(P•)

(α,π2 )P

//

ε0

q.i.
//∑

(α• )
��

N1

α
��∑

(R•)
π2

q.i.
// N2

Q2

∑
(j• ) q.i.
OO

π2

q.i.
// N2

où
∑

(j•) est inversible dans IKDiffgr(R) d’après (b). Le morphisme

(α, π2)P :=
(∑

(j•)
−1 ◦

∑
(α•)

)
:
∑

(P•)−→Q2 (�)

est une relèvement de α dans IKDiffgr(R).
Ces constructions, en remplaçant α : N1 → N2 par idN1 : N1 → N1 ,

fournissent de même un relèvement de idN1

(idN1 , π1)P :
∑

(P•)−→Q1 , (��)

qui est un quasi-isomorphisme, donc inversible dans IKDiffgr(R) par (b).
Le relèvement de α :N1 →N2 cherché est alors donné par la composée

α̃ := (α, π2)P ◦ (idN1 , π1)−1
P : Q1 → Q2 .

Pour montrer l’unicité du relèvement, on est amené à montrer que,
étant donné un diagramme commutatif dans IKDiffgr(R)

Q1

α̃
��

π1

q.i.
// // N1

0
��

Q2
π2

q.i.
// // N2
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où les lignes sont des présentations projectives, on a α̃= 0 dans IKDiffgr(R).

Comme le morphisme α̃ se factorise à travers ĉ(π2)[−1] qui est acy-
clique, il suffit de monter que tout morphisme β : Q1 → N , où N est
acyclique, est nul dans IKDiffgr(R). Soit π : K � N une présentation
projective, nous avons le relèvement β̃ de β

Q1

β̃
��

Q1

β
��

K π

q.i.
// // N

et β = π ◦ β̃ = 0 puisque K = 0 dans IKDiffgr(R) d’après (a).

L’existence et l’unicité des relèvements implique aussitôt leur compati-
bilité avec la composition de morphismes.

d) L’assertion 2.4.1-(d) montre déjà que Qproj est essentiellement surjectif.
Soient maintenant Q1 et Q2 deux objets de Diffgr

proj(R). Un morphisme
de Q1 vers Q2 dans IDDiffgr(R) se représente sous la forme

Q1
s←−

q.i.
N f−→Q2 ,

pour un certain N . Si π : R� N est une présentation projective, on a

R
s◦π
w� π ��

f◦π
##

Q1 Nsks f
// Q2

où les flèches doublées sont des quasi-isomorphismes. Mais alors, comme
le quasi-morphisme s ◦ π est inversible dans IKDiffgr

proj(R) d’après (b). On
a l’égalité f ◦ s−1 = (f ◦ π) ◦ (s ◦ π)−1 dans IDDiffgr

proj(R), où (f ◦ π) et
(s ◦ π)−1 , et donc aussi (f ◦ s−1), appartiennent à IKDiffgr

proj(R).
Ces remarques montrent que la localisation de IKDiffgr(R) par ses

quasi-isomorphismes, n’a pas d’effet sur la sous-catégorie IKDiffgr
proj(R),

car elle y induit la localisation par ses propres isomorphismes. Le foncteur
Qproj : IKDiffgr

proj(R) IDDiffgr(R) est donc pleinement fidèle. �

3.2.2. Remarques
a) On prendra garde du fait que dans la définition de la notion de présen-

tation projective 3.1.1, on demande au morphisme Q� N d’être surjec-
tif, ce qui en fait une notion à l’intérieur de la catégorie Diffgr(R). Dans
l’assertion (c) du dernier théorème, les données de départ sont toutes
dans Diffgr(R), mais la conclusion, notamment la commutativité des dia-
grammes, est restreinte à la catégorie IKDiffgr(R).
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b) Pour tout R-mdg Q on a les applications naturelles

MorDiffgr (R)(Q,N )� MorIKDiffgr (R)
(Q,N )→ MorIDDiffgr (R)(Q,N ) .

La première est surjective par construction. La deuxième l’est aussi
lorsque o(Q) est projectif (cf. preuve de 3.2.1-(d)), mais même dans ce
cas, celle-ci n’est généralement pas injective si o(N ) n’est pas projectif.
Par exemple si N est acyclique non homotope à zéro (cf. 3.3.1) et que
Q� N est une présentation projective.

3.3. Le foncteur IDHotgr∗R(−,N )

On suppose R de dimension globale finie. Soit N un R-mdg quelconque.
Le foncteur Homgr•R(−,N ) : Diffgr(R) Diffgr(R), introduit dans 1.2.4, est
additif, contravariant, respecte les homotopies et les cônes des morphismes,
il induit donc un foncteur de catégories triangulées

Homgr•R(−,N ) : IKDiffgr(R) IKDiffgr(R) .

Un morphisme de R-mdg α : L →M, donne lieu à un triangle distingué

Homgr•R(ĉα,N )→Homgr•R(M,N )→Homgr•R(L,N )→Homgr•R(ĉα,N )[1]→

et, en passant en cohomologie (1.2.6,1.2.7), à une suite exacte longue

−→Hotgr∗R(ĉ(α),N )−→Hotgr∗R(M,N )−→ Hotgr∗R(L,N )−→
−→Hotgr∗R(ĉ(α),N )[1]−→

Par conséquent, pour que le foncteur

Hotgr∗R(−,N ) : IKDiffgr(R) Modgr(R)

transforme quasi-isomorphisme en isomorphisme, il faut et il suffit, que pour
tout R-mdg A acyclique, on ait Hotgr∗R(A,N ) = 0. Ceci est vrai lorsque A
est homotope à zéro, par exemple si o(A) est projectif (cf. 3.2.1-(a)), mais
ce n’est pas toujours le cas.

3.3.1. Un contrexemple classique. Soient R = Z et N ,A ∈ Diffgr(Z) :

N := Σ(0→ Z ×2−→Z→ 0) et A := Σ(0→ Z ×2−→Z� Z/(2)→ 0) ,

puis
A
α
��

= Σ
(
0→ Z

id
��

×2 // Z
id
��

// // Z/(2)→ 0
)

��

N =Σ
(
0→ Z ×2 // Z // 0−−→0

)
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Alors
• Le Z-mdg N est tel que o(N ) est un Z-mg libre.
• A est acyclique, mais n’est pas homotope à zéro, donc A 6= 0 dans
IKDiffgr(Z) et A = 0 dans IDDiffgr(Z).
• Le morphisme de complexes α n’est pas homotope à zéro.

3.3.2. Définition. Le contrexemple montre que le foncteur Hotgr∗R(−,N ),
qui est bien défini sur IKDiffgr(R), ne se factorise pas à travers la localisation
Q : IKDiffgr(R)  IDDiffgr(R). On définit alors, pour tout R-mdg N , le
foncteur

IDHotgr∗R(−,N ) : IDDiffgr(R) Modgr(R) (Eq.8)

par
IDHotgr∗R(M,N ) := Hotgr∗R(P ,N ) ,

où P →M est une présentation projective deM.

3.3.3. Lemme

a) Le foncteur IDHotgr∗R(−,N ) est un foncteur cohomologique (cf. 1.2.15).

b) Si o(N ) est projectif, on a IDHotgrkR(−,N ) = MorIDDiffgr (R)(−,N [k]) .

Indication. Pour (a), si nous notons

GN (−) : Homgr•R(−,N ) : Diffgr(R) Diffgr(R) ,

on a IDHotgr∗R(−,N ) = H∗ IDGN (−) par construction. �

3.3.4. Le foncteur IDHotgr∗R(F(−), N). Pour tout R-mg N , on note

IDHotgr∗R(−, N) : IDDiffgr(R) Modgr(R) (Eq.9)

le foncteur IDHotgr∗R(M, N) := IDHotgr∗R(M,FN) .

Soit M un R-mg, et soit P?
ε−→M une résolution projective de R-mg. Le

morphisme ΣFP?
Fε̃0−→FM , est une présentation projective de FM (3.1.3),

on a donc pour tout k ∈ Z

IDHotgrkR(FM,N) = Hk Homgr•R(ΣP? , N) .

Or, HomgrkR
(⊕

n∈N Pn [n], N
)

=
⊕

n∈N Homgr0
R(Pn , N [k − n]) , de sorte que

le passage en cohomologie fait apparaître les différents ExtgrnR(M,N [k− n]).
La proposition suivante en découle.
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3.3.5. Proposition. Avec les données en cours, notons

G∗N (−) := IDHotgr∗R(F(−), N) : Modgr(R) Modgr(R) .

a) On a Gk
N (−) =

⊕
n∈N ExtgrnR(−, N [k − n]).

b) Si α : M1 →M2 est un morphisme de R-mg’s, le morphisme Gk
N α est

Gk
N α =

⊕
n∈N

(
ExtgrnR(M2 , N [k − n])

αn
k−→ExtgrnR(M1 , N [k − n])

)
,

où αnk désigne le morphisme naturel entre Extgr.

c) Si 0→ M1
α−→M2

β−→M3 → 0 est une suite exacte courte de R-mg’s, on
a une suite exacte longue de R-mg’s :

−−−→Gk
N M3

Gk
N β−−−→Gk

N M2
Gk

N α−−−→Gk
N M1

ck−−−→Gk+1
N M3 −−−→

où le morphisme de connexion ck : Gk
N M1 → Gk+1

N M3 est

ck :=
⊕

n∈N
(

ExtgrnR(M1 , N [k − n])
cnk−→Extgrn+1

R (M3 , N [k − n])
)
,

où cnk désigne le morphisme de connexion naturel entre Extgr.

3.3.6. Remarque. La démarche de cette section 3.3 s’applique aussi au
foncteur covariant

FM(−) := Hotgr∗R(M,−) : IKDiffgr(R)→ Modgr(R) ,

à ceci près que lorsque o(M) est projectif, F transforme quasi-isomorphismes
en isomorphismes (cf. 5.2.7) contrairement à 3.3.1, on n’a donc pas besoin,
dans ce cas, de dériver F pour lui donner un sens sur IDDiffgr(R). Dans le
cas général, si P →M et Q→ N sont des présentations projectives, on a le
morphisme canonique

IDFM(N ) = H∗ Homgr•R(M,Q)→H∗ Homgr•R(P ,Q) = H∗ Homgr•R(P ,N )

= IDHotgr∗R(M,N )

qui est bijectif si o(M) est projectif, mais pas en général.

4. Suites exactes courtes et triangles distingués
4.1. Le cas des suites scindées dans Modgr(R)

On se donne une suite exacte courte de Diffgr(R)

0→ (A, dA)
ι−→ (B, dB )

π−→ (C, dC )→ 0 ,

supposée scindée dans la catégorie Modgr(R).
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Pour toute section σ :C→B de π dans Modgr(R), le morphisme σ π est un
projecteur dans B et 1− σ π est un projecteur d’image ker(π) = im(ι) ∼= A.
On en déduit la rétraction ρ := ι−1 (1− σ π) : B � A. On a ainsi deux suites
exactes courtes dans Modgr(R)

0→ A
ι−→←−
ρ

B
π−→←−
σ

C → 0
et les égalités

ρ ι = 1A , σ π = 1C , 1B = ι ρ+ σ π

4.1.1. Lemme. Fixons une section σ : C ↪→B de π :B� C dans Modgr(R).

a) Le morphisme de R-mg’s γ : C → A défini par :

γ := −ρ[1] ◦ dB ◦ σ

 B
σ←−− CydB

A[1]
ρ[1]
←−− B[1]


est un morphisme de R-mdg’s γ : (C, dC ) → (A, dA)[1]. La classe d’ho-
motopie de γ ne dépend pas du choix de la section σ de π.

b) La suite (A, dA)
ι−→ (B, dB )

π−→ (C, dC )
γ−→ (A, dA)[1] est un triangle

distingué de IKDiffgr(R). Plus précisément, soient{
C

ϕ−→ ĉ(ι) = B ⊕ A[1] , ϕ(c) := (σ(c), γ(c))

C
φ←− ĉ(ι) = B ⊕ A[1] , φ(b, a′) := π(b)

Alors, ϕ et φ sont des morphismes de R-mdg’s, inverses l’un de l’autre
dans IKDiffgr(R). Le diagramme

(A, dA)
ι−→ (B, dB )

π−→ (C, dC )
γ−→ (A, dA)[1]

|| || ϕ
yxφ ||

(A, dA)
ι−→ (B, dB )

j−→ ĉ(ι)
p−→ (A, dA)[1]

(Eq.10)

est un isomorphisme (canonique) de triangles de IKDiffgr(R).

Démonstration
a) L’égalité que nous devons prouver, soit dA[1] ◦ γ = γ ◦ dC , est équivalente

à l’égalité ι ◦ (−dA) ◦ γ = ι ◦ γ ◦ dC , puisque ι est injective. Or, on a

− ι dA (ρ dB σ) = − dB (ι ρ) dB σ = − dB (1− σ π) dB σ

= dB σ (π dB )σ = dB σ (dC π)σ = dB σ dC ,
et

ι (ρ dB σ) dC = (1− σ π) dB σ dC = dB σ dC .

On laisse aux soins du lecteur de vérifier que la classe d’homotopie de
γ est bien indépendante du choix de la section σ de π.
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b) Le morphismes ϕ et φ sont des morphismes de R-mdg’s car{
∆ ◦ ϕ = ∆(σ, γ) = (dσ − ιρdσ,−dγ) = (σ d, γ d) = ϕ ◦ d ,

φ ◦∆(b, a′) = φ(db+ ι(a′), da′) = πdb = dπb = dφ(b, a′) .

On a φ ◦ϕ= 1C trivialement. Pour étudier 1−ϕ ◦φ : ĉ(ι)→ ĉ(ι), soit :

(1− ϕ ◦ φ)(b, a′) = (b− σπ(b), a′ + ρdσπ(b))

= (ιρ(b), a′ + ρd(b)− dρ(b)) ,

on introduit le morphisme de R-mg’s

h : B ⊕ A[1]→ B[−1]⊕ A , h(b, a′) := (0, ρ(b)) ,

qui donne l’homotopie :

(∆ ◦ h+ h ◦∆)(b, a′) = (ιρ(b),−dρ(b)) + (0, ρ(db+ ι(a′))

= (ιρ(b),−dρ(b) + ρdb+ a′)

= (1− ϕ ◦ φ)(b, a′)

et permet de conclure que φ = ϕ−1 dans IKDiffgr(R).

La dernière égalité réduit la vérification de la commutativité de (Eq.10)
à celle ϕ. L’égalité pϕ = γ est immédiate, même dans Modgr(R), tandis
que ϕπ = j demande de contrôler que j − ϕπ : B → ĉ(ι) est homotope à
zéro. Or, si h : B → ĉ(ι)[−1] := B[−1]⊕A est défini par h = 0⊕ ρ, on a

j − ϕπ = (1− σ π, ρ d σ π) = (ι ρ, ρ d (1− ι ρ))

= (ι ρ, ρ d− d ρ) = h d+ ∆h .

Ce qui termine la démonstration du lemme. �

4.2. Le cas général

Reprenons la suite exacte des R-mdg’s de la section précédente

0→ (A, dA)
ι−→ (B, dB )

π−→ (C, dC )→ 0 ,

et ne supposons pas que π admette des sections dans Modgr(R), mais seule-
ment que (C, dC ) admet un relèvement projectif pC : (C̃, dC̃ )� (C, dC ). No-
tons (B, dB )⊕(C,dC ) (C̃, dC̃ ) le produit fibré des R-mdg’s, i.e. le noyau dans



§5 Relèvements projectifs simultanés de R-mdgr’s 33

la catégorie Diffgr(R) du morphisme π ⊕ pC :

0→ (B ⊕C C̃, d) 999K (B, dB )⊕ (C̃, dC̃ )
π⊕pC−−−→ (C, dC )→ 0

Nous avons alors le morphisme des suites exactes courtes de R-mdg’s

0→ (A, dA)
ι1 // (B, dB ) ⊕

(C,dC )
(C̃, dC̃ )

p1
��

p2 // (C̃, dC̃ )→ 0

� pC
����

0→ (A, dA) ι // (B, dB ) π // (C, dC )→ 0

(Eq.11)

avec ι1(a) = (ι(a), 0), et où p1 est un quasi-isomorphisme puisque pC l’est, et
où p2 admet des sections dans Modgr(R), puisque C̃ y est projectif.
L’assertion (b) du lemme 4.1.1 admet donc la généralisation suivante.

4.2.1. Proposition. Étant donnée une suite exacte courte de R-mdg’s

0→ (A, dA)
ι−→ (B, dB )

π−→ (C, dC )→ 0 ,

l’application φ : ĉ(ι)→ (C, dC ), φ(b, a′) = π(b), est un morphisme de R-mdg’s,
et c’est aussi un quasi-isomorphisme.

Démonstration. L’application φ est bien un morphisme de R-mdg’s, car

φ(D(b, ȧ)) = φ(db+ ιȧ,−dȧ) = π(db+ ιȧ) = π(db) = dφ(b, ȧ) .

Ensuite, kerD = {(b, ȧ) | db = −ιȧ , dȧ = 0}, et le morphisme induit par φ

H(φ) :
ker(D)

im(D)
−→ ZC
BC

est clairement surjectif. D’autre part, le noyau de H(φ) est constitué des
classes modulo im(D) des couples (b, ȧ), tels que π(b) ∈ BC , c’est-à-dire, tels
que b ∈ dB + ι(A[1]). Or, im(D) = {(db + ιȧ,−dȧ) | b ∈ B , ȧ ∈ A[1]}, et le
morphisme H(φ) est donc bien bijectif. �

4.2.2. Remarque. Contrairement à la situation où π admet une section
dans Modgr(R) (4.1.1-(b)), le quasi-isomorphisme π : ĉ(ι) → (C, dC ) n’est
généralement pas inversible dans IKDiffgr(R), et il faudra passer à la catégo-
rie dérivée IDDiffgr(R) pour en faire un isomorphisme.

5. Relèvements projectifs simultanés de
R-mdgr’s

5.1. Le cas des complexes d’une catégorie abélienne
On désigne par A une catégorie abélienne possédant suffisamment d’objets

projectifs. On note C∗(A) la catégorie des complexesM := (M∗ , d∗) de A.
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5.1.1. Les foncteurs Bm, Zm, Hm. Pour chaque m ∈ Z, on on dispose
des foncteurs bien connus

Bm(−) : C∗(A) A , BmM := im(dm−1)

Zm(−) : C∗(A) A , ZmM := ker(dm)

Hm(−) : C∗(A) A , HmM := ZmM
/

BmM
dont on rappelle que lorsque ils sont appliqués à une suite exacte courte de
complexes 0→ L →M→ N → 0, on a
• 0→ Zm L →ZmM→ Zm N → 0 est exacte à gauche.
• 0→ Bm L →BmM→Bm N → 0 est exacte aux extrêmes.
• 0→ Hm L →HmM→Hm N → 0 est exacte aux centre.

5.1.2. Définition. On appellera « relèvement projectif simultané » d’un com-
plexe de A :

M := (M∗ , d∗) =
(
· · · →Mm−1

dm−1

−→Mm dm−→Mm+1
dm+1

−→ · · ·
)
,

la donnée d’un morphisme de complexes de P := (P ∗ , d∗) versM := (M∗ , d∗),

P =
(
· · · → Pm−1

dm−1

−→ Pm dm−→ Pm+1
dm+1

−→ · · ·
)

π
y πm−1

y πm
y πm+1

y
M =

(
· · · →Mm−1

dm−1

−→Mm dm−→Mm+1
dm+1

−→ · · ·
)

tel que, pour tout m ∈ Z, les morphismes induits par π{
πm : Pm �Mm , Bm π : Bm P � BmM ,

Zm π : Zm P � ZmM , Hm π : Hm P � HmM ,

sont surjectifs de source projective, i.e. Pm , Bm P , Zm P et Hm P sont tous
projectifs dans A.

5.1.3. Relèvements projectifs simultanés des suites exactes courtes.
Étant donnée une suite exacte courte 0→ A

α−→B
β−→C → 0 dans A, et des

surjections p : Ã � A et q : C̃ � C avec Ã et C̃ projectifs, on construit le
diagramme commutatif

0→ Ã
ι1 //

p
����

Ã⊕ C̃ p2 //

r
����

C̃ → 0
q
����

q′

zz
0→ A α // B β // // C → 0

(Eq.12)

avec
ι1a := (a, 0), p2(a, c) := c, r(a, c) = α p(a) + q′(c) ,

où q′ : C̃ → B vérifie q = β ◦ q′ , ce qui est possible puisque C̃ est projec-
tif. Le morphisme r : Ã ⊕ C̃ → B est clairement surjectif, et le morphisme
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de complexes (Eq.12) est un relèvement projectif simultané de la deuxième
ligne.

5.1.4. Relèvement projectif simultané d’un complexe quelconque.
Soit un complexe d’objets de A

M =
(
· · · →Mm−1

dm−1

−→Mm dm−→Mm+1
dm+1

−→ · · ·
)
,

notons Zm := ZmM, Bm+1 := BmM et Hm := HmM, et fixons des surjec-
tions à source projective

pm : B̃m � Bm et qm : H̃m � Hm .

Le diagramme (Eq.12) s’écrit maintenant :

0 // B̃m ι1 //

pm
����

B̃m ⊕ H̃m p2 //

rm����

H̃m

qm
����

q′m
ww

// 0

0 // Bm � � ι // Zm // // Hm // 0

(Eq.13)

d’où la surjection à source projective rm : B̃m ⊕ H̃m � Zm qui intervient, à
son tour, dans le diagramme analogue :

0 // B̃m ⊕ H̃m ι12 //

rm
����

B̃m ⊕ H̃m ⊕ B̃m+1 p3 //

tm����

B̃m+1

pm+1����
p′m+1

uu

// 0

0 // Zm � � //Mm // // Bm+1 // 0

(Dm)

On recolle ensuite les diagrammes (Dm−1) à (Dm) à l’aide du sous-
diagramme commutatif de (Eq.13)

B̃m ι1−→ B̃m ⊕ H̃m

pm
yy ⊕

yyrm
Bm ι−−−−→Zm

pour construire le morphisme surjectif de complexes

−→B̃m−1⊕H̃m−1⊕B̃m −→
Dm−1

B̃m⊕H̃m⊕B̃m+1−→
Dm

B̃m+1⊕H̃m+1⊕B̃m+2−→
tm−1

yy tm

yy tm+1

yy
−−−−−→ Mm−1 dm−1−−−−−−−−−→ Mm dm−−−−−−−−−→ Mm+1−−−−−−−→

(Eq.14)

où l’on a noté D(x, y, z) := (z, 0, 0).

On remarquera que le passage en cohomologie des suites longues de (Eq.14)
redonne la famille de surjections {qm : H̃m � Hm}m∈Z de départ.
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Simplifions maintenant les notations dans le diagramme (Eq.14), en posant{
M̃m := B̃m ⊕ H̃m ⊕ B̃m+1 , M̃ := (M̃∗ , D∗)

ε∗ : M̃∗ �M∗ , εm := tm

On a ainsi construit la suite exacte de complexes

0→ K−→M̃ ε−→M→ 0 (Eq.15)
où K := ker(ε).

5.1.5. Lemme. Avec les données en cours,
a) Le morphisme de complexes ε : M̃ → M est un relèvement projectif si-

multané deM. De plus
• Bm ε : Bm M̃→BmM, coïncide avec pm : B̃m → Bm,
• Hm ε : Hm M̃→HmM, coïncide avec qm : H̃m → Hm,

b) La suite courte 0 → F(K) → F(M̃)
F(ε)−−→F(M) → 0 d’objets de A, où

F(−) désigne l’un quelconque des foncteurs Bm(−), Zm(−), Hm(−), est
exacte.

Démonstration
a) Par construction.
b) Pour tout i ∈ Z, le foncteur Zi(−) est exact à gauche sur une suite exacte

courte de complexes. Dans le cas de la suite (Eq.15), il est aussi exact
à droite car ε0 est un relèvement simultané. Cette exactitude, reportée
dans le bicomplexe de colonnes exactes

0 // Bm K // Bm M̃ // BmM // 0

0 // Km−1

OOOO

� � // M̃m−1

OOOO

εm−1 // //Mm−1

OOOO

// 0

0 // Zm−1 K
?�

OO

� � // Zm−1 M̃
?�

OO

// // Zm−1M
?�

OO

// 0

implique l’exactitude de sa première ligne.
On considère ensuite le bicomplexe de colonnes exactes

0 // Hm K // Hm M̃ // HmM // 0

0 // Zm K

OOOO

� � // Zm M̃

OOOO

// // ZmM

OOOO

// 0

0 // Bm K
?�

OO

� � // Bm M̃
?�

OO

// // BmM
?�

OO

// 0

où de nouveau, l’exactitude de la première ligne résulte de celle des deux
autres, déjà établie. �
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5.1.6. Décomposition des relèvements projectifs simultanés. Soit AZ

la catégorie des familles d’objets de A, notées M := {M i}i∈Z , et dont les
morphismes α : M →N sont les familles {αi :M i →N i}i∈Z de morphismes
de A composés coordonnée par coordonnée. La catégorie AZ est abélienne.

Nous nous intéressons aux foncteurs suivants :
− « oubli » o : C∗A  AZ

Il fait correspondre à (M∗ , d∗), la famille M := {M i}i∈Z des objets sous-
jacents, et de même pour les morphismes de complexes. Foncteur exact.
− Z : C∗A  AZ

Il fait correspondre à (M∗ , d∗), la famille Z(M∗, d∗) := {ker(di)}i∈Z , et à un
morphisme α∗ : (M∗ , d∗)→ (N∗ , d∗) la famille des restrictions {αi ker(di )

}.
Foncteur exact à gauche.
− F : AZ  C∗A
Il fait correspondre à M = {M i}i∈Z , le complexe F(M) := (M∗ , DF), avec
DF = 0, et à une famille de morphismes α= {αi :M i→N i}, le morphisme
de complexes F(α) : F(M)→ F(N), avec F(α)i = αi . Foncteur exact.
− E : AZ  C∗A
Il fait correspondre à M = {M i}i∈Z , le complexe

E(M) = (E(M)∗ , DE,∗) :=

{
EM i := M i−1 ⊕M i

∆E,i(x, y) = (y, 0) .

et à une famille de morphismes α = {αi : M i → N i}, le morphisme de
complexes E(α) : E(M)→ E(N), avec E(α)i = αi−1 ⊕ αi . Foncteur exact.

5.1.7. Remarque. Ces foncteurs sont les analogues des foncteurs E et F des
paragraphes 2.2.1 et 2.3.2, et partagent les même propriétés d’adjonction. La
proposition suivante est l’analogue de 2.3.4, 2.2.2 et 2.3.3, et se démontre de
la même manière.

5.1.8. Proposition

a) Les couples (E, o) et (F,Z) sont des paires de foncteurs adjoints.

b) Pour tout M ∈ AZ, le complexe E(M) est homotopiquement nul.

c) Si P = {Pi}i∈Z est une famille d’objets projectifs de A, le complexe E(P)

est un objet projectif de la catégorie C∗A.
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5.1.9. Proposition

a) Pour tout relèvement projectif simultané ε :R�M, il existe un isomor-
phisme de complexes

R ∼ E(BR)[1]⊕ F(HR)

avec BR := {BiR}i∈Z et HR := {HiR}i∈Z, et ε :R�M coïncide avec
un relèvement projectif simultané construit par le procédé 5.1.4.

b) Un complexe (M∗ , d∗) borné à droite par N ∈ Z, i.e. tel que M i = 0 pour
i > N , admet des relèvement projectifs simultanés ε : (R∗ , D∗)� (M∗ , d∗)

tels que Ri = 0 pour i > N .

c) Un complexe (M∗ , d∗) avec d = 0, admet des relèvement projectifs simul-
tanés ε : (R∗ , D∗)� (M∗ , d∗) avec D = 0.

d) Un complexe M dont les HmM sont projectifs pour tout m ∈ Z, ad-
met des relèvement projectifs simultanés ε : R →M qui sont des quasi-
isomorphismes.

Démonstration. Pour chaque m ∈ Z, la suite exacte courte de A

0→ BmR−→ ZmR−→→ HmR → 0

est scindée puisque HmR est projectif. On en déduit l’existence d’un iso-
morphisme (non canonique) ZmR ∼ BmR⊕ HmR compatible à l’inclusion
BR ⊆ ZR, i.e. tel que(

BR ⊆ ZR
)
∼
(
(BR⊕ 0) ⊆ (BR⊕ HR)

)
,

d’où la suite courte
0→ BR⊕ HR−→R d−→BR[1]→ 0

également scindée (non canoniquement), et qui donne l’isomorphisme

R ∼ BR⊕ HR⊕ BR[1]

identifiant le cobord d∗ : R∗ → R∗ au cobord

DE ⊕DF : E(BR)[1]⊕ F(HR)−→E(BR)[1]⊕ F(HR) .

Ce qui termine la preuve de (a).

Les autres assertions sont évidentes comte tenu de la construction explicite
des résolutions projectives simultanées (cf. 5.1.4). �
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5.1.10. Résolutions projectives simultanées. On appelle « résolution
projective simultanée deM∈ C∗A » toute suite exacte de C∗A

· · · εn+1−→Rn
εn−→· · · ε2−→R1

ε1−→R0
ε0−→M→ 0 (Eq.16)

telle que, pour tout i ∈ N, le morphisme εi : Ri → im(εi) est un relèvement
projectif simultané. En particulier, si F(−) désigne l’un quelconque des fonc-
teurs Bm(−), Zm(−), Hm(−), la suite longue de A

· · ·
F(εn+1 )
−−−−→ F Rn

F(εn )−−−→· · · F(ε2 )−−−→F R1
F(ε1 )−−−→F R0

F(ε0 )−−−→FM→ 0

est une résolution projective de F(M) dans A.

5.1.11. Proposition
a) Pour tout M ∈ C∗A, et toutes résolutions projectives Pm

•
π−→→HmM et

Qm
•

ν−→→BmM dans A, il existe des résolutions projectives simultanées(
R•

ε−→→M
)

:=
(
· · · ε2−→R1

ε1−→R0
ε0−→M→ 0

)
avec {(

HmR•
Hm ε−−� HmM

)
=
(
Pm
•

π−→→HmM
)(

BmR•
Bm ε−−� BmM

)
=
(
Qm
•

ν0−→→BmM
)
.

b) Pour tout morphisme de complexes α : M →M′, et toutes résolutions
projectives simultanées (R•

ε−→→M) et (R′•
ε′−→→M′), il existe une famille

de morphismes α• :R• →R′•, unique à homotopie près, rendant commu-
tatif le diagramme

· · · ε2−→R1
ε1−→R0

ε0−→M → 0
α1

y α0

y α
y

· · · ε′2−→R′1
ε′1−→R′0

ε′0−→M′ → 0

Indications. L’assertion (a) se démontre inductivement à l’aide du lemme
5.1.5-(b) et du procédé de construction des relèvements projectifs simulta-
nés décrit dans 5.1.4. L’assertion (b) résulte du fait que chaque Ri est de la
forme E(BRi)[1]⊕F(HRi) (5.1.9-(a)), et de la proposition 5.1.8 qui affirme
que E(BRi) est projectif dans C∗A, et que le foncteur MorC∗A

(
F(HRi),−

)
transforme la résolution simultanée R′•

ε′−→M′ → 0 en suite exacte longue de
groupes abéliens. �

5.2. Résolutions projectives simultanés des R-mdg’s
Toutes les définitions constructions et propositions de la section a s’adaptent

sans difficulté au contexte des R-mdg’s.
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5.2.1. Les foncteurs B, Z, H. On considère les foncteurs
B(−) : Diffgr(R) Modgr(R) , BM := im(dM )

Z(−) : Diffgr(R) Modgr(R) , ZM := ker(dM )

H(−) : Diffgr(R) Modgr(R) , HM := Z(M)/B(M)

dont on rappelle que lorsque ils sont appliqués à une suite exacte courte de
R-mdg’s 0→ L →M→ N → 0, on a
• 0→ ZL → ZM→ ZN → 0 est exacte à gauche.
• 0→ BL →BM→ BN → 0 est exacte aux extrêmes.
• 0→ HL →HM→ HN → 0 est exacte aux centre.

5.2.2. Relèvements projectifs simultanés des R-mdg’s. On appellera
« relèvement projectif simultané » d’un R-mdgM, la donnée d’un morphisme
de R-mdg’s π : P →M, tel que les morphismes de R-mg’s{

oπ : oP � oM , B π : BP � BM ,

Z π : ZP � ZM , H π : HP � HM ,

sont surjectifs de source projective, i.e. oP , BP , ZP et HP sont tous pro-
jectifs dans Modgr(R).

5.2.3. Proposition. Pour tout relèvement projectif simultané de R-mdg’s
ε : R�M, il existe un isomorphisme de R-mdg’s

R ∼ E(BR)[1]⊕ F(H R) ,

où E,F : Modgr(R) Diffgr(R) sont les foncteurs de 2.3.2 et 2.2.1.

5.2.4. Résolutions projectives simultanées des R-mdg’s. On appel-
lera « résolution projective simultanée d’un R-mdg M » toute suite exacte
de Diffgr(R)

· · · εn+1−→Rn
εn−→· · · ε2−→R1

ε1−→R0
ε0−→M→ 0 (Eq.17)

telle que, pour tout i ∈ N, le morphisme εi : Ri → im(εi) est un relèvement
projectif simultané. En particulier, si F(−) désigne l’un quelconque des fonc-
teurs B(−), Z(−), H(−), la suite longue de A

· · ·
F(εn+1 )
−−−−→ F Rn

F(εn )−−−→· · · F(ε2 )−−−→F R1
F(ε1 )−−−→F R0

F(ε0 )−−−→FM→ 0

est une résolution projective de F(M) dans Modgr(R).
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5.2.5. Proposition

a) Pour tout R-mdg M, et toutes résolutions projectives P•
π−→→H(M) et

Q•
ν−→→B(M) dans Modgr(R), il existe des résolutions projectives simul-

tanées (
R•

ε−→→M
)

:=
(
· · · ε2−→R1

ε1−→R0
ε0−→M→ 0

)
avec {(

HR•
H ε−−� HM

)
=
(
Pm
•

π−→→ HM
)(

BR•
B ε−−� BM

)
=
(
Qm
•

ν0−→→ BM
)
.

On dira alors que la résolution (R•
ε−→→M

)
est « compatible » aux réso-

lutions P•
π−→→H(M) et Q•

ν−→→B(M) dans Modgr(R).

b) Pour tout morphisme de R-mdg’s α :M→M′, et toutes résolutions pro-
jectives simultanées (R•

ε−→→M) et (R′•
ε′−→→M′),

i) Il existe une famille α• = {αm : Rm → R′m} de morphismes de
R-mdg’s, rendant commutatif le diagramme

· · · ε2 //R1
ε1 //

α1��

R0
ε0 //

α0��

M→ 0
α��

· · ·
ε′2 //R′1

ε′1 //R′0
ε′0 //M′ → 0

ii) Si α• et α′• sont deux familles vérifiant l’assertion (i), il existe une
famille {hm : Rm → R′m+1} de morphismes de R-mdg’s, telle que

αm − α′m = hm−1 ◦ εm + ε′m+1 ◦ hm .

iii) Les morphismes induits de complexes de R-mg’s

BR•
Bα•−−→BR′• , ZR•

Zα•−−→ZR′• , HR•
Hα•−−→HR′•

sont uniques à homotopie près.

Démonstration. Même preuve que celle de la proposition 5.1.11. �

5.2.6. Remarque. Dans l’assertion 5.2.5-(b), si α :M→M′ est, non pas
un morphisme dans Diffgr(R), mais plutôt dans IDDiffgr(R), on fixe présen-
tation projective Q s−→→M1 et une résolution projective simultanée Q•

q−→→Q.
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Le morphisme β = α ◦ s est alors un morphisme de R-mg’s et l’on on a un
diagramme commutatif dans Diffgr(R)

· · · ε2 //R1
ε1 //

α1

��

R0
ε0 //

α0

��

M→ 0

α

��

· · · q2 // Q1 q1 //

%%

s1
99

Q0 q0 //

%%

s0
99

Q → 0
β
%%

s
99

· · ·
ε′2 //R′1

ε′1 //R′0
ε′0 //M′ → 0

vérifiant des propriétés d’unicité homotopique analogues à celles ennoncés
dans la proposition. Un tel diagramme pourra être appelé un « relèvement
projectif simultané de α ∈ IDDiffgr(R) ».

5.2.7. À propos de Hotgr∗R(P,−). La proposition précédente nous per-
met d’apporter une précision laissée en suspens en 3.3.6 qui affirme que si le
R-mdg P est tel que o(P) est projectif, alors Hotgr∗R(P ,A) = 0, pour tout
R-mdg A acyclique.

En effet, soit R•
ε−→→P une résolution projective simultanée de longueur

finie comme dans 5.2.5-(a). Pour m ∈ Z, on a Rm = E(Qm)⊕ F(Pm), et

Hotgr∗R(Rm ,A) = Hotgr∗R(E(Qm),A)⊕ Hotgr∗R(F(Pm),A) = 0 ,

puisque E(Qm) est homotope à zéro (5.1.8) et puisque un morphisme de com-
plexes φ : FPm → A est un morphisme de R-mg’s de Pm à valeurs dans ZA
(cf. 2.2.2). Comme ZA = BA, le morphisme φ se factorise à travers de la
surjection d : A� ZA puisque Pm est un R-mg projectif, et ceci qui prouve
que φ est homotope à zéro.

Si nous appliquons maintenant le foncteur cohomologique Hotgr∗R(−,A)

(1.2.17) à la suite exacte (scindée) de troncatures bêtes (2.1.6)

0→ R0 −→R≥0 −→R≥1 → 0 ,

on obtient Hotgr∗R(R≥0 ,A) = Hotgr∗R(R≥1 ,A) , et donc Hotgr∗R(R≥0 ,A) = 0,
de proche en proche par une itération évidente. Maintenant, si o(P) est
projectif, ε̃0 : R≥0 → P est un isomorphisme à homotopie près et alors
Hotgr∗R(P ,A) = 0. Nous avons ainsi démontré la proposition suivante.

5.2.8. Proposition. Soit P un R-mdg tel que o(P) est projectif. Le foncteur

Hotgr∗R(P ,−) : IKDiffgr(R) Modgr(R)

transforme quasi-isomorphisme en isomorphisme.
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6. Foncteurs dérivés
6.1. Foncteurs Diff F, IKF, ID F.
Soient R et R′ deux anneaux commutatifs positivement gradués, et soient

F,G : Modgr(R)→ Modgr(R′)

des foncteurs additifs , F covariant commutant aux foncteurs de translation,
et G contravariant anticommutant aux foncteurs de translation. Si N =

(N, dN ) est un R-mdg, les couples FN := (FN,F dN ) GN := (GN,G dN )

sont clairement des R′-mdg’s. Ces correspondances définissent les foncteurs
additifs

Diff F,Diff G : Diffgr(R) Diffgr(R′) , (Eq.18)

possédant le même type de variance et d’exactitude que F et G respective-
ment. Il nous arrivera souvent de simplifier la notation Diff F en F, et de
même pour G.

Dans la suite, pour éviter des repétitions inutiles, nous parlerons essentiel-
lement du foncteur covariant F, et sauf mention explicite des différences, les
propos s’appiqueront mutatis mutandis au foncteur G.

6.1.1. Le foncteur (Eq.18) est compatible aux homotopies et induit donc un
foncteur

IKF : IKDiffgr(R) IKDiffgr(R′) .

Mais, ce foncteur ne transforme pas forcément quasi-isomorphisme en quasi-
isomorphisme. Lorsque dimgb R < ∞, les quasi-isomorphismes de la sous-
catégorie IKDiffgr

proj(R) sont des isomorphismes d’après (3.2.1-(b)), et IKF les
transforme bien en des isomorphismes. Mieux encore, dans un tel cas nous
disposons de l’équivalence de catégories 3.2.1-(d), d’où l’existence d’un et
d’un unique foncteur (à isomorphisme près)

IDF : IDDiffgr(R) IDDiffgr(R′)

dont la restriction à IKDiffgr
proj(R) coïncide avec IKF. On pose alors

IDF(N ) := F(Ñ ) , et IDF(α) := F(α̃) ,

où Ñ � N est une présentation projective, et où α̃ est un relèvement de α.

!! À partir de maintenant, l’anneau R sera toujours supposé de dimension glo-
bale finie, sauf mention explicite du contraire.



44 Alberto Arabia

6.1.2. Exemples. Soit N un R-mg. Les foncteurs « produit tensoriel gra-
dué » et « homomorphismes gradués »

F1 := (−)⊗R N : Modgr(R) Modgr(R) ,

F2 := Homgr•R(N,−) : Modgr(R) Modgr(R) ,

G := Homgr•R(−, N) : Modgr(R) Modgr(R) .

sont des exemples de foncteurs vérifiant les conditions de 6.1. On a
Diff F1 =

(
(−⊗R N)• ,∆•

)
: Diffgr(R) Diffgr(R) ,

Diff F2 =
(

Homgr•R(N,−), D•
)

: Diffgr(R) Diffgr(R) ,

Diff G =
(

Homgr•R(−, N), D•
)

: Diffgr(R) Diffgr(R) ,

d’après définitions des sections 1.2.4 et 1.2.8

6.2. Filtrations et suites spectrales canoniques
Soit F : Modgr(R)→Modgr(R′) un foncteur vérifiant les conditions de 6.1.
Pout tout R-mdg N , le R′-mdg H IDF(N ) peut se calculer à l’aide d’une

résolution projective simultanée de longueur finie

(R•
ε−→→N ) :=

(
0→ Rd

εd−→Rd−1
εd−1−→· · · ε1−→R0

ε0−→N → 0
)

(Eq.19)

associée à des résolutions projectives de R-mg’s P•
π−→H(N ) et Q•

ν−→B(N )
que nous pouvons supposer de longueurs majorées par d := dimgb(R) (5.2.5).
On a

H(IDF(N )) = H(F(ΣR•)) = H(Σ(FR•)) (Eq.20)

où la deuxième égalité est justifiée par la finitude de la résolution (R•
ε−→N ) (4).

6.2.1. Filtration canonique de H(ID F(N )). Reprenons la résolution
(Eq.19) et considérons pour m ≤ d := dimgb(R) les morphismes suivants
entre les troncatures bêtes (cf. 2.1.6) :

Rm−1,0� _
ιm−1,0
��

0

��

//Rm−1
εm−1 // · · · ε1 //R0

// 0

Rd,0

πd,m
����

0 //Rd
// · · · //Rm+1

εm+1//Rm
εm //Rm−1

��

εm−1 // · · · ε1 //R0
// 0

Rd,m 0 //Rd
// · · · //Rm+1

εm+1//Rm
// 0

4. En effet, le foncteur F étant additif, est toujours compatible aux sommes directes
finies, mais pas forcément aux sommes directes quelconques, l’contre-exemple le plus im-
médiat est donné par le foncteur (−) Homgr•R(−, R).
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donnant la suite exacte courte de complexes de R-mdg’s

0→ Rm−1,0

ιm−1,0

↪−−−−→ Rd,0

πd,m−−−−�Rd,m → 0 (Eq.21)

clairement scindée (terme à terme) dans Modgr(R). Les morphismes dans
cette suite donnent lieu à la filtration et à la cofiltration (de bicomplexes)Rd,0 Rd−1,0

? _ιoo · · ·? _ιoo R0,0
? _ιoo 0oo

Rd,0
π // //Rd,1

π // // · · · π // //Rd,d
// 0

(Eq.22)

En appliquant le foncteur « R-mdg simple associé » (2.1), on obtient la
suite exacte courte de R-mdg’s

0→ ΣRm−1,0

Σ ιm−1,0

↪−−−−→ ΣRd,0

Σπd,m−−−−�ΣRd,m → 0 (Eq.23)

toujours scindée dans Modgr(R), d’où la filtration et cofiltration de R-mdg’sΣRd,0 ΣRd−1,0
? _Σ ιoo · · ·? _Σ ιoo ΣR0,0

? _Σ ιoo 0oo

ΣRd,0
Σπ // //ΣRd,1

Σπ // // · · · Σπ // //ΣRd,d
// 0

(Eq.24)

6.2.2. Le foncteur F : Modgr(R) Modgr(R′) (covariant) appliqué à (Eq.21)
donne la suite

0→ FRm−1,0

F ιm−1,0

↪−−−−→ FRd,0

F πd,m−−−−�FRd,m → 0 , (Eq.25)

qui est exacte, car scindée. On pose alors pour i ∈ N

H(F ΣR•)−i := im
(

HF ιi,0 : HF ΣRi,0 −→HF ΣRd,0

)
d’où la filtration décroissante finie de R′-mg’s

H(IDFN ) = H(F ΣR•)−d ⊇ · · · ⊇ H(F ΣR•)−1 ⊇ H(F ΣR•)0 ⊇ 0

(Eq.26)

et les R′-mg’s
Gri H(IDF(N )) :=

H(F ΣR•)i
H(F ΣR•)i+1

, pour −d ≤ i ≤ 0.

donnnant lieu au R′-module bigradué

Gr H(IDF(N )) :=
⊕

−d≤i≤0
Gri H(IDF(N )) .
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6.2.3. Le foncteur G : Modgr(R)  Modgr(R′) (contravariant) appliqué à
(Eq.21) donne à la suite

0→ GRd,m

G πd,m
↪−−−−→ GRd,0

G ιm−1,0−−−−�GRm−1,0 → 0 , (Eq.27)

qui est exacte, car scindée. On pose alors pour i ∈ N

H(GΣR•)i := im
(

HG πd,i : HGΣRd,i −→HGΣRd,0

)
d’où la filtration décroissante finie

H(IDGN ) = H(GΣR•)0 ⊇ · · · ⊇ H(GΣR•)d−1 ⊇ H(GΣR•)d ⊇ 0

(Eq.28)

et les R′-mg’s
Gri H(IDG(N )) :=

H(GΣR•)i
H(GΣR•)i+1

, pour 0 ≤ i ≤ d.

donnant lieu au R′-module bigradué

Gr H(IDG(N )) :=
⊕

0≤i≤d
Gri H(IDG(N )) .

6.2.4. Théorème. Soit N un R-mdg.

a) Les filtrations (Eq.26) et (Eq.28) sont intrinsèques, i.e. ne dépendent pas
de la résolution projective simultanée (R•

ε−→N ) considérée.
b) Le foncteur F : Modgr(R) Modgr(R′) étant covariant, Gr H(IDF(N ))

est limite d’une suite spectrale canonique (IEr(F,N ), dr), naturelle par
rapport à F et à N , de deuxième terme

IE−p,q2 (F,N ) =
[
ILpF(HN )

]q
=⇒ Gr−p H−p+q(IDF(N )) .

où ILpF : D− Modgr(R) D− Modgr(R′) désigne le p-ième foncteur dé-
rivé à gauche entre catégories dérivées des complexes de R-mg’s bornés à
droite.

c) Le foncteurG:Modgr(R) Modgr(R′) étant contravariant, GrH(IDG(N ))

est limite d’une suite spectrale canonique (IEr(G,N ), dr), naturelle par
rapport à G et à N , de deuxième terme

IE p,q
2 (G,N ) =

[
IRpG(HN )

]q
=⇒ Grp Hp+q(IDG(N )) .

où IRpG :D− Modgr(R) D+ Modgr(R′) désigne les p-ième foncteur dé-
rivé à droite entre catégories dérivées des complexes de R-mg’s bornés à
droite puis à gauche.



§6 Foncteurs dérivés 47

Démonstration. On raisonne pour le foncteur F : Modgr(R)  Modgr(R′)
covariant, le cas de G contravariant étant tout à fait analogue.

Soient (R•
ε−→N ) et (R′•

ε′−→N ) deux résolutions projectives simultanées
respectivement associées à des résolutions projectives de R-mg’s P•

π−→HN
et Q•

ν−→BN , et P ′•
π′−→HN . et Q′•

ν′−→BN .
La proposition 5.2.5 affirme qu’il existe un morphisme de résolutions

α• : (R• , ε•)→ (R′• , ε′•)

relevant idN (qui est unique à homotopie près) et telle que le morphisme de
complexes

Hα• : (HR• ,H ε•)→ (HR′• ,H ε′•) (∗)

est un morphisme de résolutions de (P•
π−→HN ) vers (P ′•

π′−→HN ) rele-
vant idH(N ) , modulo des identifications canoniques (HR• ,H ε•) = (P• , π•)
et (HR′• ,H ε′•) = (P ′• , π

′
•).

Pour chaque i ∈ N on a le diagramme commutatif de R-mdg′s

ΣRi,0

Σαi,0
��

ιi,0
//ΣR•

ε̃0 //

Σα•
��

N

ΣR′i,0
ιi,0
//ΣR′•

ε̃′0 // N

Dont on déduit, en passant en cohomologie, l’inclusion

(H(F ΣR•))i ⊆ (H(F ΣR′•))i .

et l’assertion (a) résulte, vu les rôles symétriques joués par R et R′ .
FR• est un bi-complexe de i-ième colonne F(E(Qi))⊕F(F(Pi)). La coho-

mologie de cette colonne est égale à F(Pi) puisque E(Qi) est homotope à zéro
(cf. 2.3.3). Par conséquent, si nous filtrons FR• par indices des colonnes (5),
on obtient une filtration régulière de Σ(FR•) et donc une suite spectrale de
premier terme

IE1 =
(
· · · −→ F(Pi+1)

F(πi+1 )−−−−→F(Pi)
F(πi )−−−−→· · · F(π1 )−−−−→F(P0)→ 0

)
et donc

IE−p,q2 = [ILp F H(N )]q =⇒ Gr−p H−p+q(IDF(N ))

d’après (Eq.20). L’unicité de cette suite spectrale à partir du terme IE2 , ré-
sulte alors de l’homotopie (∗) dans les remarques préliminaires.
Enfin, la naturalité des suites spectrales vis-à-vis des transformations na-

turelles de foncteurs et évidente. �

5. aussi appelé « degré externe ».
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6.3. Morphisme de comparaison entre ILDiff F et ID F
6.3.1. Reprenons les données de 6.1. Soit

F : Modgr(R)→ Modgr(R′)

un foncteur additif et covariant commutant aux foncteurs de translation, ou
bien contravariant anticommutant aux foncteurs de translation. Le foncteur
induit

Diff F : Diffgr(R) Diffgr(R′) ,

est additif entre catégories abéliennes qui admet un foncteur dérivé puisque
la catégorie Diffgr(R) possède suffisamment de projectifs (2.4.1-(c)).
Le foncteur F étant covariant, on a le foncteur dérivé à gauche

ILDiff F : Diffgr(R) D−(Diffgr(R′))

qui fait correspondre
ILDiff F(N ) := Diff F(P•) et ILDiff F(α) := Diff F(α•) ,

où P• � N est une résolution projective dans Diffgr(R), et α• est un relève-
ment de α (cf. 2.4.1).

6.3.2. Nous allons comparer les foncteurs IDF et ILDiff F à l’aide du fonc-
teur « R-mdg simple associé » (cf. 2.1)

Σ : C− Diffgr(R) Diffgr(R) (∗)

qui se prolonge naturellement (2.1.2) en un foncteur

KΣ : K−(Diffgr(R)) IKDiffgr(R) .

Lorsque dimgb R < ∞, nous avons construit dans la preuve de 2.4.1-(d),
un relèvement projectif d’un R-mdg N à l’aide de la troncature intelligente
en d := dimgb(R) d’une résolution projective

(· · · → Pm
εm−→· · · ε1−→P0 → 0) = P• � N ,

où chaque o(Pi) est un R-mg projectif. Le morphisme canonique de com-
plexes de R-mdg’s

(P• , ε•)

����

· · · //Md+2

��

εd+2 //Md+1

εd+1
��

εd+1 //

��

//Md
//Md−1

//Md−2
// · · ·

τ≥dP• · · · // 0 // ker(εd)
� � //Md

εd ////Md−1

εd−1 ////Md−2

εd−2 //// · · ·

donne le morphisme de R-mdg’s

ΣILDiffF(N )=ΣF(P•)
Φ(N )−−−→ΣF(τ≥d(P•))=F(Στ≥d(P•))=IDF(N ),

(�)
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permettant la comparaison de ILDiff F(N ) et IDF(N ).

6.3.3. Ce qui précède s’applique mutatis mutandis au foncteur G contrava-
riant, et, conformément aux usages, on notera IRG et IRDiff G plutôt que
ILF et ILDiff F, s’agissant maintenant de foncteurs dérivés à droite. Le mor-
phisme de comparaison (�) s’écrit alors

IDG(N )
Φ(N )−−−−→Σ IRDiff G(N ) . (�′)

6.3.4. Proposition. On suppose R de dimension globale finie. Soient

F,G : Modgr(R)→ Modgr(R′)

des foncteurs additifs, F covariant et commutant aux foncteurs de transla-
tion, et G contravariant et anticommutant aux foncteurs de translation.
Pour tout R-mdg N ,
a) Le R-mdg Σ ILDiff F(N ) est acyclique.
b) Si G est exact à gauche, le morphisme naturel

Φ(−) : IDG(−)→ Σ IRDiff G(−)

est un quasi-isomorphisme.

Démonstration
a) Pour calculer ILDiff F(N ), on prend une résolution P•

ε−→→N où les Pm
sont des R-mdg’s projectifs donc homotopes à zéro (3.2.1-(a)). Il en est
donc de même pour F Pm , de sorte que le complexe (F P• ,F ε•) est
conforme aux hypothèses du théorème d’acyclicité 2.1.4-(b) et donc

Σ ILDiff F(N ) = Σ Diff F(P•) = acyclique

b) On procède comme dans (a) en appliquant le foncteur contravariant G à
la résolution projective (P• , ε•).
Les morphismes entre scindages intelligents

τ>dP•� _
��

· · · // Pd+2 εd+2

// // ker(εd+1) //
� _

��

0

��

(P• , ε•)

����

· · · // Pd+2

��

εd+2 // Pd+1

εd+1
����

εd+1 //

��

// Pd // Pd−1
// Pd−2

// · · ·

τ≤dP• · · · // 0 // ker(εd)
� � // Pd

εd //// Pd−1

εd−1 //// Pd−2

εd−2 //// · · ·

donnent lieu à la suite

0→ G(τ≤dP•)−→GP• −→G(τ>dP•)→ 0 (�)
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qui est exacte : à gauche puisque G l’est ainsi, et à droite puisque le
conoyau du morphisme de droite est IR1G(ker(εd)) = IRd+2G(N ) = 0 car
dimgb(R) = d. Par ailleurs, le complexe

G(τ>dP•) =
(
0→ G(ker(εd+1))→ G(Pd+2)→ G(Pd+3)→ · · ·

)
est exact puisque G est exact à gauche et que sa cohomologie calcule
IRkG(ker(εd+1)) = IRk+d+2G(N ) = 0, pour les mêmes raisons.

Si nous appliquons maintenant le foncteur Σ à (�), on obtient la suite
exacte courte de R-mdg’s

0→ ΣG(τ≤dP•)−→ΣGP• −→ΣG(τ>dP•)→ 0

où le terme de droite est acyclique d’après 2.1.4-(c).
Le morphisme canonique

IDG(N ) = ΣG(τ≤dP•)
Φ(N )−−−−→ΣGP• = Σ IRDiff G(N )

est bien, par conséquent, un quasi-isomorphisme. �

6.3.5. Remarques

a) Dans le cas du foncteur covariant F, le morphisme canonique (�),

Φ(N ) : Σ ILDiff F(N )−→ IDF(N )

induit un isomorphisme entre la limite de la suite spectrale associée au
bicomplexe ILDiff F(N ) filtré par degrés des mdg’s (6), et le gradué de
cohomologie de IDF(N ). En effet, le morphisme canonique de complexes
P• � τ≤dP• induit un morphisme de bicomplexes F P• → F τ≤dP• , d’où
le morphisme des suites spectrales associées aux filtrations par le degrés
de R-mdg’s (degrés internes) :

IEr Φ : IEr(F P• , dr)−→ IEr(F τ≤dP• , dr) .

Or, les complexes IEk
1 (FP• ,d1) et IEk

1 (Fτ≤dP• ,d1) réalisent ILkF(o(N ))
dans la catégorie dérivée de Modgr(R), de sorte que IE1 Φ est un quasi-
isomorphisme. On en déduit que les morphismes IEr Φ sont des isomor-
phismes pour tout r ≥ 2. Maintenant, comme la filtration par degré in-
terne du bicomplexe τ≤dP• est régulière, ces suites spectrales convergent
vers bien vers le gradué de la cohomologie de IDF(N ).

b) Dans le cas du foncteur contravariantG, le morphisme naturel deR-mdg’s
Φ(N ) : IDG(N )→ Σ IRDiff G(N ) est isomorphisme à homotopie près,

6. Appelés « degrés internes ».
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si et seulement si, le R-mdg ΣG(τ>dP•), dont on sait déjà qu’il est acy-
clique, est aussi homotopiquement nul. Une condition suffisante pour cela,
d’après (3.2.1-(a)), est que les R-mg’s o(GPk) et o(G ker(εd+1)) soeint
projectifs (†). Or, si R est noethérien et que N est un R-module de type
fini, les termes Pk , et donc ker(εd+1), peuvent être pris projectifs de type
fini, donc facteurs directs de R-modules libres de rang fini, et la condition
(†) sera satisfaite pour peu que G(R) soit un R′-module projectif. Un cas
intéressant est celui du foncteur G(−) := HomgrR(−, R), où R est un an-
neau de polynômes à un nombre fini de variables, à coefficiens entiers ou
dans un corps. Même dans ce cas, j’ignore au moment d’écrire ces lignes,
quelle est la classe d’homotopie de ΣG(τ>dP•) pour N quelconque.

7. Scindage de R-mdgr’s
7.1. R-mdg’s scindés

7.1.1. Notation. Pour tout R-mdg M = (M,dM), on note HM sa coho-
mologie en tant R-mg, et on note HM := F(HM) = (HM, 0) (cf. 2.2.1).

7.1.2. Définition. Un R-mdg M est « scindé » dans Diffgr(R) (resp. dans
IKDiffgr(R) ou IDDiffgr(R)), s’il y est isomorphe à sa cohomologie, soit :

M∼ HM .

7.1.3. Lemme. SoitM un R-mdg.

a) Si o(M) est projectif, le R-mdg M est scindé dans IDDiffgr(R) si, et
seulement si, il existe un quasi-isomorphisme de R-mdg’sM→HM.

b) Il existe un quasi-isomorphisme de R-mdg’s HM→M si, et seulement
si, la surjection canonique de R-mg’s π : ZM � HM est scindée. En
particulier, si HM est projectif,M est scindé dans IDDiffgr(R).

c) Si dimproj(HM) ≤ 1, le R-mdg M est scindé dans IDDiffgr(R).

Démonstration.

a) Si π1 : Q1 �M et π2 : Q2 � HM sont des relèvement projectifs, et si
α :M→HM est un isomorphisme dans IDDiffgr(R), il existe (3.2.1) un
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morphisme de R-mdg’s α̃ : Q1 → Q2 tel que

Q1
π1 // //

α̃ ��

M
α
��

Q2
π2 // //HM

est commutatif dans IDDiffgr(R). Maintenant, si o(M) est projectif, on
peut prendre Q1 =M et π1 = id, auquel cas π2 ◦ α̃ :M→HM est un
quasi-isomorphisme de R-mdg’s.

b) Lorsque H(M) est un R-mg projectif, la surjection ZM→ HM admet
une section σ : HM→ ZM qui composée à l’inclusion ZM⊆M donne
clairement un quasi-isomorphisme de HM versM.

c) Fixons une résolution projective simultanée de longueur finie R•
ε−→M

construite à l’aide de résolutions projectives 0 → P1
π1−→P0 → HM→ 0

et Q•
ν−→BM de R-mg’s. On a R1 = F(P1)⊕ E(Q1) et si x ∈ F(P1), on

a ε1(x) = (π1(x), y) pour un certain cocycle y ∈ E(Q0). En particulier, le
complexe de R-mdg’s 0→ F(P1)

ε1−→F(ε1(P1))⊕E(Q0)→ 0 est exact. On
considère alors le morphisme de complexes de R-mdg′s

0 // F(P1)⊕ 0
ε1 //

� _

⊆
��

F(ε1(P1))⊕ E(Q0)� _

⊆
��

// 0

//R2
ε2 // F(P1)⊕ E(Q1)

����

ε1 // F(P0)⊕ E(Q0)

����

// 0

//R2

ε′2 //R′1
ε′1 //R′0 = F(HM) // 0

où la troisième ligne est le quotient des deux premières. Comme la pre-
mière ligne est exacte, le morphisme de R-mdg’s induit ΣR• →ΣR′• est
un quasi-isomorphisme, de même par ailleurs que l’injection R′0 ⊆ ΣR′• .
On a donc les quasi-isomorphismes de R-mdg’s

HM = R′0 → ΣR′• ← ΣR• →M

et HM ∼M dans IDDiffgr(R). �

7.1.4. Remarque. Dans l’assertion 7.1.3-(a), l’hypothèse sur la projecti-
vité de o(M) est nécessaire. En effet, soit p : M1 � M0 une surjection de
R-mg’s et soit M =: ΣM• . On a HM = ker(p)[1]. Tout morphisme de
R-mdg’s α :M→HM se factorise à traversM/BM = M1 [1], et dire que
α est un quasi-isomorphisme, équivaut alors à dire que p est scindé, ce qui
n’est pas toujours vrai. Le R-mdg M est pourtant scindé dans IDDiffgr(R)
puisque l’inclusion ker(p)[1] ⊆ ΣM• est un quasi-isomorphisme, ce qui est
aussi conforme à l’assertion (b) du même lemme.
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7.1.5. Remarque. Dans le contrexemple précédent, nous pouvons sup-
poser que ker(p) est projectif, mais pas M0 . Dans ce cas, il existe un
quasi-isomorphisme HM → M, et il n’existe pas de quasi-isomorphisme
M → HM. Inversement, si nous considérons une injection i : N1 → N0

entre R-mg’s projectifs, telle que coker(i) n’est pas projectif, et si nous po-
sonsN := ΣN• , il existe bien un quasi-isomorphismeN →HN , et il n’existe
pas de quasi-isomorphisme HN →N . Dans les deux cas, la cohomologie est
de dimension projective ≤ 1, de sorte que le R-mdg L :=M⊕N est scindé
dans IDDiffgr(R) d’après 7.1.3-(c), mais il n’existe pas de quasi-isomorphisme
de R-mdg’s L → HL ni HL → L.

7.1.6. IDHotgr∗R(〈scindé〉, N). Soit N un R-mg. La section 3.3.4 intro-
duit le foncteur cohomologique

IDHotgr∗R(−, N) : IDDiffgr(R) Modgr(R) ,

et donne, pour tout R-mg M , un isomorphisme canonique (3.3.5-(a))

IDHotgrkR(F(M), N) ∼=
⊕

n∈N ExtgrnR(M,N [k − n]) , ∀k ∈ Z .

Nous étudions dans cette partie les conditions de validité de cette identi-
fication lorsque l’on remplace F(M) par un R-mdg scindéM.

Soient ϕ1 , ϕ2 :M→HM deux isomorphismes dans IDDiffgr(R). Par fonc-
torialité, on obtient les bijections (ϕ1) et (ϕ2) :

IDHotgr∗R(HM, N)

(ϕ2 )−1◦(ϕ1 )
��

(ϕ1 ) ++

IDHotgr∗R(M, N)

IDHotgr∗R(HM, N)
(ϕ2 )

33

et la bijection de transition (ϕ2)−1 ◦ (ϕ1) correspond à l’isomorphisme de la
catégorie IDDiffgr(R)

ϕ1 ◦ϕ−1
2 :HM→HM .

Maintenant, si (P•
π−→HM) est une résolution projective dans Modgr(R), la

loi de composition naturelle

◦ : HotgraR(P≥0 , N)× HotgrbR(P≥0 , P≥0)→ Hotgra+b
R (P≥0 , N) , ∀a, b ∈ Z ,

montre que l’action de (ϕ2)−1 ◦ (ϕ1) sur IDHotgr∗R(HM, N) s’identifie à la
composition à droite par le morphisme « de transition » Φ∈Hotgr0

R(P≥0 , P≥0)
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défini par la composée de relèvements ϕ̃1 ◦ ϕ̃−1
2 , autrement dit, on a{

• Φ = ϕ̃1 ◦ ϕ̃−1
2 ∈ Hotgr0

R(P≥0 , P≥0 ) , et

• ((ϕ2)−1 ◦ (ϕ1))(α) = α ◦ Φ , ∀α ∈ Hotgr∗R(P≥0 , N) .
(Eq.29)

Or, d’après 5.2.7 et 3.3.5-(a), nous avons

Φ ∈ Hotgr0
R(P≥0 , P≥0) = Hotgr0

R(P≥0 ,HM)

= Homgr0
R(HM,HM)⊕

⊕
k>0 ExtgrkR(HM,HM[−k]) .

ce qui donne la décomposition canonique du morphisme de transition :

Φ = Φ0 ⊕ Φ1 ⊕ Φ2 ⊕ · · · ,

où la composante Φk : P≥0 → HM, qui correspond au facteur appartenant à
ExtgrkR(HM,HM), est le morphisme de R-mdg’s associé à un certain mor-
phisme de complexes de la forme

· · · // Pk+1

εk+1 //

��

Pk
εk //

αk��

Pk−1

��

εk−1 // · · · ε1 // P0
// 0

0 // HM[−k] // 0

de sorte que l’action de Φk en cohomologie est nulle dès que k > 0, de plus

Φ0 ∈ Hotgr0
R(HM,HM) coïncide avec HΦ : HM→ HM . (Eq.30)

Conclusion. Ces observation montrent que même en exigeant aux isomor-
phismes ϕ :M→HM d’induire l’identité en cohomologie, les morphismes
de transition Φ, qui vérifieraient alors Φ0 = idHM , n’ont aucune raison d’être
l’identité. Aussi, l’isomorphisme induit par ϕ :⊕

n∈N ExtgrnR(HM, N [k − n])
∼−−−→

(ϕ)
IDHotgrkR(M, N) , ∀k ∈ Z .

dépend du choix de ϕ, i.e. n’est pas intrinsèque.

Cette situation s’arrange par contre dès que l’on passe aux gradués.
Donnons-nous une présentation projective s :Q�M et des résolutions pro-
jectives simultannées (R•

ε−→M) et (Q•
q−→Q) compatibles à une résolution

projective (P•
π−→HM). Soit s• : Q• → R• un relèvement de s. On a

· · · ε2 //R1
ε1 //R0

ε0 // //M

· · · q2 // Q1 q1 //

s1
88

Q0 q0 // //

s0
88

Q
s
88 88

· · · π2 // FP1
π1 // FP0

π0 // //HM
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Maintenant, pour tout isomorphisme ϕ :M→HM de IDDiffgr(R), indui-
sant l’identité en cohomologie, il existe un quasi-isomorphisme β :Q→HM
dans IKDiffgr(R) et un relèvement projectif simultané de ϕ (5.2.6) :

· · · ε2 //R1
ε1 //R0

ε0 // //M

ϕ

��

· · · q2 // Q1 q1 //

β1 &&

s1
88

Q0 q0 // //

β0 &&

s0
88

Q
β
&&

s
88 88

��

· · · π2 // FP1
π1 // FP0

π0 // //HM
où les morphismes

s≥0 : Q≥0 → R≥0 et β≥0 : Q≥0 → FP≥0

sont des quasi-isomorphismes dans IKDiffgr(R) qui respectent, par construc-
tion, les filtrations canoniques des complexes sous-jacents. Mais alors, les
termes IE2 des suites spectrales canoniques associées à Hotgr∗R(R≥0 , N) et
Hotgr∗R(FP≥0 , N) sont identiques et les morphismes induits par (s•) et (β•)
sur ces termes sont des isomorphismes inverses l’un de l’autre (7). La propo-
sition suivante en découle.

7.1.7. Proposition. Soit M un R-mdg scindé et, pour k ∈ Z, munissons
IDHotgrkR(M, N) et IDHotgrkR(HM, N) de la filtration canonique 6.2.1.
Alors, pour tout isomorphisme ϕ : M→ HM dans IDDiffgr(R) induisant
l’identité en cohomologie, le morphisme induit

Gr IDHotgrkR(HM, N)
Gr(ϕ)−−−→Gr IDHotgrkR(M, N) , ∀k ∈ Z ,

est une bijection indépendante de ϕ. En particulier, pour tous p ∈ N et k ∈ Z,
on a un isomorphisme canonique naturel de foncteurs

ExtgrpR(H(−), N [k − p])
∼=−−−→ Grp IDHotgrkR(−, N) ,

sur la sous-catégorie pleine des R-mdg’s scindés de IDDiffgr(R).

7.1.8. Remarque. Une autre manière de procéder pour vérifier le caractère
intrinsèque du morphisme Gr(ϕ) dans 7.1.7 consiste à montrer que la filtra-
tion canonique de A := Hotgr∗R(P≥0 , P≥0) en fait une R-algèbre graduée filtrée
et que l’action de A à droite sur Hotgr∗R(P≥0 , N) est bien compatible aux fil-
trations. On constate ensuite que le gradué de l’isomorphisme de transition Φ
dans (Eq.29) n’est autre que l’isomorphisme Φ0 = HΦ : HM→HM, d’après
la remarque (Eq.30).

7. On pourrait même faire abstraction de la compatibilité des résolutions simultanées
par rapport à (P• → HM). Dans ce cas, les termes IE1 des suites spectrales canoniques
sont des résolutions projectives de HM et les morphismes qui les relient sont homotopes
à l’identité de sorte que les termes IE2 s’identifient de même.
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7.1.9. Suite spectale canonique associée à IDHotgr∗R(−, N). En ob-
servant que le foncteur

GN (−) := Homgr•R(−, N) : Modgr(R) Modgr(R)

est la somme directe
⊕

k∈Z Homgr0
R(−, N [k])[−k], l’assertion 6.2.4-(c) pour

la suite spectrale canonique associée à (GN ,−), s’explicite en

IEp,k−p
2 (GN ,−) +3 IEp,k−p

∞ (GN ,−)

ExtgrpR(H(−), N [k − p]) Grp IDHotgrkR(−, N) ,

et ce fonctoriellement sur toute la catégorie IDDiffgr(R).

Nous verrons dans 7.2.1 que lorsque M est scindé, cette suite spectale
dégénère, on a IE2(GN ,M) = IE∞(GN ,M), ce qui redémontre 7.1.7.

7.2. Critère général de scindage

7.2.1. Théorème. On suppose R de dimension globale finie. Les conditions
suivantes sont équivalentes pour un R-mdg M.

a) M est scindé dans IDDiffgr(R).

b) Pour tous les foncteurs additifs F,G : Modgr(R)→Modgr(R′), où F est
covariant et commute aux foncteurs de translation, et où G est contra-
variant et anticommute aux foncteurs de translation, les suites spectrales
canoniques 6.2.4-(b) :{

(IEr(F,M), dr) : IE−p,q2 = [ILpF(HM)]q =⇒ Gr−p H−p+q(IDF(M)) ,

(IEr(G,M), dr) : IE p,q
2 = [IRpG H(M)]q =⇒ Grp Hp+q(IDG(M)) ,

sont dégénérées, i.e. dr = 0 pour tout r ≥ 2.

c) L’assertion (b) est vérifiée par G(−) := Homgr•R(−,HM).
(cf. 1.2.4)

d) L’assertion (b) est vérifiée par G(−) := Homgr•R(−, R).

Démonstration

(a)⇒(b). Soit R•
ε−→M une résolution projective simultanée de longueur fi-

nie compatible à une résolution projective de R-mg’s P•
π−→HM (cf. 5.2.5-(a)).

Supposons dans un premier temps que o(M) est projectif. CommeM est
supposé scindé, on peut fixer (7.1.3-(a)) un quasi-isomorphisme de R-mdg’s
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ϕ :M→HM. On a donc le diagramme de R-mdg’s de lignes exactes

· · · //R1
ε1 //R0

ε0 //M
ϕ
��

// 0

· · · // FP1
Fπ1 // FP0

Fπ0 //HM // 0

où l’on remarque que le foncteur « cocycles » Z(−) laisse exacte la deuxième
ligne. Le morphisme ϕ se relève donc en un morphisme de résolutions ϕ• .

· · · //R1
ε1 //

ϕ1
��

R0
ε0 //

ϕ0
��

M
ϕ
��

// 0

· · · // FP1
Fπ1 // FP0

Fπ0 //HM // 0

Maintenant, si F est un foncteur covariant, nous avons{
IDF(M) = F(ΣR•) = ΣFR• ,
IDF(HM) = F(ΣFP•) = Σ(ILF)(HM) ,

et F ϕ• induit un morphisme de complexes de R-mdg’s

· · · // FR2
F ε2 //

F ϕ2
��

FR1
F ε1 //

F ϕ1
��

FR0
//

F ϕ0
��

0

· · · // FF P2
F π2 // FF P1

F π1 // FF P0
// 0

(◦)

d’où un morphisme des suites spectrales associées à la filtration par degré
de résolution. Il est alors immédiat de constater que, par construction, F ϕ•
induit un isomorphisme sur les termes (IE2 , d2) ((IE1 , d1) en fait). L’annu-
lation de dr pour r ≥ 2, dans la suite spectrale de la deuxième ligne de (◦)
entraîne alors la dégénérescence de la suite spectrale associée à la première
ligne, qui n’est autre que la suite spectrale canonique.

Dans le cas où o(M) n’est pas projectif, on fixé un relèvement projectif
φ : Q�M (3.1.1, 3.1.3), des résolutions projectives simultanées R•

ε−→Q et
L•

π−→M, associées à une même résolution projective de HQ = HM, et l’on
considère le diagramme de R-mdg’s de lignes exactes

· · · //R1
ε1 //R0

ε0 // Q
φ
��

// 0

· · · // L1
π1 // L0

π0 //M // 0

où l’on remarque que le foncteur « cocycles » Z(−) laisse exacte la deuxième
ligne. Le morphisme φ se relève donc en un morphisme de résolutions φ•
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donnant lieu au morphisme de complexes de R-mdg’s

· · · // FR2
F ε2 //

F φ2
��

FR1
F ε1 //

F φ1
��

FR0
//

φ0
��

0

· · · // F L2
π2 // F L1

π1 // F L0
// 0

induisant un isomorphisme sur les termes IE2 des suites spectrales des lignes
associées à la filtration par degré de résolution. La dégénérescence de la suites
spectrale associée à la première ligne, déjà acquise puisque o(Q) est projec-
tive, entraîne la dégénérescence de la suite spectrale de la deuxième ligne,
qui n’est autre que la suite spectrale canonique.
Le cas du foncteur contravariant G se traite de la même manière.

(c)⇒(a). Soit R•
ε−→M une résolution projective simultanée de longueur

finie compatible à une résolution projective de R-mg’s P•
π−→HM (5.2.5-(a)).

On a la suite exacte (verticalement) de complexes de R-mdg’s (cf. 2.1.6)

R0� _
i ��

0

��

//R0
// 0

��

R≥0

p ����

· · · //R3
ε3 //R2

ε2 //R1
ε1 //R0

��

// 0

R≥1 · · · //R3
ε3 //M2

ε2 //R1
// 0

(�1)

où R≥0 := ΣR∞,0 , et R≥1 := ΣR∞,1 (cf. 2.1.5), clairement scindée dans la
catégorie Modgr(R), dont on déduit (4.1.1) le triangle distingué de IKDiffgr(R)

R0
i−−−→R≥0

p−−−→R≥1
ε̃1−−−→R0 [1] , (�2)

où ε̃1 : R≥1 → R0 [1] est le morphisme de connexion de complexes (2.1.6)

R≥0

ε̃1��

· · · //R3

��

ε3 //R2
ε2 //

��

R1

ε1
��

// 0

��

// 0

��

// · · ·

R0 [1] · · · // 0 // 0 //R0
// 0 // 0 // · · ·

On en déduit le triangle distingué

GR≥1
G p−−→GR≥0

G i−−→GR0
G ε̃1−−→GR≥1 [1] , (�3)

puis la suite longue de cohomologie (1.2.16)

−−→H0 GR≥1
G p−−→H0 GR≥0

G i−−→H0 GR0
G ε̃1−−→H0 G(R≥1 [1])−−→ ,

et comme G = Homgr∗R(−,HM), on a (1.2.6)

→Hotgr0
R(R≥1 ,HM)→Hotgr0

R(R≥0 ,HM)→ Hotgr0
R(R0 ,HM)

G ε̃1−−→
−−→Hotgr1

R(R≥1 ,HM)→
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dont déduit la suite exacte à gauche

0→ Gr0(HGR≥0)0 � � // Hotgr0
R(R0 ,HM)

G ε̃1 // Hotgr1
R(R≥1 ,HM)→

que nous complétons par le diagramme commutatif (I), ci-dessous, à l’aide
des morphismes ‘h’ qui font correspondre à un morphisme de R-mdg’s le
morphisme de R-mg’s induit en cohomologie

0→ Gr0(HGR≥0)0

φh
��

� � // Hotgr0
R(R0 ,HM)

(=)h
��

G ε̃1 // Hotgr1
R(R≥1 ,HM)→

(I) h
��

Homgr0
R(HM,HM) �

�
α // Homgr0

R(P0 ,HM) β // Homgr0
R(K0 ,HM) ,

(�4)

où K0 = ker(P0
π0−→HM) (cf. 5.2.5-(a)), et où α, β sont les morphismes natu-

rels. On en déduit l’existence de l’injection φ qui n’est autre que le morphisme
induit par h : Hotgr0

R(R≥0 , R)→ Homgr0
R(HM,HM) (dont on vérifie aisé-

ment que la composition avec HG p : Hotgr0
R(R≥1 , R)→Hotgr0

R(R≥0 , R) est
nulle)

Si nous appliquons maintenant le foncteur G = Homgr•R(−,HM) au dia-
gramme (�1), nous obtenons la suite exacte de complexes de R-mdg’s filtrés
par la filtration canonique 6.2.1 :

0 //

��

0 //

��

GR1
G ε2 //GR2

G ε3 //

0 //

��

GR0
G ε1 //GR1

G ε2 //

��

GR2
G ε3 //

��

0 //GR0
// 0 // 0 //

de morphisme de R-mdg’s simples, la suite exacte scindée de R-mdg’s filtrés

0 //GR≥1
� � G p

//GR≥0
G i // //GR0

// 0

dont est issu le triangle distingué (�3) (4.1.1). On se retrouve alors avec la
suite de termes IE1 des suites spectrales canoniques correspondantes :

0 // IE∗1(G,R≥1) // IE∗1(G,R≥0) // IE∗1(G,R0) // 0

0 // Homgr∗(P≥1 ,HM) // Homgr∗(P≥0 ,HM) // Homgr∗(P0 ,HM) // 0

où les morphismes induits (en pointillé) sont les morphismes naturels. On
constate que cette suite de R-mg’s est exacte (et même scindée) de sorte que
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les termes IE2 s’organisent suivant la suite exacte longue des Extgr(−,HM) :

// IEp
2(G,R≥1) // IEp

2(G,R≥0) // IEp
2(G,R0) //

// ExtgrpR(K0 [1],HM) // ExtgrpR(HM,HM) // ExtgrpR(P0 ,HM) //

dont on extrait

IE0
2(G,R≥0) // IE0

2(G,R0) // IE1
2(G,R≥1) //

Homgr0
R(HM,HM) �

�
α // Homgr0

R(P0 ,HM) β // Homgr0
R(K0 ,HM) //

où l’on retrouve les morphismes α, β du diagramme (�4). On en déduit que
lorsque la suite spectrale canonique (IEr(G,M), dr) dégénère, on a

Gr0(HGR≥0)0 = IE0
∞(G,R≥0) = IE0

2(G,R≥0) = Homgr0
R(HM,HM)

et le morphisme φ : Gr0(HGR≥0)0 → Homgr0
R(HM,HM) de (�4) est aussi

surjectif. Il existe donc un morphisme dans Hotgr0
R(R≥0 ,HM) induisant

l’identité en cohomologie. Le R-mdg R≥0 est donc bien scindé.

(d)⇒(a). Par récurrence sur dimproj(HM). Si dimproj(HM) ≤ 1, le R-mdg
M est scindé d’après 7.1.3-(c). Soit maintenant e > 1 et supposons avoir
établi l’implication (d)⇒(a) lorsque dimproj(HM) < e.

Soit M vérifiant l’hypothèse de (d) et tel que dimproj(HM) = e. Fixons
une résolution projective simultanée de longueur finie R•

ε−→M compatible
à une résolution projective de R-mg’s de longueur minimale P•

π−→HM, i.e.
telle que Pm = 0 pour tout m > dimproj(HM).

Nous avons la suite exacte courte de R-mdg’s

0→ K0 ↪−→R0
ε0−→M→ 0 , (Eq.31)

où K0 := ker(ε0). Nous avons la résolution projective simultanée

· · · −→R2
ε2−→R1

ε1−→K0 → 0 (Eq.32)

et la suite exacte courte de R-mg’s

0→ K0 ↪−→P0
π0−→HM→ 0 (Eq.33)

où K0 = ker(π0) = HK0 . On a dimproj(K0) = dimproj(HM)− 1, compte tenu
de la minimalité de la longueur de la résolution P•

π−→HM.
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La suite exacte (verticalement) de complexes de R-mdg’s (cf. 2.1.6)

// 0

��

// 0

��

//R0

i0

// 0

��
//R2
p2

ε2 //R1
p1

ε1 //R0
p0 ��

// 0

//R2
ε2 //R1

// 0

(Eq.34)

donne la suite exacte courte de R-mdg’s,

0→ R0
i−−−→←−−−
ρ
R≥0

p−−−→←−−−
σ
R≥1 → 0 , (Eq.35)

où R≥0 := ΣR∞,0 , et R≥1 := ΣR∞,1 (cf. 2.1.5), scindée dans Modgr(R) par
l’inclusion σ : R≥1 ⊆ R≥0 et la projection ρ : R≥0 � coker(σ) = R0 . On en
déduit (4.1.1) le triangle distingué de IKDiffgr(R)

R0
i−−−→R≥0

p−−−→R≥1
ε̃1−−−→R0 [1]−−−→ , (Eq.36)

où ε̃1 : R≥1 → R0 [1] est le morphisme de connexion de complexes (2.1.6)

R≥1

ε̃1��

· · · //R3

��

ε3 //R2
ε2 //

��

R1

ε1
��

// 0

��

// 0

��

// · · ·

R0 [1] · · · // 0 // 0 //R0
// 0 // 0 // · · ·

Si nous appliquons maintenant un foncteur contravariant G au diagramme
(Eq.34), nous obtenons la suite exacte (verticale) de complexes de R-mdg’s
filtrés par la filtration canonique 6.2.1 :

0 //

��

0 //

��

GR1
G ε2 //GR2

G ε3 //

0 //

��

GR0
G ε1 //GR1

G ε2 //

��

GR2
G ε3 //

��

0 //GR0
// 0 // 0 //

la suite exacte des R-mdg’s simples associés (scindée dans Modgr(R))

0 //GR≥1
� � G p

//GR≥0
G i // //GR0

// 0 ,

et le triangle distingué de IKDiffgr(R)

GR≥1
G p−−−→GR≥0

G i−−−→GR0
G ε̃1−−−→G(R≥1 [−1]) , (Eq.37)

où il convient de souligner que les morphismes G p,G i,G ε̃1 sont des mor-
phismes de R-mdg’s compatibles aux filtrations canoniques et induisent donc
des morphismes des suites spectrales canoniques associées.

Les paragraphes suivants développent la remarque 7.1.9.
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Lorsque G= Homgr•R(−, N), où N est un R-mg, le triangle exact (Eq.37)
donne, en passant en cohomologie (cf. 1.2.16, 1.2.6), la suite exacte longue

−→HotgrkR(R≥1 , N)
α−→HotgrkR(R≥0 , N)

β−→ HotgrkR(R0 , N)
γ[1]−→

−→Hotgrk+1
R (R≥1 , N)−→

(Eq.38)

où α(−) := (−) ◦ p, β(−) := β ◦ i et γ(−) = (−) ◦ ε̃1 .

Le triangle (Eq.37) donne aussi lieu à la suite exacte courte de termes IE0

des suites spectrales canoniques, trivialement scindée dans Modgr(R),

0 // IE•−1
0 (G,R≥1) // IE•0(G,R≥0) // IE•0(G,R0) // 0

avec
IE•−1

0 (G,R≥1) =
⊕

p≥1 Homgr∗R(Rp [p], N)

IE•0(G,R≥0) =
⊕

p≥0 Homgr∗R(Rp [p], N)

IE•0(G,R0) = Homgr∗R(R0 , N)

et donc
IEp−1,q+1

1 (G,R≥1) =
⊕

p≥1 Homgr0
R(Pp , N [q])

IEp,q
1 (G,R≥0) =

⊕
p≥0 Homgr0

R(Pp , N [q])

IE0,q
1 (G,R0) = Homgr0

R(P0 , N [q])

et
IEp−1,q+1

2 (G,R≥1) =
⊕

p≥1 Extgrp−1
R (K0 , N [q])

IEp,q
2 (G,R≥0) =

⊕
p≥0 ExtgrpR(HM, N [q])

IE0,q
2 (G,R0) = Homgr0

R(P0 , N [q])

ce qui montre que la suite longue des termes IE2 induite par (Eq.37) est la
somme directe des suites exactes longues des Extgr(−, N [q]) induites par la
suite exacte courte (Eq.33), soit

// IEp−1,q+1
2 (G,R≥1) // IEp,q

2 (G,R≥0) // IEp,q
2 (G,R0) //

// Extgrp−1
R (K0 , N [q]) // ExtgrpR(HM, N [q]) // ExtgrpR(P0 , N [q]) //

Par conséquent, lorsque les trois suites spectrales en question dégénèrent, i.e.
dr = 0 pour r ≥ 2, on a un isomorphisme naturel des suites exactes longues

// Grp−1,q+1(R≥1 , N) Gr α //
OO
∼=
��

Grp,q(R≥0 , N)
Gr β

//
OO
∼=
��

Grp,q(R0 , N)
Gr γ
//

OO
∼=
��

// Extgrp−1
R (K0 , N [q]) // ExtgrpR(HM, N [q]) // ExtgrpR(P0 , N [q]) //

(Eq.39)

où nous avons noté Gra,b(−, N) := Gra(Hotgra+b
R (−, N)), et où, comme pré-

cédemment, α(−) := (−) ◦ p, β(−) := β ◦ i, γ(−) = (−) ◦ ε̃1 .
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1. – Dégénérescence de la suite spectrale canonique IE(G,K0).

Dans la construction de la suite spectrale (IE(C)r , d(C)r) associée à un
R-mdg filtré C? = (C, d)? , on pose (cf. [G], §4 p. 77){

Z(C)pr := {ω ∈ Cp | dω ∈ Cp+r} et

IE(C)pr :=
Z(C)pr

dZ(C)p−r+1
r−1 + Z(C)p+1

r−1

,

de sorte que l’annulation de la différentielle d(C)r : IE(C)r → IE(C)r , équivaut
à l’inclusion

dZ(C)pr ⊆ dZ(C)p+1
r−1 + Cp+r+1 , ∀p ∈ N .

Or, pour tout m ≥ 0, on a Z(Cm)pr = Z(C)m+p
r , de sorte que la condition

d’annulation de d(Cm)r : IE(Cm)r → IE(Cm)r s’écrit

dZ(C)m+p
r ⊆ dZ(C)m+p+1

r−1 + Cm+p+r+1 , ∀p ∈ N .

L’annulation de d(Cm)r résulte donc de l’annulation de d(C)r . En particulier,
la dégénrescence de suite spectrale canonique IE(G,R≥0) entraîne celle de
IE(G,R≥1) qui n’est autre que IE(G,K0) ((Eq.31),(Eq.32)).

2. – Scindage de K0. De (1 ), du fait que dimproj(K0) < dimproj(M) et par
hypothèse de récurrence, le R-mdg K0 est scindé dans IDDiffgr(R). Fixons
un quasi-morphisme de R-mdg’s

φ : R≥1 → (K0 [1], 0) , (Eq.40)

induisant l’identité en cohomologie, donc tel que sa restriction à P1 ⊆R1 est
la surjection π1 : P1 � K0 présente dans la résolution (P•

π−→HM)

3. – Dégénérescence de la suite spectrale canonique IE(Homgr•R(−, P ),M).
Un R-mg projectif P est toujours facteur direct d’un R-mg libre L, on a donc
L = P ⊕ P ′ , d’où une décomposition de foncteurs

Homgr•R(−, L) = Homgr•R(−, P )⊕ Homgr•R(−, P
′) ,

et donc des suites spectrales canoniques

IE(Homgr•R(−, L),M) = IE(Homgr•R(−, P ),M)⊕ IE(Homgr•R(−, P
′),M) .

Ainsi, la dégénérescence de IE(Homgr•R(−, R),M) implique la dégénéres-
cence de IE(Homgr•R(−, L),M), qui implique celle des deux autres.
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3. – Scindage de R≥0.

• Conservation de degrés. Le morphisme de R-mdg’s p :R≥0 →R≥1 respecte
les filtrations canoniques en introduisant un décalage d’une unité, on a, de
ce fait, un morphisme naturel

Gr∗ HotgrR(R≥1 , N)→ Gr∗+1 HotgrR(R≥0 , N) . (Eq.41)

Il s’ensuit que si α : R≥1 → N est un morphisme de R-mdg’s, on a

deg Gr(α ◦ p) ≥ deg Gr(α) + 1 .

Le rapport précis entre les degrés de α et α ◦ p est un ingrédiant important
dans la suite, et c’est là que l’hypothèse de dégénérescence des suites spec-
trales joue un rôle déterminant. Voici l’énoncé dont on aura besoin.

Lemme. Pour tout R-mg projectif P , le morphisme (Eq.41) est tel que

• Gr0 Hotgr1
R(R≥1 , P )−→→Gr1 Hotgr1

R(R≥0 , P ) est surjectif ;

• Gri Hotgr1
R(R≥1 , P )

∼=−→Gri+1 Hotgr1
R(R≥0 , P ) est bijectif ∀i > 0.

Par conséquent, pour tout morphisme de R-mdg’s α : R≥1 → P vérifiant
deg Gr(α) > 0, on a

deg Gr(α ◦ p) = deg Gr(α) + 1 .

Preuve. L’explicitation des suites (Eq.39) en degré total p+ q = 1 donne :

Gr0,1(R0 [1], P )
Gr γ
//

OO
∼=
��

⊕
p+q=1

Grp−1,q+1(R≥1 , P ) Gr α //
OO
∼=
��

⊕
p+q=1

Grp,q(R≥0 , P )
Gr β

//
OO
∼=
��

Homgr0
R ∣∣∣∣∣∣(P0 , P [0]) //

⊕
p+q=1

Extgrp−1
R ∣∣∣∣∣∣ (K0 , P [q]) //

⊕
p+q=1

ExtgrpR(∣∣∣∣∣∣HM, P [q]) //

0
⊕

Homgr0
R(P0 , P [0])

(γ)1−−→
⊕
0

(γ)2−−−−−−−−→
⊕
0

(γ)3−−−−−−−−→
⊕
...

0
⊕

Homgr0
R(K0 , P [0])

(α)1−−−�
⊕

Extgr1
R(K0 , P [−1])

(α)2−−→∼=⊕
Extgr2

R(K0 , P [−2])
(α)3−−→∼=⊕

...

Homgr0
R(HM, P [1])
⊕

Extgr1
R(HM, P [0])
⊕

Extgr2
R(HM, P [−1])
⊕

Extgr3
R(HM, P [−2])
⊕
...

(Eq.42)

et le lemme résulte de l’inspection de la colonne des morphismes (α). �
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• Première étape. L’idée pour vérifier que R≥0 est scindé consiste à montrer
qu’il existe dans IKDiffgr(R) un diagramme commutatif (I)

(I)

R≥1
ε̃1 //

φq.i.
��

R0 [1] //

ψq.i.
��

ĉ(ε̃1) = R≥0 [1]

ϕq.i.
��

K0 [1] �
�

⊆
j
// P0 [1] // ĉ(j) λ

q.i.
// HM[1]

(Eq.43)

où φ et ψ sont des quasi-isomorphismes. Les propiétés des catégories triangu-
lées garantissent alors l’existence d’un quasi-isomorphisme ϕ : ĉ(ε̃1) → ĉ(j)
dans IKDiffgr(R). Or, on a ĉ(ε̃1) =R≥0 [1], et l’application λ : ĉ(j)→ HM[1]
qui fait correspondre (x, y) 7→ x(mod K0) est bien un quasi-isomorphisme. La
composée (λ ◦ϕ)[−1] :R≥0 →HM est alors le quasi-isomorphisme cherché.

• Deuxième étape. Plaçons-nous dans IKDiffgr(R) et considérons le dia-
gramme (non commutatif)

R0
i //R≥0

p
//

β
$$

(I)

R≥1

α
$$

φ
��

δ
��

ε̃1 //R0 [1]
i[1]
//

ψ
��

R≥0 [1]

K0 [1] ⊆
j
// P0 [1]

q
// // ĉ(j) // K0 [2]

où
• les lignes sont des triangle distingués ;
• le morphisme φ : R≥1 → K0 [1] est le quasi-isomorphisme (Eq.40) ;
• le morphisme ψ :R0 [1] = E(Q0)[1]⊕F(P0)[1]→ P0 [1] , est le morphisme

nul sur E(Q0)[1] et l’identité sur F(P0)[1] ;
• le morphisme α : R≥1 → P0 [1] est la différence

α := ψ ◦ ε̃1 − j ◦ φ .
Si α = 0, les remarques de la première étape s’appliquent et l’implication

(d)⇒(a) est prouvée. Autrement, on remarque que

q ◦ (α ◦ p) = q ◦ ψ ◦ (ε̃1 ◦ p)− (q ◦ j) ◦ φ ◦ p = 0

de sorte qu’il existe β : R≥0 → K0 [1] vérifiant j ◦ β = α ◦ p. Or, l’action de
β en cohomologie est nulle puisque

H(j) ◦ H(β) = H(j ◦ β) = H(α ◦ p)

où H(j) est injective. On en déduit l’annulation de β ◦ i puisque ce mor-
phisme, élément de Hotgr0

R(R0 , P0 [1]) est entièrement déterminé par son ac-
tion en cohomologie d’après l’égalité d’adjonction (2.2.2) :

Hotgr0
R(R0 , N) = Hotgr0

R(F(P0), N) = Homgr0
R(P0 , N) = Homgr0

R(H(R0), N)

pour tout R-mg N . On conclut qu’il existe δ :R≥1 →K0 [1] tel que β = δ ◦ p
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Montrons que H(δ) = 0.

Comme H(j) est injective, il suffit de monter que H(j ◦ δ) = 0, autrement
dit, que deg Gr(j ◦ δ) > 0

Maintenant, on aura deg Gr(δ)> 0 si, et seulement si, l’action de δ en coho-
mologie est nulle, et , si, et seulement si, l’action de j ◦ δ ∈Homgr(R≥1 , P0 [1])

est nulle en cohomologie

On note
φ′ := j ◦ φ et φ̃′ := φ′ ◦ p .

Supposons φ̃′ = 0. Alors, grâce au fait que HotgrR(−, P0 [1]) est un foncteur
cohomologique, il existe ψ :R0 [1]→ P0 [1] rendant (I) commutatif, autrement
dit, tel que l’on a φ′ = ψ ◦ ε̃1 = γ(ψ) dans ??. Par ailleurs, comme R≥1 et R0

sont scindés, Gr0(γ) se lit dans son action en cohomologie (cf. 7.1.7), i.e. il
correspond au morphisme de restriction Homgr0

R(P0 , P0)→Homgr0
R(K0 , P0).

Or, Gr0(φ′) s’identifie à l’inclusion K0 ⊆ P0 qui est bien la restriction de
id : P0 → P0 . On peut donc prendre ψ dans (I), tel qu’il induit l’identité en
cohomologie. Le scindage de R≥0 en découle alors d’après la première étape.

Nous sommes ainsi ramenés à prouver, sachant que R≥1 est scindé, que

Il existe un morphisme Φ : R≥1 → K0 [1] induisant l’identité
en cohomologie, et tel que la composée

Φ̃′ := (j ◦ Φ) ◦ p ∈ Hotgr1
R(R≥0 , P0)

est nulle.

(Eq.44)

Nous allons construire un tel Φ en modifiant un quasi-isomorphisme donné
φ ∈ Hotgr0(R≥1 , K0 [1]) dont on suppose qu’il induit l’identité en cohomolo-
gie. Nous avons

φ ∈ Hotgr1(R≥1 , K0) =
⊕

`≥1 Extgr`−1
R (K0 , K0 [1− `]) , (Eq.45)

ce qui donne la décomposition, indexée par ` ≥ 1,

φ = φ1 ⊕ φ2 ⊕ · · · , avec
{
φ` ∈ Extgr`−1

R (K0 , K0 [1− `]) et
φ1 = idK0

(Eq.46)

On notera comme précédemment φ′ := j ◦ φ , et φ̃′ := φ′ ◦ p .
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Nous avons muni Hotgr1
R(R≥0 , P0) d’une filtration finie

Hotgr1
R(R≥0 , P0)0 ⊇ Hotgr1

R(R≥0 , P0)1 ⊇ Hotgr1
R(R≥0 , P0)2 ⊇ · · ·

et l’hypothèse de dégénérescence sur R≥0 donne les identifications (Eq.39){
Gr0(Hotgr1

R(R≥0 , P0)) = Homgr0
R(HM, P1) ,

Grj (Hotgr1
R(R≥0 , P0)) = Extgr`R(HM, P0 [1− `]) , ∀` > 0.

On voit alors, à l’aide de (Eq.42), que lorsque φ̃′ 6= 0, le degré de Gr(φ̃′)
est nécessairement ≥ 2. En effet, on a

φ′ = j ◦ φ ∈ Homgr1(R≥1 , P0) =
⊕

`≥1 Extgr`−1
R (K0 , P0 [1− `]) ,

d’où la décomposition, indexée par ` ≥ 1,

φ′ = φ′1 ⊕ φ′2 ⊕ · · · , avec φ′` ∈ Extgr`−1
R (K0 , P0 [1− `]) , (Eq.47)

dont le rapport avec la décomposition (Eq.46) est donné par

φ′` = j`∗(K0)(φ`) , (Eq.48)

où
j`∗(K0) : Extgr`−1

R (K0 , K0 [1− `])→ Extgr`−1
R (K0 , P0 [1− `])

est le morphisme naturel d’extensions induit par l’inclusion j : K0 ⊆ P0 .
Dans la décomposition (Eq.47), l’élément φ′1 est l’inclusion canonique

K0 ⊆ P0 , image par (γ)1 de id : P0 → P0 . Comme les colonnes de gauche
des diagrammes ?? et (Eq.42) coïncident, on conclut que (α)1(φ′1) = 0. Le
gradué de φ̃′ = φ′ ◦ p est de degré ≥ 2, plus précisément, si l’on note

e := inf{` ≥ 2 | φ′` 6= 0} ,
on a

Gr φ̃′ = (α)e(φ
′
e) 6= 0 . (Eq.49)

Soit maintenant ξe ∈ Hotgr1
R(R≥1 , K0) tel que dans sa décomposition

(Eq.45), on a (ξe)e = φe . Notons

ξ′e = j ◦ ξe et ξ̃′e := ξ′e ◦ p .

Alors
a) Le morphisme ξe provient d’un morphisme de complexes de R-mdg’s

εe+2 //Re+1

��

εe+1 //Re

α
��

εe //Re−1

��

εe−1 // · · · ε1 //R1 → 0

0 // K0 [1− e] // 0

et il induit clairement 0 en cohomologie pour peu que e ≥ 2.
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b) On a (ξ′e)e = φ′e , par construction d’après (Eq.48), et par (Eq.49)

Gr ξ̃′e = (α)e(ξ
′
e)e = (α)e(φ

′
e) = Gr φ̃′ .

Par conséquent, le morphisme

φ− ξe ∈ Hotgr1
R(R≥1 , K0)

est un quasi-isomorphisme induisant l’identité en cohomologie et tel que

deg Gr ˜(φ′ − ξ′e) > e .

L’itération de ce procédé permet de montrer que l’élément

Φ := φ−
∑

`≥2 ξ` ∈ Hotgr1
R(R≥1 , K0)

réponds aux demandes (Eq.44), ce qui termine la preuve du théorème.

7.2.2. Remarque. La preuve de (c)⇒(a) qui précède, montre aussi que le
morphisme β : ΣR• → hM induit un quasi-morphisme β̃ : M → hM si,
et seulement si, β ◦ ε1 = 0. Or ε1(x1 , 0) = (π1(x1), DE(y′0)), et on a bien
βε1(F(P1)) = 0. L’existence de β̃ équivaut donc à la condition d’annulation

βε1(E(Q1)) = 0 . (?)

Dans le contrexemple 7.1.4, où M = Σ(p : M1 � M0), supposons M1

et H = ker(p) tous les deux projectifs. On a alors la résolution projective
simultanée :

0→ E(H)
ε1−−−→F(H)⊕ E(M1)

ε0−−−→M → 0

H
ε1,1−−−→ 0 ⊕ M1

p−−−→M2∣∣∣∣ x ∣∣∣∣ p
x

H
ε1,0−−−→ H ⊕ M1

ε0,0−−−→M1

avec ε0,0(h, y) = h+y, ε1,0(h) = (−h, h) et ε1,1(h) = (0, h). On a alors, l’égalité

ΣR•
B ΣR•

=
H

0
⊕ H ⊕ (H ⊕M1)

{(h,−h, h)}
⊕ M2

M2

∼= H ⊕ (H ⊕M1)

et le morphisme β : ΣR•→H provient de la projection H⊕ (H⊕M1)�H,
qui fait correspondre (x, h, y) 7→ h. On y voit pourquoi la condition d’annu-
lation (?) ne peut être vérifiée.
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7.2.3. Corollaire. SoitM un R-mdg. Pour tout relèvement projectif simul-
tané (5.1.9-(a))

R = E(Q)⊕ F(P )
ε−→→M

compatible à des relèvements projectifs R-mg’s P π−→→HM et Q ν−→→BM, notons
K := ker(ε) ↪→R et K := ker(π) ↪→P les noyaux respectifs. On a ainsi le
diagramme

K � � //R0 = E(Q)⊕ F(P )
µ

%% %%
p2
����

K �
�

// P
π0 // // HM

où µ : E(Q)⊕ F(P )→ HM est le morphisme de R-mdg’s µ(x, y) = π0(y).
Les assertions suivantes sont alors équivalentes :
a) M est scindé dans IDDiffgr(R).
b) K est scindé dans IDDiffgr(R) et la composée K ↪→R µ−→→HM est homo-

tope à 0.

Démonstration. �

7.2.4. Remarque. Soit (R≥0
ε−→M) une résolution projective simultanée

(pas nécessairement de longueur finie). L’itération de 7.2.3 montre alors que
lorsqueM est scindé tous les Ki := ker(εi) le sont aussi.

7.3. Scindage et anneaux héréditaires
7.3.1. Proposition. Tout R-mdg est scindé dans IDDiffgr(R) si, et seule-
ment si, l’anneau R est héréditaire (8).

Démonstration. D’après la proposition 5.2.5-(a), tout R-mdg M admet une
résolution projective simultanée de longueur majorée par dimgb(R). Lorsque
R est héréditaire, dimgb(R) ≤ 1, et le terme (IE2 , d2) de la suite spectrale
canonique associée àM et un foncteur F (6.2.4-(b)), possède au plus deux
colonnes de sorte que dr = 0 pour tout r ≥ 2. La suite spectrale est dégénérée
et alorsM est scindé dans IDDiffgr(R) par 7.2.1-(b).
Réciproquement, soit N un sous-R-mg d’un R-mg projectif Q. Fixons un

relèvement projectif β :P �N deN dans Modgr(R). NotonsM := (P ⊕Q, d)
le R-mdg avec d(x, y) := (0, β(x)). Comme o(M) est projectif, le fait que
M est scindé dans IDDiffgr(R), équivaut à l’existence d’un morphisme de
R-mdg’s α :M→ F(hM) qui est un quasi-isomorphisme (7.1.3-(a)). Comme

8. Un anneau est dit « héréditaire » lorsque tout sous-module d’un module projectif
est lui-même projectif. Dans un anneau héréditaire, tout module admet une résolution
projective de longueur ≤ 1, donc dimgb(R) ≤ 1.
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la différentielle de F(hM) est nulle, on déduit la suite de morphismes de
R-mg’s

0→ F(hM) =
ZM
BM

↪−→ M
BM

α−−�F(hM)→ 0

↑id

où α est le morphisme induit par α. Or,M = P ⊕Q, ZM := ker(β)⊕Q et
BM = 0⊕ im(β), et la suite précédente s’écrit aussi

0→ ker(β)⊕ Q

im(β)

i⊕id
↪−→ P ⊕ Q

im(β)
α−−� ker(β)⊕ Q

im(β)
→ 0

↑id

On en déduit que ker(β) est facteur direct de P et donc N est projectif. �

7.3.2. Remarque. Un cas particulièrement important d’application de la
proposition précédente (mais aussi de 7.1.3-(c)) est celui où R = k[X] est
l’anneau des polynômes à une variable et coefficients dans un corps. Dans le
contexte de la cohomologie S1-équivariante que nous abordons dans la section
suivante, la proposition dit que les complexes des formes différentielles S1-
équivariantes sont scindés.

8. Cohomologie équivariante
8.1. Formes différentielles équivariantes
8.1.1. Les anneaux gradués R(g) et Sg . Soit G un groupe de Lie réel,
compact et connexe d’algèbre de Lie g. On note R(g) l’algèbre des fonctions
réelles polynomiales sur g, puis Sg := R(g)G la sous-algèbre des fonctions G-
invariantes. On munit R(g) et Sg de la graduation qui assigne à une forme
linéaire sur g le degré 2. On rappelle le résultat classique suivant.

8.1.2. Proposition. R(g) et Sg sont de dimension globale finie.

8.1.3. Les Sg -mdg’s ΩG(X) et ΩG,c(X). Les complexes des formes dif-
férentielles équivariantes sont les Sg -mg’s

ΩG(X) :=
(
R(g)⊗R Ω(X)

)G
, ΩG,c(X) :=

(
R(g)⊗R Ωc(X)

)G
,

où X est une G-variété différentiable et Ω(X) (resp. Ωc(X)) désigne le com-
plexe des formes différentielles (resp. à support compact) sur X , munis de la
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« différentielle équivariante »

dG
(
ω(X)

)
= dω(X) + c(X)ω(X) , (Eq.50)

où X est une variable qui dénote un élément de g, et c(X) désigne la contrac-
tion par le champ de vecteurs ξX associé à l’action du groupe à un paramètre
exp(tX) sur X .

On note HG(X) := h(ΩG(X), dG) (resp. HG,c(X) := h(ΩG,c(X), dG)) le
Sg -mg de cohomologie équivariante (resp. à support compact).

Comme HG(•) = Sg , on notera désormais HG , l’anneau gradué Sg .

8.1.4. Proposition

a) ΩG(X) et ΩG,c(X) sont des HG-mg’s libres.

b) (ΩG(X), dG) et (ΩG,c(X), dG) sont des HG-mdg’s

Démonstration. On sait que l’on a R(g) = HG ⊗R H où H désigne l’espace
des polynômes harmoniques sur g (cf. [D], §8 pp. 277-). Par conséquent,

ΩG(X) := HG ⊗R
(
H ⊗R Ω(X)

)G
, ΩG,c(X) := HG ⊗R

(
H ⊗R Ωc(X)

)G
.

L’assertion (b) est classique. �

8.1.5. Suite spectrale de Leray-Serre. Les bi-modules HG ⊗ Ω(X) et
HG ⊗Ωc(X) ont des bi-graduations du premier quadrant. Un tenseur P ⊗ω,
avec P et ω homogènes, deg(P ) = a et deg(ω) = b, est dit de « degré total »
a + b, de « degré forme différentielle » b, et de « degré complémentaire » a.
La filtration par degré complémentaire, i.e. ΩG,?(X)m := H≥mG ⊗ Ω?(X) est
une filtration décroissante HG-graduée, i.e. elle vérifie

Ha
G · (ΩG,?(X))m ⊆ (ΩG,?(X))a+m ,

et c’est aussi une filtration régulière des complexes des formes différentielles,
elle fournit donc des suites spectrales convergentes de terme IE2{

IEp,q
2 := Hp

G ⊗H
q
? (X)

d2(P ⊗ ω) :=
∑

i Pe
∨
i ⊗ c(ei)ω

où {ei} est une base de g de base duale {e∨i }. Les différents termes (IEr , dr)

de cette suite spectrale son naturellement munis d’une structure R-mdg, en
particulier d2 est entièrement déterminée par son action sur 1⊗H?(X).
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8.2. Le cas où G = S1

D’après la remarque 7.3.2, lorsque G = S1 , l’anneau HG est héréditaire et
l’on peut appliquer 7.3.1. En particulier, la proposition suivante est vérifiée.

8.2.1. Proposition. Les assertions suivantes sont équivalentes.
a) Le morphisme canonique HG(X)→H(X) (resp. HG,c(X)→Hc(X)) est

surjectif.
b) La suite spectrale de Leray-Serre IE2 = HG ⊗H(X) (resp. HG ⊗Hc(X))

est dégénérée, i.e. dr = 0 pour r ≥ 2.
c) HG(X) (resp. HG,c(X)) est libre dans Modgr(HG).

Démonstration. La preuve est la même pour ΩG(X) et pour ΩG,c(X).

(a)⇒(b) Soit ϕ : ΩG(X) → HG(X) un isomorphisme de IDDiffgr(HG).
Comme ΩG(X) est libre (8.1.4-(a)), ϕ se réalise à partir d’un morphisme
surjectif de HG-mdg’s φ : ΩG,c(X)�HG(X). Le morphisme φ projette alors
la filtration par degrés complémentaires de ΩG(X) (8.1.5), en une filtration
régulière de HG(X), de sorte qu’il induit un morphisme de suites spectrales
convergentes dont l’action sur le second terme IE2(φ) :HG⊗H(X)→HG(X)

composée au morphisme canonique ν : HG(X) → H(X), fait correspondre
P ⊗ [ω] 7→ P (0)[ω]. On a donc la factorisation de id : H(X)→ H(X),

H(X)
1⊗(−)

−−−−→ HG ⊗H(X)
IE2 (φ)
−−−−→ HG(X)

ν−→H(X) ,

↑id

(∗)

le morphisme ν est surjectif, et H(X) est facteur direct de HG(X).

On en déduit l’annulation de d2 (car déterminée sur 1⊗H(X)), mais alors
IE3 = IE2 =HG ⊗H(X) et d3 , étant HG-linéaire, est entièrement déterminée
sur 1⊗H(X). La factorisation (∗) est donc aussi valable sur IE3 , et d3 = 0.
L’annulation des dr , pour r ≥ 4, résulte pareillement.

(b)⇒(c) Si la suite spectrale de Leray-Serre est dégénérée, on a bien
Gr(HG(X)) = HG ⊗R H(X) et comme la filtration par degré complémen-
taire est une filtration HG-graduée, la liberté de HG(X) équivaut à celle de
Gr(HG(X)), et on a un isomorphisme de HG-mg’s HG(X) ∼ HG ⊗H(X)

(c)⇒(a) Si h(ΩG(X)) est libre, la suite spectrale canonique 6.2.4-(b) est
dégénérée car concentrée sur une seule colonne, et ΩG(X) est scindé d’après
le critère général de scindage 7.2.1. �
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8.3. Un critère de dualité équivariante lorsque G = S1
8.3.1. Nous appliquons les considérations du §1 à l’anneau gradué R = HG .
Les complexes de formes différentielles équivariantes sont des exemples de
HG-mdg’s, et le « morphisme de dualité de Poincaré équivariante »

IDG,X : (ΩG(X), dG)[dX ]→ Homgr•HG

(
(ΩG,c(X), dG), (HG , 0)

)
(�)

est un morphisme dans la catégorie Diffgr(HG) et lorsque X est orientable
c’est aussi un quasi-isomorphisme d’après le théorème de dualité de Poincaré
équivariante.

8.3.2. Le foncteur
F(−) := Homgr∗HG

(−, HG) : Modgr(HG) Modgr(HG) ,

introduit dans 1.2.4, est un foncteur additif contravariant et exact à gauche,
notons IRF(−) : D−(Modgr(R)) D(Modgr(R)) son dérivé à droite.
Maintenant, siM est un HG-mg, on fixe une résolution projective Q•�M

de longueur finie dans Modgr(R), possible car HG est de dimension globale
finie. La donnée du complexe

0→Homgr∗HG
(Q0 , HG))→Homgr∗HG

(Q1 , HG))→Homgr∗HG
(Q2 , HG))→· · ·

équivaut alors à celle du HG-mdg (Homgr•HG
(ΣQ• , HG), D•) (loc.cit.), car

Σ(Homgr∗HG
(Q• , HG)) :=

⊕
k∈N Homgr∗HG

(Qk , HG)[−k]

=
⊕

k∈N Homgr∗HG
(Qk [k], HG)

= Homgr∗HG
(ΣQ• , HG)

et puisque la somme porte sur un nombre fini de termes. On a donc

Σ IRF(M) ∼= Diff F(ΣQ•) = IDF(M, 0) . (�)

Le passage en cohomologie donne

IRkF(M) = hk(Homgr∗HG
(Q• , HG)) =: Extgr∗,kHG

(M,HG) ∈ Modgr(R)

où l’indice de cohomologie ‘k’ est relatif au degré ‘•’ de la résolution.
La cohomologie h(IRF(M)) := IR•F(M) est donc bigraduée et l’on note

tot IR•F(M) :=
⊕

k∈N IR
kF(M)

muni de l’ordre total, i.e. si x ∈ (IRkF(M))` , on pose deg(x) = k + ` (9).
L’isomorphisme (�) donne alors

tot Extgr∗,•HG
(M,HG) = h(IDF(M, 0)) . (∗)

9. Dans le cas d’un foncteur F covariant, l’ordre total aurait été k − `.
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D’autre part, on dispose des isomorphismes canoniques

h(IDF(HG,c(X), 0))∼=
1
h(IDF(ΩG,c(X), dG))∼=

2
h(Diff F(ΩG,c(X), dG))

où ∼=1 est donné par le théorème de scindage 7.2.1 et 7.3.1, et ∼=2 puisque
ΩG,c(X) est un HG-mg libre. On a donc

h(Homgr•HG
((ΩG,c(X), dG), (HG , 0))) ∼= tot Extgr∗,•HG

(HG,c(X), HG) ,

d’après (∗) où M = HG,c(X) (10). Cet isomorphisme, composé à celui induit
par IDG,X dans (8.3.1), donne alors l’isomorphisme

HG(X)[dX ] ∼= tot Extgr∗,•HG
(HG,c(X), HG)

Ces remarques constituent l’essentiel de la preuve du théorème suivant.

8.3.3. Théorème. Soit G = S1 et soit X une G-variété différentielle orien-
table. Le morphisme de dualité de Poincaré équivariante

IDG,X : (ΩG(X), dG)[dX ]→ (Homgr•HG
(ΩG,c(X), HG), D•)

induit un isomorphisme canonique de HG-mg’s

DG,X : HG(X)[dX ]→ tot Extgr∗,•HG
(HG,c(X), HG) .

En particulier, lorsque la cohomologie de de Rham X est de dimension finie,
le morphisme :

HG(X)[dX ]→ Homgr∗HG
(HG,c(X), HG) ,

induit par IDG,X , est bijectif si, et seulement si, HG(X) est HG-libre.

Démonstration. La première partie du théorème à déjà été justifiée. Pour la
seconde, la nécessité de la condition est claire puisque tout HG-mg projectif
est libre (11), et la suffisance résulte de l’isomorphisme DG,X moyennant le
fait que pour tout HG-mg M de type fini, le HG-mg Extgr∗,kHG

(M,HG) est de
torsion dès que k > 0.

En effet, notons I le HG-module gradué S−1HG où S est le système mul-
tiplicatif constitué des éléments homogènes non nuls de HG . Le HG-mg I est

10. Cet isomorphisme est bien sûr le même que celui de l’assertion 6.2.4-(b) que nous
aurions pu aussi bien invoquer.
11. Cf. [J] corollaire du théorème 6.21, p. 386.
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plat et a la propriété de tuer tout HG-mg de torsion. On a

Homgr∗HG
(M,HG)⊗ I = Homgr∗HG

(M, I)

pour tout HG-module gradué de type fini M , car I est plat. On a donc

IRHomgr∗HG
(M,HG)⊗ I = IRHomgr∗HG

(M, I) (∗)

grâce à la nœthérianité de HG .
Or, le foncteur Homgr∗HG

(−, I) est exact. En effet, il suffit pour cela de
vérifier que pour toute suite exacte courte de HG-modules gradués

0→M −→N
π−→ HG

(P1 , . . . , Pr)
[d]→ 0

où les Pi sont homogènes et non nuls, tout morphisme gradué λ : M → I
(de degré 0 suffit), admet un prolongement à N . Or, si m ∈ N est tel que
π(m) = 1, l’élément λ(Pim) ∈ I est bien défini pour i = 1, . . . , r, et l’on a
trivialement

Pjλ(Pim) = Piλ(Pj m) ∈ I ,

en particulier, l’élément

λ(m) :=
λ(Pim)

Pi
=
λ(Pj m)

Pj
∈ I

est bien défini et prolonge bien le morphisme λ à N tout entier.
Par conséquent, si k > 0 on a

Extgr∗,kHG
(N,HG)⊗ I = IRk Homgr∗HG

(M, I) = 0 ,

d’après (∗), et tous les éléments de Extgr∗,+HG
(M,HG) sont de HG-torsion. �
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