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Théorie des caractères

Solution 1 D’après l’exercice 4, feuille 5, on a la table des caractères sui-
vante pour S3.

S3 Id (1, 2) (1, 2, 3)

U 1 1 1

U ′ 1 −1 1

V 2 0 −1

Solution 2 Soit G un groupe dont toutes les représentations irréductibles
sont de degré 1. Comme la somme des carrés des dimensions des représentations
irréductibles de G est égale au cardinal de G, on en déduit que les classes
de conjugaisons de G sont toutes réduites à un élément. C’est à dire que G
est abélien.

Solution 3 Si (λi)1≤i≤n sont les valeurs propres (répétées avec multiplicité)
de g dans V , alors (λiλj)1≤i<j≤n sont les valeurs propres de g dans A et
(λiλj)1≤i≤j≤n sont les valeurs propres de g dans S. On a donc

χA(g) =
∑

1≤i<j≤n
λiλj =

1

2

( n∑
i=1

λi

)2

−
n∑
i=1

λ2i

 =
χV (g)2 − χ(g2)

2

et

χS(g) =
∑

1≤i≤j≤n
λiλj =

1

2

( n∑
i=1

λi

)2

+
n∑
i=1

λ2i

 =
χV (g)2 + χ(g2)

2

On retrouve bien

χV⊗V (g) = χV (g)2 = χS(g) + χA(g)
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Solution 4 Comme dim(W ) = 1 et que G est fini, pour tout élément g de
G, χW (g) est une racine de l’unité. En particulier, c’est un nombre complexe
de module 1 et χW (g) = χW (g)−1. On a

(χV⊗W , χV⊗W ) = 1
|G|
∑

g∈G χV (g)χW (g)χV (g)χW (g)

= 1
|G|
∑

g∈G χV (g)χW (g)χV (g)χW (g)−1

= 1
|G|
∑

g∈G χV (g)χV (g)

= 1

Donc V ⊗W est irréductible.
Si V et W sont de dimension au moins 2, alors ce n’est plus vrai. Un contre-
exemple est donné par la représentation V ⊗ V à la question 6 de l’exercice
4, feuille 5.

Solution 5 Le groupe S4 a 5 classes de conjugaisons, de représentants

Id, (12), (123), (1234) et (12)(34)

et de cardinal
1, 6, 8, 6 et 3

Donc S4 a 5 représentations irréductibles. On connâıt déjà la représentation
triviale U de caractère (1, 1, 1, 1, 1) et celle donnée par la signature U ′ de
caractère (1,−1, 1,−1, 1).
On considère maintenant l’action naturelle de S4 sur C4 (voir exercice 4,
feuille 5), dont le caractère est (4, 2, 1, 0, 0). Comme le vecteur (1, 1, 1, 1)
est invariant par S4, U est une sous-représentation de C4. Soit V une
représentation supplémentaire. On calcule

χV = χC4 − χU = (3, 1, 0,−1,−1)

et (χV , χV ) = 1. Donc V est une troisième représentation irréductible de
S4.
D’après l’exercice précédent, V⊗U ′ est encore une représentation irréductible
de S4. On calcule facilement χV⊗U ′ = (3,−1, 0, 1,−1), qui n’est égal à au-
cun caractère déjà calculé, donc on a construit une nouvelle représentation
irréductible.
Soit W la représentation irréductible manquante. Comme la somme des
carrés des dimensions des représentations irréductibles d’un groupe est égale
au cardinal de ce groupe, on a

dim(W )2 = 24− 1− 1− 9− 9 = 4
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donc dim(W ) = 2 et χW = (2, a, b, c, d). Les relations d’orthogonalité entre
les colonnes de la table des caractères nous permettent de trouver χW =
(2, 0,−1, 0, 2).
La table des caractères de S4 est donc

S4 Id (1 2) (1 2 3) (1 2 3 4) (1 2)(3 4)

U 1 1 1 1 1

U ′ 1 −1 1 −1 1

V 3 1 0 −1 −1

V ⊗ U ′ 3 −1 0 1 −1

W 2 0 −1 0 2

Solution 6 Le groupe A4 a 4 classes de conjugaisons, de représentants

Id, (123), (213) et (12)(34)

et de cardinal
1, 4, 4 et 3

Donc A4 a 4 représentations irréductibles.
Soit H le sous-groupe normal de A4 engendré par (12)(34).

1. Soit ω = e
2iπ
3 . D’après l’exercice 1, feuille 5, le groupe Z/3Z a 3

représentations irréductibles U , U ′ et U ′′, toutes de dimension 1. De
plus, on connâıt leur table de caractères :

Z/3Z 0 1 2

U 1 1 1

U ′ 1 ω ω2

U ′′ 1 ω2 ω

Comme Z/3Z ' A4/H, on peut relever les représentations de Z/3Z en
représentations de A4 en faisant agir trivialement le sous-groupe H.
On obtient ainsi 3 représentations de A4 de dimension 1 de caractères
(1, 1, 1, 1), (1, ω, ω2, 1) et (1, ω2, ω, 1). Par leur caractères, on voit que
ces représentations sont distinctes, et comme leur dimension est 1,
elles sont forcément irréductibles.

2. Il ne reste plus qu’une représentation irréductible W de A4 à trouver.
Comme dim(W )2 = 12 − 1 − 1 − 1 = 9, on a dim(W ) = 3, et χW =
(3, a, b, c). Les relations d’orthogonalité entre les colonnes de la table
des caractères donnent χW = (3, 0, 0,−1).

La table des caractères de A4 est donc

A4 Id (1 2 3) (1 3 2) (1 2)(3 4)

U 1 1 1 1

U ′ 1 ω ω2 1

U ′′ 1 ω2 ω 1

W 3 0 0 −1
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3. Dans S5, les cycles (123) et (213) deviennent conjugués. En regar-
dant les tables des caractères de S4 et A4, on voit que US4 et U ′S4

donnent UA4, que VS4 et VS4 ⊗ U ′S4
donnent WA4 et que WS4 donne

U ′A4
⊕U ′′A4

. En particulier, on voit qu’en restreignant les représentations
irréductibles de S4 à A4, on obtient toutes les représentations irréductibles
de A4.

Solution 7 1. Si (λi)1≤i≤n1 (resp. (µj)1≤j≤n2)sont les valeurs propres,
répétées avec multiplicité, de g1 dans V1 (resp. g2 dans V2), alors
(λiµj)1≤i≤n1, 1≤j≤n2 sont les valeurs propres de (g1, g2) dans V1 � V2.
On a donc

χV1�V2(g1, g2) =
∑

1≤i≤n1,1≤j≤n2
λiµj

=
(∑

1≤i≤n1
λi

)(∑
1≤j≤n2

µj

)
= χV1(g1)χV2(g2)

et donc

(χV1�V2 , χV1�V2)

= 1
|G1×G2|

∑
(g1,g2)∈G1×G2

χV1(g1)χV2(g2)χV1(g1)χV2(g2)

= 1
|G1||G2|

(∑
g1∈G1

χV1(g1)χV1(g1)
)(∑

g2∈G2
χV2(g2)χV2(g2)

)
= 1

Donc V1 � V2 est irréductible.

2. Puisque le produit est direct, les éléments (g1, g2) et (h1, h2) sont conjugués
dans G1×G2 si et seulement si g1 et h1 sont conjugués dans G1 et g2
et h2 sont conjugués dans G2.

3. D’après la question 2, on a cl(G1)cl(G2) représentations irréductibles
de G1×G2. Dans la question 1, on a construit exactement cl(G1)cl(G2)
représentations irréductibles de G1 ×G2. Il reste donc à voir qu’elles
sont toutes distinctes. Par le même calcul qu’à la question 1, on a

(χV1�V2 , χW1�W2) = (χV1 , χW1)(χV2 , χW2)

Donc si V1 6= W1 ou V2 6= W2, alors les représentations V1 � V2 et
W1 �W2 sont distinctes.

Solution 8 Les deux groupes non commutatifs d’ordre 8 sont D4 et H8.
D4 = Z/4Z o {±1} et on a

(j, ε)(i, ε′)(−εj, ε) = (εi+ j − ε′j, ε′)
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donc D4 a 5 classes de conjugaison qui sont

{(0, 1)}, {(2, 1)}, {(1, 1), (3, 1)}, {(0,−1), (2, 1)}, et {(1,−1), (3, 1)}.

Le sous groupe engendré par (2, 1) est distingué dans D4, et son quotient est
un groupe d’ordre 4, donc abélien. On trouve donc facilement 4 représentations
de dimension 1. L’action naturelle de D4 sur R2 (D4 est le groupe d’isométries
du carré !) donne la dernière représentation irréductible.
On obtient la table suivante

D4 (0, 1) (2, 1) (1, 1), (3, 1) (0,−1), (2,−1) (1,−1), (3,−1)

U 1 1 1 1 1

U ′ 1 1 1 −1 −1

U ′′ 1 1 −1 1 −1

U ′′′ 1 1 −1 −1 1

R2 2 −2 0 0 0

H8 = {±1,±i,±j,±k} a 5 classes de conjugaison qui sont

{1}, {−1}, {±i}, {±j} et {±k}.

De même que pour D4, on trouve facilement 4 représentations distinctes de
dimension 1. Pour la dernière, on se rappelle que H, le corps des quater-
nions, agit sur C2.
On obtient la table suivante

H8 1 −1 ±i ±j ±k
U 1 1 1 1 1

U ′ 1 1 1 −1 −1

U ′′ 1 1 −1 1 −1

U ′′′ 1 1 −1 −1 1

C2 2 −2 0 0 0

On constate que D4 et H8, bien que n’étant pas isomorphes, ont la “même”
table de caractères. On constate aussi, avec D4, que les résultats de l’exercice
7 ne s’étendent pas aux produits semi-directs.

Solution 9 Si V =
⊕
V ai
i , alors (χV , χV ) =

∑
a2i . Donc (χV , χV ) = 2 si

et seulement si seulement deux ai distincts sont non nuls, et égaux à 1.

Solution 10 1. Le vecteur (1, . . . , 1) est invariant par Sn donc

Cn = U ⊕ V

2. Soit (e1, . . . , en) la base canonique de Cn. Le vecteur ei1 ∧ . . . ∧ eir ,
avec i1 < . . . < ir, contribue à χr(σ) si et seulement si σ induit une
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permutation de {i1, . . . , ir}. De plus, dans ce cas, ei1 ∧ . . .∧ eir est un
vecteur propre pour σ de valeur propre sign(σ). Donc

χr(σ) =
∑

B ⊂ {1, . . . , n}
|B| = r

εB(σ)

On a donc

(χr(σ), χr(σ))

=
1

n!

∑
σ∈Sn


∑

B ⊂ {1, . . . , n}
|B| = r

εB(σ)



2

=
1

n!

∑
σ∈Sn

∑
B,C ⊂ {1, . . . , n}
|B| = |C| = r

εB(σ)εC(σ)

=
1

n!

∑
B,C ⊂ {1, . . . , n}
|B| = |C| = r

∑
σ∈Sn

εB(σ)εC(σ)

Pour B,C ⊂ {1, . . . , n} avec |B| = |C| = r, on a εB(σ)εC(σ) 6= 0 si
et seulement si σ induit une permutation sur B \ C, C \B, B ∩ C et
{1, . . . , n} \ (B ∪ C). Donc en notant l = |B ∩ C|, on a

(χr(σ), χr(σ))

=
1

n!

∑
B,C ⊂ {1, . . . , n}
|B| = |C| = r

∑
a∈Sl

∑
b∈Sr−l

∑
c∈Sr−l

∑
d∈Sn−2r+l

sign(a)2sign(b)sign(c)

=
1

n!

∑
B,C ⊂ {1, . . . , n}
|B| = |C| = r

l!(n−2r+l)!

 ∑
b∈Sr−l

sign(b)

 ∑
c∈Sr−l

sign(c)



Dès que m ≥ 2, on a [Sm : Am] = 2, donc∑
σ∈Sm

sign(σ) = 0
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Donc il suffit de considérer uniquement les cas r − l = 0 ou 1. On a
donc

(χr(σ), χr(σ))

=
1

n!

∑
B ⊂ {1, . . . , n}
|B| = r

r!(n−r)! +
1

n!

∑
B,C ⊂ {1, . . . , n}

|B| = |C| = r, l = r − 1

(r−1)!(n−r−1)!

=
1

n!
Crnr!(n− r)! +

1

n!
Crnr(n− r)(r − 1)!(n− r − 1)! = 2

Donc, d’après l’exercice précédent, ΛrCn est somme de deux représentations
irréductibles de Sn si r ≥ 1.

3. Comme Cn = V ⊕ U et que dim(U) = 1, on a

ΛrCn =
⊕r

i=0

(
Λ(r−i)V ⊗ ΛiU

)
= (ΛrV ⊗ U)⊕

(
Λr−1V ⊗ U

)
= ΛrV ⊕ Λr−1V

Comme Λ0Cn = U qui est irréductible, d’après la question précédente,
on montre par récurrence que ΛrV pour 0 ≤ r ≤ n − 1 est une
représentation irréductible de Sn.

Pour r = n−1, on retrouve la représentation donnée par la signature.

4. Pour n ≤ 3, on voit qu’on obtient toutes les représentations irréductibles.
Dès que n ≥ 4, alors on a strictement plus que n classes de conjugaison
dans Sn : les classes des k-cycles pour k = 1, . . . , n et, par exemple,
la classe de (12)(34).

Solution 11 1. On vérifie aisément que RS : V → V est un automor-
phisme de la représentation ρ, car pour tout h, on a Sh = hS. En
effet, si h ∈ G, on a :

RS ◦ ρ(h) =
∑
g∈S

ρ(gh) =
∑
g∈Sh

ρ(g) =
∑
g∈hS

ρ(g) = ρ(h) ◦RS .

Le rapport de l’homothétie est d fois sa trace. Or le caractère χρ est
une fonction centrale, donc il est constant sur S, on le notera χρ(S).

La trace de RS est donc Card(S)χρ(S), et le rapport est
Card(S)χρ(S)

d .

2. Considérons l’application Si×Sj → G donnée par l,m 7→ lm. Comme
Si et Sj sont stables par conjugaison, l’image aussi, et est donc une
union de classe de conjugaison Sk pour k dans un ensemble noté I.
De plus, si deux éléments g et h = γgγ−1 sont dans la même classe de
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conjugaison Sk, k ∈ I, alors ils ont exactement le même nombre n(k)
de préimages. En effet, l,m ∈ Si × Sj vérifie lm = g si et seulement
si l′,m′ = γlγ−1, γlγ−1 ∈ Si × Sj vérifie l′m′ = h.

On peut donc écrire :

RSiRSj =
∑
l∈Si

∑
m∈Sj

ρ(lm) =
∑
k∈I

n(k)
∑
g∈Sk

ρ(g) =
∑
k∈I

n(k)RSk .

3. Considérons les puissances successives de RS : d’après la question
précédente, ce sont toutes des combinaisons linéaires à coefficients en-
tiers des RSk . Comme il n’y a qu’un nombre fini de classes Sk, il existe
un nombre fini de puissances de RS telles que toutes les autres soient
des combinaisons linéaires à coefficients rationnels de celles-là. Notons
les Rn1

S , . . . RnkS . Toute puissance RnS est une combinaison linéaire à
coefficients rationnels des RniS , mais aussi une combinaison linéaire à
coefficients entiers des RSk . Donc les dénominateurs des coefficients
dans la première combinaison linéaire sont uniformément bornés. Au-
trement dit le groupe engendré par les RniS est d’indice fini dans le
groupe engendré par tous les RnS. On peut donc rajouter un nombre
fini de puissances R

mj
S pour qu’avec les RniS ils engendrent tous les

RnS. Ainsi si on prend n supérieurs aux ni et mj, on peut écrire une
combinaison linéaire à coefficients entiers :

RnS +
∑
i

αiR
ni
S +

∑
j

βjR
mj
S = 0.

Cela montre bien que RS est annulé par un polynôme unitaire à coef-
ficients entiers.

4. Le rapport de l’homothétie RS est une valeur propre, donc est annulée

par le polynôme annulateur de RS. Ainsi
Card(S)χρ(S)

d est un entier
algébrique. De plus, si g ∈ S, χρ(S) = χρ(g) est la somme des valeurs
propres de g, donc une somme de racines de l’unité, donc χρ(g) est un
entier algébrique. Si Card(S) est premier à d, écrivons une relation de

Bezout aCard(S) + bd = 1. Alors
χρ(g)
d = a

Card(S)χρ(S)
d + b

dχρ(g)
d est

une somme d’entiers algébriques, donc est un entier algébrique.

5. On vient de le voir : χρ(g) est la somme de ses valeurs propres. Comme
g est d’ordre fini (c’est un élément de G), toutes ces valeurs propres
sont racines de l’unité.

6. C’est la conséquence directe des deux dernières questions : dans ces

conditions,
χρ(g)
d est un entier algébrique qui est la moyenne des d

valeurs propres de ρ(g). Elles sont donc toutes égales et ρ(g) est une

homothétie de rapport
χρ(g)
d .
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7. Considérons l’ensemble χi (i = 0 . . . r) des caractères irréductibles de
G, où χ0 = 1 est le caractère de la représentation triviale. En utili-
sant que les colonnes associées à e et g de la table des caractère sont
orthogonales, on obtient :∑

i

χi(e)χ̄i(g) = 1 +
∑
i≥1

χi(e)χ̄i(g) = 0.

On en déduit qu’il existe un i ≥ 1 tel que χi(g). De plus, si p divise
tous les χj(e), alors l’équation précédente se réecrit :

−1

p
=
∑
i≥1

χi(e)

p
χ̄i(g).

Le terme de droite est un entier algébrique, pas celui de gauche. Donc
il existe bien χ tel que χ(g) est non-nul et p ne divise pas χ(e).

D’après la question précédente (comme le cardinal de la classe de
conjugaison est une puissance de p, il est premier à d), cela montre
que si ρ a pour caractère χi, ρ(g) est une homothétie.

8. Par construction cette représentation est non triviale (elle n’a pas le
caractère de la représentation triviale). Soit N son noyau. Alors G/N
est isomorphe à l’image de ρ. ρ(g) est une homothétie, donc commute
à tout le monde. Donc la projection de g dans G/N est dans le centre
de G/N .

9. On procède par récurrence : on a vu que les groupes d’ordre pn et qm

sont (nilpotents donc) résolubles. On sait aussi que, pour H distingué
dans G, si H et G/H sont résolubles alors G l’est. Raisonnons donc
par récurrence sur N = n+m. Pour N = 1, on a déjà remarqué qu’on
connaissait le résultat.

La propagation : soit G de cardinal pnqm, avec n + m = N . On va
construire g dans G dont la classe de conjugaison sera une puissance
de p. Soit S un q-Sylow, et g 6= e dans le centre de ce q-Sylow (un
q-groupe a toujours du centre, voir Devoir 1). Le centralisateur C de
g contient S, donc est de cardinal paqm. Or le cardinal de la classe de
conjugaison est pnqm/paqm.

Considérons donc cet élément g 6= e dont la classe de conjugaison
est de cardinal une puissance de p. Si cette classe de conjugaison est
réduite à g, le centre Z de G est non-trivial. En appliquant l’hypothèse
de récurrence à G/Z, qui est d’ordre prqs avec r + s < N , ce groupe
est résoluble. Comme Z est commutatif donc résoluble, on obtient que
G est résoluble.

Sinon, la question précédente permet de construire N sous-groupe dis-
tingué strict dans tel que g se projette dans le centre de G/N . On a
déjà traité le cas où g est dans le centre de G, donc on peut supposer
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N non trivial. Mais alors, on peut appliquer l’hypothèse de récurrence
à N et G/N : G est encore résoluble.
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