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Exercice 1. Soit X le schéma Spec Z[T1, T2]/(T 2
1 + T 2

2 − 15), et soit ϕ le
morphisme canonique de X vers Spec Z. Pour quels point x de Spec Z le schéma
ϕ−1(x) est-il irréductible ? Pour quels points x de Spec Z le schéma ϕ−1(x) est-il
réduit ?

Exercice 2. Soit X un schéma irréductible et réduit, et soit U un ouvert dense
de X. Montrez que la flèche de restriction de OX(X) vers OX(U) est injective.
Donnez un contre-exemple lorsque X n’est plus supposé réduit.

Exercice 3. Soit p un nombre premier. Donnez un exemple de schéma en
groupes non réduit sur Fp.

Exercice 4. Existe-t-il un schéma (resp. un schéma affine) dont l’espace
topologique sous-jacent est homéomorphe à R ? Existe-t-il un schéma (resp.
un schéma affine) dont l’espace topologique sous-jacent est homéomorphe à N
muni de la topologie discrète ?

Exercice 5. Soit X le C-schéma

Spec C[T0, T1, T2]/(T 2
0 − iT2, T0T2 + iT 3

1 ).

Montrez que le foncteur qui envoie une R-algèbre A sur X(A ⊗R C) est
représentable par un R-schéma affine, que l’on décrira explicitement.

Exercice 6. Quelle est la dimension de Spec Z[T ] ?

Exercice 7. Soit A l’anneau Z[T1, T2]/(T1T2 − 7). On pose

X = Spec A et Y = Proj A[U, V ]/(T1U − T2V ).

On note ϕ le morphisme canonique de X vers Spec Z, et ψ le morphisme
canonique de Y vers X.

a) Vérifiez que (T1, T2) est un idéal maximal de A ; on note x le point
fermé correspondant de X. Quel est son corps résiduel ? Quelle est son image z
sur Spec Z ? La fibre ϕ−1(z) est-elle réduite ? Montrez qu’elle comprend deux
composantes irréductibles D1 et D2, et décrire leur intersection.

b) Montrez que ψ induit un isomorphisme Y \ ψ−1(x) ' X \ {x}. Décrire
aussi simplement que possible le schéma ψ−1(x).

c) Montrez que ψ−1(D1) s’écrit D′1∪ψ−1(x) où D′1 est un fermé irréductible
de Y qui intersecte ψ−1(x) en un seul point fermé. Montrez que ψ−1(D2)
s’écrit D′2 ∪ ψ−1(x) où D′2 est un fermé irréductible de Y qui intersecte ψ−1(x)
en un seul point fermé. Montrez que D′1 ∩D′2 = ∅.


