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Cours de Géométrie affine et euclidienne (LM 323)

Examen terminal du mardi 29 mai 2012 ; durée : 2 heures. Les documents et
calculatrices sont interdits.

Baréme indicatif : 3 points pour I’exercice 1, 6 points pour 'exercice 2, 4
points pour l'exercice 3, 3 points pour ’exercice 4, 4 points pour ’exercice 5.

Exercice 1. Questions de cours.

a) Soit k un corps et soit F un k-espace vectoriel. Donnez la définition d’un
espace affine sur k d’espace directeur E.

b) Soient E un espace vectoriel euclidien. Donnez les définitions équivalentes
d’une isométrie de F.

Exercice 2. Dans cet exercice, on travaille sur le corps Z/5Z. On demande de
donner tous les résultats sous formes d’entiers modulo 5, sans fractions. Par
exemple, comme 2 X 3 =1 modulo 5, on écrira 2 au lieu de 1/3.

Soit f : (Z/5Z)? — (Z/5Z)3 T'application affine dont la matrice dans les
reperes canoniques de (Z/5Z)% et (Z/5Z)3 est égale a

1 2 1
0 0 -1
-1 3 1
0 0 1

a) Décrivez f par une formule.

b) Donnez un systéme d’équations cartésiennes de l'image de f.

c) Si P = («,3,7) est un point de l'image de f, donnez un point et une
base de I'espace directeur de f~!(P) (la réponse est bien entendu & exprimer en
fonction de «, 3, et .

d) Soit Z le repere cartésien de (Z/5Z)% dont 'origine est (1,1) et la base
((1,1);(=1,1)), et soit . le repere cartésien de (Z/5Z)% dont l'origine est
(1,0,—1) et la base ((0,1,0);(1,0,0);(0,0,—1)) (on ne demande pas de vérifier
que 'on a bien affaire & des bases). Calculez Matg » f, et exprimez f par une
formule en coordonnées dans les reperes Z et ..

Exercice 3. On munit R? de sa structure usuelle d’espace affine euclidien.
Soient a,b et c trois nombres réels, et soit f I'application de R3 dans lui-méme
donnée par la formule

flx,y,2) =(—z4+a,y+b,—x + c).

Décrire, en fonction de a, b, et ¢ 'application f ainsi que ses éléments remar-
quables (c’est-a-dire, en fonction de la nature de f, laxe, langle, le plan, le
vecteur de glissement... le cas échéant, I’axe ou le plan seront décrits au moyen
d’un point et d’une base de l’espace directeur).

Exercice 4. Soit & un plan affine euclidien orienté. Soit O € & et soit 6 un
réel non nul modulo 27. Soit A une droite de & ne contenant pas O. Montrez



que la composée sa or(O, 0) n’a pas de point fixe. Quelle est la nature de cette
application ? Indication : on pourra raisonner en terme de distance au point O.

Exercice 5. Soit & un plan affine euclidien, et soit (ABC') un repeére affine
de &. On suppose que (ABC) est équilatéral, c’est-a-dire que ||1@H7 ||ﬁ|| et
HB?H sont tous trois égaux & un méme réel r.

a) Posons O = %AJr%B +%C . Montrez que O est I'intersection des médiatrices
de (ABC).

b) On suppose a partir de maintenant que ||@i|\ = ||@|| = ||O?H =1
Calculez r, puis les produits scalaires Oj . @, 071 . O?, et @ . O?

¢) Soit (a, 3,7) un triplet de réels de somme nulle. On désigne par u le
vecteur A + BB + +C. Calculez |lu|?* en fonction de «, 8 et «y; on exprimera le
résultat sous forme d’un polynéme homogene de degré 2 en «, 3, et v ne faisant
intervenir que les mondmes af, ay et G.

d) Soit (a, B,7) un triplet de réels de somme 1. Posons M = aA+ B +~C.
Calculez ||OW |2 en fonction de a, B et v; on exprimera le résultat sous forme
d’un polyndéme de degré 2 en «, 3, et v ne faisant intervenir que les monomes
af, ay et By ainsi qu'un terme constant.

e) Montrez qu’il existe un cercle de centre O passant par A, B et C, et don-
nez son équation en coordonnées barycentriques dans le repere affine (A, B, C).
Montrez qu’il existe un cercle de centre O passant par les milieux des cotés du

triangle ABC, et donnez son équation en coordonnées barycentriques dans le
repere affine (4, B, C).



