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Exercice 1. Questions de cours. Donnez la définition d’un p-sous-groupe de
Sylow d’un groupe G. Énoncez le théorème du cours sur le sujet.

Exercice 2. Soient p et q deux nombres premiers avec q < p et soit G un groupe
de cardinal pq.

1) Montrez que G n’a qu’un p-sous-groupe de Sylow.
2) En déduire que G est isomorphe à un produit semi-direct de la forme

Z/pZ oϕ Z/qZ.

3) On suppose que q ne divise pas p− 1. Montrez que G est cyclique.
4) On suppose que q divise p−1. Montrez que si ϕ et ψ sont deux morphismes

non triviaux de Z/qZ dans Aut (Z/pZ), il existe un automorphisme χ de Z/qZ
tel que ϕ = ψ ◦ χ.

5) En déduire que si q divise p−1, il y a exactement deux classes d’isomorphie
de groupes de cardinal pq.

Exercice 3. Un automorphisme non intérieur de S6. Pour cet exercice,
on admettra que pour tout n > 5, les seuls sous-groupes distingués de Sn sont
{Id},An et Sn.

a) Montrez que l’ensemble S des 5-sous-groupes de Sylow de S5 est de
cardinal 6. On numérote arbitrairement S de 1 à 6.

b) On fait opérer S5 sur S ' {1, . . . , 6} par conjugaison. Montrez que le
morphisme S5 → S6 ainsi obtenu est injectif ; on note G son image.

c) On numérote arbitrairement de 1 à 6 les éléments de S6/G. On fait
opérer S6 sur S6/G ' {1, . . . , 6} par translations. Montrez que le morphisme
ϕ : S6 → S6 ainsi obtenu est un automorphisme.

d) Montrez que G n’a pas de points fixes sur {1, . . . , 6}. Que dire de l’en-
semble des points fixes de ϕ(G) sur {1, . . . , 6} ? En déduire que ϕ n’est pas
intérieur.

Exercice 4. Soit k un corps et soit V un k-espace vectoriel de dimension finie
n. On note E le sous-espace vectoriel de V ⊗k V engendré par les éléments de la
forme v⊗v pour v ∈ V , et l’on pose Λ2V = (V ⊗k V )/E. Pour tout (v, w) ∈ V 2,
on note v ∧ w la classe de v ⊗ w modulo E. Soit (e1, . . . , en) une base de V .

a) Montrez que pour tout (v, w) ∈ V 2, l’on a v ∧w +w ∧ v = 0. En déduire
que (ei ∧ ej)16i<j6n est une famille génératrice de Λ2V .

b) Montrez que E est contenu dans le sous-espace vectoriel de V engendré
par

{ei ⊗ ei}16i6n ∪ {ei ⊗ ej + ej ⊗ ei}16i6,16j6n,i6=j .
c) En déduire que (ei ∧ ej)16i<j6n est une base de Λ2V . Quelle est la di-

mension de Λ2V ?
d) Soit f : V → V une application linéaire. Montrez qu’il existe une unique

application linéaire f ⊗ f de V ⊗ V dans V ⊗ V telle que

(f ⊗ f)(v ⊗ w) = f(v)⊗ f(w)
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pour tout (v, w) ∈ V 2. Vérifiez que E est stable sous f ⊗ f ; en déduire qu’il
existe une unique application linéaire Λ2f de Λ2V dans lui-même telle que
Λ2f(v ∧w) = f(v)∧ f(w) pour tout (v, w) ∈ V 2. Vérifez que Λ2IdV = IdΛ2V et
que Λ2(f ◦ g) = Λ2f ◦ Λ2g pour tout couple (f, g) d’endomorphismes de V .

e) Soit f : V → V une application linéaire. On note M la matrice de f
dans la base (ei)16i6n et N la matrice de Λ2f dans la base (ei ∧ ej)16i<j6n.
On suppose que M est diagonale. Pour tout i ∈ {1, . . . , n}, on note λi le terme
diagonal de M correspondant à l’indice i. Montrez que N est diagonale, et que
pour tout (i, j) avec 1 6 i < j 6 n, le terme diagonal correspondant de N est
égal à λiλj . En déduire que 2Tr Λ2f = (Tr f)2 − Tr f2.

Exercice 5. Étude de certaines représentations de S5. Dans tout ce qui
suit, les représentations sont implicitement supposées C-linéaires et de dimen-
sion finie. On note 1 la représentation triviale de dimension 1 de S5, et Σ la
représentation �signature� de dimension 1 (définie par le morphisme σ 7→ ε(σ)
de S5 dans GL1(C) = C∗). On note P la représentation Ce1 ⊕ . . . ⊕ Ce5 sur
laquelle S5 agit par la formule σ(ei) = eσ(i), et V la sous-représentation de P
formée des vecteurs de la forme

∑
λiei avec

∑
λi = 0.

a) Décrivez brièvement les classes de conjugaison de S5, en précisant le cardi-
nal de chacune d’elles. Combien y a-t-il (à isomorphisme près) de représentations
irréductibles de S5 ?

b) Vérifiez que P ' 1 ⊕ V . Calculez le caractère de P , puis celui de V .
Vérifiez que V est irréductible.

c) Calculez le caractère de V ⊗C Σ. En déduire que cette représentation est
irréductible, et distincte de 1, de Σ et de V .

d) Dans cette question et la suivante, on utilise les notations et les résultats
de l’exercice 4. Vérifiez qu’il existe une opération C-linéaire de S5 sur Λ2V telle
que σ(v ∧ w) = σ(v) ∧ σ(w) pour tout σ ∈ S5 et tout (v, w) ∈ V 2. On voit
désormais Λ2V comme une représentation de S5 par ce biais.

f) Calculez le caractère de Λ2V . Vérifiez qu’elle est irréductible, et isomorphe
à (Λ2V )⊗C Σ.

g) On a donc exhibé cinq représentations irréductibles du groupe S5 :
1,Σ, V, V ⊗C Σ, et Λ2V . Combien en reste-t-il ? Quelles sont leurs dimensions ?
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