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Algebre/Algebra -

Sous les catégories dérivées

Bernhard KeLLER et Dieter VossiEck

Résumé — L’objet de cette Note (*) est triple : 1° Expliquer la description de D. Happel [3] de la
catégorie dérivée d’une algébre de dimension finie. 2° Simplifier une construction de A. Beilinson,
J. Bernstein et P. Deligne [1] qui relie une catégorie dérivée aux catégories dérivées des cceurs de
ses t-structures. 3° Etayer des fondations demeurées quelque peu bancales.

Beneath the derived categories

Abstract — This Note has three objectives: 1. To explain Happel's description [3] of the derived
category of a- finite-dimensional algebra. 2. To simplify a construction of A. Beilinson, J. Bernstein .
and P. Deligne [1] which relates a derived category to the derived categories of the hearts of 1ts )
t-structures. 3. To buttress foundations which were left somewhat shaky.

1. CATEGORIES SUSPENDUES. — 1.1. Etant donné une catégorie # et un foncteur
S: # - #, nous appelons S-suite une suite de morphismes de la  forme
X5YSZ5SX.

Une catégorie suspendue consiste en la donnée d’une catégorie additive €, d’un foncteur
additif associant 4 tout objet X €% sa suspension SX €%, ainsi que d’une classe de S-suites

appelées triangles et soumises aux axiomes suivants :
SP0 : Toute S-suite isomorphe [6] 4 un triangle est un triangle. .

SP1: Pour tout Xe%, 0> X L X >0est un triangle.
SP2:SiX 5>Y >Z > SX est un triangle, il en va de méme de Y Sz 58X =51 SY.
'SP3: Etant donné des triangles X S3YSzZ58X et X b Y’ Lz Z» SX’ et des mor-

phismes X 5X et Y—»Y’ tels que w'a=buy, il y a un z57 tel que vb=cv et
(Sayw=w'c.

SP4 : Etant donné deux morphismes X SYetY 7, il existe un diagramme commuta-
tif (*) dont les deux premicres lignes et les deux colonnes centrales sont des triangles [3].

X5 Y 5z 5 sx
| |
’ X—> Z -Y - SX
(%) e
X =X 5 SY
7l !
sy sz, ,
1.2. Exemples. — (a) Soient & une catégorie exacte [5] ayant assez d’injectifs, .# la

sous-catégorie pleine des injectifs de &, {.# > I'idéal de & des morphismes se factorisant
par # et &=¢&/{.# ). On obtient un foncteur suspension S en associant & tout X € & une

suite exacte courte 0 - X EIXZSX —0 de & telle que IXe.# [4]. On obtient une
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catégorie suspendue en appelant triangles de & les S-suites isomorphes aux S-suites
(e, £, h) associées aux diagrammes commutatifs 4 lignes exactes de & de la forme suivante
(comparer avec [2], [3]) :

0-X5YL z 5o
"l
0-X->IX—- SX -0

ix }2'4

1.3. Une catégorie triangulée est par définition une catégorie suspendue ou S est une
équivalence [1]. Cela est le cas pour & lorsque la catégorie & est frobeniusienne ([4], [3]).
Par exemple, la catégorie ¥ (%), formée des complexes différentiels d’une catégorie
additive 4 et munie des suites exactes courtes scindées en chaque degré, est frobeniusienne.
On posera # (#) =% (%) [3).

Les catégories suspendues jouissent d’a peu prés la moitié des propriétés usuelles des
catégories triangulées.

1.4. Ftant donné deux catégories suspendues € et %’, un S-foncteur de € a € est
formé d’un foncteur additif F: ¥ — €’ et d'un morphisme ¢: FS — SF tel que, pour tout

(9 X) (Fw)

triangle X 5Y 5725 8X de ¢, FX S rY B Fz “2EYSEX soit un triangle de €. Cette
~ condition, appliquée au cas Y =0, implique que ¢ est inversible. Si (F, ¢) et (F’, ¢’) sont

deux S-foncteurs de € a €', un morphisme de (F, ¢) a (F’, ¢’) est déterminé par un
morphisme de foncteurs pu: F — F’ tel que (Sp) o=0’ (1 S).

On dit qu'un S-foncteur (F, @): ¥ —» €’ est une S-équivalence s’il y a un S-foncteur
(G, V): ¥ — % tel que les S-foncteurs composés (GF, (W F)(G o)) et (FG, (¢ G)(F))
soient isomorphes aux S-foncteurs identiques (14, 1g) et (14., 15). En fait, (F, @) est une
S-équivalence si et seulement si F est une équivalence de catégories.

1.5. Soit #° % ,(#) la sous-catégorie pleine de # () (1.2, 1.3) formée des compiexes
bornés a gauche et acycliques pour n = 0, c’est-a-dire admettant des suites exactes courtes

02X 5xr 57274 1X 5.0 de & telles que j*t1g"=d%. L application X — Z°X fournit
un S-foncteur Z°: #'% ((F) - &.

1.6. Soient (R, p): ¥ —>TJ et (L, N): I -»& deux S-foncteurs tels que L - soit
adjoint & gauche aR. Si ¥:1,->RL et ®:LR -1, sont des morphismes
d’adjonction  « compatibles », les ' conditions suivantes sont équivalentes :
(i) A=(®SL)(Lp 'L)(LSY); (ii) p~*=(RS®) (R AR) (¥ SR); (iii) ®S=(S®) (A R) (L p);
(iv) SP=(pL)(RA)(¥S). Si elles sont remplies, nous disons que ® et ¥ sont des
morphismes de S-adjonction compatibles et que (L, A) est S-adjoint a gauche a (R, p).

PROPOSITION. — Soient &,  deux catégories triangulées, (R, p) : & — F un S-foncteur,
L un adjoint a gauche ¢ R, ®: LR -1, et ¥: 1, - RL des morphismes d adjonction
compatibles et A= ((I) SL)(Lp L)(LSY). Alors (L, \) est un S-foncteur S- ad]omt a gauche
a (R, p).

Exemple. — Soient #; (&) et #; (F) les sous-catégories pleines de # (&) et # (F)
(1.3) formées des complexes bornés a4 gauche et « acycliques en grands degrés » (1.5).
L’inclusion #;" () - #; (&) admet un S-adjoint a gauche 1.

2. L’EXTENSION D’UNE CATEGORIE SUSPENDUE. — 2. 1. A toute catégorie suspendue ¥ est
associée une catégorie triangulée Z % qui est tendue, C’est-a-dire telle que S y soit un
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automorphisme [6]. Un objet de Z % est un couple (p, X)=:,X tel que peZ et Xe%. On '
pose Homg 4 (X, ,Y)= _llr_g Hom, (S" X, S*77Y). '

nzpq

La composition de Z% est fournie par les  morphismes composés
S"TPX »8"1Y 5 S*"Z de 4. On munit Z¥ d’un foncteur suspension S tel que
S, X=,.1X. et de triangles X- Y- Z- _,X associés aux S-suites

S"“’X S8mmey 58nr7 5 887 PX de € telles que (u, v, (—1)"w) soit un triangle.

ProrosiTioN. — Posons EX =X et notons ¢ X: ESX — SEX I'image canonique de 1gy.
Munie de S et des triangles ci-dessus, Z% est une catégorie triangulée tendue et
(E, &): € > Z % un S-foncteur. Cest une S-équivalence si € est triangulée.

2.2. Notons #omg (¥, €’) la catégorie des S-foncteurs de ¥ dans ¥’ et #om, (¥, €’) la
sous-catégorie pleine formée des (F, @) tels que FS=SF et o=1.

PROPOSITION. — Soit € une catégorie suspendue. Pour toute catégorie triangulée 7, le
SJoncteur #Homg((E, €), T): #Homg(ZE, T) — Homs(¥, T) est une équivalence. Si T est
tendue, le foncteur induit de #Hom, (Z €, T) dans Homg(¥, T) est un isomorphisme.

2.3. Exemple. — 1.5 et 2.2 fournissent des S-foncteurs
F zz0
H(F) t—Zéfgo(f) - Z&.

Si F~ est un quasi-inverse de F et G=(ZZ°) F~, on a GX =,Z"X lorsque n est grand.

Il s’ensuit que #; (F)/#°(F) S ZE, o #°(F) est formée des complexes bornés. Si &
est frobeniusienne et que E~ est un quasi-inverse de E, on posera
Z=E~G: #; (F)-&.

3. AppLICATIONs. — 3.1. Soient A une algébre de dimension finie sur un corps k, .#,
la catégorie des A-modules a droite, v:.#,— .#, le foncteur de Nakayama
7®,Hom, (A, k) et & la catégorie frobeniusienne suivante: Les objets sont les suites
(M, m);., de A-modules M, et d’applications m,eHom, (vM, M,,,) telles que
m; 4 °ovm;=0 pour tout i et M;=0 pour presque tout i. Un morphisme (M,, m;) - (N,, n,)
est fourni par une suite de f,e Hom, (M,, N,) telle que n;ov f,=f;.; om; pour tout i

THEOREME [3]. — Le foncteur M ,— & qui associe & M la suite (M,, m,) telle que
M,=M et M;=0 pour i #0 se prolonge en un S-foncteur pleinement fidéle de 9° (M ,)
(=la catégorie dérivée des complexes bornés de M ,) dans &. Celui-ci est une S-équivalence
si gldim A < o0.

L’essentiel de la démonstration réside dans la construction d’un prolongement, que
nous obtenons par composition :

DO (M)~ HF (F2) > H(8) > HF (5 SE.

Ici #, désigne la sous-catégorie pleine de .#, formée des injectifs, le premier S-foncteur
est un quasi-inverse de la S-équivalence canonique, le deuxiéme est induit par le foncteur
M, — & ci-dessus, i et Z sont définisen 1.6 et 2. 3.

3.2. Notons #” (%) la sous-catégorie pleine de #(4%) (1.2) formée des complexes
bornés et identifions les objets de # a des complexes concentrés en degré 0.
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THEOREME. — Soient & une catégorie frobeniusienne, % une catégorie additive et ¥ : B — &
un foncteur additif tel que ,
(%) Homg(S"FA, FB)=0, VA, Be#, et ¥Yn>0.

(@) F se prolonge en un S-foncteur ¥: #°(&B) — &. Pour que F soit pleinement fidéle il

faut et il suffit que F le soit et que Homz(FA, S"FB) =0, pour tous A, Be# et n > 0.
(b) Si la catégorie B est exacte et que limage de toute suite exacte courte

0>ASB EN C — 0 se laisse insérer dans un triangle FA N FB 4 FC — SFA, alors F se

Fo_ o
décompose en H°(B) — D (B) — &. Dans ce cas, pour que F soit pleinement fidéle,
il faut et il suffit que F le soit et quil existe pour tous A, A’e®B, n>0 et

feHomg(FA’, S"FA) une suite exacte courte 0— A 5B > C—>0 de # vérifiant
(S"Fj) f=0. _

Nous exhibons la construction de F, qui est due a B. Keller (comparer avec [1]);
Soient & et Z les sous-catégories pleines de & et & formées des objets isomorphes dans &
aux images de F. Il suffit de trouver un prolongement 1: #? (%) — & de Iinclusion

I: Z>& Or #" (%) — #"(T) et la restriction de Zoi a #"(%) s'annullent sur
H#*°(#). On a donc un diagramme commutatif de S-foncteurs :
A (&) —— H} () > H7 ()
can can l lZ
— K H
HNE)  —— H(X) | H°(F) ———— - é.
K est une S-équivalence. On pose I=HK ~, K~ étant un quasi-inverse de K.

(*) Nous remercions P. Gabriel pour ses conseils dans I’élaboration de nos résultats.

Note regue le 18 mai 1987, acceptée le 25 mai 1987.
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