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Introduction.

(0.1). Description du résultat principal. Soit X un schéma (supposé connexe pour
simplifier), et soit p un nombre premier inversible dans Ox. Pour tout entier r > 1,
on note Z/p’(1) le faisceau (constant tordu) des racines p’-iémes de 'unité pour la
topologie étale sur X, et, pour i € Z, Z/p"(i) le faisceau Z/p"(1)®". On note Q,/Z,(i)
le faisceau lim Z/p"(i). Le but de cet article est d’étudier les groupes de cohomologie
étale H'(X,,, Z/p' (i) et H'(X,,, Q,/Z,(0).

Sii=netsi X est le spectre d’'une anneau semi-local, la conjecture de Kato
généralisée (définition 2) propose une description du premier groupe en termes
d’unités de I'anneau. Le résultat principal de cet article (théoréme 1 (2)) est un
théoréme de “montée cyclotomique” qui étend une telle description au cas général,
et méme a H*(X,,, A), pour certains faisceaux constants tordus A, sous 'hypothése
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138 BRUNO KAHN

que cette conjecture est vérifiée. On peut donc I'appliquer dans tous les cas ou elle
est connue (0.6).

(Dans tout cet article, si X = Spec R pour un anneau commutatif R et & est
un faisceau abélien sur X,, on convient d’abréger la notation H*(X,, #) en
H*(R,,, #), voire en H*(R, &) si aucune ambiguité n’en résulte.)

(0.2). Le théoréme 1(2) a de nombreuses applications, en ce qu’il permet de se
ramener a une situation kummérienne. La plus importante, aux faisceaux zariskiens
de K-théorie algébrique, a été donnée ailleurs [K2], [K5]. J’en rappelle seulement
deux conséquences:

(a) SiR et ses extensions p-cyclotomiques vérifient la conjecture de Kato géné-
ralisée en degré n — 1, il existe un homomorphisme canonique H* (R, Q,/Z,(n))
vers la p-torsion de KM(R) (n-iéme groupe de K-théorie de Milnor de R), que 'on
espeére surjectif [K2, exemple avant prop. 3.1 et remarque 4.1]. Lorsque n = 2, la
conjecture de Kato généralisée se réduit a la théorie de Kummer (0.6.1) et cet
homomorphisme généralise celui obtenu par Tate [T] et Suslin [Sul] (de fagon non
¢lémentaire) dans le cas d’un corps [T, p. 253, remark]. Si p = 2, la construction
exige que R ne soit pas “exceptionnel” (0.4); elle ne redonne donc pas 'homo-
morphisme de Tate et Suslin dans ce dernier cas. Toutefois, ’homomorphisme
H" (R, Q,/Z,(n) - K} (R){p} doit exister méme lorsque R est exceptionnel.

(b) SiR et ses extensions p-cyclotomiques vérifient la conjecture de Kato géné-
ralisée en degrés < n, 'homomorphisme naturel KM(R)/p" — K,(R)/p" est une
injection scindée pour tout r > 1, pourvu que R ne soit pas exceptionnel ([K2, th.
3] pour R un corps, p = 2 et n = 3 ou 4, complété par [K5]). Dans le cas présent,
cette derniére hypothése est indispensable, le cas R = Q,p =2,r =1, n = 3 étant
un contre-exemple bien connu. Ceci raffine modulo p” les résultats de Suslin et Guin,
qui obtiennent un tel scindage entier, mais seulement a (n — 1)! prés [Su3], [G].

Dans cet article, je donne trois autres applications du théoréme 1, une globale et
deux locales:

(c) Si I’ensemble des points fermés de X est de dimension d, le cup-produit de
d + 2 éléments de H*(X,,, Z) est nul, pourvu que la conjecture de Kato généralisée
soit vérifiée par les anneaux locaux de X et toutes leurs extensions “cyclotomiques”
(corollaire au théoréme 2: en caractéristique zéro, il faut faire une hypothése mineure
supplémentaire, par exemple que u, = I'(X, G,,)). En fait, le théoréme 2 donne un
résultat de ce type pour des coefficients plus généraux (voir Iénonce). Si X est le
spectre d’un corps ou d’'un anneau semi-local, on a d = 0, et le résultat est utilisé
dans [K4] pour démontrer la nullité des classes de Chern d’une représentation
galoisienne complexe (2 I'exception de la premiére, et sous la méme hypothése de
non exceptionnalité). En général, il donne un renseignement sur la “cohomologie
motivique” de X (remarque 5.1).

(d) Soient F un corps commutatif et y un caractére d’ordre n de son groupe de
Galois absolu. Supposons n impair et inversible dans F. Si x € H*(F, u®?) est tel
que x-x = 0, alors il existe y € H?(E, u®?) tel que x = Corgry, o E est 'extension
cyclique de F déterminée par yx (th. 7.1). Ceci généralise le cas, dii & Merkurjev et
Suslin [MS1], ou F contient suffisamment de racines de I'uniteé.
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(e) soit R un anneau semi-local dans lequel le nombre premier impair p est
inversible. Soient k;, ..., k, les corps résiduels de R. Supposons que les k; vérifient
la conjecture de Kato en degré n, ainsi que leurs extensions p-cyclotomiques. Alors,
pour tout faisceau constant tordu A sur (Spec R),,, de fibre géométrique Z/p",
I'application naturelle H*(R,,, A) - @H"(k;, A) est surjective (th. 8.1).

(0.3). Préliminaires techniques. Ils consistent en deux définitions et une
hypothése sur les coefficients.

Définition 1. Soient f: Y — X un revétement étale galoisien de groupe T, avec
Y connexe, et 4 un homomorphisme injectif de I" dans (Z/p")*. On dit que (f, 4) est
exceptionnel sip = 2etsi — 1 e A(I).

On notera qu’un revétement comme dans la définition 1 est cyclique, sauf peut-
étre si p = 2. La définition 1 s’applique dans le cas suivant:

Soit A un faisceau constant tordu sur X, de fibre géométrique Z/p": un tel
faisceau correspond a une action continue du groupe fondamental IT de X sur Z/p",
C’est-a-dire a un élément A de H'(IL, (Z/p")*) = H'(X,,, (Z/p")*) (Z/p")* étant vu
comme IT-module trivial, ou comme faisceau constant). Le noyau de A définit un
revétement f: Y — X tel que le couple (f, A) vérifie les hypothéses de la définition 1.
On notera parfois Y = X(A); si aucune ambiguité n’en résulte, on dira que Y —» X
est exceptionnel pour dire que (f, 1) est exceptionnel. Si 'on prend A = Z/p"(i), on
a A=x«', ol k désigne le caractére cyclotomique (réduit modulo p”). Si p,, =
I'X, G,,), on a X(Z/p"(i)) = X(Z/p'(1)), @ moins que i = 0 (mod p). Le revétement
X(Z/p'(i)) — X est exceptionnel si et seulement si p = 2 et si:

soit I" n’est pas cyclique;

soit u, ¢ I'X, G,,), I' = Z/2 et i est impair.

On aura besoin de I’hypothése suivante sur A:

HYPOTHESE(R). L’homomorphisme A se reléve en un élément de H' (X, (Z/p*")*).

Cette hypothése est toujours vérifiée si r = 1, et aussi si r = 2 lorsque p = 2. En
voici deux autres formulations équivalentes:

(R’) 11 existe une suite exacte courte de faisceaux constants tordus 0 > A —»
A > A—0,oulafibre géométrique de A est cyclique d’ordre p*"

(R") Sip>2etr>2(resp. p=2etr > 3),le caractére d’ordre p ! (resp. 277°2%)
défini par la composante de A sur (1 + pZ)/p"Z = Z/p" ! (resp. sur (1 + 4Z)/2'Z =~
Z,/2"~?) se reléve en un caractére d’ordre p?" ! (resp. d’ordre 2%"~2).

L’hypotheése (R) est vérifiée lorsque A = Z/p'(i). Elle I'est également par exemple
si A provient de I'action galoisienne sur les points de torsion d’une courbe elliptique
a multiplication complexe. Si X est le spectre d’'un anneau semi-local R, la théorie
de Kummer montre que 'hypothése (R”) (et donc (R)) est vérifiée pour tout A si
p>2 et p- < R (resp. si p =2 et puy.r-» = R). Finalement, si A et B vérifient
I’hypothése (R), il en est de méme de A ® B.

Supposons enfin X = Spec R, ot R est un anneau semi-local sans idempotents;
on notera alors en général H*(R, —) les groupes H*(X,,, —). On X(A) = Spec R(A)
ou R(A) est encore semi-local (sans idempotents). Pour n € N, notons KM(R) la
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K-théorie de Milnor de R (définie, comme dans [G], par les mémes générateurs et
relations que pour un corps). De la théorie de Kummer et du cup-produit, on déduit
un “symbole cohomologique ” ([Kt] dans le cas d’un corps):

u,(R): K}'(R)/p" — H'(R, Z/p"(n))
pour tous n, r = 0.

Définition 2. On dit que R vérifie la conjecture de Kato généralisée (modulo p)
en degré n si u,(R) est bijectif pour tout r > 1.

(Le terme “généralisée” provient du fait que la conjecture originelle [Kz] ne
concerne que les corps).

Dans cet article, on n’aura besoin que de la surjectivité de u,(R). Si u,(R) est
surjectif pour r = 1, un raisonnement formel implique qu’il est surjectif pour tout
r = 1 ([T, diagramme (3.3)]). En (0.6), on donne une liste de cas ou la conjecture de
Kato (généralisée) est démontrée.

(0.4). Soient R un anneau semi-local (sans idempotents), et A un faisceau comme
ci-dessus. Pour tout i € Z, notons A(i)le faisceau A ® Z/p"(i). On a alors le théoréme
suivant:

THEOREME 1.  Soit A comme ci-dessus, et supposons que A vérifie ’hypothése (R).
Soit S = R(A(—n)); supposons que S/R soit non exceptionnelle, et que u,(S) soit
surjectif. Alors on a des isomorphismes:

(1) H"(R, A) 35 HO(T, H"*'(S, A)),
) H,(T, H"(S, A)) S H"(R, A),

induits respectivement par la restriction et par la corestriction en cohomologie.

Le cas particulier le plus important de ce théoréme est celui o A = Z/p”(i). Dans
ce cas, il semble suggestif de baptiser (1) (resp. (2)) descente (resp. montée) cyclo-
tomique. La généralisation a un A quelconque m’a été suggérée par Markus Rost.
Il serait trés utile de trouver un analogue au th. 1 dans le cas exceptionnel, mais
cette question ne semble pas facile ([(Me2], p. 152).

Notons le corollaire suivant au théoréme 1:

COROLLAIRE. L'énoncé du théoréme 1 reste vrai si on remplace S/R par une
sous-extension S'/R.

En effet, on applique (1) et (2) aux extensions S/R et S/S’. O

La démonstration du théoréme 1 est donnée au chapitre I. En voici une descrip-
tion rapide. Pour démontrer (1), on utilise la suite spectrale de Hochschild-Serre
associée a I'extension S/R. Les hypothéses impliquent que la suite spectrale dégénére
en E;: ceci est général et n’utilise pas la conjecture de Kato généralisée, qui intervient
en revanche pour démontrer que certaines différentielles d, sont nulles ou injectives;
(1) résulte alors de ce dernier fait.
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Pour démontrer (2), on procéde exactement de la méme maniére en utilisant une
suite spectrale “de Tate”, analogue homologique de la suite spectrale de Hochschild-
Serre. Cette suite spectrale n’est a priori pas convergente, mais dans ce cas particulier
elle converge et dégénére en E, exactement comme la précédente. De méme que
pour (1), on démontre alors (2) en utilisant la conjecture de Kato généralisée pour
prouver que certaines différentielles d, sont nulles our surjectives.

Question. Est-ce que I’hypothése (R) est nécessaire pour la validité du théoréme
1?

(0.5). Pour tout schéma X ou p est inversible, notons, pour n>1 et i€ Z,
H"(X, i) le groupe H" (X,,, Q,/Z,(i)) ('indice ét et le nombre premier p étant
sous-entendus); on définit HO(X, i) comme O si i #0, et Z si i =0. Au §5, on
munit H*(X, *) d’'une produit bigradué, généralisant le cup-produit H*(X, Z) x
H™(X, Z) » H"*™(X, Z). Par ailleurs, soient Z*H"(X, i) la filtration induite sur le
groupe H"(X, i) par la suite spectrale “de Bloch-Ogus” associée au morphisme de
sites X4, = Zz,,, et gr*H"(X, i) le gradué associé a cette filtration. On dit que X est
non exceptionne si aucun revétement 2-cyclotomique de X n’est exceptionnel [K2].

THEOREME 2. Supposons X non exceptionnel si p = 2. Supposons u,(S) surjectif
en degré < N pour toute extension p-cyclotomique S d’un anneau local de X. Alors,
pour tous m,n < N + 1 et tous k, k', le produit

gr*H™(X, i) x gr* H"(X, j) = gr*** H"""(X, i + j)

est identiquement nul, sauf peut-étre si i +j=m —k + n— k' — 2 pour un couple
(k, k).

Supposons que 'ensemble des points fermés de X soit de dimension d. Comme la
longueur de la filtration Z* est évidemment < d, on en déduit:

COROLLAIRE.  Sous les hypothéses du théoréme 2, soient X1, ..., X4, des éléments
de H*(X, *), de bidegrés (ny,i,), ..., (Ng42, igs2). SUpposons iy = ny, ..., ig4s = Nyss
ouiy <0,...,i5,, <0,et n; <N + 1 pour tout i. Alorsona x,-... x4, = 0.

La démonstration du théoréme 2 est donnée au chapitre 2. On se réduit d’abord
au cas local (th. 5.1), puis, par montée cyclotomique, au cas ou il y a suffisamment
de racines de I'unité. L’essence de 'argument utilisé pour prouver la nullité¢ d’une
produit x -y consiste alors & montrer que x et y d’'une part commutent et d’autre
part anticommutent (I'argument ne procéde pas littéralement de cette maniére).

(0.6). On conjecture que tout anneau semi-local suffisamment lisse vérifie la
conjecture de Kato généralisée en tout degré (voir Appendice 1). Voici en tout cas
une liste d’exemples oul cette conjecture est vérifiée (et donc ou les théorémes 1 et 2
s’appliquent):

1. Pour n=1, le symbole galoisien est par définition 'homomorphisme
R*/R*"' — H'(R, Z/p"(1)) obtenu a partir de la suite exacte de Kummer 1 — p,. —
G, 5 G, —1; daprés le théoréme 90 de Hilbert pour un anneau semi-local
(H'(R, G,,) = Pic R = 0), il est bijectif.
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2. Pour n = 2, le symbole galoisien est bijectif si R est un corps (théoréme de
Merkurjev-Suslin [MS1]), ou plus généralement régulier, vérifiant la conjecture de
Gersten [Q, §5] ainsi que le théoréme de Bloch-Ogus [BO]: ce résultat est démontré
par Lichtenbaum [Lith. 9.1.i)] mais peut déja &tre extrait de [Su 1, cor. 4.4].
(Lichtenbaum I’énonce pour R localisée d’une algébre réguliére de type fini sur un
corps, mais sa démonstration n’utilise que les hypothéses ci-dessus.)

3. Pour n = 3 et p = 2, le symbole galoisien est bijectif si R est un corps (Rost
[R], Merkurjev-Suslin [MS2]); méme énoncé pour n = 4 (Rost, annoncé).

4. Si R est un “corps local supérieur” au sens de Kato, le symbole galoisien est
bijectif en tout degré (et pour tout p # car R) ([BKzr, th. 5.12]).

5. Supposons R “trés propre modulo p” (définition Al) et p > n. Si la conjecture
de Kato modulo p est vérifiée en degré n par son corps des fractions et en degré
n — 1 par les corps résiduels en ses idéaux premiers de hauteur 1, la conjecture de
Kato généralisée vaut en degré n pour R; inversement, si celle-ci est vérifiée en degré
n(resp.n — 1, n — 2) par R (resp. par les corps résiduels de R en ses idéaux premiers
de hauteur 1, 2), elle vaut pour le corps des fractions de R (appendice 1, théoréme
Al.l).

6. Supposons R local hensélien, de corps résiduel k. On montre facilement que
la conjecture de Kato (généralisée) vaut pour R si et seulement si elle vaut pour k
(appendice 1, théoréme A1.2).

7. Supposons que R soit 'anneau local d’une courbe (non nécessairement lisse)
sur un corps de caractéristique # p. Alors la conjecture de Kato généralisée vaut
pour R en degré 2 [PW, cor. 5.2].

8. Soit F un corps de p-dimension cohomologique < n, ou p # car F. Supposons
que le symbole galoisien soit surjectif en degré n pour toutes les extensions finies
de F. Soit X une courbe irréductible sur F. Alors le symbole galoisien est surjectif
en degré n + 1 pour le corps des fonctions de X ([Kt, prop. 1.2]; [B1, th. 5.7] pour
le cas ou F est un corps de fonctions d’une variable sur un corps algébriquement
clos). En particulier, si F est un corps de type fini sur Q, F; ou un corps algébrique-
ment clos, le symbole galoisien est surjectif en degré cd ,(F).

(0.7). Outre le théoréme 1 et ses applications, cet article comporte 3 appendices.
Le premier étudie les liens entre la conjecture de Kato (généralisée) pour un anneau
semi-local et la méme pour ses corps résiduels. Le deuxiéme montre sous cette
conjecture que la cohomologie étale a coefficients constants tordus d’un anneau
semi-local coincide avec la cohomologie correspondante de son groupe fonda-
mental. Le dernier, enfin, établit un calcul de bords qui intervient dans la démonstra-
tion du théoréme 1 comme dans celle du théoréme 2.

(0.8). Historiqgue. Le cas n =0 du théoréme 1 traduit la trivialit¢ cohomo-
logique des racines de l'unité (ou d’un twist a la Tate de celles-ci) par rapport au
plus petit groupe de Galois qui opére sur elles; ce résultat est essentiellement bien
connu. Lorsque n > 1, seul I’énoncé (2), dans le cas des corps, est traité dans la
littérature publiée. Pour (n, i) = (1, 0) (cas des caractéres du groupe de Galois
absolu), il a son origine dans les généralisations du théoréme de Grunwald-Wang
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par Miki; il a été démontré (et utilisé) par Suegoshi [Sue, lemmes 1 et 2] et Saltman
[Sa, th. 2.3(b)]. Pour n = 1 et i, i — 1 premiers a p (donc p # 2), les énoncés (1) et
(2) sont démontrés dans un manuscrit de Merkurjev; la version publiée [Mel] ne
contient plus que I'’énoncé (2) pour i = 2 (et p # 2), que Merkurjev applique a I'étude
de la torsion dans K,. La surjectivité dans I’énoncé (2) a également été démontrée
pour n =1 et i — 1 premier & p par O. Hyodo (non publié¢). Dans le cas n =1, i
quelconque, (2) a été démontré dans [K97]. L’¢énoncé (2) dans le cas (n, i) = (2, 1) (cas
du groupe de Brauer) est démontré par Merkurjev dans [Me2].

(0.9). Remarque. La démonstration du théoréme 1 n’utilise que la surjectivité
du cup-produit H(S, Z/p"(1))®" — H*(S, Z/p"(n)), voire celle de 'homomorphisme
H"(S, Z/p* (n)) » H"(S, Z/p"(n)). La référence constante a la “conjecture de Kato
généralisée” semble donc obscurcir le fait que les énoncés sont de nature purement
cohomologique, et en particulier ne font pas intervenir de K-théorie. Je pense que
cette observation est illusoire et trompeuse, pour les raisons suivantes:

(a) On ne connait pas d’exemple ou la surjectivité, soit du cup-produit
H!(S, Z/p"(1))®" - H"(S, Z/p"(n)), soit de I’homomorphisme H"(S, Z/p*(n)) -
H"(S, Z/p"(n)), ait été prouvée sans avoir recours a la K-théorie algébrique (a
I’exception de (0.6.8); dans ce cas, le théoréme 1 est trivialement vrai).

(b) 11 est probable que la surjectivité de H*(-, Z/p?(n)) - H"(~, Z/p(n)) suffit a
impliquer la conjecture de Kato généralisée. C’est en tout cas ce que démontre
Merkurjev (non publié) lorsque p = 2, pour les corps contenant une racine carrée
de —1.

(0.10). Les résultats de cet article, a 'exception de la partie 7, ont €té obtenus
en juillet 1989. Ils ont fait I'object d’une communication au Congrés International
des Mathématiciens en aolit 1990. L’auteur s’excuse du long délai de rédaction.

(0.11). Notations. Pour tout groupe abélien A et tout entier m > 1, on note ,A
(resp. A/m) le noyau (resp. le conoyau) de la multiplication par m dans A. Si p est
un nombre premier, on note A { p} le sous-groupe de A réunion des ,rA pourr > 1.

L. Démonstration du théoréme 1.
1. La suite spectrale de Hochschild-Serre.

(1.1). Soient G un groupe topologique (par exemple profini) et H un sous-groupe
distingué fermé de G; notons I' le quotient G/H. Un G-module A est dit topologique
(discret) si, pour tout a € A, le stabilisateur de a est ouvert dans G. Pour un
G-module topologique A, on note H(G, A) les groupes de cohomologie de G a
valeurs dans A: ce sont les foncteurs dérivés du foncteur “points fixes” A+ AS. On
a une suite spectrale “de Hochschild-Serre” E(A):

EZ%(A) = HP(I', H'(H, A)) = H**(G, A),

qu'on peut obtenir par la méthode de Grothendieck comme suite spectrale de
foncteurs composés [Gr]. Elle est fonctorielle en A en un sens évident; plus géné-
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ralement, soit C* un complexe de G-modules topologiques borné inférieurement:
on lui associe ses groupes d’hypercohomologie H'(G, C’) et une suite spectrale “de
Hochschild-Serre™:

E%/(C’) = HP(T', H'(H, C)) = H"™(G, C),

fonctorielle en C': elle se construit exactement comme la précédente. En particulier,
considérons une suite exacte 0 > A - A’ - A” - 0 de G-modules topologiques;
notons C’ (resp. C") le complexe 0 > A > A’ >0 (resp. 0 >A->0—--) (A
étant en degré 0). L’hypercohomologie de C' en degré i s’identifie a celle de A” en
degréi — 1;0n a un morphisme de projection C' — C” et le morphisme correspondant
en cohomologie s’identifie au bord associé a la suite exacte 0 > A > A’ > A" - 0.
En appliquant a cette situation la fonctorialité des suites spectrales, on en déduit:

LEMME 1.1.1.  So0it (S): 0 > A — A’ = A” — 0 une suite exacte de G-modules topo-
logiques. Alors, les morphismes E54(A”) — E59*1(A) déduits des bords de la suite
exacte de cohomologie associée a (S) anticommutent aux différentielles d, des suites
spectrales. O

Soient A, A’ deux G-modules topologiques: alors on a un accouplement de suites
spectrales (cup-produit):

EI(A)® EIY(A') - EFFP T (A® A,

pour lequel les différentielles sont des dérivations. En particulier, tout ¢lément de
H?(T, Z) = E%°(Z) définit sur E(A) un opérateur de degré (p, 0), commutant aux
différentielles. Dans le cas ou I est fini cyclique, on en déduit:

LEMME 1.1.2. Supposons T fini et cyclique, et soit A un générateur de H*(T, Z).
Alors, pour tout G-module topologique A, le cup-produit par A induit des morphismes
E2'9(A) - E5*2:9(A), commutant aux différentielles d,, surjectifs pour p = 0 et bijectifs
pour p > 0.

Cela résulte de la périodicité de la cohomologie d’un groupe cyclique [CL, ch.
VIII§4, p. 141, remarque] 0O

Le lemme suivant est élémentaire mais fondamental.

LeEMME 1.1.3.  Supposons T fini cyclique; soit m un entier > 1, et supposons que le
morphisme de “transgression” d,: ES'*(Z/m) — E2°(Z/m) soit surjectif. Alors, pour
tout G-module topologique A annulé par m, la suite spectrale E(A) dégénére en E; au
sens suivant: on a E§4(A) = 0 pour p > 2, et des suites exactes

0 - NH(T, H*(H, A)) » H"*1(G, A) » NH°(T', H**!(H, A)) - 0,

ot NH° et NH! désignent les noyaux des différentielles d, correspondantes.



DEUX THEOREMES DE COMPARAISON EN COHOMOLOGIE ETALE 145

Démonstration. Soit 6 € EY'1(Z/m) tel que A = d,0 engendre E3°(Z/m). Si x €
E,(A), on calcule:

dy(0-x) = (d,0) x — 6-(d,x),
ou encore:

d,(0-x)+ 0-(d,x) = A-x.

En d’autres termes, le cup-produit par 6 induit une homotopie de 0 au cup-produit
par A dans la suite spectrale. L’énoncé résulte alors du lemme 1.1.2 (noter que
I’homomorphisme H%(T', Z) - H2(T", Z/m) envoie un générateur de H2(T', Z) sur un
générateur de H2(I', Z/m)). O

Remarque 1.1.1. L’hypothése du lemme 1.1.3 équivaut a la suivante: il existe un
sous-groupe distingué fermé H, de G, contenu dans H, tel que (H: H,) = m' et que
G/H, soit cyclique, oum’ est le plus grand diviseur de m dont tous les facteurs premiers
divisent |T'|. Cela résulte de la suite exacte a cinq termes

0 — HY(T, Z/m) » H'(G, Z/m) ~ H'(H, Z/m)" 3 H¥T, Z/m ) - H*(G, Z/m)

déduite de la suite spectrale E(Z/m). En effet, H(I", Z/m) est engendré par By, ot x
est un générateur de H!(I", Q/Z) et j est le bord associé 4 la suite exacte 0 — Z/m —
Q/Z 5 Q/Z - 0. La surjectivité de d, équivaut donc a P'égalité B = 0, ot 7 est
I'image de x dans HY(G, Q/Z), c’est-a-dire au fait que § soit divisible par m dans
H(G, Q/Z). Comme  est d’ordre |I'|, Paffirmation en résulte.

(1.2). Soit Y — X un revétement étale galoisien de schémas, de groupe I'. Pour
tout faisceau & sur X,, on a une suite spectrale “de Hochschild-Serre” E(%),
fonctorielle en &

E3(#F) = H/(T, H(Y,,, #)) = H"" (X, #),

qu'on peut obtenir par la méthode de Grothendieck comme suite spectrale de
foncteurs composés. Elle posséde les mémes propriétés formelles que dans le cas
(1.1). Plus précisément, par les mémes arguments, on obtient les énoncés suivants,
analogues des précédents:

LemMa 1.2.1.  Soit (S): 0 > F —» F' — F” — 0 une suite exacte de faisceaux sur
X, Alors, les morphismes EZ4(F ") — E5 1+ (F) déduits des bords de la suite exacte
de cohomologie associée a (S) anticommutent aux différentielles d, des suites spec-
trales. O

LEMME 1.2.2. Supposons T fini et cyclique, et soit A un générateur de H*(T', Z).
Alors, pour tout faisceau F sur Xg, le cup-produit par 2 induit des morphismes
E29(F) — E5* 2 9(F), commutant aux différentielles d,, surjectifs pour p = 0 et bijec-
tifspourp>0. O
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LeEMME 1.2.3.  Supposons I fini cyclique; soit m un entier > 1, et supposons que le
morphisme de “transgression” d,: ES'*(Z/m) — E3'°(Z/m) soit surjectif. Alors, pour
tout faisceau F sur X,, annulé par m, la suite spectrale E(¥) dégénére en E; au sens
suivant: on a E}4(F) = 0 pour p = 2, et des suites exactes

0— NHY(T, H'(Y,, #)) » H"" (X4, #) » NH(T, H™*! (Y, #)) - 0,

ou NH° et NH! désignent les noyaux des différentielles d, correspondantes. 01

Remarque 1.2.1. De méme que dans la remarque 1.1.1, on voit que ’hypothése
du lemme 1.2.3 équivaut a la suivante: il existe un revétement étale Y, — Y de degré
m’ tel que Y, — X soit cyclique. En particulier, on en déduit:

PrOPOSITION 1.2.1.  Soit A un faisceau constant tordu sur X, de fibre géométrique
Z/p", vérifiant I'hypothése (R). Si le revétement X(A) — X est non exceptionnel,
Phypothése du lemme 1.2.3 est vérifiée pour m = p". O

Remarque 1.2.2. Si de plus A = Z/p'(i), 'hypothése du lemme 1.2.3 est vérifiée
pour m = p", n quelconque.

2. Démonstration de (1). Vu le lemme 1.2.3 et la proposition 1.2.1, on doit
démontrer que NHY,H"(Y,, A)=0 et que NHT, H"* (Y4, A) =
HO(T, H"* (Y, A)), C’est-a-dire que d}" est injectif et que d2'"** est nul. Cela résulte
dela

PROPOSITION 2.1.1.  Supposons que u,(S) soit surjectif. Alors, pour tout k > 1, la
différentielle d%" de la suite spectrale E(A) est injective.

(En effet, linjectivité de d2'" entraine la nullité de d9-**1.)

Démonstration. SiT est d’ordre premier a p, 1a suite spectrale dégénére en E, et
il n’y a rien & démontrer; dans la suite, on suppose que I'ordre de I est divisible par
p. Notons B™ (resp. 0) le bord associé a la suite exacte 0 — Z/p"(n) » Z/p*'(n) —»
Z/p"(n) - O (resp. 0 > A > A — A — 0, ¢f hypothése (R')), et & 'opérateur

B® ® 1: H*(S, A) = H*(S, Z/p"(n)) ® A(—n) - H**'(S, Z/p"(n)) ® A(—n)
= H**1(S, A).
D’aprés la proposition A3.1, on a, pour tout x € H*(S, A):
o(x) =0x + 0-x,
ou 0 € H(S, Z/p")" est le caractére représentant la différence des deux faisceaux A
et Z/p? (n). Par définition de S, 0 est d’ordre p”, donc d, 0 = A engendre H%(T, Z/p").

Les opérateurs d, 0 et x+— 6+ x sont I'-équivariants, donc induisent des opérateurs
de degré (0, 1) sur E,(A); d’apreés le lemme 1.2.1, d anticommute aux différentielles
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d, (ce n’est pas le cas de d, qui n’est pas “défini sur R”). On a donc, pour tout
x € E;(A) (dém. du lemme 1.1.3):

d,6(x) + 6(d,x) = A-x.

Mais, pour x € H*(S, A), on a d(x) = 0: en effet, la surjectivité de u,(S) entraine
que H"(S, Z/p* (n)) - H*(S, Z/p"(n)) est surjectif. Pour x € E£", on a donc §(d,x) =
A-x. Comme le cup-produit par 1 est bijectif pour k > 1, cela prouve que d, est
alors injectif. O

3. La suite spectrale de Tate.

(3.1). Gardons les notations de (1.1), et supposons de plus I" fini. Dans le cas ou
G est profini et de dimension cohomologique finie, Tate ([CG, p. I-83, th. 1]) a
construit une suite spectrale convergeant vers la cohomologie de G, et dont le terme
E, est 'homologie de T" a valeurs dans la cohomologie de H. Je vais reproduire sa
construction dans le cas général, en modifiant son indexation—toutefois, la suite
spectrale obtenue n’a pas de raison a priori d’étre convergente.

Soit A un G-module topologique; comme en loc. cit. on note cd(G, A) < d si
H"(H, A) = 0 pour tout n > d et tout sous-groupe fermé H de G.

PROPOSITION 3.1.1.  Pour tout G-module topologique A, il existe une suite spectrale
tE(A), fonctorielle en A, telle que (en notations “cohomologiques”):
() Pourp,qeZ,;E5(A) = H_,(I', HY(H, A))sip < 0,9 >0,
0 sinon,
(i) Supposons cd(G, A) < oo. Alors tE(A) converge vers
H"(G, A)sin= 0,
0 sinon.
De plus, ledge-homomorphism :E3'9(A) = H (T, HI(H, A)) -» HY(G, A) est induit par
la corestriction.

(De maniére imageée, on peut écrire H,(I', HY(H, A)) = H?"?(G, A).)

Démonstration. On décalque la démonstration de op. cit.. Soit 0 > S#° - #! —
-+~ une G-résolution injective de A; posons 17 = H°(H, .#9); le complexe I': 0 —» I° —
I' - -+ a donc pour cohomologie HY(I') = H%(H, A) pour q = 0, 0 pour q < 0. De
plus, les I sont I'-acycliques. En prenant les chaines par rapport a I', on obtient un
double complexe C tel que C?? = C_(T’, I) si p < 0,0sinon. A ce double complexe
sont associées les deux suites spectrales habituelles, notées ici E et {E. On va décrire
leurs termes E,:

(1) En prenant la cohomologie en direction de g, on obtient C_,(I', HY(H, A))
puisque C_,(I', -) est un foncteur exact. Prenant ensuite la cohomologie en direction
de p, on obtient le terme E5? = H_,(I', HY(H, A)) désiré pour la premiére suite
spectrale.

(2) En prenant d’abord la cohomologie en direction de p, on trouve H_ (T, I9).
Par acyclicité des 1% on a H_,(I', 1) = 0 si p # 0. De plus, I? est acyclique par
rapport a tout sous-groupe de I', en particulier par rapport a ses sous-groupes de
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Sylow; en appliquant [CL, p. 152, th. 8], on en déduit que H™(T", 1) = H°(T, 1) =
0, C’est-a-dire que la norme induit un isomorphisme Hy(T, 19) 3 HO(T, 19). Mais
HO(T, 19) = HY(T', H°(H, #9)) = H°(G, #9); en prenant la cohomologie en direc-
tion de g, on trouve donc {E3? = 0si p # 0, et {E5? = HY(G, A)sip=0,9 > 0.

Plut6t qu’une résolution injective de A, on peut utiliser une résolution par des
G-modules ¢ tels que cd(G, #) = 0. Par 'argument habituel, une telle résolution
s’envoie vers .#°, de maniére unique a homotopie prés; le calcul précédent montre
que les suites spectrales obtenues a l'aide de cette nouvelle résolution sont
canoniquement isomorphes aux précédentes (plus exactement, leurs termes E, sont
isomorphes a partir de r = 2). On peut donc les noter :E(A) et {E(A); elles dépendent
fonctoriellement de A.

Supposons maintenant cd(G, A) = d < oo. Alors on peut “tronquer” la résolution
de A en degrés > d, en remplagant #¢ par Im(#£¢™! - #9), qui est de dimension
cohomologique 0. Cette nouvelle résolution est de longueur d; 'argument de dimen-
sion habituel montre alors que {E(A) et {E(A) convergent vers le méme objet. Le
calcul de {E,(A) montre que cet objet est H*(G, A); cela démontre (ii). Finalement,
la description du edge-homomorphism provient de celle du terme E; de {E. 0O

Lorsque cd(G, A) = o0, la suite spectrale {E(A) n’est pas convergente en général,
et si elle I'est, ne converge pas nécessairement vers H*(G, A). Cela se produit
néanmoins dans des cas importants. Ainsi on a le lemme trivial suivant, dont on
utilisera ci-dessous un cas particulier trivial:

LeMME 3.1.0.  Soit € une catégorie abélienne, et soient (;E,); 1, (M;); 1 un systéme
inductif de suites spectrales (@ valeurs dans €), notées cohomologiquement, et un
systéme inductif d’objets de €; posons E, = lim ;E, et M = lim M;. Supposons que,
pour tout i, ;E, converge vers M, et qu’il existe des entiers n > 2 et m € Z tels que,
pour tout i, on ait ;E, = E_ et EP* = 0 pour p < m. Alors E, converge vers M. 0O

De méme qu’en (1.1), on démontre (sans hypothéses de finitude ou de conver-
gence):

LEMME 3.1.1.  Soit(S): 0 > A = A’ - A” — 0 une suite exacte de G-modules topo-
logiques. Alors, les morphismes E5'%(A”) — E%9*1(A) déduits des bords de la suite
exacte de cohomologie associée d (S) anticommutent aux différentielles d, des suites
spectrales. 0O

De méme qu’on a des cup-produits pour les suites spectrales de Hochschild-Serre,
on a des cap-produits pour les suites spectrales de Tate. Plus précisément, soient A
et B deux G-modules topologiques: on a alors des accouplements:

tEP9(A) ® EF7(B) ~ (EF P " (AQ® B),

“commutant” aux différentielles et compatibles aux cup-produits H*(G, A) ®
H™(G, B) » H"*™(G, A ® B). En effet, soient (#9) et (_#7) des G-résolutions injectives
de A et B, et 1 = H°(H, #9), ] = H°(H, #9): alors le complexe total associé au
double complexe #* ® #° est un résolution injective de A ® B, et les accouplements



DEUX THEOREMES DE COMPARAISON EN COHOMOLOGIE ETALE 149
en question sont induits par les homomorphismes d’évaluation:
C,([, 19 ® CP(T, J¥) » C* ([, I* @ J*)(p' > p).

De méme qu’en (1.1), on en déduit:

LeMME 3.1.2. Supposons T fini et cyclique, et soit A un générateur de H:(T', Z).
Alors, pour tout G-module topologique A, le cap-produit par A induit des morphismes
1E24(A) - ;E5*2:9(A), commutant aux différentielles d,, injectifs pour p= —2 et
bijectifs pour p < —2. 0O

LeMME 3.1.3.  Sous ’hypothése du lemme 1.1.3, on a ;E§%(A) = 0 pour p < —2; si
cd(G, A) < o on a des suites exactes

0 — CH,(T', H'(H, A)) » H"(G, A) - CH, (T, H"*'(H, A)) > 0,

ou CH,, et CH, désignent les conoyaux des différentielles d, correspondantes. 0O

Soit p un nombre premier. Disons que le groupe profini G est p-uniforme si
G =1imG;, ou les G; sont des groupes profinis tels que cd,(G;) < co. Tout G-
module topologique A est alors de la forme lim A,, ou, pour tout a, A, provient
d’un G;-module pour i “assez grand”. En appliquant le lemme 3.1.0, on obtient donc
la généralisation suivante du lemme 3.1.3:

LeMME 3.1.4.  Supposons G p-uniforme. Alors le lemme 3.1.3 est valable pour tout
G-module de torsion p-primaire A, sans ’hypothése cd(G, A) < co. O

(En fait, le lemme 3.1.3 est valable pour la partie p-primaire de la cohomologie
d’un G-module A quelconque, puisque H"(H, A) est de torsion pour tout n > 0 et
tout sous-groupe fermé H de G.)

(3.2). Gardons les notations de (1.2). De méme qu’en (3.1), on construit pour
tout faisceau abélien & sur X, une suite spectrale “de Tate”, de terme E; 77 =
H, (T, HY(Y 4, %)), convergeant vers H*(X,,, &) si cd(X,,, #) < . On a les ana-
logues évidents des lemmes 3.1.1 4 3.1.3. Pour exprimer un analogue du lemme 3.1.4,
on dit que le schéma X est p-uniforme si X = lim X;, ou les morphismes de transition
sont affines et les X; sont tels que cd,(X; ;) < c0. Du lemme 3.1.0 on déduit alors:

LeEMME 3.2.1.  Soit X un schéma p-uniforme. Sous I'hypothése du lemme 1.2.3, pour
tout faisceau F de m-torsion, on a tE}4(F) = 0 pour p < —2, et des suites exactes

0 — CH(T, H"(Y, #)) » H'(X, #) » CH, (T, H"*'(Y, %)) » 0,

ou CH, et CH, désignent les conoyaux des différentielles d, correspondantes. O

Il reste a donner des exemples de schémas p-uniformes. Pour simplifier, disons
qu’un schéma X n’est pas ordonnable si aucun de ses corps résiduels n’est ordonnable.
On a alors:
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ProPOSITION 3.2.1.  Si p > 2, tout schéma X de type fini sur un schéma affine S
est p-uniforme. Si p = 2, c’est encore vrdi si et seulement si X n’est pas ordonnable.

Démonstration. Soit S = Spec B: il existe un sous-anneau B, de B, de type fini
sur Z, tel que X provienne par changement de base d’un schéma X, de type fini sur
So = Spec B,. On peut donc écrire X = lim X, ou les X; sont de type fini sur des
schémas affines de type fini S; (avec S = lim S;); en particulier, les X; sont eux-mémes
de type fini sur Spec Z. Si p > 2, on a cd,(X; ;) < oo pour tout i d’aprés [SGA4, X,
6.2]. Supposons que p = 2. Si X est ordonnable, c’est le cas de tout Y tel qu’il existe
un morphisme X — Y: on a alors cd,(Y) = oo, donc il est clair que X n’est pas
2-uniforme. Supposons X non ordonnable. Soient (UY’) un recouvrement ouvert
fini de X, par des ouverts affines U’ = Spec RY, et U? = Spec R? (resp. UY) =
Spec RY) le recouvrement de X (resp. de X;) qui s’en déduit par changement de base.
Par hypothése, aucun des corps résiduels des RY n’est ordonnable. D’aprés [CT,
lemme 1], —1 est somme de carrés dans chacun des RY, 1l existe donc i, tel que
— 1 soit somme de carrés dans RY pour tout i > i,. Pour i > iy, les X; ne sont donc
pas ordonnables, d’otul ¢d,(X; ) < co d’aprés [SGA4 X 6.2]. O

N.B. Je remercie Jean-Louis Colliot-Théléne de m’avoir indiqué la référence
[CT].

4. Démonstration de (2). Elle procéde exactement comme celle de (1). On doit
montrer que d; >"*! est nulle et que d; >"*2 est surjective; comme un schéma
affine est p-uniforme (prop. 3.2.1), le lemme 3.2.1 réduit & montrer que d; >"*2 et
d5*4"*2 sont surjectives. Cela se démontre comme au §2, en utilisant la nullité du
bord 6 = d™® ® 1 en degré n.

Remarque 4.1. Contrairement a la démonstration de (1), la démonstration de (2)
donnée ci-dessus repose sur un argument de finitude qui fait implicitement intervenir
des propriétés arithmétiques profondes (corps de classes). Les démonstrations “élé-
mentaires” (i.. sans suites spectrales) de (2) dans des cas particuliers ([Sue], [Sa],
[Mel], [Me2], [K0]) ne procédent pas du tout de cette manicre. Existe-t-il une
fagon d’éviter 'argument de finitude en général?

I1. Démonstration du théoréme 2.
5. Définition des produits.

(5.1). Pourie Z, notons (p, i) le complexe de faisceaux Q,/Z,(i)[—1] sur X,,,
cest-a-dire Q,/Z (i) placé en degré 1. Pour n € Z, le groupe H"(X,,, (p, i)) s'identifie
donca H" ' (X,,, Q,/Z,(i)); ce groupe sera simplement noté H*(X, i). Exception: on
convient que H°(X, 0) = Z (et non pas 0).

Supposons i = 0: la suite exacte 0 >Z —» Q> Q/Z — 0 induit des bords
H"(X, 0) » H*(X, Z){p}. Si X est normal, on a H*(X, Q) = 0 pour tout n > 0 [De,
(2.1)7; les bords ci-dessus sont donc des isomorphismes pour n > 1 (ainsi que pour
n = 0 par convention, mais pas pour n = 1). Plus généralement, posons Z(1) =
G,[—1] et, pour i > 1, Z(i) = Z(1)®', ¢f [K3]; alors on a un morphisme naturel
(p, i) = Z(i), donc des homomorphismes naturels H*(X, i) » H"(X, Z(i)).
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Pour i, j € Z, on a un isomorphisme (dans la catégorie dérivée):

(2, ))& (P J) = (p i +J)

donné par la relation Q,/Z,(i)® Q,/Z,(j) =0 et Iidentification canonique
Tor(Q,/Z,(i), Q,/Z,(j)) = Q,/Z,(i + j). D’ou des cup-produits:

H"(X, i) ® H'(X, j) » H™""(X, i + j), (m, i), (n, j) # (0, 0),

que l'on étend trivialement au cas (m, i) =(0,0) ou (n,j)=(0,0). Ces cup-
produits sont associatifs, commutatifs en i et j, anticommutatifs en m et n. En
voici une description concréte, en termes des groupes H™ (X, Q,/Z,(i))
et H"'(X, Q,/Z,(j)). Convenons de noter B® les isomorphismes
H" (X4, Q,/Z,(1) > H"(X, i) (m>1) et les composés H™ (X, Z/p"(i)) -
H" (X4, Qp/Z,(i)) > H™(X, i), et de méme pour j.

Soient x e H™(X, i), y € H*(X, j), et x’, y’ leurs préimages par S et B, 1l existe
r=1 et (x,y,)e H" Xy, Z/p"()) x H* (X4, Z/p"(j)) tel que x' =1,x,, y' =
,Y,, ou 1, est induit par les plongements Z/p"(i) = Q,/Z,(i) et Z/p'(j) =
Q,/Z,(j). Soit BP le bord associé & la suite exacte 0— Z/p"(j) = Z/p*(j) >
Z/p"(j) — 0. Alors on a:

x+y = pE*i(x,- BPy,).

Cette formule montre que, pour i =j =0, ce produit est compatible au cup-
produit a coefficients entiers (plus généralement, il est compatible au cup-produit a
coefficients Z(i) et Z(j), puisque le diagramme

L

] ]
« L . 2. s
ZG)®Z(j) — Zi+))
est évidemment commutatif).

(5.2). 1l est clair que le théoréme 2 est conséquence de I'énoncé suivant, plus
précis:

THEOREME 5.2. Soit R un anneau semi-local connexe, non exceptionnel si p = 2,
et tel que u,_,(S) et u,,_,(S) soient surjectifs pour toute extension p-cyclotomique S de
R. Alors, pour (i, j) € Z, le cup-produit

H"(R, i) ® H'(R, j)» H""™"(R, i + j)

est identiquement nul, sauf peut-étre sim + n=1i+j+ 2.
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Remarque 5.2. Notons I'(i) le i-éme complexe “motivique” conjectural de
Beilinson-Lichtenbaum ([Be], [Li]), vu dans le site étale. Une conséquences des
“axiomes” que doivent vérifier ces complexes est 'existence d’un triangle (dans la
catégorie dérivee)

(p, ) > T(@)->TEH®Z[1/p] - (p, )[-1].

Dans ce triangle, le morphisme (p, i) — I'(i) doit s’obtenir comme le composé du
morphisme (p, i) — Z(i) ci-dessus et d’un morphisme Z(i) - I'(i) provenant du
produit conjecturé I'(i) ® I'(j) - I'(i + j). Les théorémes 2 et 5.2 donnent donc des
renseignements sur la torsion de la cohomologie motivique (on notera que les
“axiomes” auxquels sont subordonnés les I'(i) entrainent en particulier la conjecture
de Kato).

6. Démonstration du théoréme 5.2.

(6.1). Supposons d’abord u,. = R. La surjectivité de u,_, et u,,_, entraine alors
que H™(R, i) et H*(R, j) sont divisibles, et le théoréme est trivial. Dans toute la suite
de la démonstration, on suppose u ¢ R, et on note v le plus grand entier tel que
Uy < R,

(6.2) Préliminaires cyclotomiques. Soit n = Spec F un point générique de X =
Spec R, et soit 77 un point géométrique de X au-dessus de . On note Gy le groupe
fondamental 7, (X, 7). Soit R" = R[u]: C’est une extension étale, galoisienne de R.
L’action de Gy sur u,. fournit un homomorphisme «,: Gg = Aut(u,.) = Zj: c’est
le caractére cyclotomique.

Supposons v > 1,etv > 2sip =2.Onadonc k,(Gg) =1 + p*Z,et, pourr > v,
k,(Gg)” " =14 p'Z,. Pour r > v, on définit une fonction 6,: Gy — Z/p” par

K, ©) prv

6,5) = —p—“—(mod ).

r

Pour r < v, on pose 0,(s) = ((«,(s) — 1)/p*) (mod p").

LEMME 6.2.1. (a) 0, est un caractére de Gy, d’ordre p"; il définit donc un élément
de H'(R, Z/p"), d'ordre p".

(b) Sir=r',le composé Gy % Z/p" — Z/p" est égal & 6,..

(c) Pourae Z,ona(k,(s)” " — 1)/p" = ab,(s) (mod p").

(d) Soit S une extension p-cyclotomique finie de R. Alors, pour tout r > 1, on a
0. r = f,(6, 5), ou f, est 'image directe (“corestriction”) en cohomologie correspondant
au revétement f: Spec S — Spec R.

Démonstration. (a) Supposons d’abord r > v. Pour s, t € G, on a:
KoY K (1) — 1, (8)7 T — 1, (1P + 1
pr
LT =1 Kk,
pr ’ p"

Or(St) - 9,.(8) - er(t) =

= 0 (mod p");

=p
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ceci montre que 6, est un homomorphisme, et il est évidemment continu. Choisissons
s tel que x,(s) = exp(p”): c’est possible puisque exp(p”) € 1 + p*Z,. On a alors:

0, = PPV =1 _ | (mod p),

ce qui montre que 6, est d’ordre p". Le cas r < v résulte du cas r = v et d’une
réduction modulo p".

(b) Sir <, cest évident. Supposons r > v et r’ = r — 1: il suffit de démontrer
que,sifel+p'Z, onap? — 1= p(B— 1)(mod p**)(on applique ensuite ceci
ap = k,(s)”""" pours € Gy). Cela résulte de la formule du binéme (et de I'hypothése
v = 2si p = 2). Le cas général s’ensuit.

(c) Cela résulte de la formule (u* — 1)/p" = (u — 1)/p"-(1 + u + - + u**) pour
u =x,(s)” ", et du fait que u = 1 (mod p").

(d) Soit v’ le plus grand entier tel que p,- = S (les hypothéses entrainent que
v’ < o). Le diagramme

Gy —2 1 +p"Z,

Ver[ Ver{

GR _.KL_..) 1+pvzp

est commutatif, ou Ver désigne le transfert en théorie des groupes. Soit 8,: 1 +
p'Z,—Z/p" Thomomorphisme par lequel se factorise 6,: comme f,(6,s)(s) =
6, s(Ver s), il suffit de voir que 8, g(u) = 8, s(Ver u) pour tout ue 1 + p'Z,. Mais
Cest évident, puisque I'on a Ver u = u?" ™" (en utilisant au besoin (b) et (c)). O

LEMME 6.2.2. Supposons le Jaisceau Z/p"(j — n + 1) constant sur Spec R. Alors
pour tout y e H* (R, Z/p"(j)), on a Py = ((j — n + 1)/p"™)6," y.

(Sir < v, expression (j — n + 1)/p"™" signifie p*~"(j — n + 1).)

En effet, la surjectivité de u,_, entraine que le bord ™V est nul en degré
n — 1. D’aprés la proposition A3.1, on a donc fPy = fPy — B Vy =9-y ou 0
est image dans H'(R, Z/p") de I'¢lément de Ext}(Z/p"(j), Z/p"(j)) correspondant
a la différence des classes des deux extensions Z/p"(j) — Z/p*(j) - Z/p"(j) et
Z/p"(j) > Z/p*(n — 1) > Z/p'(j). Or cet élément se calcule ainsi: si s e Gy et
aeZ/p'(j),0(s)a = p~"(o'(s) *(s)(@) — d), ou G est un représentant de a dans Z/p*"
et o, a’ sont les actions de Gy sur Z/p* données par les twists par j et n — 1
respectivement. On a:

«(5)(@) = K,(Ya, ()@ = Ky,
d’ou

a'(s) " a(s)(@) — @ = (k,(sy " — 1)a.
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Supposons r = v. L’hypothése du lemme implique que p"~ divise j — n + 1. Vu
le lemme 6.2.1(c), on a:

B(s)a = p~"(@'(s)"'()(@) — @) = ”*10()"———;—3'—10,(s>a.

En faisanta = 1, on trouve bien § = ((j — n + 1)/p"™")6,. Le cas r < v se traite de
méme. O

(6.3). Soit(x, y) e H*(R, i) x H™(R, i): on veut montrer que x - y = 0. Comme en
(5.1), on peut trouver r > 1 et (x,, y,) € H" }(R, Z/p"(i)) x H**(R, Z/p"(j)) tel que
x = B9, y=pDy,; on a alors x-y = p49(x,- BPy,). Pour montrer que cette
expression est nulle, on va procéder en deux étapes.

(6.3a). Cas ou Z/p"(j —n + 1) et Z/p"(i — m + 1) sont constants sur Spec R. En
appliquant le lemme 6.2.1, on trouve:

j — 1 .
Xy =1 B, 0y,

Si I’'on applique le méme lemme en échangeant x et y, on obtient:
m+1 ...
y'x——~p———~ﬁ' 2(ye 0, %,).

Oronay x=(—1"x-yet
Ve 0%, = (=170, y,-x, = (= 17OV - x -y,
= (= 1y 1HO-De=DFm-Dy . .y = (— 1y™1x,-6,y,.
Par conséquent, on a:

(F)

o o
(l p':'—f + ,,n“)ﬁ"*”( y) =1 p'f'-v"+zﬂ<‘+”(x,-0,-y,>=o

Supposons maintenant quem + n # i +j + 2,etsoitw = v (i +j+ 2 —m —n).
D’aprés (F), on a p*p“*(x, 6, y,) = 0. Soit S = R(u,+w); notons f: Spec S —
Spec R le revétement correspondant et z,, ’homomorphisme induit en cohomologie
par la projection Z/p™*" — Z/p". D’aprés le lemme 6.2.1(b) et (d), on a 6,3 =
f*(n* 0r+w,s)’ donc:

BEx - 0,r° 3.) = L (BEDS*%, 1O, s S*90)).-
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Mais il résulte de la surjectivité de u,_, et de u,,_,, et du fait que p,+w = S, que 'on
peut trouver (x', y') e H" (S, Z/p™**(i)) x H*'(S, Z/p"**(j)) tel que f*x, = m, X',
f*y, = n,y". On en déduit:

ﬁ(i+j)(xr ' er,R : yr) = f*(ﬂ(i-'.j)(n*(xl : 0r+w,S : y,))) = f*(pwﬂ(i-'-j)(x, : 0r+w,S ) 'y,))’
puisque B o g, = p*B¢*). En appliquant (F) &4 S, x’ et y’, on trouve donc
B (x,-6,y,)=0,doux-y=0.

(6.3b) Casgénéral. On peutsupposer quem + n # i + j + 2. Par 'argument de
transfert standard, on se raméne au cas ou v > 1. Les extensions R(Z/p"(j — n + 1))
et R(Z/p"(i — m + 1)) sont alors emboitées; appelons S la plus grande, que I’on peut
supposer sans perte de généralité étre R(Z/p"(j —n + 1)). Si S =R, il n’y a rien
a démontrer. Supposons S # R: le théoréme 1, (2) implique qu’il existe y'e
H"!(S, Z/p™™(j)) tel que y, = Corggy’; si p = 2, quitte & augmenter r, on peut
méme supposer que u, < S (cela résulte de 1a non exceptionalité de R et du fait que
S#R=j—n+1#0).Ona alors:

x-y = BE*I(x,: BPy,) = Corgg B (x'- B¥y"),
ol x’ = ResgrX,. D’aprés (6.3a), on a f*(x'- BP)") = 0,donc x-y =0. O

III. Deux autres applications.
7. Une suite exacte en cohomologie galoisienne.

THEOREME 7.1.  Soient F un corps commutatif, n un entier inversible dans F et E/F
une extension cyclique de degré n. Si n est divisible par 4, supposons que F ne soit pas
exceptionnel. Alors on a une suite exacte:

H?(E, p®%) —2 H2(F, pu®?) 5 H3(F, p®?),

ou x est un caractére de Gg de noyau Gg.
Ce théoréme est démontré dans [MS1] lorsque n est sans facteurs carrés ou
U, < F (cor. 15.3). On va I’étendre ici au cas général. D’aprés loc. cit., la suite

H2(F, u8%) © H(F, u8?) —222, 13 (F, 48?) —2, H3(E, u®?)

est exacte. Le théoréme 7.1 résulte donc immédiatement du lemme suivant.
LeMME 7.1.  Pour tout x € H'(F, u®?), il existe y € H*(F, u®?) tel que By-x =
XY
En effet, on se raméne d’abord au cas ou n est une puissance p” d’'un mombre

premier p. D’aprés le théoréme 1, (2) (appliqué avecn = 1, A = Z/p"), on peut écrire
x = Corgz¥, oi K =F(u,) et y e H'(K, Z/p"). D’aprés le lemme 6.2.2, on a
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BY = ¥ -0 pour un caractére § convenable de Gy, invariant par Gal(K/F). On a
donc:

BX X = (COIK/FBl/’) ‘X = COTK/F(B‘/’ *Resyrx) = Corgp(¥ - 0 Resg/px).

L’élément 0-Resgpx de H?(K, uflz) est invariant sous I'action de Gal(K/F):
en appliquant le théoréme 1, (1) (avec n = 1, A = u?), on voit qu’il existe y e
H2(F, u&?) tel que 0- Resy px = Resgry. On a alors:

COI'K/F(‘P 0 ReSK/Fx) = COI’K/F(‘/’ : RCSK/FJ’) = (COTK/F'/’)'Y =yx'y. O

Remarque 7.1. Contrairement a ce qui est affirmeé en loc. cit., il n’est pas vrai en
général que By lui-méme soit divisible par .

8. Un lemme chinois en cohomologie étale.

THEOREME 8.1.  Soit R un anneau semi-local dans lequel le nombre premier p est
inversible. Si p = 2, on suppose que R n’est pas exceptionnel. Soient k,, ..., k, les corps
résiduels de R. Soit n > 1; supposons que le symbole galoisien u, soit surjectif pour
les k; et leurs extensions finies. Alors, pour tout faisceau constant tordu A sur
(Spec R)g,, de fibre géométrique Z/p", Uapplication naturelle H'(R;,, A) - @H"(k;, A)
est surjective.

Démonstration. Supposons d’abord n=1, et A= pu,. Par la théorie de
Kummer, I'application du théoréme n’est autre que R*/R*”" — @k}/k'?, qui est
surjective d’aprés le lemme chinois classique. Si n est quelconque et que u, est
surjectif pour les k;, on en déduit que I’énoncé du théoréme est vrai pour A = Z/p"(n).
Le cas général résulte de ce cas particulier appliqué 4 S = R(A(—n)) et du théoréme
1(2).

APPENDICES

Al. La conjecture de Kato généralisée. Pour la validité de la conjecture de Kato
généralisée, il est peut-étre nécessaire de faire des hypothéses supplémentaires sur
R (toutefois (0.6.1), (0.6.7), et remarque Al.1). M’inspirant de la terminologie de
Sherman [Sh], je propose la définition suivante.

Définition A1. Un anneau semi-local R est trés propre modulo p §’il vérifie la
conjecture de Gersten pour la K-théorie & coefficients Z/p" (r = 1) [Q, §5] et le
théoréme de Bloch-Ogus [BO] pour la cohomologie étale a coefficients p-primaires.

Par exemple, un semi-localisé d’une algeébre réguliére de type fini sur un corps est
trés propre modulo p pour chaque p inversible, d’aprés [Q, th. 5.11] et [BO] (la
démonstration de [Q, th. 5.11] s’applique mutatis mutandis a la K-théorie a coeffi-
cients). Un semi-localis¢é d’'un anneau régulier lisse sur un anneau de valuation
discréte est trés propre modulo p dans les mémes conditions que ci-dessus (Gillet-
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Levine [GL] pour la conjecture de Gersten, Gillet [non publié] pour le théoréme
de Bloch-Ogus). On conjecture que tout anneau semi-local régulier est trés propre
(au sens de [Sh]); c’est partiellement démontré dans un certain nombre de cas
particuliers. On a I’extension suivante de la conjecture de Kato ([K2, conj. 2]).

CoNIECTURE Al. La conjecture de Kato généralisée vaut pour tout anneau semi-
local trés propre modulo p.

Remarque A1.1. Marc Levine [Le] conjecture que la conjecture de Kato géné-
ralisée vaut pour tout anneau semi-local contenant un corps infini. On peut étre
encore plus optimiste et conjecturer qu’elle vaut pour tout anneau semi-local dont
les corps résiduels sont assez gros (par exemple infinis). En fait, il est probable qu’il
faut modifier légérement la définition de la K-théorie de Milnor d’'un anneau
semi-local dont un corps résiduel est “trop petit” (remarque A1.4).

Dans cet appendice, on donne un argument déduisant dans certains cas la
conjecture de Kato généralisée pour un anneau semi-local de la méme pour certains
de ses corps résiduels, pourvu que p soit assez grand. On considére deux cas: celui
d’un anneau trés propre modulo p et celui d’un anneau hensélien.

(a). Cas d’un anneau semi-local trés propre modulo p.

THEOREME Al.1. Soit R un anneau semi-local trés propre modulo p au sens de la
définition A1 (ot p est un nombre premier inversible dans R), vérifiant la condition H1
de Guin [G], et soit n un entier < p.

(a) Supposons la conjecture de Kato (modulo p) vérifiée en degré n par le corps des
fractions de R et en degré n — 1 par les corps résiduels en ses idéaux premiers de
hauteur 1. Alors la conjecture de Kato généralisée (modulo p) vaut pour R en degré n.

(b) Supposons la conjecture de Kato généralisée (modulo p) vérifiée en degré n par
R, endegré n — 1 par les corps résiduels de R en ses idéaux premiers de hauteur 1, et
en degré n — 2 par ses corps résiduels en ses idéaux premiers de hauteur 2. Alors la
conjecture de Kato (modulo p) vaut en degré n pour le corps des fractions de R.

La condition H1 de [G] est en particulier vérifiée lorsque tous les corps résiduels
de R sont infinis. La démonstration montrera en fait que pour p quelconque
(inversible dans R), le noyau et le conoyau du symbole galoisien sont annulés par
n—1)!

Notons E le corps des fractions de R, X = Spec R et, pour tout i > 0, X;’ensemble
des points de X de codimension i. Si x est un point de X, on note k(x) le corps
résiduel de R en x. La conjecture de Gerstein implique qu’on a pour tout n > 0 et
tout r = 1 une suite exacte

0-K,(R, Z/p") - K,(E, Z/p") > @ K,-1(k(x), Z/p") >

- @ K,-ilk(x), Z/p") > -+ .

xeX;
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PRrOPOSITION Al.1. Il existe un homomorphisme ¢: K, (R, Z/p") - KM(R)/p", na-
turel en R, tel que le composé KM(R)/p" = K,(R)/p" = K, (R, Z/p") 5 KM(R)/p" soit
la multiplication par (—1)""1(n — 1)!

Pour tout groupe G, notons H_(G) 'homologie entiére de G. D’aprés loc. cit.,
théoréme 2, 'homomorphisme de stabilisation H,(GL,(R)) — H,(GL(R)) est bijec-
tif, et le quotient coker (H,(GL,_,(R))— H,(GL,(R))) (noté abusivement
H,(GL,(R))/H,(GL,_, (R))) est canoniquement isomorphe 4 KM(R); de plus, si I'on
note ¢ ’homomorphisme

K,(R) 5 H,(GL(R))(£)"H,(GL,(R)) >
H,(GL,(R))/H,(GL,_;(R))(&)'K}(R)
(o0 Hu est Phomomorphisme de Hurewicz), le composé KM(R) — K,(R) 5 KM(R)

est la multiplication par (—1)""!(n — 1)! Finalement, on voit sur la définition de ¢
qu’il est naturel en R.

LemMe Al.l. (a) H,(GL,(R), Z/p") 3 H,(GL(R), Z/p").
(b) Le compose’

K}!(R) 5 H,(GL,(R))/H,(GL,, (R)) » H,(GL,(R), Z/p")/H,(GL,,(R), Z/p")

induit un isomorphisme KM(R)/p" 3 H,(GL,(R), Z/p")/H,(GL,_;(R), Z/p").

Démonstration. (a) (resp. (b)) résulte du diagramme commutatif aux lignes ex-
actes

0 — H,(GL,(R))p" — H,(GL,R), Z/p") — ,H,,(GL,(R)) — 0

~ ~
= =

0 — H,(GLR))/p" — H,(GLR), Z/p') —> ,H,_;(GLR)) — 0
(resp.
0 — H,(GL,-,(R))p" — H,(GL,;(R), Z/p") — ,H,,(GL,;(R)) — 0

[

0 — H,(GL,R))p" — H,(GL,R),Z/p’) — ,H,((GL,R)) — 0).

La proposition Al.1 est maintenant claire en utilisant ’homomorphisme de
Hurewicz “a coefficients Z/p"”:

K,(R, Z/p") =% H,(GL(R), Z/p").
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PROPOSITION A1.2. Soit A un anneau de valuation discréte, de corps des fractions
E et de corps résiduel k. Soit p un nombre premier inversible dans A. Alors, pour tout
n = 1et tout r > 1, le diagramme

K,(E, Z/p") —2— K,_,(k Z/p")

[ (1-nm¢
KME/p —— KM, (k)"

est commutatif.

Démonstration. Quitte a remplacer A et E par leurs complétés, on peut les
supposer complets. D’aprés Suslin [Su2, dém. du cor. 3.11], K (E, Z/p") est
engendré additivement par K, (A, Z/p") et par {n} K, (A, Z/p"), ol = est une uni-
formisante de A et {n} désigne sa classe dans K, (E, Z/p") via ’homomorphisme
E* = K, (E) » K, (E, Z/p"). Il suffit donc de vérifier la commutativité du diagramme
sur les éléments de la forme u et {n}-u, ou u € K,_,(A, Z/p"). Pour le premier, on a
d’une part ou = 0, donc ¢(du) = 0, et d’autre part, par naturalité de ¢, d(u) €
Im(KM, (A)/p" —» KM (E)/p"), donc d¢(u) = 0. Pour le deuxiéme, on a d’une part
0({n}-u) = @, ou # est l'image de u dans K,_, (k, Z/p"), donc ¢(3({r} - u)) = ¢(@) =
#(u). D’autre part,

¢({n}-u) = (1 — n){n}(u)

(cela se démontre comme dans [Su3, §4]). Par conséquent, Jg({n} u)=
(1 = mo({n}pw)) = (1 — n)¢w). O

Remarque A1.2. Le méme argument montre que, si A est d’égale caractéristique,
le diagramme

K,(E) —— K,_(k
¢ (1—-n)¢

KME) —— KM, (k)

est commutatif. Je remercie A. Suslin de m’avoir expliqué I'argument dans ce cas.

LeMME A1.3. La suite

0-KR)/p" > K (B)p" > D KLi(k(x)/p" > D KL (k(x))/p"

xeX, xeXy

est exacte pour n < p.
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C’est évident 4 partir des prop. Al.l et A1.2, en considérant le diagramme
commutatif

0~ KIR)p" - K!E)p - @ KLEX)/P - D KLkx)p

xe X, xeX,

b J
Z/p")~ x@ K1 (k(x), Z/p") *x@ K,-2(k(x), Z/p")

4 ¢ 1-n)¢

0 - K,(R, Z/p") > K,(E,

| A\ A
KI'®R)/p" » KB - D KLikx)p. O

xeX;

Le théoréme A1.1 résulte du lemme A 1.3, en comparant sa suite exacte a la suite
exacte de Bloch-Ogus correspondante, au moyen du symbole galoisien.

Remarque A1.3. Pour démontrer la partie (a) du théoréme Al, il suffit de
connaitre 'exactitude de la suite du lemme A1.3 en ses deux premiers termes. On n’a
donc pas besoin de la proposition A1.2 dans ce cas.

Remarque A1.4. Lorsque R ne vérifie pas la condition H1 de [G], le lemme A1.3
peut étre en défaut au moins pour une définition naive de sa K-théorie de Milnor,
déja pour K¥(R). Prenons R = F,[[T]], de corps des fractions F = F,((T)) et de
corps résiduel F,. L’ensemble des x € R* tels que 1 — x € R* est vide: on a donc
K¥(R) = R* ®z R*. L’élément {1 + T, 1 + T + T2} est d’ordre infini dans K}(R)
alors qu’il est nul dans K,(F) (pour voir ceci, on peut appliquer la relation de
Steinberg {x, 1 — x} = 0 dans K,(F) aux éléments x =1+ T+ T?et 1 + T™! +
T~2). Cette pathologie persiste si 'on introduit la relation {x, —x} = 0 dans la
définition de K¥(R). Par contre, je ne connais pas d’exemple de ce type qui mette
en défaut la conjecture A1 (voir (b) ci-dessus).

Remarque A1.5. SiR est un anneau semi-local d’un schéma régulier sur un corps,
le lemme A1.3 a été démontré par M. Rost et O. Gabber sans restriction sur n, a
'exception de I'exactitude en KM(R)/p” (non publié). Plus précisément, Rost a
démontré Pexactitude du complexe de type Gersten correspondant, sauf en
KM(R)/p" et KM(E)/p", et Gabber a démontré de plus I'exactitude en KM(E)/p". Pour
un tel anneau, le théoréme A 1.1 s’applique donc sans restriction sur n, 4 'exception
de linjectivité de u,(R) dans (a).

(b). Cas d’un anneau local hensélien.

THEOREME A1.2.  Soit R un anneau local hensélien, de corps résiduel k, et soit p un
nombre premier inversible dans R. Alors, pour tout n > 1, la conjecture de Kato
généralisée en degré n vaut modulo p pour R si et seulement si elle vaut pour k.

Démonstration. Tout d’abord, on a H'(R, Z/p"(n)) 5> H"(k, Z/p’(n)) par change-
ment de base propre [SGA4 XII 5.5]; il suffit donc de démontrer que K¥(R)/p" >
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KM(k)/p". La surjectivité résulte de celle de R* — k*. Pour linjectivité, soit Rel,(R) =
Ker(R*®" — KM(R)) et de méme pour k; il est clair que Rel,(R) — Rel, (k) est surjectif,
ce qui raméne & montrer que R*®"/p" — k*®"/p" est injectif, ie que Ker(R*®" — k*®")
est p-divisible. Cela résulte du cas n = 1 (hensélianité) et par récurrence du lemme
suivant.

LEMME Al4. Soient A —> B, A’ > B’ deux morphismes surjectifs @ noyaux p-
divisibles. Alors Ker(A ® A’ —» B ® B’) est p-divisible.

En effet, soient N et N’ les noyaux des deux morphismes. On a un diagramme
commutatif de suites exactes

NN —— N®A" —— N®B —— 0

o

AN —— A®A —— A®B —— 0

B®B

!
0

d’ou une suite exacte NQ A’ PARIN - ARA'-B®B' —-0. O

A2. Cohomologie étale et cohomologie galoisienne. Soient R un anneau semi-
local connexe et p un nombre premier inversible dans R. On a un morphisme naturel
de topoi ¢: X, - BGg [SGA 41V 2.7];si & est un faisceau abélien sur X, on notera
H*(Rg., ) les groupes H*(Gg, ¢&). On a des morphismes canoniques

¢*: H*(Rgq, #) > H*Ryy, F),
et une suite spectrale
HP(Gg, R%9, #) = HP*(R,,, #).

Cette suite spectrale s’identifie 4 la suite spectrale de Hochschild-Serre attachée
au revétement universel de Spec R ([Mi, I11.2.2.1].

Il est clair que 'image réciproque des faisceaux ¢*: BGy — X, induit une équiva-
lence de la catégorie des Gg-ensembles E tels que I'action de Gy sur E se factorise
par un sous-groupe distingué ouvert sur celle des X,,-faisceaux constants tordus,
I'inverse étant donnée par ¢, . En particulier, ¢, Z/p"(i) s’identifie au Gg-module de



162 BRUNO KAHN

groupe sous-jacent Z/p", I'action étant donnée par la puissance i-iéme du caractére
cyclotomique.

THEOREME A2.1. Soit & un faisceau abélien de torsion p-primaire, constant tordu
sur X,,.

(i) OnaR'¢, F = 0; ¢° et ¢* sont bijectifs, $* est injectif.

(i) Soit n > 2 un entier tel que u; (en p) soit surjectif pour i < n pour toute extension
étale de R. Alors, pour i < n,R'¢, F = 0 et ¢’ est bijectif; g"** est injectif.

Démonstration. Les assertions sur les ¢' proviennent de celles sur les Ri¢, F via
la suite spectrale. La bijectivité de ¢° résulte immédiatement de la remarque qui
précéde I'énoncé du théoréme A2.1. La bijectivité de ¢! est bien connue dans le cas
ou Z est constant ([SGA 4, VII, (2b)]); elle entraine la nullité¢ de R'¢, # lorsque #
est constant tordu, donc la bijectivité de ¢* dans ce cas. Soit % la catégories des
diagrammes

n——Y

X
ou Y = Spec S est un revétement étale, connexe, galoisien de X; on a Rig, F =
lim H(Y,,, #). Pour calculer cette limite, on peut se borner aux Y “assez grands”,

dznc supposer que # est constant sur Y et que u, = S. On peut supposer F de
type fini; par dévissage, on se raméne alors au cas ou & = Z/p, ou mieux, ¥ =
Z/p(i). La surjectivité de u; implique alors que le cup-produit H'(Y,,, Z/p(1))® —
H'(Y,,, Z/p(i)) est surjectif. Mais lim H(Y,, Z/p(1)) = 0, puisque toute extension

¢ .
kummérienne est étale; on a donc bien lim H'(Y,,, Z/p(i)) = 0. O
€

Remarque A2.1. 1l est probable que le résultat subsiste méme lorsque la torsion
de # n’est pas inversible dans R: si & est de torsion /-primaire avec /R = 0, cela
résulte de [SGA 4, X R/7].

Remarque A2.2. Supposons R normal. Si la remarque A2.1 est correcte, elle
s’étend a tous les faisceaux constants tordus (de torsion ou non): en effet, on se
raméne au cas d’un faisceau constant, puis d’un faisceau constant de type fini, ce
qui laisse a traiter le cas de & = Z. Mais il se raméne a celui de & = Q/Z via la
suite exacte 0 > Z —» Q - Q/Z - 0, en observant que les groupes uniquement
divisibles H'(R, Q) sont nuls pour i > 0 [De, (2.1)].

A3. Bords et cup-produits. Cet appendice généralise le lemme 1 de [K1] a la
cohomologie étale.
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(A3.1). Soient A une catégorie abélienne et #;, &, deux objets de A. Les groupes
Exty\(%,, #,) (i > 0) sont définis comme groupes des classes d’extensions de Yoneda
([Mac], ch. ITI). Si #; est un troisiéme objet de A et j = 0, on a un produit “de
concaténation” (ibid., §5):

Ext)(%3, ) x Ext)\(F;, #,) > Ext)(F, 7,),

qu’on appellera produit de Yoneda.
Soit x € Exti(#,, #,): x correspond 4 une extension 0 » F, > F - F, »0;
d’ou, pour tout objet ¥ € A, une longue suite exacte (ibid.):

- o Exti (9, F,) > Exti (¥, F) —» Exti(¥, F,) 0, Extii (4, F,) » - .

LemME A3.1 ([Mac], ch. ITI, th. 9.1). Le bord d'(x) est égal au produit de Yoneda
a gauche par x. O

(A3.2). Soient X un schéma et A la catégorie des faisceaux de groupes abéliens
sur le site étale de X. Pour # € Aeti > 0, on a H(X,,, #) = Exty(Z, #). Pour #,,
&, € A, on a une suite exacte

0> H' (Xep HOM(F,, F1)) > EXt\(Fy, F1) > B (X, EXT (55, 7)),

provenant de la suite spectrale des Ext. Soient x € H!(X,,, #0.4(F,, #,))eti > 0.
On a deux opérateurs H'(X,,, %,) > H*'(X,, &)

(1) le cup-produit par x;

(2) le produit de Yoneda par i(x).
En fait:

LeMME A3.2([Mi],ch V, prop. 1.20). Lesopérateurs (1) et (2) ci-dessus coincident.
m}

(A3.3). Soient 0%, > F > %, ->0et 0> F, > F > F, >0 deux exten-
sions de &, par &, ; supposons que & et ' aient mémes fibres géométriques. Les
images de leurs classes [#] et [#'] € ExtL(%,, #,) dans H*(X,,, 84T (%,, #,))
coincident: la différence [#1-[#’'] définit donc un élément x de H'(X,,
HOM(F,, F,)). Pour tout i > 1, notons d'(F) et d'(F’) les bords associés & F et
&' comme en (A3.1). En mettant ensemble les lemmes A3.1 et A3.2, on obtient:

PROPOSITION A3.1. Avec les notations ci-dessus, la différence d'(F)-d"(F') est
égale au cup-produit par x. 0O
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