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Géomeétrie algébrique/Algebraic Geometry
L

Nullité de certains groupes attachés aux varietes
semi-abéliennes sur un corps fini; application

Bruno KAuN

Résumé — Soient G,, , G, des variétés semi-abéliennes sur un corps fini F. On montre que,
sinz2, K(F, G, .. G) 0 ou K(F, G,, ..., G,) est le groupe défini dans [1] par Somekawa.
On utilise ce résultat pour retrouver le corps de classes non ramifié de Kato et Saito dans le cas
particulier d’un produit de courbes sur un corps fini.

Vanishing of certain groups attached to semi-abelian varieties over a finite field;
an application

Abstract — Let G , G, be n semi-abelian varieties defined over a finite field F. We show
that if n=2, X(F, G,, ..., G,)=0, where K(F, G, ..., G,) is the group defned in [1] by
Somekawa. We apply thzs 10 recover Kato and Saito’s unramzf ied class field theory in the special
case of a product of curves over a finite field.

Nous utiliserons la notion de foncteur de Mackey et celle de produit tensoriel de
foncteurs de Mackey, esquissées dans [2]; la seconde est plus élémentaire que celle de
Somekawa [1] et suffisante pour notre propos. Soit F un corps commutatif. Dans
cette Note, un foncteur de Mackey [sur F] est un foncteur covariant A de la catégo-
rie des extensions de F vers celle des groupes abéliens, muni de « transferts »
Cor,x : A(L) — A (K) pour les extensions finies L/K, donnant a A une structure contra-
variante et commutant a la structure covariante en un sens convenable (cf. [2]). Les
foncteurs de Mackey forment une catégorie abélienne, un morphisme de foncteurs de
Mackey étant additif et commutant aux structures covariantes et contravariantes.

Soient A,, A,, B, trois foncteurs de Mackey. Un accouplement de Frobenius est
une transformation A; (K)®A, (K) — B(K), naturelle pour les structures covariantes et
vérifiant la formule de projection (réciprocité de Frobenius) en chaque variable [2]. Si
®(A,, A,, B) est I’ensemble de ces transformatlons le foncteur B—® (A, A,, B) est
représentable par un foncteur de Mackey A, ® A,, le produit tensoriel de A; et A, (au
sens de Mackey). Ce produit tensoriel est associatif et commutatif.

Sment Gl, ..., G, n variétés semi-abéliennes deéfinies sur F. Le groupe
G1® ®G (F) coincide avec celui qu'on obtiendrait dans [1] en utilisant seulement
les relatlons (1 2.0) et (1.2.1). Ainsi, le groupe K (F, G4, ..., G,) de [1] est un quotient
de G1® ®G (F). Les relations (1.2.0) et (1.2.1) de [l] ont un sens pour des
foncteurs de Mackey A,, ..., A, quelconques, et peuvent €tre utilisées pour définir

A, ® ®A en géneéral.

THEOREME. — Supposons F fini. Sin=2, on a
G, ® ®G =K (F, G4, ..., G,)=0.

Démonstration. — 1l suffit de montrer que Gl(% . (%G,, (F)=0, et par associativite il
suffit de traiter le cas n=2. On va utiliser les propriétés suivantes de G, et G,

(1) Pour toute extension finie E/F, G, (E) et G, (E) sont finis.

(2) G, (F) et G, (F) sont divisibles de torsion, ou F désigne la cloture algébrigue de F.

Note présentée par Jean-Pierre SERRE.
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(3) Pour toute extension finie E[F, la norme Ng : G;(E) — G;(F) est surjective.

(4) Pour tout nombre premier I, 'automorphisme de Frobenius opére sans points fixes
sur T,(G)RT,(G,), ou T,(G,) désigne le module de Tate de G, en .

(1) est évident et (2) est bien connu. Pour voir (3), on remarque que, puisque G, et
G, sont connexes, le théoréme de Lang implique que H' (F, G;(F))=0. On en déduit
que H! (E/F, G;(E))=0. Comme Gal(E/F) est cyclique et que G;(E) est fimi (1), cela
implique que H°(E/F, G,(E))=0, c’est-a-dire (3). Enfin, les « conjectures de Weil »
impliquent que les valeurs propres de I’action de 'automorphisme de Frobenius sur
T, (G;) sont des entiers algébriques de valeurs absolues > 1. Il en est donc de méme pour
I'action sur T,(G;)®T,(G,), d’ou (4).

De plus :

(5 G1C1>'<’)G2 (F) est un quotient de @ H,(Gal(E/F), G{(E)Y®G, (E)), ou E décrit les
E

extensions finies de F.
Cela résulte des relations (1.2.0) et (1.2.1) mentionnées ci-dessus.

Pour montrer que Gl&i)G2 (F)=0, on procede en quatre étapes. Si E est une extension
finie de F et (x, y)e G, (E) X G, (E), on note Corg (x(% y) (et simplement x% y si E=F)

Pimage de x®y dans G,®G, (F).

LeEmMME 1. — G]&l)G2 (F) est de torsion.
C’est eévident a partir de (1) et de (5).

LEMME 2. — Soit (x, y)e G, (F)x G, (F). Alors, pour tout m=1, x&l) y est divisible par
m dans Gl&d)Gz (F).

En effet, d’aprés (2), il existe une extension finie E/F telle que x=mx' pour un
x'€ G, (E). De plus, d’apres (3), il existe y' € G, (E) tel que Ngey =y. On en déduit :

M M I M ¥ r M r
X@y=xQONgy' =Corgp(x@y)=mCorg;r (x'®Y").

M
LEMME 3. — G,®G, (F) est divisible.
Cela résulte de (5) et du lemme 2, appliqué aux extensions finies de F.

LEh;IdME 4. — Pour tout nombre premier I, il existe un entier m=1 tel que
mG,®G, (F){/}=0.

(Si A est un groupe abélien, on note A {/} la composante /-primaire du sous-groupe
de torsion de A.)

Soit I'=Gal (F/F). La propriété (4) entaine que H, (T, T,(G,)®T,(G,)) est fini. Soit
m son ordre. Il résulte de (1) et (3) que, pour toute extension finie E/F, G;(E){/} est
un quotient de T,(G;), donc que H,(Gal(E/F), G,(E)®G,(E)) est un quotient de
H, (T, T,(G)®T,;(G,)). En bParticulier, on a mH,(Gal(E/F), G, (E)®G, (E))=0. On
en conclut [¢f. (5)] que mG,®G, (F){I/}=0.

Cecl termine la démonstration.

Application. — Soit F un corps quelconque. Si T est une variété lisse, irréductible
sur F, on note Z,(T) le groupe des zéro-cycles sur T et CH, (T) le quotient de Z,(T)

par I’équivalence rationnelle. La loi E— CH, (T x (E) fait de CH,(T) un foncteur de
Mackey sur F.
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Soient X, Y deux variétés lisses, irréductibles sur F. L’accouplement naturel

ZoX)XZo(Y) > Zo(XXpY)
(x, )= (x, y)
induit un accouplement
CH, (X) xCH, (Y) » CHy (X X g Y),

qui est un accouplement de Frobenius pour les structures de Mackey des trois termes.

Par la propriété universelle de &, on en déduit un homomorphisme surjectif :

M

(6) CH, (X)®CH, (Y) -» CHy (X X Y).

Remarqgue. — 1l est probable qu’on peut définir un foncteur
E— K (E, CH, (X), CH, (Y))

en généralisant la construction de [1] a des foncteurs G, ..., G, ayant une propriété de
« récipr()ﬁité » [c’est le cas de CHy(X) et CH,(Y)], et quon peut remplacer
CH,(X)®CH, (Y) par ce foncteur dans la suite exacte (6). Il semble possible que la
surjection induite soit méme un isomorphisme. Cf. [1], th. (2.4) dans le cas d’un produit
de deux courbes elliptiques.

Soient X,, ..., X, n courbes lisses, géométriquement irréductibles sur F. Par
récurrence, on déduit de (6) une surjection de foncteurs de Mackey:

7 Pic(X,)® . . . @ Pic(X,) —» CH, (X, % ... xX,).

Supposons que les X, soient completes et possédent chacune un diviseur rationnel de
degrée 1. Pour tout i, le foncteur de Mackey Pic(X,) se scinde alors en une somme
directe :

(8) Pic (X,) 2 Z@®Pic® (X,).

Notons Ay (X; Xg...XgX,) le noyau de deg : CH,(X; Xg... XgX,)— Z. En utili-
sant (7) et (8), on obtient alors une nouvelle surjection :

. . . M _ . M M.
Pic’X,®...0Pic’X,®® (Pic® X;®Pic’X)®. .. ®(Pic’X;®. .. ®Pic’ X,)
i<j
_»AO(XI X ... XXn)a
oun A, (X; x...xX) est le foncteur de Mackey E—A,(X; X ... XX, X E).

[SiI’on retirait ’hypothese de Pexistence de diviseurs rationnels de degré 1, on n’obtien-
drait qu’une filtration sur A, (X, X ... X X)), de quotients successifs

Pic®X,®. .. ®Pic°X,, @ (Pic®X, ® Pic®X)), . .., Pic°X, @ . . . & Pic® X,).]
i<j
Supposons enfin F fini. Alors chaque X; posséde un diviseur rationnel de degré 1. En
appliquant le résultat principal, on obtient une surjection :
f: Pic®’X,®...®Pic®X, - A, (X x...xX,)—0.
En particulier, on retrouve le fait que A, (X, X ... X X)) est fini [3].

Soient g : Ag(X % ...xX)—-»n{’(X, x...xX,)° application de réciprocité de Lang
[3] et

he aP X% xX) -1 (X)) .. &P (X,)°
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I'application naturelle. On voit sans difficulte que le composé
hgf: Pic®X,®...®Pic’X, » P X)°®D... D" X,)°

est donné par la collection des homomorphismes de réciprocite (d’Artin-Hasse)
Pic® X, —» 19 (X,)°. Comme ceux-ci sont bijectifs et que g est surjectif (Lang), cela montre

que g est bijectif; c’est le résultat de Kato, Saito (et Colliot-Thélene) ([3], th. 1) dans le
cas particulier d’un produit de courbes.

CONJECTURE. — Soit F un corps de type fini sur son sous-corps premier k. Si k est fini,
supposons degtr (F/k)=n; si k=Q, supposons degtr(F/k)=n—1. Soient G,, ..., G, r
variétés semi-abéliennes définies sur F. Alors K (F, G4, ..., G,) est de torsion si r=n+1
et nul si ¥ n’est pas ordonnable et r=n+2. Si de plus les G; sont des variétés abéliennes,
K(F, Gy, ..., G,) est de type fini.

Cette conjecture est vraie si n=1 et G, est abélienne (Mordell-Weil-Néron), si F est
fini par le théoréme ci-dessus et si F est global et G;=G,, par [1], th. 1.4 et les travaux
de Bass-Tate [4] et Garland [S]. Pour F quelconque et G;=G,,, I’énoncé de torsion
correspond a une question posée par Bass-Tate [4], p. 390. Pour F un corps de nombres,
r=2, G,=G,, et G, la jacobienne d’une courbe lisse ayant un point rationnel sur F, elle
est équivalente par [1], th. 2.1, & une conjecture de Bloch [6], problem 2.16. Pour F un
corps global et G,, G, deux courbes elliptiques, elle implique par [1], th. 2.4 et le
théoréme de Roitman une conjecture de Bloch [6], conj. 3.4, sur la représentabilité de
A, (G X G,) sur Q. Enfin, si 'interprétation motivique de K (F, G,, ..., G,) dans [1],
introduction, est correcte, ’énoncé de torsion est un cas particulier des conjectures sur la
dimension cohomologique de la catégorie des motifs sur un corps de type fim [7], p. 228.

Note remise le 21 janvier 1992, acceptée aprés révision le 6 avril 1992.
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