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Résume. Soient F un corps commutatif et E/F une extension galoisienne de groupe G. Le but de cet article
est d’établir et d’exploiter dans diverses sitnations des isomorphismes canoniques:

Ker(K,(F) — K»(E)®) = HY(G, K3(Eo)na);
Coker(K,(F) — Ko(E)*) = H*(G, K3(Eo)na),

ol E, est le corps des constantes de E et K;(Eg)aq est le quotient indécomposable de K;3(E).

Abstract. Let F be a field and E/F be a Galois extension with group G. In this paper, we establish
canonical isomorphisms:

Ker(K,(F) —» K,(E)%) = H'(G, K3(Eo)ma);
Coker(K,(F) = K,(E)%) = H*(G, K3(Eq)ina)

where E, is the field of constants of E and Ks(Ep)iag is the indecomposable quotient of K4(E,). We exploit
these isomorphisms in various sitwations: general fields, function fields of varieties, number fields.

Key words and phrases. K,, Galois cohomology, descent, number fields.

0. Introduction

Soient F un corps commutatif et E une extension finie de F, galoisienne de groupe
G. Le but principal de cet article est d*¢tudier le noyau et le conoyau de Papplication
naturelle f= fzr: Ko(F) = K5 (E)C.

Ce probiéme a dé&ja été étudié par de nombreux auteurs, notamment dans le cas
des corps de nombres [4, 5, 14, 12, 21, 44]. Les résultats récents de Bloch-Kato
{7], Levine [22], Lichtenbaum [23, 24], Merkurjev-Suslin [30, 31] et Suslin [44, 457
permettent de simplifier la démonstration de résultats déja obtenus, et de les
compléter. C’est ce que fait le présent article.

Soit, pour tout corps k, K3(k)y,q le conoyau du produit K,(k)®? — K;(k). Le
premier résultat de cet article est une description cohomologique de Ker [ et
Coker f en termes de K3 j,q (th. 2.1):

Ker = HYG, K3(Eo)ina); Coker f = H*(G, K3(E¢)ina)» 0.1}

ou E, désigne le corps des constantes de E. Dans le cas des corps de nombres, cet
enonce a été obtenu auparavant par Brinkhuis [5, cor. 3.2] pour une extension de corps
de nombres totalement réels, et par Kolster [21, th. 3.1] pour une Z,-extension
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cyclotomique. (Dans ce dernier travail, on trouve comme coefficients (K 3(E );nq )/torsion
a la place de K3(Eg)ing.) On pourra aussi le comparer a [23, th. 10.1] et a [24, th. 1.2].

La démonstration la plus simple et la plus naturelle de (0.1) utilise 'hyper-
cohomologie du complexe I'(2) de Lichtenbaum [23, 24]: c’est celle que nous
donnons au §2. Sans aucun doute, on pourrait également se passer de I'(2), mais cela
compliquerait notablement la démonstration. Pour la commodité du lecteur, nous
donnons cependant au §4 une autre démonstration plus élémentaire de (0.1), dans le
cas particulier des corps de nombres.

Une conséquence de (0.1) est que la détermination de Ker fgr et de Coker fir se
ramene essentiellement a celle de Ker fz,r, et de Coker fg,r,, o0 Eq et Fy sont
respectivement les corps des constantes de E et F. En particulier, si E/F est finie,
Ker f et Coker f sont finis, au moins lorsque F est un corps de type fini ou de
caracteéristique >0 (th. 2.2).

Le cas crucial est donc celui des corps de nombres (celui des corps finis étant
trivial): il est abordé au §4. Comme dans ce cas la structure galoisienne de K3(E).q
est en grande partie connue grice aux travaux de Quillen et Borel [36, 2], on obtient
des renseignements supplémentaires sur Ker f et Coker f. Un exemple de tels
renseignements est le suivant:

THEOREME. Soit E/F une extension de corps de nombres, cyclique de groupe G et
non ramifiée a l'infini. Alors Ker f et Coker f sont des groupes finis de méme ordre,
d’exposant divisant |G| et respectivement engendrés par au plus r,(E) — ro(F) +
1 (roF) + 1) éléments.

Pour un énoncé plus précis, cf. cor. au th. 44. Lorsque E est totalement réel,
I'égalité des ordres de Ker f et Coker f avait déja été démontrée par Brinkhuis,
essentiellement de la méme maniére [5].

La structure de cet article est la suivante, Aprés un rappel de résultats fondamen-
taux (§1), on établit au §2 les isomorphismes (0.1), dont on tire un certain nombre de
renseignements de finitude pour Ker f et Coker f. Plus généralement, on étudie la
cohomologie de G a valeurs dans K,(E). Au §3, on étudie une situation relative,
considérée auparavant par Bloch [4], Colliot-Théléne et Sansuc [14], Colliot-
Théléne [12] et Suslin [44].

Au §4, on aborde le cas des corps de nombres: on y obtient des majorations de
I'ordre et du nombre de générateurs de Ker f, en utilisant les théor¢mes de Quillen
[36], Borel [2] et Levine/Merkurjev—Suslin [22,31]. Une question intéressante est
de savoir si on peut retrouver ces majorations sans utiliser les résultats de Levine et
Merkurjev—Suslin sur la torsion de K3 ;,q. Au §5, on étudie la cohomologie de Tate
des G-modules K,(E) et K3(E),,q; €ntre autres on retrouve, et précise, un résultat de
Colliot-Théléne [12, lemme 2(c)] et Bak—Rehmann [8] (principe des normes pour
K,).

Dans le cas cyclique, les résultats du §4 sur Ker f s’étendent facilement a Coker f
par I'usage des quotients de Herbrand. Ceci est exploité au §6, ou I'on étudie le cas
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des Z,-extensions, et aussi des Z ,-extensions multiples. On étend le résultat classique
de Coates ([11, th. 7]) & toute Z,-extension (simple) d’un corps de nombres: pour
une telle extension E/F, Ker f est fini et Coker f=0; de plus, si F,/F est la
sous-extension de E/F de degré p" et f,: K,(F,) — K,(E)®"", le systéme projectif
(pour les normes) des Ker f, est surjectif et stationnaire en un groupe fini (la
généralisation de cette derniére partie du théoréme de Coates est due 4 T. Nguyen
Quang Do).

Au §7 on applique la connaissance de K, d’un corps local {Moore, Carroll,
Merkurjev) a I'étude de son K3 4, et on formule une conjecture 4 son sujet. Au §8,
on applique les résultats du §4 a un cas d’espéce: celui des corps quadratiques. On
obtient un démarquage amusant de la théorie classique du genre pour le groupe des
classes (mais ici, les corps réels et imaginaires échangent leurs roles). Enfin, au §9, on
descend un certain nombre de calculs de cohomologie galoisienne a la cohomologie
¢tale d’'un anneau de S-entiers d’un corps de nombres. Cela donne un exemple de
calcul de tel groupe avec des coefficients qui ne sont pas de torsion inversible sur le
schéma de base (K3 j,q).

Il y a deux appendices. Le premier démontre un résultat dont on a besoin au §5;
il contient en particulier une démonstration du fait que scd,(F) = 2 pour tout corps
de nombres F et tout nombre premier p impair (ceci n'est pas nouveau, mais ne
semble pas apparaitre explicitement dans la littérature). Le deuxiéme compléte la
démonstration d’'un lemme de [42].

L’origine de cet article a &té I'envie de démarquer les résultats de [18] et [34] au
cas de K,. Ce projet, dont un vestige subsiste au §8, n'a pas été exécuté, mais il est
certainement faisable. Un certain nombre d’autres problémes restent en suspens:

(1) Utiliser les résultats du §3 pour démontrer la finitude du groupe A, d’une
surface rationnelle sur un corps de type fini, dans esprit de [4, 14, 12]. Cela doit é&tre
possible, mais je n’y suis pas parvenu.

(2) Obtenir une minoration de Ker f et Coker f. Les résultats de cet article ne
fournissent que des majorations. Ce probléme est sans doute de nature plus
profonde.

(3) Etude de la capitulation des éléments de K, d’un anneau d’entiers dans une
extension convenable. Etant donné un corps de nombres F, on voit facilement qu’un
eléement d’ordre p-primaire de K,(Or) (pour un nombre premier p donné) capitule
dans une extension p-ramifiée convenable de F. La démonstration cohomologique
de ce fait, ainsi que les résultats du §9 (principalement le th. 9.1), suggérent la
question suivante: est-il méme vrai que tout élément du ‘noyau sauvage’ de F
capitule dans une extension non ramifiée de F convenable (de méme que toute classe
d’idéaux de Op)? Comme me I'a fait remarquer J. Tate (correspondance électronique),
il est facile de voir que la réponse est non en général, en utilisant la conjecture de
Birch-Tate (prouvée par Mazur-Wiles pour la partie impaire de |K,(OF)|) et les
bornes d’Odlyzko liant de degré des extensions non ramifiées de F a la taille de son
discriminant. Etant donné un élément x du noyau sauvage, quelle est la nature des
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extensions de F dans lesquelles il capitule? Si x est d’ordre p-primaire, est-il vrai que
x capitule dans une extension non ramifiée d’une extension p-cyclotomique de F?
Cet affaiblissement de la question originelle a ét¢ de nouveau suggéré par Tate. (M.
Kolster et T. Nguyen Quang Do m’ont fait indépendamment savoir qu'ils étaient
capables de répondre a cette question par Paffirmative).

I. CAS DE CORPS QUELCONQUES

1. Rappels sur la K-théorie des corps commutatifs

Pour tout anneau 4, on note K,{4) les groupes de K-théorie de 4 définis par
Quillen: ce sont des foncteurs en 4; si 4 est commutatif, ces groupes sont munis d’un
produit qui fait de K,(4) un foncteur & valeurs dans la catégorie des anneaux
anticommutatifs gradués [25]. Si A est un corps commutatif k, on a:

Kok)=Z, Kyk)=k*  Kylk)=k*Qk*/J,

ou J est le sous-groupe de k* ® k* engendré par les x @ (1 — x) pour x € k — {0, 1}.
{(On note {x, y} I'image dans K,(k) d'un tenseur x ® y € k* ® k*)

Le groupe K (k) n’a pas de description simple par générateurs et relations; on note
K5(k)ina SON quotient par I'image du produit K, (k)®* — K;(k). Ce qui suit est un
condensé des résultats des auteurs cités dans Pintroduction, que nous utilisons dans
cet article.

(1.1) K3(k)ing = (K3(ks)ing)®*, o0 k, désigne une cldture séparable de k et
G, = Gal(k,/k) [22,31].

(1.2) Pour tout n inversible dans k, on a une suite exacte naturelle:
0 = HOk, 1) = K3(k)ina = Ka(k)ina = H'(k, 17%)
- Kk) = K(k) = H(k, 157%) = 0
La partie droite de cette suite exacte (& partir de H'(k, u5 %)) est due & Merkurjev—

Suslin [30] et Suslin [44], et sa partie gauche (jusqu’au premier K,(k)) a Levine [22]
et Merkurjev—Suslin [31]. De plus,

(1.3) Si p=cark, K,(k) n'a pas de p-torsion [44], K3(k)i,q st uniquement p-divisible
[31] et K,(k)/p" => v, (2 00 v,(); est la partie logarithmique du complexe de De
Rham-Witt W, Q" sur k ({71}

(1.4) Soit ko le corps des constantes de k, c’est-a-dire la fermeture algébrique dans k
de son sous-corps premier. Alors Ka(ko)ina = Ka(k)ing €St injective, de conoyau
uniquement divisible [31].

En fait, il est conjecturé que K 3(ko)ina = K3(k)ing €st bijective ([31, conj. 11.7], [37,
conj. 7.1.8]). Dans [20], nous montrons que cette conjecture est une conséquence de
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se trouve que Pon peut partout utiliser K 5(ko)inq 2 12 place de Ks(k);,q sans avoir recours
a cette conjecture, parce que les phénomeénes considérés sont de torsion.

(1.5) Lichtenbaum [23, 24] a défini un complexe de G,-modules I'(2, k) =T{2),
concentré en degrés 1 et 2, ayant les propriétés suivantes®:

HYTQ) = Kstkina,  HAHT(2) = Kyfky); (1.5a)
H2k, TQ) = Ko(k), M3k T(2)) = 0. (1.5b)

Dans (1.5a), H*(I'(2)} désigne la cohomologic du complexe I'(2), tandis que dans
(1.5b) H*(k, I'(2)) désigne son hypercohomologie (par rapport a Gy).

De (1.1) et (1.5a) on déduit un propriété supplémentaire, qui étrangement ne figure
pas dans [24] (cf. [22, p. 258]):

H*(k, I'(2)) = K3(k)ina- {1.5¢)

{Cela résulte immédiatement de la suite spectrale de Hochschild-Serre en hyper-
cohomologie H?(k, H{(I'(2))) = HP "4k, ['(2)).)
{1.5d) Pour tout entier n inversible dans &, on a un triangle (dans la catégorie
dérivée):
rQ—2-re
NS

®2
K

d’ou une suite exacte
- > Hik, T(2)) -5 Hi(k, T(2) > Hlk, %) - Bk, T(2) = -

qui redonne en bas degrés la suite exacte de (1.2) (cf. (1.5a), (1.5b), (1.5¢); cette remarque
est trompeuse puisque en pratique les résultats de [23] et [24] sont obtenus a partir de
(1.1), (1.2) et (1.3)}). En particulier on a des homomorphismes cant 28

H¥(k, (Q/Z)(2)) » H ™ (k, T(2)) (1.5¢)
ou

QzyQ) = lim  un’

(m,car F)=1
(1.5f) Si k est de caractéristique p > 0, on a un triangle (dans la catégorie dérivée),
pour tout » > 1 [24, th. 1.1.¢)]:

re 21
NS
vi2h[—2]

*En fait, Lichtenbaum définit un complexe T2, k) pour tout corps &, mais nous n'en aurons pas besoin.
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d’otl une suite exacte

oo = Hik, T(2)) LN Hik, T(2)) = H ™ *(k, v(2)) = H7* 1k, T(2)) LA
Comme (v{(2),,)%* =v,(2),, ce triangle redonne les résultats de (1.3) (méme remarque
quen (1.5d)).
Posons

VeolDp, = Hm v2), et Hi(k, QyZy(2) = H' 2(k, v (2.}
ce groupe est nul pour i # 2, 3 puisque cd (G,) < 1 [41, prop. II-3]. Posons

H'(k, Q/Z(2)) = H'(k, (Q/Z)'(2)) ® H'(k, Q,/Z,(2)).
De (1.5¢) et de la suite exacte de (1.5f), on déduit des homomorphismes:

Hilk, Q/Z(2)) - M (K, T(2)). (L.5g)
LEMME 1.1. Pour i > 4, les homomorphismes de (1.5g) sont des isomorphismes.

En effet, comme T'(2) est un complexe acyclique en degrés =2, le groupe Hi(k, T(2))
est de torsion pour i > 3. Le lemme résulte donc des suites exactes de (1.5d) et (1.5f)
et d’'un passage a la limite.

Notations 1.1. On note u*(k) = H°(k, (Q/Z)(2)) le sous-groupe de torsion de K3(k)ing.
1.2. On note cd(k) < 2 si les deux conditions suivantes sont vérifiées:

() cd(Gy <2
i) sicark=p>0, [k:k’] < p.

La condition (ii) entraine que sz/Fp = 0, donc que v,(2)x, = 0 pour tout r > 1.

2. Resultats géneraux

Si F est un corps commutatif, on note Fy son corps des constantes: c’est Pensemble
des éléments de F qui sont algébriques sur son sous-corps premier.

THEOREME 2.1. Pour toute extension E/F, galoisienne de groupe G, on a des
isomorphismes canoniques
Ker f = HY(G, K3(Eo)na);
Coker f = H*(G, K3(Eo)ina):
et une suite exacte
0 — HY(G, Ky(E)) » H¥(G, K3(Eo)ina) — Ker(H*(F, Q/Z(2)) > HX(E, Q/Z(2))
— H*(G, K»(E)) = H*(G, K3(Eo)ina)-

Supposons ¢d(F) < 2 et G fini. Alors on a des isomorphismes

~

lqi(G» Ky(E)) = ﬁHZ(G» K3(Eo)ina), i€Z,
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ot cd(F) a été défini au paragraphe précédent (not. 1.2) et H* désigne la cohomologie de
Tate.

Remarque 2.1. Ces résultats seront redémontrés — et étendus — dans le cas des
corps de nombres, de maniére plus élémentaire (th. 4.2 et 5.1).

Démonstration. On démontre d’abord I'énoncé avec Ka(E),q & la place de
K3(E)ina. Les deux premiers isomorphismes et la suite exacte a cing termes résultent
de la suite spectrale ‘de Hochschild—Serre’:

HX(G, HYE, T'(2))) = HP*9(F, T'(2)),

et de I'application de (1.5b), (1.5¢) et du lemme 1.1. Supposons maintenant cd(F) < 2.
D’aprés (1.5b) et le lemme 1.1, on a H¥(F, T'(2)) = 0 pour tout i > 2. Les isomor-
phismes de Fénoncé résultent alors de (1.5b), (1.5¢) et du résultat général suivant:

PROPOSITION 2.1. Soient I' un groupe profini, C* un complexe de T'-modules
concentré en degrés 1 et 2 et H un sous-groups ouvert distingué de T. Si cd(I', C") < 2,
on a des isomorphismes

~

Hi(T/H,H*H,C") = H**(I'/H,H'(H,C"), ieZ.

Dans cet énoncé, on note cd(I', C*) le plus petit entier n tel que Hi(H, C") = 0 pour
tout i > n et tout sous-groupe fermé H de I'.

Démonstration. Comme C~ est borné et que cd(I', C°) < o0, il existe une résolution
#°" de C par des I'-modules de dimension cohomologique 0 telle que le double
complexe associé¢ n’ait qu’'un nombre fini de termes non nuls (cf. [41, p. 1-83]). Le
complexe total .#° associé est le longueur finie, et est constitué de I'-modules de
dimension cohomologique 0. Soit I* = H%(H, .#"): c’est un complexe de longueur finie
dont la cohomologie calcule H*(H, C"); on a donc H4I "} = 0si g # 1, 2. De plus, les
I'/H-modules I? sont cohomologiquement triviaux. La proposition 2.1 résulte donc du

LEMME 2.1. Soient G un groupe fini et 1I' un complexe borné de G-modules
cohomologiquement triviaux. Supposons 1" acyclique en degrés # 1, 2. Alors on a des
isomorphismes

Hi(G, H¥I") = H*YG, H\(I"), ieZ.
En effet, pour tout g € Z, on a une suite exacte courte:
0->Z9-17- B7*! -,

ol Z7 (resp. BI" ") désigne les cycles (resp. les bords) du complexe I°. En prenant la
cohomologie de Tate, on en déduit des isomorphismes:

HY(G,B*Y) 5 H* G, 29, iel.
Pour tout g € Z, on a une suite exacte courte:

0BT Z?-> HYI")—0.
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Sig +# 1,2, on a donc H{(G, BY) => Hi(G, Z9), et donc H(G, B%) = H'"Y(G, B**Y)
pour tout i € Z. Comme I° est borné, on a B? = 0 dés que g est assez petit ou assez
grand. On en déduit que, pour g # 2 (resp. g # 1), le G-module B? (resp. Z7) est
cohomologiquement trivial. En appliquant ceci & B et Z2, on obtient donc des
isomorphismes:

H{G,ZY 5> H(G,H'U") (ieZ),
H{G,HXI") 5> A Y(G,B?) (ieZ).

On en conclut que HY{(G, H*(I")) = H'*¥G, H'(I")), cest-a-dire le lemme.
Pour obtenir 'énoncé avec K3(Eg)ime, On considére ia suite exacte

0 — K3(Eo)ins = K3(E)ina > B— 0,

ol B est uniquement divisible (c¢f. (1.4)). En prenant sa cohomologie de Tate, on
obtient des isomorphismes:

HY(G, Ky(Eg)ina) => H(G,K4(E)ina), i€Z,
donc en particulier des isomorphismes
HY(G, K3(Eo)ina) => H'(G, K3(E)ingh 1> 1 0

COROLLAIRE (au th. 2.1). Suppesons que E = E,F. Alors Ker fgr = Ker fgr,
et Coker fgr = Coker fryr, Si de plus carF >0, fgp est un isomorphisme,
HYG,KyE) =0 et on a une suite exacte 0— H*G, K,(E))— H*F,Q/Z(2)) -
H3(E, Q/Z(2)). Si de plus cd(F) < 2 et G est fini, on a H(G, K,(E)) = 0 pour tout ie Z.

La premiére affirmation résulte immédiatement du théoréme 2.1. Pour la deuxiéme
et la troisitme, on remarque que K3(Eg)ing = #*(Eo) est un G-module cohomo-
logiquement trivial. (Si on ne s'intéressait qu’a Ker f et a Coker f, il suffirait de
remarquer que K, d’un corps fini est nul) O

THEOREME 2.2. Avec les notations du théoréme 2.1, supposons G fini. Alors Ker f,
Coker f et HY(G, KA(E)) sont finis dans les cas suivants:

{a) Fq est un corps de type fini;
(b) car F >0;
(c) F contient un corps algébriquement clos.

Dans ces trois cas, H*(G, K,(E)) est fini si et seulement si
Ker(H(F, Q/Z(2)) - HXE, Q/Z(2)))

Vest. Si de plus cd(F) < 2, H(G, K,(E)) est fini pour tout i € Z.

Supposons car F = p > 0 et soit H = Gal(E/E,F). Si H est un p-groupe, f est un
isomorphisme et HNG, K,(E)) = 0. Si de plus cd(F)<2,0na HYG, K,(E)) = 0 pour
tout ieZ.
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Démonstration. Supposons d’abord F de type fini. Alors il en est de méme de E,,
qui est soit un corps fini, soit un corps de nombres. Dans le premier cas, K3(Eg)inq €5t
fini [35], dans le deuxiéme c’est un groupe de type fini [36]; il en résulte que
HY(G, K3(Eq)iqa) est fini pour tout i € Z.

Supposons maintenant F de caractéristique p > 0. Alors Ki(Eo) = K3(Eg)ings
en tant que groupe abélien, est un sous groupe de (Q/Z) = Dy....r Q/Z; [35];
c’est donc un groupe de cotype fini*. Pour obtenir (b), il suffit donc de dé-
montrer:

LEMME 2.2. Soient G un groupe fini et A un G-module de cotype fini (en tant gue
groupe abélien). Alors, pour tout i € Z, HYG, A) est fini.

En effet, considérons la ‘résolution compléte’ C*(G, 4) de 4, obtenue & partir des
chaines et des cochaines singuliéres, donnant la cohomologie de Tate de G a valeurs
dans 4 (cf. [6, ch VI, p. 132]). Pour tout i & Z, C¥(G, A) est un groupe de cotype fini, et
H'(G, A) est un sous-quotient de C{(G, 4). C’est donc un groupe de cotype fini. Mais,
pour i e Z, H{(G, A) est tué par |G}; il est donc fini. O

Supposons maintenant que F contienne Q. On a alors Fy = E; = Q, et K3(Eq)ing
est un G-module trivial, divisible et de torsion isomorphe a Q/Z. Pour tout ie Z,
HY(G, K5(Eq)ina) est donc isomorphe & H G, Q/Z); ces groupes sont tous finis d’aprés
le lemme 2.2.

Finalement, si H est un p-groupe, avec p = car F, on a H'(H, K3(Eg)ma) = 0 pour
tout i € Z puisque K3(Eg)ing st de torsion, sans composante p-primaire, donc aussi
HY(G, K3(E)ina) = 0 pour tout i = 1 par la suite spectrale de Hochschild-Serre (cf.
dém. du cor. au th. 2.1). En appliquant ceci 4 tous les sous-groupes de G, on en déduit
que le G-module K 3(Eg)iaq est cohomologiquement trivial. Si ¢d(F) < 2, il en résulte
via le th. 2.1 que le G-module K,(E) est cochomologiquement trivial. En général, Ie th.
2.1 montre que fggr est un isomorphisme; d’autre part, d’aprés le cor. au th. 2.1,
SEor/r €st un isomorphisme. On obtient de méme la nullité de HY(G, K,(E)) & partir
de la suite exacte

0 HYG/H, K5(E)") — H'(G, K5(E)) » HH, Ky(E),

de la bijectivité de fgp,r du cor. au th. 2.1 et de Pinjection H'(H, K,(E)) o
HH, K5(E);aq) = 0. 0

EXEMPLE 2.1. En général, H*G, K,(E)) n’est pas fini, méme si F est un corps de
type fini. D’aprés le th. 2.2, il suffit de trouver un exemple ot Ker(H(F,(Q/Z)(2)) —»
H*(E,(Q/ZY(2))) est infini. Prenons F = k(T}, T,), out k est un corps possédant des
extensions cycliques non triviales, et soit E une extension cyclique de F, déterminée

*Par convention, on dira ici qu'un groupe abélien A4 est de cotype fini s'il est de torsion et si, pour tout
nombre premier /, sa composante [-primaire A{/} est isomorphe & la somme directe d’un groupe fini et
d’'un nombre fini de copies de Q,/Z,.
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par un caractére y de G, (supposé non trivial). Pour tout o« € K,(F), le cup-produit
o~y définit un élément de
Ker(H(F,(Q/Z)(2)) > H(E,(Q/Z) (2))).
Pour tout polynéme irréductible P € k(T)[T,], on a un ‘bord’
0p: H(F, (Q/Z)(2)) » H*(Kp,(Q/Z) (1)) = Br(Kp),
ou
Kp = KT)LT,I/(P),
tel que
Op({P, u}+7) = (@, 1)

si u est un élément de F* premier a P, ou & désigne 'image résiduelle de u, yi, la
restriction de x & Kp et (#, yx,,) est 1a classe de I'algébre cyclique associée a i et & yg,,
et 0g({P,u}*y) = 0si Q est un polyndme irréductible différent de P. De méme, si ¢ est
un polynéme irréductible de k[T, ], on a un bord

d4: Br(k(Ty)) » H*(k[T,1/(¢), Q/Z),
tel que
(@, 1)) = turayey €t 0ol 1)) = 0

si ¥ est un autre polynéme irréductible. En utilisant ceci, on se convainc facile-
ment que les {T,—x, Ty —y}*x, ou y décrit k et x décrit k(T;), sont indépendants
dans H3(F,(Q/Z)(2)), donc que Ker(H*(F,(Q/Z)(2)) —» HE,(Q/Z)(2))) est bien
infini.

On va déduire du théoréme 2.1 des énoncés plus concrets dans des cas particuliers
importants. On dit que E/F est kummérienne d’exposant n si elle est abélienne
d’exposant n, ol # est un entier premier a la caractéristique de F tel que F contienne
les racines n-iémes de 'unité. On a alors E = F(X), ou X = Xpp = {x € E*|x" € F*}
(théorie de Kummer). On pose Yyr = (Xgp)" = F* (noyau kummeérien).

THEOREME 2.3. Avec les notations du théoréme 2.1, supposons que Eq = Fo. % Soit
F' la plus grande sous-extension abélienne de E. Alors:

(i) Ker fzr = Ker fpr; si G est fini, ce groupe est fini.
(ii) Si G est parfait {ie. F' =F), fgr est injective et Coker fpy s'identifie a4 un
sous-groupe de l'indicateur de Schur H*(G, Q/Z) (donc est fini si G lest).
(iii) Supposons F’/F kummérienne d'exposant n, et soit { une racine primitive n-iéme
de l'unité de F. Alors Ker fep = {Yp e, (}.

*Une telle extension est parfois appelée réguliére; pour éviter les eonfusions, nous réservons ce terme anx
extensions considérées au §3.
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(iv) Supposons E/F kummérienne d'exposant n, soit { une racine primitive n-iéme de
I'unité de F et soit Z = {x e F§|{(,x} = 0 dans K,(F,)}. Alors Coker fgr est
engendré par {Z, Xgir} et n{Xgw, Xpr}-

Démonstration. (i) Comme E,=Fy, G opére trivialement sur Kj3(Fg)ing =
K3(Fy)ina, ce qui donne la premiére affirmation grice au théoréme 2.1. D’aprés (1.2)
et (1.3), (K3(Fo)ina)ors Sidentifie canoniquement a u*(F,); en particulier il se plonge
dans Q/Z (en tant que G-module trivial). Par conséquent, Ker fzr se plonge dans
Hom(G, Q/Z), qui est bien fini si G est fini.

(i) L'injectivité de fg; résulte de (i). Comme G est parfait, on a H*(G, 4) = 0 pour
tout G-module trivial sans torsion A. En effet on peut supposer A4 de type fini et
méme A = Z; mais

H?*(G,Z) = HY(G,Q/Z) = 0.
On en déduit que
HZ(Ga (K3(F0)ind)tors) ——:__) HZ(G7 K3(F0)ind)'

En utilisant de nouveau que G est parfait, on en déduit bien que H*(G, K5(F)ing) 5€
plonge dans H%(G, Q/Z).

Pour démontrer (iii), on peut compte tenu de (i) supposer que E/F est elle-méme
kummeérienne d’exposant #. On a alors

Ker fgr = Hom(G, K3(Fo)ina) = Hom(G, u*(F)).
Par hypothése, i, = F, donc u2? < u?(F,), et comme G est d’exposant 1 on a donc
Ker fgr = Hom(G, uy?) = Hom(G, ) ® p, = Yer ® .

On vérifie que ’homomorphisme correspondant Ygr ® u, — K,(F) est Thomomor-
phisme induit par x ® y — {x, y}, ce qui démontre (iii).
Pour démoatrer (iv), on vérifie d’abord qu’on a bien

{Z, Xpp} © KL(E)® et n{Xpp, Xpr} < Ky(E)C.
On définit ensuite deux homomorphismes

zZ® Xgr— H?(G, K3(Fo)ina)s Xgir ® Yeir — HZ(Ga K3(Fo)ina)s
induisant les homomorphismes

{Z, Xgr} = Ko(E)® = H*(G, K3(Fo)sn4)
et

n{XE/Fa XE/F} = {XE/F: YE/F} < Ky(E)¥ - H*(G, Ka(Fo)ina)»

et dont les images engendrent H*(G, K3(F)ina)-
Pour le premier homomorphisme, on considére le cup-produit:

H(G, K5(Fo)ina) % HZ(G, Z)—> HZ(Ga K3(Fo)ina)-
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Dans le premier membre, le premier facteur n’est autre que Ki3(Fg)i,a et le
deuxiéme s’identifie 4 H(G, Q/Z), ou encore a H(G, Z/n) puisque G est d’exposant
n. D’aprés (1.2), on a un isomorphisme canonique (K3(F)ine)/? = Z ® p,,. Puisque
H'(G, ptn) = Ygir, on a donc un isomorphisme canonique:

HO(G, K3(Fo)ina) ® HXG,Z) = Z ® Y r.

Le premier homomorphisme annoncé est alors le compos¢ Z ® Xy — Z Q Ygp —
H2%(G, K3(Fg)inq), OU la premiére fléche est 1 @ n et la deuxiéme est induite par le
cup-produit ci-dessus.

Le deuxiéme homomorphisme est simplement le composé

Xgp ® Yir — YE/F ® YE/F - YE/F ® Yeir ®Z/n = Hl(Ga ) ® Hl(G, B
- HZ(GA M?Z) - HZ(G’ KS(FO)ind)

ou la premiére fléche est n ® 1, la deuxiéme est la réduction modulo n, la troisiéme
est I'isomorphisme de Kummer, la quatriéme est le cup-produit et la cinquiéme est
induite par (1.2).

La compatibilité indiquée ci-dessus se vérifie sans difficulté. 11 reste a voir que
H?*(G, K5(Fg)ina) st engendré par les images des cup-produits

HG, K3(Fg)ina) X HA(G,Z) » H*(G, K5(F)ing)
et
HY(G, p) x HYG, ty) > H*(G, K3(Fo)ina)-
Mais la formule des coefficients universels donne une suite exacte
0 = K3(Fo)ina ® HX(G, Z) » H*(G, K3(F¢)ina) = Tor(K3(F ¢)ina>» H*(G, Z)) = 0.
11 suffit donc de prouver que le composé
HY(G, tty) x H'(G, ) » H*(G, K3(Fo)ina) = Tor(K3(Fo)ina, H*(G, Z))

est surjectif. Or on a un diagramme commutatif:

HZ(Ga #;12)2) —_— TOT(;LS?z, H3(G> Z))
HGuw < H'Gm || I
H*(G, K3(F)ina) = Tor(K3(Fo)ina, H*(G, 7)),
et H2(G, n2?) - Tor(u??, H3(G, Z)) s'identifie canoniquement a 'homomorphisme

naturel H2(G, u2?) - u2?* ® H*(G,Q/Z) déduit par torsion de HZ(G,Z/n)—
H?*(G, Q/Z). Mais le composé

HY(G,Z/n) ® H'(G, Z/n) > H*G, Z/n) - H*(G, Q/Z))

est surjectif, d’oul le résultat.
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Remarque 2.2. On peut appliquer le th. 2.3 (iii) & certaines extensions kum-
mériennes telles que E, # Fo: Cest le cas par exemple si E est un corps de nombres
totalement réel et que E/F est multiquadratique, linéairement disjointe des exten-
sions 2-cyclotomiques de F. Les résultats et la démonstration sont identiques. On en
verra un exemple au §8.

Remarque 2.3. D’apres le théoréme 2.2, si G est fini, Coker f est fini lorsque F est
de type fini ou de caractéristique >0. Il est facile de donner un exemple d’extension
E/F finie telle que E, = F, et que Coker f soit infini: soit p un nombre premier et
soit F, le sommet d’'une Z,-extension d’un corps de nombres contenant les racines
p-iemes de P'unité, En utilisant le théoréme de Borel [2], on se convainc aisément que
K5(Fo)ima/p est infini. Prenons F = Fy(t) (fractions rationnelles) et E = F(t'/?).
L’extension E/F est cyclique d’ordre p, et on a une suite exacte:

H*(G, p*(F,)) — Coker f — H*(G, A) » H*(G, y*(F,)),

o A = K4(Fg)/torsion. Les groupes H*(G, u*(Fy)) et H*(G, u*(F,)) sont d’ordre
< p; d’autre part, H(G, 4/p) => H*(G, A) est infini, donc Coker f est bien infini. On
pourrait de méme donner un exemple ou G est fini mais H*(G, K,(E)) est infini.

PROBLEME 2.1. Existe-t-il une extension finie E/F telle que Ker f soit infini? Cela
semble trés probable, mais je ne suis pas parvenu a en exhiber. D’aprés les théorémes
2.2 et 2.3, Ker f est fini lorsque F est de type fini ou de caractéristique >0, et aussi
lorsque Ey = Fo. Par un dévissage immédiat, on voit que s’il existe une extension
finie E/F telle que Ker f soit infini, il en existe une cyclique de degré premier p, telle
que F soit une extension algébrique (nécessairement infinie) de Q. Il se peut qu’on
obtienne un tel exemple en prenant de nouveau pour F le sommet d’une Z;-extension
d’un corps de nombres (avec [ = p ou [ # p).

3. Cas relatif; application aux variéteés rationnelles

Soit F/F; une extension réguliére: cela signifie que F; est algébriquement fermé dans
F. Daprés Suslin ([44, th. 3.6]), 'homomorphisme K,(F,;) — K,(F) est injectif: on
convient de noter K,(F/Fy) son conoyau. Soit E,/F, une extension galoisienne, de
groupe G, et posons FE = E;F. Le but de ce paragraphe est d’étudier le G-module
K,H(E/E ). Ce module a déja été étudié par Bloch [4], Colliot-Théléne et Sansuc
[14], Colliot-Théléne [12] et Suslin {44, th. 5.8] dans le cas ‘géométrique’.

THEOREME 3.1. (a) K,(F/F,) 5> K,(E/E,)C.
{b) On a une suite exacte:
0— HY(G, K,(E/E,)) » H(F1, Q/Z(2)) = H(F, Q/Z(2)) ® H*(E,, Q/Z(2)).

Démonstration. On va de nouveau utiliser le complexe I'(2) de Lichtenbaum,
cette fois-ci de fagon un peu plus raffinée. Soit C(F,I(2)) le complexe total
associ¢ au double complexe CV = C{Gp,T(2, F,)’), ot C!(Gy, —) désigne les



68 BRUNO KAHN

cochaines singuliéres du groupe de Galois absolu de F: par définition, sa co-
homologie est ’hypercohomologic de F a valeurs dans I'(2). On a de méme
des complexes C(Fy,1'(2)), C(E,I'(2)) et C(E;,T'(2)). Notons C(F/F(,T'(2)) le cone
du morphisme naturel de complexes C(F;,T'(2)) - C(F,T(2)). (De maniére
équivalente, on peut remarquer que C(Fy, ['(2)) > C(F,T'(2)) est injectif en tous
degrés et prendre pour C(F/F,,T(2)) le conoyau de ce morphisme). On définit
Uhypercohomologie relative de F/F, d& valeurs dans I'(2) comme la cohomologie de
C(F/F,,T(2)). On a une longue suite exacte:

o HY(F,,T(2) » H(F, T'(QQ) » " YF/F{,T(2)) » H*Y(F,T(2)) = -
d’ou des isomorphismes:

Hi(F/F,,T2)=0 (<),

Hz(F/Fn I'(2)) = K3(F)ina/K3(F1)ina>

H3(F/F1,T(2)) = Kx(F/F,),
et une suite exacte:

0 - H*F/Fy,I(2)) » H*(Fy, Q/Z(2)) ~ H3(F, Q/Z(2)).

{On a utilisé I'injectivité de K,(F,) — K,(F), les résultats (1.5) du §1 et le lemme
1.1.) Par ailleurs, on a une suite spectrale “de Hochschild-Serre”™:

H?(G, HY(E/E,, T'(2))) = HP " 4(F/F,T(2)),

qui se construit exactement comme dans le cas habituel.

Observons que le G-module K;3(E)ia/K5(E)ime €St uniquement divisible: cela
résulte de (1.4). Il est donc cohomologiquement trivial, et le théoréme 3.1 résulte de
cette observation et de la suite spectrale.

Remargue 3.1. Par fonctorialité, la fléche

HY(G, Ko(E/Ey)) — H(Fy, Q/Z(2))
provient de

H'(Fy,K,(F F/Fy)) > H3(F, Q/Z(2)
(ou F, désigne une cloture séparable de Fy); par construction, le diagramme suivant
commute:

H'(F,, H\(F,F,Q/Z(2)))

lSuslin

HY(Fy,K,(F{F)) d*

l

H'(Fy, K5(F,F/Fy)) — H*(F1, Q/Z(2))
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(Dans ce diagramme, d 3 est une différentielle de la suite spectrale de Hochschild-
Serre correspondante.) Si F; est parfait, on peut y remplacer K,(F,F/F) par
K,(FF), puisque K,(F,) est alors uniquement divisible.

COROLLAIRE 1. Si H3F,,Q/Z(2))—» H3(F,Q/Z(2)) est injective, on a
HY(G, KAE/E,)) = 0 pour toute extension galoisienne E{/F . C'est en particulier l¢
cas lorsque F = F(X), ou X est une variété géométriquement intégre ayant un
zéro-cycle lisse de degré 1, et aussi lorsque cd(F) < 2. 8i F est un corps de nombres,
HYG, K,(E/E)) est isomorphe a un sous-groupe de (Z,/2)*=EF)n2=EED o0 pour une
extension K de F,X(K/F,) désigne l'ensemble des structures de corps ordonné sur
F{ qui ne se prolongent pas a K.

Seule la derniére affirmation nécessite d’étre justifiée. Pour tout corps de nombres
K, on a un isomorphisme

HK,Q/Z(2) = @ H’(K,,Q/Z(2)=(Z/2)**",
veXo(K)
ou X (K) désigne 'ensemble des places réelles de K et K, désigne la cloture réelle de
K dans Q (Tate; cela résulte par exemple de la prop. 5.2 ci-dessous, appliquée avec
A = Q/Z(2)). En appliquant ceci & K = F, on obtient un diagramme commutatif:

H(F,Q/Z(2)) H3(F, Q/Z(2)) ® H3(E;, Q/Z(2))

l |

@ HXF,.,QZ2)— @ H(F.QZ2)® @ H(E,. QZLQ2)

veZolF1) veZe(Fi1) veXo(F1)

ou
szFl,v®F1F et El,szl,v®F1E1-

Pour chaque v, l'algébre E; , est isomorphe a un produit de copies de R, et de
Q. ou le nombre de facteurs isomorphes & R,y est égal au nombre de places
réelles de E; au-dessus de v (R,,: corps des nombres algébriques réels); par ailleurs,
F, est un corps puisque l'extension F/F, est réguliére. Si I'ordre de F,, se pro-
longe & F,, Papplication H3(F,,, Q/Z(2)) —> H3(F,,Q/Z(2)) est injective, puis-
quelle devient bijective en passant de F, a une clbture réelle; cela démontre
I’énonce.

Remarque 3.2. Méme si l'ordre de F;, ne se prolonge pas a F,, l'application
H3(Fy,, Q/Z(2)) -» H3(F,, Q/Z(2)) peut étre injective. Cest le cas par exemple si F
est le corps des fonctions de la quadrique d’équation T + --- + T3, = 0 (dans ce
cas, le cup-produit (— 1)* n’est pas nul dans H*(F,, Z/2), or ce cup-produit vu dans
H*F,,,Z/2) est le bord du générateur de H>F 1. Q/Z(2))). Par conséquent,
Iinclusion du corollaire 1 est en général stricte. Je remercie le referee d’avoir attiré
mon attention sur ce point.
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Remarque 3.3. Curieusement, le cas ‘cd(F;) < 2’ du corollaire ci-dessus ne figure
pas dans [12]. Comme me I'a cependant fait remarquer 'auteur, il découle immeédia-
tement des raisonnements de loc. cit.

COROLLAIRE 2. Supposons F = F{(X), ot X est une variété géométriqguement
intégre. Alors, pour toute extension E,/F, galoisienne telle que Xg, ait un zéro-cycle
lisse de degré 1, on-a des isomorphismes:

HY(G, K,5(E4(X)/E)) = H(F1, Ky(F1(X)/F 1))
= Ker(H3(Fy1, Q/Z(2)) - H*(F, Q/Z(2)).

Démonstration. Le deuxiéme isomorphisme a déja ét€ vu (remarque 3.1). Pour le
reste, il suffit de remarquer que H3(E, Q/Z(2)) —» H*(E, Q/Z(2)) est injective, donc
que

Ker(H>(F, Q/Z(2)) » H*(F, Q/Z(2))) = Ker(H*(F 1, Q/Z(2)) » H*(E:, Q/Z(2))).

EXEMPLE 3.1. Un travail récent de Suslin [46] fournit un exempie non trivial
d’une variété rationnelle X telle que H(F,, K,(F(X)/F,)) soit fini. Soit D une
algébre simple centrale de degré n sur F,, ol n est premier & car Fy, et soit ae F¥:
prenons pour X la variété affine d’équation Nrd{(x) = a, ou Nrd désigne la norme
réduite de lalgébre D, et soit F = F,(X). Daprés [46], Ker(H3(F,,ue?*) —
H3(F, u2?)) est cyclique d’ordre divisant n, engendré par le cup-produit [D]+(a), ou
[D] désigne la classe de D dans ,Br(F,) = H*(Fy, u,) et (a) celle de a dans H*(Fy, u,,)
par la théorie de Kummer. D’aprés le théoréme de Merkurjev—Suslin ([30], cf. (1.2)),
H3(F, u$*) — ,H3(F, Q/Z(2)) est un isomorphisme; d’autre part, un argument de
transfert facile montre que Ker(H?>(Fy, Q/Z(2)) — H*(F, Q/Z(2))) est tué par n. On
en conclut que Ker(H3(Fy, Q/Z(2)) — H*(F, Q/Z(2))) est lui aussi engendré par
I'image de [D]-(a).

EXEMPLE 3.2. 11 est facile de donner des exemples ou F, est de type fini et X
une variété rationnelle (par exemple une conique), mais o H'(F,, K,(F,(X)/F}))
est infini. Soit toujours D une Fy-algébre centrale simple de degré »n, mais
prenons cette fois-ci pour X la variété de Severi-Brauer associée a D. Pour tout
aeF%, Iélément [D]-(a) est dans Ker(H3(Fy,us?) — H*(F,u%?), donc son
image est dans Ker(H(F,, Q/Z(2)) - H*(F, Q/Z(2))). Choisissons par exemple
pour Fy un corps de fonctions rationnelles k(T'), et pour D une algebre centrale
simple non triviale provenant de k. Un raisonnement analogue a celui de I'exemple
2.1 montre que les éléments [D]+(T ~ a), pour aeck, sont indépendants dans
H3(F.,Q/Z(2)); cela montre bien que H'(F,, K,»(F;(X)/F;)) est infini (un corps
dont le groupe de Brauer est non trivial est infini). On peut prendre par exemple
pour k un corps de nombres totalement imaginaire ou un corps de fonctions
d’une variable sur un corps fini et pour D un corps de quaternions, de fagon a
obtenir un exemple avec cd(F;) =3 et X une conique, en caractéristique quel-
conque.
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II. CORPS DE NOMBRES ET CORPS LOCAUX

4. Cas des corps de nombres

On va redémontrer le théoréme 2.1 de maniére plus élémentaire, dans le cas
des corps de nombres. Pour cela, on va se servir du théoréme suivant, intéressant
en soi:

THEOREME 4.1. Pour tout corps F, on a des isomorphismes canoniques.

(l) KZ(F)tOTS = Hl(Fa K3(Fs}ind)
(i) KL(F)®(Q/ZY = H*(F, K3(F,)na) et, pour i = 3:
(i) H'(F,(Q/Z)(2)) = H'F, K3(F,)ina), 0t l'on note (Q/Z) = @, coc r Qu/Z.

Démonstration. En appliquant (1.2) a F = F,, on obtient une suite exacte courte
{analogue a la suite exacte de Kummer):

0 H?Z = K3(F)ina SN K3(Fg)ina — 0.

Passant 4 la limite sur n et tenant compte de (1.3), on obtient une nouvelle suite
exacte:

0 (Q/ZY(2) = K3(F)ina = K3(Fy)ina ® Q = 0. (4.1)

Prenons la cohomologie de cette suite exacte; en tenant compte de (1.1), cela donne
une suite exacte:

K3(F)ina = K3(F)ina ® Q > H'(F,(Q/Z)(2)) > H'(F, K3(F)ina) = 0.

Drautre part, en passant a la limite sur n dans (1.2), et en tenant de nouveau
compte de (1.3), on obtient:

K3(F)ing = K3(F)ing ® Q » H(F,(Q/Z)(2)) = K(F) ors = 0.

Cela démontre l'isomorphisme (i) du théoréme 4.1. Pour obtenir les autres, on
prend la cohomologie de (4.1) en plus hauts degrés. Cela donne:

Hi(F’ (Q/Z),(z)) i Hi(F’ K3(Fs)ind)> iz 2»

c’est-a-dire (iii) lorsque i > 3. Pour obtenir (i), on remarque simplement que, d’aprés
(1.2}, on a un isomorphisme:

K,(F) ®(Q/Z) <> H*(F,(Q/Z)(2) O
THEOREME 4.2. Soit E/F une extension galoisienne de groupe G. On a une suite
exacte:

0— Hl(Ga KS(E)ind) - KZ(F)tors - (KZ(E)tors)G

- H?(G, K3(E)ina) = K2(F) @ (Q/Z)'.
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Démonstration. Soit A un Ge-module topologique quelconque. On a la suite
spectrale de Hochschild—Serre:

H?(G, HYE, A))= H?"4F, A),
d’oll une suite exacte a cing termes:

0—HYG,H(E, A)) > H'(F,A) - H°(G, H'(E, A))
— H(G, H(E, A)) » H(F, A).

En prenant A = K3(Fy)inq €t en tenant compte de (1.1) et du th. 4.1, on obtient
Pénoncé.

Si F est un corps de nombres, ou plus généralement une extension algébrique de
Q, K,(F) est de torsion et le théoréme 4.2 redonne le théoréme 2.1.

Supposons que F soit un corps de nombres. D’aprés Quillen [36], Borel [2] et
Levine/Merkurjev-Suslin ([22],[31]), la structure de Kj(F);,q comme groupe
abélien est complétement connue: K;(F)iy4 est de type fini, de rang r,(F) (le nombre
de places complexes de F) et de torsion canoniquement isomorphe a H°(F, Q/Z(2)),
aisément calculable.

NOTATIONS 4.1. (a) Si 4 est un groupe abélien de type fini, on note p(4) le nombre
minimal de générateurs de 4.

(b) Si G est un groupe fini, on note Sr(G) = max p(N“), ot N décrit I'ensemble
des sous-groupes de G contenant [G, G].

On a p(4) = p,(4) + max p,{4), ot p,(A) est le (Z —) rang de A et, pour tout
nombre premier p, p,(A4) est le rang du sous-groupe de p-torsion de 4. La fonction p
est croissante sur les sous-groupes et les quotients, et sous-additive sur les suites
exactes courtes.

THEOREME 4.3. Soit E/F une extension finie de corps de nombres, galoisienne de
groupe G, et soit f:K,(F)— K,(E)¢ l'application de fonctorialité. Alors Ker f et
Coker f sont des groupes finis d’exposant divisant |G|, et d’ordre majorable en fonction
de G, de r,(E) et de |u*(E)|. Dans le cas de Ker f, on a

|Ker f] < 2|G|2® 70| y2(E)[©,

p(Ker ) < ro(E) + S1(G) + 1.
Si G=[G,G], ona|Kerf| <|G® P o p(Ker f) < ry(E).

Démonstration. Posons g = |G|. Soit A un G-module de type fini.

LEMME 4.1. Si A est fini cyclique, on a p(H*(G, 4)) < St(G) + 1 et |HYG, A)| <
2| A%, Si A est d'ordre impair, on a p(HY(G, A)) < St(G) et |[HY(G, A)| < |A|¥.

Supposons d’abord que A soit d’ordre p” pour un nombre premier p. Soit N le
noyau de Faction de G sur A: comme Aut(4) = (Z/p")*, N contient le sous-groupe
des commutateurs [G, G]. On a une suite exacte:

0 - HY(G/N, A) > H'(G, A) > H(N, A).
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Comme G/N opére fidélement sur 4, on a H'(G/N, Ay =0 si p est impair et
HY(G/N, A) = Z/2 si p = 2 (classique); d’autre part, H'(N, 4) = Hom(N, A). On en
déduit:
p(H'(G, 4)) < p(Hom(N, 4)) < p(N®*) < St(G),
|H'(G, A)| < [Hom(N, A)| < p” ™ < p™©  (p > 2);
p(HY(G, A)) < 1+ p(Hom(N, A)) = 1 + p(N“*) < 1+ Sr(G),
|H'(G, A)| < 2|Hom(N, 4)| < 2p?™* < 2p™@  (p = 2).
Le lemme s'obtient en général en écrivant 4 comme somme directe de ses
composantes p-primaires.
LEMME 4.2. Si A est sans torsion de rang r, on a p(HG, A)) < r et
(4:g4)
S (4% gACy
En effet, on considére la suite exacte courte de G-modules:

0-A4-% 4 A4/g4-0.

IHY(G, )l <

Comme gH (G, A) = 0, on en déduit une suite exacte de cohomologie:
0— A4%gA% - HG, Ajgd) - HYG, A)— 0. O

Démontrons le théoréme 4.3. Les deux premicres affirmations sont évidentes. Pour
démontrer les majorations, il suffit d’écrire 1a suite exacte 0 » 4 — K;3(E) g — B = 0,
ol A est le sous-groupe de torsion de K;(F);.q, et dappliquer les lemmes 1 et 2. [}

Remarque 4.1. Pour prouver la finitude de Ker /et Coker f dans le cas des corps
de nombres, on n’a pas besoin de la théorie ci-dessus qui fait intervenir (Kz)iq (cf.
prop. 6.1). Par contre, il semble difficile d’obtenir sans cette théorie une majoration
effective de I'ordre de ces groupes.

Remarque 4.2. Des majorations analogues pour Coker f sont en principe possibles
& obtenir, mais le calcul est plus compliqué.

On va préciser le th. 4.3 dans le cas d’une extension cycligue. Pour cela, on a besoin de
renseignements sur la structure galoisienne de K4(E);.q. Pour les obtenir, i est nécessaire
de rappeler la formulation précise du théoréme de Borel (réinterprété par Gross [16]):

Il existe un homomorphisme canonique y: K5(C) — R (régulateur de Borel), tel que
(%) = — y(x) pour tout x € K3(C) (on x désigne I'image de x par Pautomorphisme de
K;(C) induit par ia conjugaison complexe). On note encore y 'homomorphisme
KZ;(C)®@R—R qui sen déduit. Soit ¥ = Z(E) lensemble des places (valeurs
absolues) complexes de E: alors le composé

Ky(E)® R @ Ky(E,) @R 2L R®

velX

est un isomorphisme.
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Ecrivons £ = X, Il X,, avec
T, = {ve Z|v est complexe} et X, = {veX|vy est réelle}.

Pour v e X, notons G, le stabilisateur de v dans G (groupe de décomposition en v). Si
veZy,G, = {1}; posons Z,=Z. Si veX,;,G, est dordre 2 et agit sur E, par la
conjugaison complexe. Pour un tel v, soit Z, le G,-module de support Z, 'action
étant donnée par la multiplication par —1. Soit A = ®,Ind§ Z,, ou v décrit un
systéme de représentants des G-orbites de Z: c’est un G-module canoniquement
Z-isomorphe a4 Z% construit de fagon que I'homomorphisme de Borel K;(E)®
R — A ® R soit G-équivariant. On a donc:

PROPOSITION 4.1. Le G-module K;(E) ® R est canoniquement isomorphe ¢ A ® R,
ot A est le G-module décrit ci-dessus O

COROLLAIRE. Le G-module K3(E)/torsion contient un sous-module d’indice fini
isomorphe a A.

En effet, la théorie des caractéres montre que les G-modules K3(E)® Qet A® Q
sont isomorphes (non canoniquement a priori); cet énoncé est équivalent a celui du
corollaire ci-dessus.

Pour un groupe cyclique G et un G-module A4, notons h(G, A) le quotient de
Herbrand de A [40, ch. VIII] (lorsqu’il est défini).

THEOREME 4.4. Dans le corollaire au théoréme 4.3, supposons G cyclique. Alors
G, K5(E)) = WG, K3(E)ing) = 27 ou r (E/F) est le nombre des places réelles
de F ramifiées dans E.

Démonstration. Comme la torsion de K3(E) est finie, on a

h(G, K3(E)) = WG, K3(E)ina) = WG, K5(E)/torsion).

D’aprés le cor. a la proposition 4.1, ce nombre est encore égal a (G, 4), qui reste a
calculer. Mais par définition de A, h(G, A) est le produit des h(G,Ind& Z,), ou v
décrit un systéme de représentants des G-orbites de X. Par le lemme de Shapiro, on a
WG, Indg Z,) = hG,,Z,). Si ve £;, ce nombre est égal & 1. Si veX,, il vaut 1/2,
CQFD.

Remarque 4.3. Le méme raisonnement s’étend aux K,;_(E) pour tout i >1. Si i
est pair on trouve encore MG, Ky;_ 1(E)) = 27"=EF); par contre, si i est impair, on
trouve h(G, K ;- 1(E)) = 2%/, Le cas i = 1 correspond au théoréme de Dirichiet et
est bien connu ([13, p. 179], [47, p. 272, dém. du lemme 6.4}).

COROLLAIRE. Sous les hypothéses du théoréme 4.4, on a |Ker f|/|Coker f| =
2r=EF)_ De plus, on a p(Ker ) < r,(E) — ro(F) + 1 et p(Coker f) < ry(F) + 1.
Démonstration. La premiére affirmation résulte des théorémes 2.1 et 4.4. Pour
montrer les suivantes, on écrit:
Coker f = H*(G, K3(E)ina) = H(G, K3(E)ina) = K3(F)ins/ NK3(E)ing
Ker f = HYG, K3(E)ina) = H G, K3(E)ina) = vK3(E)ina/ 16 K3(E)ina-
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Comme la torsion de K3(F);,q est cyclique, on a p(K3(F)jng) <72(F)+1; on a
donc la méme inégalité pour son quotient Coker f. De méme, on a p(yK3(E)ing) <
ro(E) — ro(F) + 1. En effet, la torsion de yK3(E)i,q est cyclique et on a une suite
exacte

N
0- NKs(E)ind - Ks(E)ind I K3(F)ind

a conoyau fini. O

5. Cohomologie de K, et K; in
Notons H la cohomologie de Tate. Le résultat principal de ce paragraphe est:
THEOREME 5.1. Soit F un corps de nombres, et soit E/F une extension galoisienne
finie de groupe G. On a pour tout i € Z une suite exacte naturelle:
0~ H27Y(G, K,(E)) » H* (G, K;(E)ing) — (2/2) =50
— H¥(G, K, (E)) » H***(G, K3(E)ina) = 0.

En particulier, pour tout i € Z, H(G, K,(E)) est fini, d’'ordre explicitement majorable.
De plus, on a une suite exacte

0 — Hy(G, K,(E)) N, K,(F) > (Z/2)"EF) .0,

Remarque 5.1. Dans la derniére suite exacte, on reconnait une version plus précise
du “théoréme des normes pour K,” ([12, lemme 2c)], [8]).

COROLLAIRE. Supposons E/F finie et non ramifiée a linfini. On a des isomor-
phismes:

~

H'(G, K(E)) = H"*(G, K3(E)ina) (i€2),
Ho(G, K,(E)) =5 K,(F) (induit par la norme),

et une Suite exacte
0 — Hy(G, K5(E)) » Ho(G, K3(E)ina) ~ K5(F)ina = H1 (G, K5(E)) — 0.

Si E/F est galoisienne, non ramifiée a l'infini mais non nécessairement finie, on a des
isomorphismes:

HY(G, K,(E)) =5 H" (G, K3(E)ina) (i >1).

Démonstration. Les isomorphismes ne sont qu'une reformulation du théoréme 5.1
dans ce cas particulier; la suite exacte résulte de (1.1) et descasi= —3eti= — 2de
I'isomorphisme de la premiére ligne. Enfin, le cas infini se déduit du cas fini par un
passage a la limite.

Remarque 5.2. La suite exacte du corollaire peut étre vue comme ‘duale’ ce delle
du théoréme 2.1.
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Pour démontrer le théoréme 5.1, on va utiliser un ingrédient inspiré par Milne [27,
ch. 2, §2]: la cohomologie galoisienne totalement positive. (Milne introduit une coho-
mologie €tale 4 supports compacts tenant compte des places archimédiennes; notre
construction est une variante de la sienne. On trouvera une autre variante dans [17].)

Notons Z , le conoyau de Z — Ind§2Z, ou G, est un sous-groupe d’inertie de G
correspondant & la place & linfini de Q: Cest un Gy-module topologique sans
Z-torsion. Pour tout Gp-module topologique 4, soit 4, = A ® Z..: cest le conoyau
de A- D,z iy IndFr 4, o0 Z(F) est Pensemble des places a l'infini de F et G,
désigne un sous-groupe de décomposition de Gy en v (on a donc G, = {1} si v est
complexe et G, = Z/2 si v est réelle). Posons, pour ie Z, H(F, A)= H " Y(F, A.):
c’est la cohomologie galoisienne totalement positive de A. On a une longue suite
exacte:

o> HL(F, A) > H{(F, A) > @ H(F,, A) > HiT{(F, A) > ---
ou, pour tout v, F, désigne la cloture réelle de F par rapport a v dans Q si v est réelle,
et Q si v est complexe. En particulier, on a Hi{(F,4)=0 si i<1 et, si F est
totalement imaginaire, H(F,A) = H'(F,A) pour i>2. Si0—>A4->B—C—0 est

une suite exacte courte de Gy-modules topologiques, on a une longue suite exacte de
cohomologie totalement positive:

oo H(F,A)>H'(F,B)y>H. (F,C)y>H{*F,A) > 5.1
analogue a la suite exacte en cohomologie galoisienne classique.

PROPOSITION 5.1. Si E est une extension de F, galoisienne de groupe G, on a une
suite spectrale:

H?(G,HL(E, A)) = HE*4(F, A).

Démonstration. A Tindexation prés, ce n'est autre que la suite spectrale de
Hochschild-Serre appliquée au Gr-module 4.

PROPOSITION 5.2. Pour tout Gp-module topologique A, on a HY.(F, A) =0 pour
i< 0et pouriz=3.

Pour la démonstration, voir appendice 1.
On va appliquer les propositions 5.1 et 5.2 au cas particulier 4 = K3(Q)ins =
K4(Q). Dans ce cas:

LEMME 5.1. Pour tout corps de nombres F, on a une suite exacte courte

0- Coker<K3(F)ind -¥ @ K3(Fv)ind) - H-ll— (F: KS(Q))

- Ker(KZ(F) - @ Kz(Fv)> -0

o v décrit l'ensemble des places a Uinfini de F. De plus, H%(F, K5(Q)) = 0.
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Cela résulte de la suite exacte (5.1) appliquée a A4 = K3(Q);nq €t du th. 4.1 (i) et (ii),
en notant que K,(F) est de torsion pour toute extension algébrique de Q et que
Phomomorphisme K,(F)— @, K,(F,} est surjectif.

COROLLAIRE. Le G-module HY(E, K3(Q)) est cohomologiquement trivial, et on a
un isomorphisme

HY(F,K3(Q)) = H°(G, Hi(E, K5(Q))).

En effet, d’aprés le lemme 5.1 (appliqué 4 E) et la prop. 5.2, on a HY (E, K5(Q)) = 0
pour tout i # 1. La suite spectrale de la proposition 5.1 donne donc lisomorphisme
ainsi (en appliquant & F le lemme 5.1) que des égalités H{(G, H1(E, K5(Q))) = 0 pour
tout i > 0. En appliquant ceci & tous les sous-groupes de G, on obtient bien la
trivialité cohomologique de HL(E, K4(Q)) [40, th. IX.8].

Démontrons le théoréme 5.1. Notons

A(E) = COkef<K3(E)ind d C‘B K&(Ew)ind)

weZy,(E) /
et

B(E) = Ker (KZ(E) - P Kz(Ew)).
weZH(E)
D’aprés le lemme 5.1, on a donc une suite exacte:
0 — A(E) - Hi(E, K5(Q)) > B(E) - 0,
et, par linjectivité de
K3(E)ina» @ Ks(Ey)ina
weZy,(E)

(resp. la surjectivité de K,(E) > ©,,cx, & K2(E,)), on a deux autres suites exactes:

0 — K3(E)jng = @ K3(Ey)ina — A(E) = 0,

weZ(E)

0 B(E) > K,(E)»> @ Ky(E.,)-0.

weE {(E)

Le corollaire au lemme 5.1 fournit des isomorphismes
H'(G, B(E)) = H'" (G, A(E))

pour tout i € Z. Par ailleurs, on remarque que les G-modules ®,,cx_ &) K3(E,, )ina €t

D,ex ) K1(E,,) sont sommes directes de modules induits & partir des G, (ou v décrit
w(E) v

I'ensemble des places 4 I'infini de F). On a donc, pour tout i e Z:

H<<; ® Ks(z«:w)i,,d)

wel(E}

= @ ﬁi(G§s K3(Ev)ind)

veZo(F)

@ Hi(GvaK3(Ev)ind):
ve L5(E/F)

i
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ﬁf(G, @ KZ(EW)>== @ H(G,,K1(E,)

weZy(E) veXyo(F)

= @ I:ji(Gv’ KZ(EV)):

veL2(E/F)

ol X5(E/F) est I'ensemble des places réelles de F ramifiées dans E et, pour
v e ZYE/F), E, désigne I'un des E,, pour w au-dessus de v. Si ve Z%(E/F), on a
E, = Q, donc K,(E;) =0, donc

ﬁi(G, &) KZ(EW}>=0.

weXo(E)

D’autre part, Ks{E, };,q st extension d’un Q-espace vectoriel par Q/Z(2). On a donc:
A .y 0 si i est pair,
Gy, K3(E,)ine) = HY(G,, Q/Z(2)) = . . .
HY{G, K(Ey)ina) (6., Q/22) {Z/2 si i est impair.
On en déduit que

ﬁi<Gs @ K3(Ew)ind) = (Z/z)r@(E/F)

weEo(E)

si i est impair et O sinon. On tire de ceci, pour tout i € Z, un isomorphisme
H'(G, B(E)) > H'(G, K,(E))
et une suite exacte

0— H*(G, A(E)) > H** (G, K3(E)ina) > (Z/2) “*0
- HY*YG, A(E)) » H¥* (G, K3(E);na) = 0.

En utilisant I'isomorphisme
HiG, B(E)) > H* (G, A(E)),

on obtient bien la premiére suite exacte du théoréme 5.1. D’autre part, la trivialité
cohomologique de H1(E, K5(Q)) et l'isomorphisme

H(F, K3(Q)) = H°(G, HL(E, K;5(Q)))
(cor. au lemme 5.1) donnent un autre isomorphisme:
Ho(G, H1(E, K5(Q) = H1(F, K5(Q))

induit par la corestriction. En appliquant le lemme du serpent au diagramme

Ho(G, A(E)) — Ho(G, H(E, K3(Q))) — Ho(G, B(E)) — 0
Corl Corl; Cori

0 — A(F) ————— HL(F, K5(Q)) B(F) 0




DESCENTE GALOISIENNE ET K, DES CORPS DE NOMBRES 79

on en déduit une suite exacte:
Ho(G, A(E)) <25 A(F) — Ho(G, B(E) <% B(F) - 0.
Mais Cor: Hy(G, A(E)) — A(F) est surjective: en effet, il suffit de voir que

Cor: @ HO(GV7 K3(Ev)ind) - @ K3(Fv)ind
veZoF) veZo(F)
est surjective. Pour cela, il suffit de remarquer que, si F, est une cloture réelle de F
dans Q, Cor: Hy(G,, K3(Q)ina) = K5(F,)ina est surjective. Cela résulte de (1.1) et de
Tégalité H(G,, K3(Q);na) = 0 (voir ci-dessus).
On a donc un isomorphisme Cor: Ho(G, B(E)) = B(F). Par ailleurs, il est clair
que
Cor: @ Hol(G,,Ky(E) > @ KiF)
veZp(F) veLo(F)
est injective, de conoyau (Z/2)"=* "), La deuxiéme suite exacte du théoréme 5.1-
résulte donc du lemme du serpent appliqué au diagramme

Hy(G, B(E)) — Ho(G, K(E)) — @ Ho(G,, Ka(E,)) —0
Corl; Corl veEald) CorJ

0— B(F) ——— Ky(F) ———— @ K,(F,) ——0.

veZe(F)

6. Z,-extensions

PROPOSITION 6.1. Soit E une extension d'un corps de nombres F, galoisienne de
groupe G. Pour un ensemble S de places finies de F, notons fs 'homomorphisme naturel
K,(05) = K,(05), ou Oy est la cléture intégrale de Og dans E. Si S contient 'ensemble
des places ramifiées dans E/F, on a Ker fg = Ker f et Coker fy = Coker f. Si de
plus toute place de F ramifiée dans E divise 'ordre de G, on a Ker [, = Ker f et
Coker f,, = Coker f.

Démonstration. On peut supposer G fini (le cas général s’en déduit par passage 4 la
m). On écrit les suites exactes de localisation:

0 — K,(0y) K,(F) @S kys —> 0
fsl fl ’ ]’l

0— KZ(GS)G - Kz(E)G - ((‘B kw*)G
we¢§

Si S contient les places de F ramifiées dans E, 'application [ est un isomorphisme,
puisque pour v ¢ S le G-module @, k,+ s'identifie & Ind§ k., pour un w|v, ot H,,
est le groupe de décomposition en w, d’ol la premiére affirmation. D’autre part, si
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v e S divise un nombre premier rationnel p, le groupe multiplicatif du corps résiduel
k, est d’ordre premier & p. Si toute place de S divise P'ordre de G, dans le diagramme
de localisation

0 — K,(05) — K,(05) —— @ ke — 0

p p ve§
(I AT
0— KZ(OE)G - KZ(GS)G - (@ kw*)

wel

Kerg et Coker g sont d’ordre premier 2 |G|. Comme d’autre part ils sont tués par
|G| (argument de transfert), ils sont nuls, ce qui prouve la deuxi¢me affirmation de la
prop. 6.1.

Rappelons qu'une extension galoisienne est appelée une Z,-extension multiple (de
rang r) si son groupe de Galois est isomorphe 4 Zj; si r = 1, on parle simplement de
Z,-extension. Le lemme suivant est bien connu ([51, prop. 13.2] dans le cas d’une
Z ,-extension; la démonstration est la méme en général).

LEMME 6.1 Une Z,-extension multiple est non ramifiée hors des places divisant p, y
compris a linfini. O

THEOREME 6.1. Soit E/F une Z,-extension multiple de corps de nombres, de rang ,
de groupe de Galois G. Alors:

{a) Ker fest fini, contenu dans K,(Op).

(b) H(G, Ky(E)) = 0 pour i > r — 1, sauf ( peut-étre) sir =1,i=0.

(c) Sir=1, fest surjective.

(d) Supposons que F soit totalement réel et que E soit la Z,-extension cyclotomique
de F. Alors f: K5(F)— K,(E)® est bijective.

(e) Sir=2, Coker fest fini, d'ordre divisant | K,(Op)|.

Le cas (c) généralise une partie d’un résultat de Coates [11, th. 7]; pour lautre
partie, voir th. 6.2. Cette généralisation a été obtenue auparavant par Kolster [21, th.
3.7] pour une Z,-extension cyclotomique (mais sa démonstration utilise seulement
une variante du théoréme 4.3, donc est valable en général).

Démonstration. En appliquant la prop. 6.1, on trouve bien que Ker f = K,(Op),
donc est fini. Cela démontre (a). Supposons que E/F soit une Z ,-extension (de rang
1). Comme c¢d,(G)=1 et cd(G)=0 pour [# p, Coker f=H %G, K5(E)ina) est
divisible de p-torsion. Soient F,/F lextension intermédiaire de degré p" et G, =
Gal(E/F,). On a HX(G, K3(E);n) = lim H HG/Gy, K3(F p)ing)s 1€ Coker f = lim Coker
£, OU f, correspond a Pextension F,/F. D’aprés ie lemme 6.1, F,/F est non ramifice a
Tinfini; on a donc d’aprés le cor. au th. 4.4

|Coker f,] = |Ker f,| < |Kx(Op) |
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En passant a la limite, on trouve:
|Coker f| < [K5(Op) .

Le groupe Coker f, fini et divisible, est nul, ce qui démontre (c).
Supposons que F soit totalement réel et que E soit la Z-extension cyclotomique
de F. Pour prouver linjectivité de f, on distingue trois cas:

(i) p>2 et [F(uy): F1> 2. Alors on a aussi [E(p,): E]> 2 (puisque E/F et
F(p,)/F sont linéairement disjointes). Par conséquent, K3(E)jq{p} =0 et
Hl(Ga K3(E)ina) = 0.

(i) p> 2 et [F(u,): F]= 2. Alors [E(u,): E] = 2; comme E est la Z,-extension
cyclotomique de F, on a

K3(E)inalp} = HYE, Q,/Z,2)) = Q,/Z,(2).
Par conséquent,
HY(G, K3(E)ina) = HY(G, Q,/Z,(2)) = 0

d’aprés [48, proposition].
(iii} p = 2. On a encore K3(E);a{2} = Q./Z,(2). La démonstration est la méme
que dans le cas (ii). Ceci démontre {d).

Supposons maintenant r > 2. D’aprés le cor. au th. 5.1 et le lemme 6.1, on a des
isomorphismes:

HY(G,K(E)) = H""X(G, K5(E)ina) (i 1).

Comme cd(G) =r, on a scd(G) <r + 1, ot H(G, K3(E)jne) =0 pourizr+ 2et
donc HYG, K,(E)) =0 pour i>r. Pour voir que H (G, K,(E)) =0, il rest a
montrer que H"*XG, K3(E);nq) = 0, ce qui est dé&ja vrai lorsque r = 1 (voir ci-dessus).
A partir de ce cas, on raisonne par récurrence sur r. Ecrivons G =TI x A, avec
Fx~Z,ct A=Z7"" On a une suite spectrale de Hochschild-Serre:

EY = H(T, H(A, K5(E)ind) = H (G, K5(E)ind).

Tl suffit de voir que E¥ =0 pour i +j=r+ 1. Pour i=0 et i >3, dest clair
puisque scd(A) < r et sed(I') < 2. Pour i = 2, cest encore clair puisque cd(I') = 1 et
que H' YA, K3(E);na) est de torsion (r > 2). Supposons maintenant i = 1. Soient
F, = E* F,/F la sous-extension de F/F de degré p", Eo = E' et E, = EoF,. On a:

HV(A9 KS(E)ind) = 1_121) Hr(A7 K3(En)ind)'
Par récurrence (appliquée a l'extension E,/F.), H'(A, K5(E,)isa) = 0, donc
H'(A, Ky(E)in) =0 et HYT, H'(A, K3(E)ina)) = 0;

cela termine de démontrer (b).

Supposons enfin r = 2. Pour voir que Coker f = H*G, K3(E)inq) est fini, il suffit,
en utilisant la méme suite spectrale, de montrer que E3 est fini pour i + j = 2. Pour
i=2ona HYT', HYA, K3(E)ina) = H¥, K3(F )ina) = O (th. 6.1 ¢)), Pour i = 0, on
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a HZ(A> KS(E)ind) = llﬂ} HZ(Aa KS(En)ind) =0 (IOC. Cit')a donc HO(F: Hz(A’ K3(E)ind)) =
0. Pour i = 1, on a besoin du lemme suivant:

LEMME 6.2. Soient I' = Z, et A un I'-module topologique. Posons, pour tout n = 0,
T, = I'"". Supposons que, pour tout n > 0, A™ soit fini. Alors HY(T', A) est fini, d’ordre
<[ A7)

En effet, par les quotients de Herbrand, on a
|HT/T,, A™)| = |HYT/T,, A™)| < |HT/T,, A™)| = | AT|.
Comme
HYT,A) = lim HYT/T,, A™),
ona |HYT, A)| < |A"].
Le lemme 6.2 montre que pour prouver que HY(T, HY(A, K3(E);pq)) est fini, il suffit

de voir que HYT',, HY(A, K5(E);yq)) est fini pour tout n > 0. On peut se borner au cas
n=0. On a alors {comme ci-dessus):

H I(A, KS(E)ind) = 1_1@) H l(A, K3(En)ind)s
et donc:
Ho(r, HI(A, KB(E)ind)) = lifg Ho(r/rm HI(A, KB(En)ind))‘

On a H'Y(A, K3(E,)ind) < K,(0,), ot O, est 'anneau des entiers de F, (th. 6.1 (a)),
donc HOI/T,, HY(A, K3(E,)ina) = K2(0,)'™. Mais le noyau et le conoyau de
K,(0F) = K,5(0,)'™ ont méme ordre (prop 6.1, lemme 6.1 et cor. au th. 4.4), donc
| K50, ™ = | K,(Op)|. En passant a la limite, on en conclut que |H%T, H'(A,
K3(E)ind) | < |K(0p)|. Daprés le lemme 6.2, on a donc aussi |HY(T, HY(A,
K3(E)ina)) | < 1K5(0p)|. Cela achéve la démonstration de (e), et donc du th. 6.1. [

Question 6.1. Est-il vrai que, pour G de rang r quelconque, Coker f est fini et que
HYG, K,(E)) est fini pour tout i > 0? Si oui, peut-on borner leurs ordres en fonction
de [K,(0p) ?

THEOREME 6.2. Soient F un corps de nombres et E/F une Z ,-extension. Pour tout n,
soient F,/F la sous extension de E/F de degré p", H, = Ker(Ky(F,) = K,(E)) et
va: H, 11 —» H, Phomomorphisme induit par la norme. Alors, pour tout n, v, est surjectif
et lim H, est fini.

Au langage prés, ce résultat est di a Coates [11, th. 7] et Greenberg [15] dans le
cas d’une Z,extension cyclotomique dont la base contient une racine primitive
p-iéme de l'unité. T. Nguyen Quang Do a remarqué quon peut I'étendre au cas
général. La démonstration ci-dessous est une variante de celle qu'il m’a indiquée; je le
remercie de m’avoir permis de la reproduire ici.

Démonstration. Soient I = Gal(E/F) et, pour n = 1, I, = Gal(E/F,). La surjec-
tivité des v, résulte du théoréme 2.1 et du fait que cd(I') =1 (cf. [41, p. 1I-20,
lemme 47]). Pour tout corps k, notons K;(k) le groupe K;(k);nq/torsion.
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LEMME 6.3, Soit A = K3(E). Alors, pour tout n > 0, on a une suite exacte:

0 K;3(F,) > HT,, A) » HY(T,, p*(E)) » H, — H{(I',, A) > 0,
et H¥T',, A) = 0. En particulier, H%T,, A) est de type fini et HNT,, A) est fini.

Cela résulte de la suite exacte de cohomologic associée 4 la suite exacte courte
0 — u*(E) - K3(E)ing — Ka(E) - 0, du th. 6.1 (b) et du fait que cd(I’,) = 1.

PROPOSITION 6.2. Soit A un I'-module topologique discret sans torsion. Supposons
que, pour tout n = 0;

(i) 4, = HOT,, A) soit de type fini;
(i) HYT,, A) soit fini,
(i) HAT,, 4) = 0,

Alors il existe un T'-module fini p-primaire H et, pour tout n > 1, un isomorphisme
naturel HY(T,, A) = HT,, H*). En particulier le systéme projectif (HY(I',, A)s0
( pour les morphismes de corestriction) est stationnaire, de limite H*.

COROLLAIRE. Soit H le I'-module associé & A = K3(E) par la prop. 6.2. Alors:
(@) Si E/F est cyclotomique, on a un isomorphisme H, = H'(T,, H*) pour tout
nz0, et EQH,,;H*.
(b) Si E/F west pas cyclotomique, on a pour tout n = 0 une suite exacte de groupes
finis
0 K5(E)™/K5(F,) » H\T,, p*(E)) > H, > H(T,, H*) > 0,
et une suite exacte:

;;Z(E)ﬁliﬂHn—»H*éO.

En effet, via le lemme 6.3, la prop. 6.2 donne dans tous les cas une suite exacte
comme dans (b). Si E/F est cyclotomique, on a HY(I',, p*(E)) = 0 (lemme de Tate)
d’ou (a). Si E/F n’est pas cyclotomique, u*(E) est fini, donc aussi H(T',, p*(E)). On en
déduit le 2éme énoncé de (b) par passage a la lim.

Le théoréme 6.2 est conséquence immédiate du corollaire ci-dessus, qui le précise.

Démonstration de la prop. 6.2. Si M est un groupe abélien, on note M#* =
Hom(M, Z,) et M* = Hom(M, Q,/Z ). le premier (resp. le deuxiéme) est compact si
Pon munit M de la topologie discréte (resp. si de plus M est de torsion). Notons A
lalgebre d’Iwasawa Z,[[T]].

LEMME 6.4. A% est un A-module (compact) de type fini. Pour tout n >0, on a:
@ (A% =0;
(b) ((A #)Tn)lors = Hi(r‘m A)*

Les isomorphismes de (b) sont compatibles avec les projections (A%)r, | - (A%)y, et
avec les duaux des restrictions H' (I, 4 1, A)* — HY(T,, Ay*.
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En effet, on a A% = (4 ® Q,/Z,)*. De la suite exacte 0 > 4 > A ® Q- AR Q/Z
— 0, on déduit, pour tout n = 0, une suite exacte:

HYT,, A)-»HT,,A® Q- HY,,A®Q/Z)> HT,, A)—» H T ,,A® Q)
- HYT,, A® Q/Z) - HXT,, A).
Ona
HY T, A®Q) =HI,, A®Q=4,Q e HY,A®Q) =0,
de plus, HXT,, A) = 0 d’aprés 'hypothése (iii) de la prop. 6.2. On en déduit
HY (T, A®Q,/Z,)=0
et une suite exacte
0-4,®Q,/2,-HT,, A®Q,/Z,)—» HI,, 4)~0.
En dualisant, cela donne
A" =0
et une suite exacte
0= HY(T,, A — (4%)y, — (4,)* 0.

Par hypothése, A4, est de type fini, donc (4,)” est un Z,-module de type fini sans
torsion; de plus, H(T",, A) est fini. Par conséquent, (47)r, est un Z,-module de type
fini. Il en résulte que A* est un A-module de type fini et de plus que HY{(T,, A)* =

((A#)l"n)tors-
Cet isomorphisme est clairement compatible avec les fléches du lemme.

LEMME 6.5. Soit X un A-module de type fini, de rang r, et soit T son sous-module de
torsion. Il existe un homomorphisme X — A’ de conoyau fini H. Si de plus X* =0, 0ona
une suite exacte:

0- TF—)(XF)tors“)Hr“)O-

Lexistence de I'homomorphisme est conséquence de la classification des A-
modules 4 pseudo-isomorphisme prés. On a une suite exacte:

0-T->X—->A-H-0.

Soit Y = Im(X — A"). On a deux suites exactes courtes:
0->T->X->Y—0,
0-Y->A>H-0.

En prenant les invariants et les coinvariants, on en déduit deux nouvelles suites
exactes:
05T s X' 5 Y o Ty Xp— Yr—0,
0> Y (AW - H' - Y > (A)p > Hr > 0.
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On a (A")' =0, et (A")r est sans torsion. On en déduit un isomorphisme
H" 55 (Yo
et une autre suite exacte:
00— Tr - Xpr— Yr—0.

Par hypothése, X' = 0, donc T" = 0. Comme T est de A-torsion, il en résulte que
Ty est fini. On en déduit une suite exacte:

0 - TF - (Xr)tors e (Yl")tors - 0
Le lemme 6.5 en résulte.

LEMME 6.6. Le A-module A” est sans {A-)torsion, et pour tout n =0 on a un
isomorphisme ((A%)r)iors —> H™.

Démonstration. D’aprés le lemme 6.4 (a), on a {4%)'* =0 pour tout n> 1. En
appliquant le lemme 6.5 avec X = A* et I, a la place de I', on obtient des suites exactes:

0= TI‘,,_')(XFn)tors")Hr"—’O-

On a une injection T = (1_1_@ T, o (h_@ (Xt hors: Mais daprés le lemme 6.4 (b),
lim (X, )ors = (lim H YT,, A)* = 0. Le lemme 6.6 en résulte.

La prop. 6.2 résulte du lemme 6.6 par dualité, en appliquant le lemme 6.4 {(b) (on
vérifie que les isomorphismes de la prop. 6.2 commutent aux corestrictions).

Remarque. 6.1. 11 est facile de voir que le module H qui intervient ci-dessus
coincide avec le module utilise par Coates, Greenberg, etc. (dans le cas cyclo-
tomique). En effet, soient O < E la réunion des 0,[1/p], ot O, est Panneau des entiers
de F, et Z = Spec 0. En considérant K3 ;,, comme un faisceau pour la topologie
¢tale, on obtient une suite exacte:

0 Ky(E) ® Qy/Z, » HY(Z., Q,/Z,(2) » K(0){p} = 0

(cf. §9). Comme K ,(0)" est fini (prop. 6.1 et th. 6.1 (¢)), K,(0){p}* est un A-module de
torsion, donc le module H associé a (K3(E) ® Q,/Z,)* est le méme que celui associé
a HY(Z, Q,/Z,(2))*. Mais on a

HYZy, Qy/Z,(2) = H'(9,Q,/Z,(2)),

ou ¥ est le groupe de Galois de la pro-p-extension p-ramifiée maximale de E. Si E/F
est cyclotomique, H'Y(%, Q,/Z,(2)) = Hom(¥%, Q,/Z,)(2), donc HYZy, Q,/Z,2))* =
%(—2): C’est bien le module d’Twasawa considéré par ces auteurs.

Remarque 6.2. Dans le cas non cyclotomique, jignore si en général y(E) — l1m H,
est injective (ou, ce qui revient au méme, si Kx(F,) = K3(E)™ pour n assez grand)

THEOREME 6.3. Les th. 6.1 et 6.2 s'étendent au cas ou F est un corps de type fini. Si
F est quelconque de caractéristique >0 et si E[F est une Z,~extension (de rang 1), f, E/F
est surjective.
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En effet, supposons d’abord F de type fini; son corps des constantes F est donc un
corps fini ou un corps de nombres. Suslin {44, cor. 2.7] a démontré que, pour tout
i # 1, H\(Fo, Z,(i)) => H(F, Z,(i)). (Au loc. cit. l'énoncé est donné pour i = 2, mais
Iargument s’applique dans le cas général sans aucun changement.) En appliquant
ceci avec i =0, on voit que E = EyF, ou Eo/F, est une Z,-extension multiple
(uniquement déterminée). D’aprés le corollaire au théoréme 2.1, on a
Ker froro = Ker fr et Coker fgyp, = Coker fgp. Si car F = 0, I'énoncé résulte des
th. 6.1 et 6.2; si car F > 0, E/F est nécessairement de rang 1 et cyclotomique, et
I’énoncé est un cas particulier du cor. au th. 2.1. Enfin, si F est quelconque de car.
>0, Ki(Eo)ina st de torsion donc Coker frr = HXG, K3(Eq)iaa) = 0 puisque
cd(G) < 1.

7. Cas d’un corps local: une conjecture

Soient p un nombre premier et F une extension finie de Q,, de degré d. Notons O
P’anneau des entiers de F, k son corps résiduel et m le nombre de racines de I'unité de
F. D’aprés Moore (cf. [28, appendice]), Carroll [107 et Merkurjev [26], K (F )i €5t
cyclique d’ordre m. On en déduit le résultat suivant sur la structure de
K4(F) = K5(F)nq/torsion:

THEOREME 7.1. (a) Si | est un nombre premier différent de p, Ks(F) est (uniquement)
I-divisible.

(b) Ks(F)/p = (Z/py"

Notons, pour tout groupe abélien A et tout nombre premier I, A) = (h_rg A/l Cest
le complété I-adique de A. Le théoréme 7.1 résulte de la proposition suivante:

PROPOSITION 7.1. (a) Pour tout nombre premier 1, (K3(F )ing)1 — H(F, Z(2)).
(b) Pour | # p, H\(F, Z,(2)) est fini; pour | = p, c’est un Zy-module de type fini, de
rang d.
Démonstration. (a) résulte des suites exactes
0 = (K3(F)ima)/I" —» H'(F, Z/I"(2)) - rK,(F) > 0
(cf. (1.2)) et de la finitude de K,(F)os; (b) est classique (cf. [39, prop. 2.4 et 3.4]).
Notons KiP(F) et K{*®Oy) les groupes définis par Wagoner dans [49]: on a
K ™0p) = lim K{(Og/4") (o0 A désigne l'idéal maximal de O} et un diagramme
commutatif aux lignes exactes:

0 — Ki{(O5) — Ki(F) — K, 1(k) =0

I 7.
0 KEOP(OF) - KEOP(F) - K;1(k) 0.

Les résultats de Suslin [45, cor. 3.97 et Panin [33] donnent les renseignements
suivants sur Ker ¢; et Coker ¢
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THEOREME 7.2. Pour tout i > 1, Ker ¢, est divisible et Coker ¢; est sans torsion.
De plus, on a un isomorphisme canonique:

Coker ¢; ® Q/Z = (Ker ;- 1)iors-

Démonstration. Soit n un entier > 1: on va utiliser 1a K-théorie 4 coefficients Z/n
{3]. Comme les K{O/.#") sont tous finis, on a pour chaque n 2 1 une suite exacte

0~ lim K{Op/M")/n— lim K{Op/ M, Zfn) - lim ,K(Op/4") > O,

ou les lim sont relatives aux systémes projectifs associés aux Op/.#", et des
isomorphismes

nK:")p(OF) _;—) (ll_nl rrZ(i(OF/‘/%r);k
K®(0p)/n =5 lim ,K{Op/M")/n.

D’ou un diagramme commutatif aux lignes exactes:

0 — K{(Op)/n —— K{Op, Z/n) » oK 1(Op) = 0

I I I

0 K{*P(0p)fn —> lim K{Op/ A", Z1) — K *1(05) ~ 0.

D’aprés Suslin et Panin (op. cit.), la fléche verticale du centre est un isomorphisme.
En appliquant le lemme du serpent, on obtient donc une suite exacte:

0= K{Op)/n— K (0p)/n ~ ,K;-1(05) > K Z1{0F) = 0. (7.2)
Considérons le complexe (de chaines)
C.(i): K(0p) L K™(0p),

ol K{Oy) est en degré 1 et K;°®(Of) en degré 0. On a deux suites specirales
d’hyperhomologie:

EZ, = Tor¥Y(Z/n, H,(C.()))) = ? <= TorAZ/n, C,())) = EL,.

La suite exacte (7.2) donne E?, = E3; =0. On en déduit que Efo = E3, =0,
c’est-a-dire ,Coker ; = (Ker ,)/n = 0, c’est-a-dire que Coker i; est sans torsion et
Ker y; divisible. De plus, (7.2) donne un isomorphisme (Coker ¥,)/n => ,Ker y;_,
pour tout n, d’otl un isomorphisme Coker /; ® Q/Z = (Ker ¥/ 1 )wre. Le théoréme
7.2 s’en déduit, a l'aide du diagramme (7.1).

Supposons maintenant i = 3. Le diagramme (7.1) donne alors des isomorphismes

K3(05) 5> Ks(F) et K5°(0F) = K57(F).
LEMME 7.1. L’homomorphisme Ki(F)— K3(F) se factorise en ¢3: K3(F)inq—
top
(F).

Demonstmtion Le composé K(F)®3 - K4(F) - K¥P(F) se factorise en K ,(F)®? —
K (F)® Ky(F)— K,(F) ® K3*(F) —» K5°(F), ainsi quen K,(F)®®—K¥(F)-
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K4(F) - K5%F), ou KY¥(F) est la K-théorie de Milnor de F. D’aprés Moore
(cf. [28, appendice]), K5P(F) est fini, et d’aprés [29, ex. 1.7], K¥(F) est divisible.
L’image du composé K(F)®? — K4(F)— K5*(F) est divisible et d’exposant fini,
donc nulle.

THEOREME 7.3. Ker ¢5 et Coker ¢, sont uniquement divisibles, ot ¢ est comme
dans le lemme 7.1.

Démonstration. Vu le th. 7.2, il suffit de montrer que Ker ¢; et Ker ¢, sont sans
torsion. On a (Ker @3)iors = (K3(Find)iors = #2(F), qui est fini; comme Ker ¢5 est
divisible, on a donc (Ker ¢3),,;s = 0. Pour voir que ¢, est injectif sur la torsion de
K,(F), on remarque que d’aprés Moore, Carroll et Merkurijev (op. cit.), Ky(F)ors —
K(F)/m = K3*(F).

Remarque 7.1. En particlier, le th. 7.3 implique que K5O = HOF, Q/Z(2))
(cf. (1.2)). Par exemple, pour Oy = Z,, on obtient K5™(Z )iors = Z/24sip=2 0u 3 et
KSUZ phors = Z/(p* — 1) si p > 3. Cela semble contredire [1, p. 1, th.], qui donne
K?p(zﬂtors = Z/Iz et Kt;p(ZB)tors = Z/8

Soit Fq le corps des constantes de F: c’est le hensélisé d’un corps de nombres par
rapport a une place au-dessus de p convenable. Rappelons (1.4) qu’on conjecture que
K(F o)ina = K3(F )ing st un isomorphisme.

Dans la fin de ce paragraphe, je vais donner une conjecture sur la structure de
K5(F)ina. Pour cela, jai besoin d’en définir un sous-groupe K 3(O, A );nq- De maniére
générale, soit A un anneau de valuation discréte, de corps des fractions F et de corps
résiduel k. Soit = une uniformisante de A: le composé

Ky(F) s K y(F) -2 Kol

envoie K3(F)ge. dans Kz(k)geo, €t on voit tout de suite que homomorphisme induit
K3(F)ina = Ka(k);us ne dépend pas du choix de =. Il est clair que le diagramme

K3(4) — K5(k)

l i

K3(F)ing — K3(k)ina

ou la fiéche verticale du haut est Papplication naturelle, est commutatif. Notons #
T'idéal maximal de A.

DEFINITION 7.1. KA, M )ing = Ket(K3(F)ina = K3(k)ing)-

Revenons au cas ou F est une extension finie de Q,. Notons Z,, le localis¢ de Z en
p. Le théoréme 7.1 implique que (K3(F);p4)/torsion est un Zg,-module; d’autre part,
notons i'*(F) le sous-groupe de p*(F) formé des éléments d’ordre premier a p: Clest
aussi le sous-groupe de torsion premiére a p de K;(F);,q4. On voit tout de suite que le
composé wHF) — K3(F)ina = Ks(k)ina €5t un isomorphisme, donc que 1a torsion de
K{(Op, M);ys est p-primaire. On en conclut que Ki3(Op, #);,q est de maniére
naturelle un Z,-module.
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Notons maintenant Z(,, le hensélisé de Z en p: 'anneau de valuation de F, est un
Z},-module libre de rang d. Soit K35%(Op, #) = Ker(K5%(05) — Ks(k)): cest un
Z ,-module libre de type fini, et on a un homomorphisme naturel K3(Op, A }jng —
K5¥(Op, #), de noyau et conoyau uniquement divisibles d’aprés le théoréme 7.3.
L’énoncé de la conjecture est le suivant:

CONJECTURE 7.1. Il existe sur K3(Op, #)na une structure naturelle de Zl,-
module telle que de K3(Og, M )inq soit un Z,-module de type fini, de rang d, et que
I'homomorphisme ci-dessus induise un isomorphisme:

K3(Op, M )ina ®z{‘p, Zp = Ktsol)(on M).

Dans un futur article, jespére étudier le lien entre cette conjecture et 'homologie
cyclique des Op/ 4"

8. Exemple: K, des corps quadratiques

Soit E = Q(\/E ) un corps quadratique de discriminant d: on va appliquer les résultats

précédents a Tétude de K,(E) et de K,(Qp). On note toujours f 'homomorphisme

naturel K,(Q) — K,(E)® (o0 G = Gal(E/Q), et f Thomomorphisme K ,(Z) — K ,(0y)°.
11 est pratique de donner une définition:

DEFINITION. Un entier d sans facteur carré impair est 2-normal si tout facteur
premier impair de 4 est = +1 (mod 8).

Un entier d (sans facteur carré impair) est 2-normal si et seulement si on a
{2,d) = 0 dans ,Br(Q).

THEOREME 8.1. (a) Supposons d > 0. Alors

(i) Sid =8, fest bijective.
(i) Sid#8, Ker f=({—1,d}> et Coker f ={{2, ﬂ}) sont cycliques d'ordre 2.

(b) Supposons d < 0. Alors

) Si la norme N: K3(E)ina = K5(Q)ina est surjective, f est surjective et Ker f =
{—1,d}) est cycliqgue d'ordre 2. Ceci se produit en particulier si d = —4 ou
—8.

(i) Si N: K3(E)ina = K3(Q)ina n'est pas surjective, Coker f est d’ordre 2, engendré
par {2, \/E}, et Ker fest de type (2,2), engendré par {—1,d} et {—1,a}, o0t a
est un certain diviseur impair propre de d ( positif ou négatif ). Si d = 1 (mod 8),

onaaz —1.
(i) Pour que N: K3(E)ing — K3(Q)inq S0it surjective, il faut que d soit 2-normal.
(iv) Si d= —p, ou p est un nombre premier = —1 (mod 8), N:K3(E)ing —

K3(Q)ynq est surjective.

Remarque 8.1 La condition “N: K3(E)jnq = K3(Q)ing est surjective” est un ana-
logue tordu de la condition “l'unité fondamentale est de norme —1”. Elle est
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équivalente (pour E imaginaire) a la surjectivité de N:K3(E)— K;3(Q): en effet,
KA(E) = K;3(E) e et K3{(Q) est cyclique.

Démonstration. (a) Supposons d > 0. Alors rg K3(E)=10, donc K3(E)ya =
p(E):=HOE, Q/Z(2)). Si d #38, p*(E) = p*(Q) = p3#, donc H'(G,K3(E)ing) et
H*(G, K3(E);nq) sont cycliques d’ordre 2. De plus, on est dans la situation “kum-
mérienne” du th. 2.3 (iii), que 'on peut appliquer (cf. remarque 2.2). Cela donne (ii). Si
d =8, u*(E) = u$Z et G opére sur la partie 2-primaire de g?(E) par multiplication
par 9. On en déduit que p*(E) est cohomologiquement trivial, d’ou (i).

(b) Supposons d < 0. D’aprés le corollaire au th. 44, on a |Ker f| = 2|Coker f'|.
Par ailleurs, puisque K3(Q)ina = (K3(E)ina)®, on a un isomorphisme:

Coker(N: K3(E)ing = K3(Q)ing) = ﬁO(Ga K3(E)ing) = HZ(G, K3(E)ina) = Coker f

puisque G est cyclique. Comme Ker f et Coker f sont d’exposant 2, cela démontre les
affirmations de (i) et (ii) relatives a leur structure. Supposons d € {— 4, — 8}. Alors
pHE) = u$2, donc la norme p*(E)— K3(Q)ing est déja surjective, d’ot la derniére
affirmation de (i).

Il reste a démontrer (dans (i) et (ii)) les affirmations concernant les générateurs. On
a une suite exacte de G-modules:

0— I’LZ(E) - K3(E)ind - Z - Ov
ol G opére sur Z par multiplication par — 1. On en déduit une suite exacte:
0> HYG, p*(E)) » Ker f — Z/2 - H?*(G, p*(E)) — Coker f — 0.

Si Coker f =0, HY(G, u*(E)) — Ker f est un isomorphisme, ce qui donne Paffir-
mation de (i). Si Coker f # 0, H*(G, u*(E)) — Coker f est un isomorphisme; par
les raisonnements de la démonstration du théoréme 2.3 (iii), cela implique que
Coker f est engendré par {2,\/3}. Par ailleurs, Ker f est isomorphe & Z/2 x Z/2;
d’aprés [47, th. 6.1] un élément de Ker f est donc de la forme {—1,a} pour un
a € Q* que Pon peut évidemment choisir entier, et méme au besoin sans facteurs
carrés. Le choix a = d donne évidemment un générateur non nul {(provenant de
homomorphisme HG, u*(E))—Ker f). Soit o = {—1,a} un autre générateur,
avec a entier sans facteurs carrés, et soit p un nombre premier non ramifi¢ dans E/Q,
C’est-a-dire ne divisant pas 4. Si k est le corps résiduel de Oy en une place v au-dessus
de p, on a un diagramme commutatif:

K (E) -2 k*

[

b7}
KZ(Q) - Fp*:

ou g, et 0, sont les bords (symboles modérés) correspondant a p et a v et F« — k™ est
I'injection naturelle. On a:

0,(0) = (=1
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Comme F,« — k* est injective, on doit avoir J,(x) = 0, donc v,(a) = 0 puisque a est
sans facteurs carrés. Cela revient a dire que a divise 4, ce que I'on voulait. Si d = 1
(mod 8), 2 est décomposé dans E/Q. Comme (—1, —1) # 0 dans Br{Q,), on a donc
(—1, —1) # 0 dans Br(E). En particulier, { —1, —1} ¢ Ker f, donc a # — 1.

Démontrons (b) (iii). Supposons que N: K3(E)nq —> K3(Q);aq soit surjective. On
observe que l'image de K3(Q)ine/2 = HYQ, Z/2) (cf. (1.2)) est engendrée par la classe de
2 via la théorie de Kummer: en effet, K3(Q);,q st cyclique, 2 n’est pas un carré dans Q*
et on a {—1,2} = 0 dans K,(Q). Pour que N: K3(E);nq — K3{Q)inq S0it surjective, il
faut donc par fonctorialité que 2 soit norme dans Uextension E/Q d’un élément x
provenant de K3(E);nq, c'est-a-dire vérifiant {—1,x} = 0 dans K,(E). L’équation
N{x) = 2 entraine la nullité¢ de (2,d) € ,Br(Q), cest-a-dire que d est 2-normal.

Enfin, (b) (iv) résulte de (b) {ii), puisque par hypothése on a d = 1 {mod 8).

Notons r le nombre de facteurs premiers impairs de 4: c’est le nombre de places
finies impaires ramifiées dans E/Q.

COROLLAIRE. (o) Coker f est engendré par les classes de {2, \/;i} des {~1, p}, ou
p décrit les facteurs premiers impairs de d (avec des relations éventuelles).

(a) Supposons d > 0. Alors f est injective et:

(i) Sid =8, fest bijective.

(i) Si d est 2-normal et #8, Coker f est de rang r, avec la relation
Zya{—1,p}=0.

(i) Si d n'est pas 2-normal, Coker f est de rang r — 1, avec les relations

{2,J/d} =Z,u{~1,p} =0.
(b) Supposons d < 0. Alors

(i) Si la norme N: K3(E)ijng = K3{(Q)ina st surjective et si d # — 4, —8, fest
injective et Coker f est de rang r — 1, avec la relation £,,{—1, p} =0. Si
d= —4ou —8 Ker f={{—1, —1}) et fest surjective.

(ii) Sid =1 (mod 8), f est injective.

(ii1) Si N:K3(E)ing — K3(Q)ina R'est pas surjective, alors:
(iii;) Si fest injective et d est 2-normal, Coker f est de rang r — 2, avec les relations
(2./d} = %{—1, p} = ; {-Lp}=0.
P ria

(iiiy) Si f est injective et d n'est pas 2-normal, Coker f est de rang r — 1, avec les

relations
Y{—-Lp}=)Y{-1Lp}=0.
pid pla
(itiz) Si f n'est pas injective et d est 2-normal, Coker f est de rang r — 1, avec les
relations

28 =Y {-1p}=0.

pld
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(iii4) Si f n'est pas injective et d n'est pas 2-normal, Coker f est de rang r, avec la
relation Z,,{—1, p} = 0.

Dans (iily) et (iii), lentier a est celui du th. 8.1(b) {id).
Démonstration. Le lemme du serpent, appliqué au diagramme commutatif aux
lignes exactes:

G
0~wq%fﬂKﬁf_{@Mm>

1 7]
0 — K3(Z) — K,(Q) —— @ F,

P

donne une suite exacte:
0 — Ker f— Ker f — Ker f — Coker f — Coker f — Coker f.

On remarque que K,(Z) =<{{—1, —1}) et que f a un noyau et un conoyau
abéliens élémentaires de rang r. Plus précisément, f est bijectif au-dessus des
nombres premiers de Q non ramifiés dans E, et induit 'élévation au carré sur les
corps résiduels en les diviseurs premiers de 4.

Si{—1, —1} ¢ Ker f, alors Ker f = 0; cela se produit en particulier dans les cas (a)
et (b) (i) de la prop. 8.1, sauf lorsque d = — 4 ou — 8 (en effet, ona {—1,2} = 0 dans
K>(Q)). De maniére générale, un calcul de résidu montre que, si p est un diviseur
impair de d, I'¢lément {—1,p} vu dans K,(E) y est ‘entier’; plus précisément,
cet élément est 'image de —1e Fp. par Phomomorphisme connectant Ker f—
Coker f On a évidemment la relation £{—~1,p} = {—1,d} = {—1,sgn(d)} dans
K,(E). Finalement, on a, pour un idéal premier impair g de Opg:

8p,{2,/d} = 1 si pld;
2 si pld.

On en déduit que 8{2, \/(}} eIm f, cest-a-dire {2,/d} € Coker f, si et sculement
si d est 2-normal.

Le cor. au th. 8.1 résulte du th. 8.1 et de ces remarques, en tenant compte du fait
que K,(0g) = 0 lorsque d = — 4 ou — 8§ ([9, appendice]).

Remarque 8.2. La ressemblance entre ces résultats et la théorie du genre n’aura pas
échappé au lecteur. En particulier, Papparition d’une relation exceptionnelie dans le
corollaire, (b) (iii, ) et (iii,) rappelle la relation exceptionnelle apparaissant dans le
groupe des classes de Og lorsque d > 0 et que I'unité fondamentale est de norme — 1.
Comme me l'a fait remarquer G. Gras, dans le cas de la théorie du genre, on peut
calculer cette relation au moyen du développement de d en fraction continue. En
est-il de méme pour K,, en utilisant le développement en fraction continue d’'un
multiple ou d'un diviseur simple de —d? Peut-on établir un lien entre la relation
exceptionnelle apparaissant en théorie du genre et celle de ce paragraphe?
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9. Descente étale

Soit X un schéma intégre régulier de dimension 1 (par exemple une courbe
algébrique lisse connexe, ou Spec R pour un anneau de Dedekind R), de corps des
fonctions F, et soit 4 un Gr-module topologique. Considérant 4 comme un faisceau
sur (Spec F),,, on a une suite spectrale ‘de Leray’:

E3 = HP(X &, R4, A) = HPT4(F, A),
ou i est P'immersion Spec F ¢, X. Suivant [50, IX.4], on a encore, pour g > 0:

Eft= @ HP(k(v), H(FY, A)),
veXo
ou v décrit les points fermés de X, k(v) est le corps résiduel en vet F}" désigne le corps
des fonctions du hensélisé strict du localisé de X en v.
Le corps F3' est hensélien pour une valuation de rang 1, de corps résiduel une
cléture séparable de k(v). Sous 'une des hypotheses suivantes:

(a) k(v) est parfait et 4 est divisible ou de torsion
(b) A est de torsion premiécre a la caractéristique de k(v)

on a donc HUF7}', A) = 0 pour g = 2. On en déduit:
PROPOSITION 9.1. Avec les notations ci-dessus, supposons

(a) soit que tous les corps k(v) soient parfaits et A divisible ou de torsion;
(b) soit que A soit de torsion premiére aux caractéristiques résiduelles de X .

Alors on a une suite exacte:

0— HY(X g, iyA) > HY(F, A)» @ H(k(v), H{(F™, A))— -+

veXo

— H"(X e, iy A) > H'(F, A) > @ H""'(k(v), H\FY, A4)— - O

veXo

En prenant A = K;(F;)inq €t en tenant compte du th. 4.1, on en déduit:

COROLLAIRE. Supposons que tous les corps résiduels de X correspondant a ses
points fermés soient parfaits. Alors on a une suite exacte:

0 - Hl(Xéta i*K3(Fs)ind) - KZ(F)lors - @ Ho(k(v)> KZ(F:'”,)tors)

veXg
= H?(Xets 15 K3(FoJina) = Ko(F) ® (Q/Z) — -+ O

Supposons maintenant que F soit un corps de nombres et que X = Spec Oy,
ou S est un ensemble de places de F contenant les places 4 Iinfini. On se per-
mettra de noter H*(Os, —) pour H*(X,, —). Si v¢ S, le corps F™ n’est autre
que la fermeture algébrique de Q dans I'extension non ramifiée maximale du
complété de F en v. Pour tout corps K, notons u(K) le groupe des racines de P'unité
de K.
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PROPOSITION 9.2. Le “symbole de résidu normique” induit un isomorphisme
Ko(F ) ors = Ka(FY) =5 u(F7).

Démonstration. Soit K une extension finie de Q,. D’aprés Carroll [10] et Merkur-
jev [26], le symbole de résidu normique h: K,(K) — p(K) induit un isomorphisme
K>(K)ors => (K). Daprés Suslin [44, cor. 3.12], si K, désigne la fermeture
algébrique de Q dans K, K,(Kq) = K3(K)iors €5t un isomorphisme. La proposition
en résulte par passage a la limite.

Pour tout anneau local 4, notons K3(4)4. I'image du produit K;(4)®3 — K;(4),
et K3(A)jna = K3(4)/K3(A)gs.- Le lemme suivant résulte de [9, prop. 4.5 (b) et cor.
5.12].

LEMME 9.1. Pour tout anneau local A de X et tout n = 3, Uapplication naturelle
K, (A)gec = K, (F)qec est surjective. O

COROLLAIRE (cf. [20]). Avec les notations du lemme 9.1, lapplication naturelle
KA 1na = K (F)ina est un isomorphisme.

En effet, d’aprés Soulé [43, th. 1], on a K5(0g) = K4(F); pour 4 comme dans le
lemme 9.1 on a donc de méme K3(A4) =» K5(F). Le corollaire résulte de ceci et du
lemme 9.1. O

Le corollaire au lemme 9.1 montre que 4 — K;{(A4);,q définit un faisceau constant
pour la topologie de Zariski de X, de valeur K3(F)i,q, donc un faisceau Kj ;g pour la
topologie étale de X tel que Ks yg = i K3(Q)ina. Des prop. 9.1 et 9.2, on déduit alors:

THEOREME 9.1. Soient F un corps de nombres et S un ensemble de places de F,
contenant les places a Uinfini. On a un isomorphisme naturel:

&~ h,
H' (05, K ua) = R(05) = Ker (Kz(os> L, @ uv(m),
v¢S
o F, est le complété de F en v, u,(F,) désigne la partie de v-torsion de u(F,) et h,
désigne la partie ‘sauvage’ du symbole de résidu normique en v. De plus, on a:
H?*(0g,K3pma) = i(F) si S =X, et F est totalement imaginaire
0 sinon

une suite exacte

0— @D w(F,) - H>Os,Kzjma) > (Z/2)"® -0
v¢S

et, pour i = 2, des isomorphismes
HZi(Os, Ks,ind) =0,
H** (05, Kym) = (22,

Démonstration. L’assertion pour H' est claire; celle pour H? résulte de la suite
exacte de Moore ([28, th. 6.17). Si n >4, on a H" (k(v), K,(F}')) = 0, d’ou les
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isomorphismes pour H* et H*'**. Finalement, traitons le cas de H?. On a une suite
exacte:

0- @ Hi(k(v), KL (FT)) - Hs(os, K3jina) = H3(F, KS(Q)ind) - 0.

ve§
Le terme H3(F, K3(Q);nq) identifie 4 (Z/2)"®). Par ailleurs, vu la prop. 9.2,
H'k(v), Ko(F)) =5 HYk(), o(F)).

Ecrivons u{(F7) = u, © i/, ol p, désigne la v-torsion et u’ la torsion premiére a v. Le
module galoisien y’ s'identifie 4 u(k), ou k est une cléture algébrique de k(v), donc
H(k(v), ') = 0. Finalement, p, étant fini, H'(k(v),n,) sidentifie par dualité a
Ho(k(v)7 ) = po(F\). O

COROLLAIRE. Soit n un entier inversible dans Og. Alors:

(a) On a un isomorphisme H'(Og, Ky;a){n} = K,(0s){n}.

(b) Si S contient les places finies de F ramifiées sur Q (il suffit que S contienne les
places v telles que u,(F,) 5 {1}), on a H*(Og,Ksug) = K1(Os).

(c) On a une suite exacte

0- HO(OSa M?Z) i KS(OS)ind LN KS(OS)ind et Hl(os, H?Z)
— K5(05) = K,(05) -~ H*(Os, u?) - 0.

(Si A est un groupe abélien, on note A{n} = {ae 4|3k > 1:n*a = 0} la partie
n-primaire de A.)

Démonstration. {a) résulte immédiatement du th. 9.1, en remarquant que par
hypothése Coker(K,(Os) — K,(Os)) est de torsion premiére & n. (b) est évident. Pour
démontrer {c), on observe que la suite de (Spec Og),-faisceaux

®2 #
O0—-pu,~ — Ks,imi - K3,imi -0

est exacte {cf. [19, prop. 1.1]); {c) en résulte en prenant sa cohomologie et en
appliquant {a) et le th. 9.1. 1

Remarque 9.1. Dans le corollaire ci-dessus, la partie droite de la suite exacte de (¢)
est due & Soulé lorsque » est impair ({42, lemme 107]). En fait, la démonstration de
{427 est incompléte, main peut &tre aisément complétée, et s'applique de plus sans
restriction sur n: ceci est fait dans Pappendice 2 (voir aussi Nguyen Quang Do [32]
lorsque n est une puissance de 2 et F totalement réel).

Remarque 9.2. On peut retrouver ces résultats en utilisant le complexe I'(2) de
Lichtenbaum — cette fois-ci sur X = Spec Og. En effet, en suivant (et raffinant un peu)
les calculs de [24, §2 ou th. 4.4], il n'est pas difficile de démontrer le théoréme
suivant:
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THEOREME 9.2. Soit X = SpecOg. On a H'(X,, T(2)) =0 pour i <1, et des
isomorphismes:

(@) H'(Xe, T(2)) = K3(Fing;

(b) H%(Xe, T'(2)) = Ko(Os);

(©) H3(Xy, T(2) =0;

(d) Hi(Xe, T(2)) = (Z/2)® ou 0 pour i > 4, selon que i est pair ou impair.

Le th. 9.1 résulte alors du théoréme 9.2, de la longue suite exacte
o H 7N (X, Ksina) = H (X, T(2)) = H ™ 2(Xe, Ky) = -

associée au triangle K; ya[ — 17 = I'(2) = K[ — 2] — K; 4, €t du calcul du faisceau K,
effectué dans la prop. 9.2. Fomets la démonstration du th. 9.2, car elle est assez
longue et ce théoréme n’a pas d’application dans cet article.

Appendice 1. Cohomologie totalement positive
Le but de cet appendice est de démontrer la proposition 5.2.

LEMME Al.l. Ona H3(F,Z/2) = 0.

Démonstration. Si F est totalement imaginaire, cela résulte du fait que cd(F) =2
[41, p. 1I-16, prop. 13]. En général, on a une suite exacte:

2Br(F) > @ ,Br(F,) > H1(F,Z/2) > H(F,Z/2) » @ H’(F,, Z/2),

ou v décrit les places réelles de F et Br est le groupe de Brauer. Par la théorie du
corps de classes, 'homomorphisme ,Br(F) — @, ,Br(F,) est surjectif; il suffit donc
de voir que H3(F, Z/2) - ®, H3(F,, Z/2) est injectif. Soit E = F(,/ —1): on a la suite
exacte d’une extension quadratique:

.o HYE, 2)2) S5 HI(F, 2/2) <5 HY'(F, 22) 2 Hi* (B, Z/2) - ---
ol ¢ est la classe de —1 dans H!(F, Z/2) par la théorie de Kummer. Pour i = 3,
compte tenu de H3(E,Z/2) = 0, elle montre que le cup-produit par ¢ donne une
surjection H*(F,Z/2) <% H3(F,Z/2). De méme, on obtient un isomorphisme
H*(F,,Z/2) “5H 3(F,,Z/2) pour tout v. On a donc un diagramme commutatif:

2Br(F) ——» H3(F,Z/2)

I I

@ ZBr(Fv) — @ H3(Fva Z/2)

v

ou les fléches horizontales sont données par le cup-produit par ¢. Soit o un élément
du noyau de ,Br(F)— @, ,Br(F,). on peut représenter o par une algebre de
quaternions (a, b) [38, th. 32.19]. Le théoréme de Hasse-Minkowski entralne que —1
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est norme réduite dans (q, b); on en déduit que le cup-produit &+ (a, b) est nul. On en
conclut que la fléche verticale de droite du diagramme ci-dessus est injective. |

On sait que pour tout nombre premier impair p, on a cd,(F) = 2 ([41, loc. cit.]); 1a
proposition 5.2 est donc vraie pour tout Gp-module de torsion impaire. En
raisonnant comme dans [41, p. II-7, dém. de la prop. 4], on déduit de plus du lemme
ALl

LEMME A1.2. La proposition 5.2 est vraie pour tout Gp-module de torsion. i

LEMME A13. Ona H3(F,Q,/Z,) = 0.

Démonstration. Si \/tf € F, cela résulte de [48, prop.]. En général, le lemme A1.2
implique que H2(F,Q,/Z,) est divisible. Mais 'argument de transfert habituel
montre que ce groupe est tué par 2; il est done nul. O

La proposition 5.2 résulte du lemme A1.2 et du lemme A1.3 de maniére analogue 4
[41, p. 1-21, cor. 4].

Appendice 2. K, d’un anneau d’entiers de corps de nombres

Le but de cet appendice est de compléter la démonstration de [42, lemme 10], dans
'esprit de op. cit. Cette démonstration complétée résulte d’un échange de lettres entre
Soulé et 'auteur. L’énoncé en question est le suivant:

PROPOSITION A2.1. Soit F un corps de nombres, et soit S un ensemble de places de
F, contenant les places a l'infini. Notons Qs ['anneau des S-entiers de F. Alors, pour
tout entier n inversible dans Oy, la classe de Chern

C2.2: K5(05)/n — H?*(Os, u?)

est un isomorphisme.

Démonstration. On peut supposer S fini; il suffit de démontrer la prop. lorsque »n
est une puissance d’un nombre premier p. L’argument de loc. cit., donné pour p
impair, est correct lorsque n = p; de plus il est valable méme pour p = 2, car le produit
en K-théorie qui est utilisé est Paccouplement K, (Og) ® K (05, Z/n) — K (Os, Z/n),
qui est défini sans restriction sur n.

Pour passer du cas n = p au cas ol n est un¢ puissance de p, 'argument de
dévissage utilisé dans loc. cit. donne la surjectivité de ¢, , en général, mais ne donne
Pinjectivité que lorsque Pic(Og) n’a pas de p-torsion. On va se ramener a ce cas par
un argument “p-adique”:

Soit T un ensemble fini de places de F, contenant S et tel que Pic(O7) = 0. D’aprés
la remarque ci-dessus, on a pour tout » > 1 une surjection:

K(0s)/p" — H*(Os, ﬂfrz
et un isomorphisme:

KA O7)/p" = H Z(O T H(;?rz)-
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Ces fléches sont compatibles et donnent 4 la limite une surjection:
: » : 2 ®2
lim K5(Og)/p" — lim H*(Os, pp-)
et un isomorphisme:
: r = 1 2 ®2
}_I_I_n_Kz(OT)/P — h‘~_mH (OTa Hpr )

(Dans le premier cas, on a utilisé la finitude des K,(Og)/p".)

Comme K,(Og) et K,{Or) sont des groupes finis, 2_1_9 K, (Og)/p" (resp.
lim K»(O7)/p") n'est autre que K,(05){p} (resp. K,(Or){p}). La suite exacte de
localisation montre que Kx(Og){p} — K,(O7){p} est injective. On en conclut que
lim K(Og)/p" — lim H*(Os, u37) est bijective. Finalement, fixons r > 1: on a des
suites exactes, pour s = 0;

KZ(OS)/ps ¥ K}_(Os)/pr+5 — Kz(os)/pr — 0’
H*(0s, p3?) > H*(Os, pps) » H*(Os, 1457 = 0

(la premiére est triviale, la deuxicme résulte de la surjectivité de ¢, ,). En utilisant de
nouveau la finitude de K,(Og)/p® et de H*(Og, u5?), on en déduit 4 la limite des suites
exactes:

lim K»(05)/p* 5 lim K 5(05)/p* — K»(05)/p" -0,
lim H*(0s, 45?) £ lim HX(Os, u3?) » H*(0s, 45?) — 0.

La proposition en résulte en appliquant le lemme des cing.
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