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R/~sum~. Soient Fun corps commutatif et E/F une extension galoisienne de groupe G. Le but de cet article 
est d'6tablir et d'exploiter dans diverses situations des isomorphismes canoniques: 

Ker(K~(F) ~ K2(E) a) -~ Hi(G, g3(Eo)ind); 
Coker(K2(F ) ~ K2(E) °) ~- H2(G, K3(Eo)ina), 

off Eo est le corps des eonstantes de E et K3(Eo)i.a est le quotient indbcomposable de K3(Eo). 

Abstract. Let F be a field and ElF be a Galois extension with group G. In this paper, we establish 
canonical isomorphisms: 

Ker(K2(F) -~ Kz(E) ~) ~- Hi(G, K3(Eo)ind); 
Coker(K2(F) --* K2(E) o) ~- H2(G, K3(Eo)ind) , 

where E 0 is the field of constants of E and K3(Eo)in d is the indecomposable quotient of Ka(Eo). We exploit 
these isomorphisms in various situations: general fields, function fields of varieties, number fields. 
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O. Introduction 

Soient F un corps commutatif  et E une extension finie de F, galoisienne de groupe 
G. Le but principal de cet article est d'6tudier le noyau et te conoyau de l'application 
naturelle f = f E / F :  K2(F) ~ Ka(E) ~. 

Ce probt6me a d6j/t 6t6 6tudi6 par  de nombreux  auteurs, no tamment  dans le cas 
des corps de hombres  [4, 5, 14, 12, 21, 44].  Les r6suttats r6cents de B l o c h - K a t o  
[7] ,  Levine [22],  Lichtenbaum [23, 24],  Merkurjev-Susl in  [30, 313 et Suslin [44, 453 
permettent  de simplifier la d6monst ra t ion  de r6sultats d6jfi obtenus, et de les 
compl&er.  C 'es t  ce que fait le pr6sent article. 

Soit, pour  tout  corps k, Ka(k)ind le conoyau  du produi t  Ka(k) ®3-~K3(k).  Le 
premier r6sultat de cet article est une description cohomolog ique  de K e r f  et 
C o k e r f  en termes de K3,ina (th. 2.1): 

Ker f - H I(G, Ka(E0)i.d); Coker  f _~ H2(G,  Ka(Eo)ina), (0.1) 

off E0 d6signe le corps des constantes de E. Dans  le cas des corps de nombres,  cet 
6nonc6 a 6t6 obtenu auparavant  par Bfinkhuis [5, cor. 3.2] pour  une extension de corps 
de nombres  tota lement  r6els, et par Kolster  [21, th. 3.1] pour  une Zp-extension 
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cyclotomique. (Dans ce dernier travail, on trouve comme coefficients (K3 (E)ind)/torsion 
la place de K3(Eo)ind. ) On pourra aussi le comparer ~t [23, th. 10.1] et ~ [24, th. 1.2]. 
La d6monstration la plus simple et la plus naturelle de (0.1) utilise l'hyper- 

cohomologie du complexe F(2) de Lichtenbaum [23, 24]: c'est celle que nous 
donnons au §2. Sans aucun doute, on pourrait 6galement se passer de F(2), mais cela 
compliquerait notablement la d6monstration. Pour la commodit6 du lecteur, nous 
donnons cependant au §4 une autre d6monstration plus 616mentaire de (0.1), dans le 
cas particulier des corps de nombres. 

Une cons6quence de (0.1) est que la d6termination de Ker f~/v et de Coker fE/F se 
ram6ne essentiellement ~ celle de Kerf~o/vo et de Cokerf~o/Fo, ot~ Eo et Fo sont 
respectivement les corps des constantes de E et F. En particulier, si E l F  est finie, 
K e r f  et C o k e r f  sont finis, au moins lorsque F est un corps de type fini ou de 
caract6ristique >0  (th. 2.2). 

Le cas crucial est donc celui des corps de nombres (celui des corps finis &ant 
trivial): il est abord~ au §4. Comme dans ce cas la structure galoisienne de K3(E)ina 
est en grande partie connue grace aux travaux de Quillen et Borel [36, 2], on obtient 
des renseignements suppl6mentaires sur K e r f  et Cokerf .  Un exemple de tels 
renseignements est le suivant: 

THI~ORI~ME. Soit ElF une extension de corps de nombres, cyclique de 9roupe G et 
non ramifide it l'infini. Alors Ker f et Coker f sont des 9roupes finis de m~me ordre, 
d'exposant divisant [GI et respeetivement engendrds par au plus r 2 ( E ) - r z ( F ) +  
1 (r2(F) + 1) ~l~ments. 

Pour un 6nonc6 plus pr6cis, cf. cor. au th. 4.4. Lorsque E est totalement r6el, 
l'6galit6 des ordres de K e r f  et C o k e r f  avait d6j/t &6 d6montr& par Brinkhuis, 
essentiellement de la m~me mani~re [5]. 

La structure de cet article est la suivante. Apr6s un rappel de r6sultats fondamen- 
taux (§1), on &ablit au §2 les isomorphismes (0.t), dont on tire un certain hombre de 
renseignements de finitude pour Ker f et Coker f. Plus g6n6ralement, on &udie la 
cohomologie de G fi valeurs dans Kz(E). Au §3, on &udie une situation relative, 
consid6r6e auparavant par Bloch [4], Colliot-Th616ne et Sansuc [14], Colliot- 
Th61~ne [12] et Suslin [44]. 

Au §4, on aborde le cas des corps de nombres: on y obtient des majorations de 
l'ordre et du nombre de g6n6rateurs de Ker f ,  en utilisant les th6or6mes de Quillen 
[36], Borel [2] et Levine/Merkurjev-Suslin [22, 31]. Une question int6ressante est 
de savoir si on peut retrouver ces majorations sans utiliser les r6sultats de Levine et 
Merkurjev-Suslin sur la torsion de K3,ina. Au §5, on &udie la cohomologie de Tate 
des G-modules Kz(E) et K3(E)ina; entre autres on retrouve, et pr6cise, un r6sultat de 
Colliot-Th616ne [12, lemme 2(c)] et Bak-Rehmann [8] (principe des normes pour 
K2). 

Dans le cas cyclique, les r6sultats du §4 sur K e r f  s'&endent facilement fi Coker f 
par l'usage des quotients de Herbrand. Ceci est exploit6 au §6, off l'on &udie le cas 
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des Zp-extensions, et aussi des Zp-extensions multiples. On 6tend le rtsultat classique 
de Coates ([11, th. 7])/ t  toute Zv-extension (simple) d'un corps de hombres: pour 
une telle extension E/F, K e r f  est fini et C o k e r f =  0; de plus, si F,/F est la 
sous-extension de E/F de degr6 pn et f , :  K2(F,)~K2(E) Gp", le syst~me projectif 
(pour les normes) des K e r f .  est surjectif et stationnaire en un groupe fini (la 
gtntralisation de cette dernitre pattie du thtor~me de Coates est due fi T. Nguyen 
Quang Do). 

Au §7 on applique la connaissance de K2 d'un corps local (Moore, Carroll, 
Merkurjev) fi l'~tude de son K3.1na, et on formule une conjecture/l son sujet. Au §8, 
on applique les rtsultats du §4 fi un cas d'esp~ce: cetui des corps quadratiques. On 
obtient un dtmarquage amusant de la thtorie classique du genre pour le groupe des 
classes (reals ici, les corps rtels et imaginaires 6changent leurs rttes). Enfin, au §9, on 
descend un certain nombre de calcuts de cohomologie galoisienne/t la cohomologie 
6tale d'un anneau de S-entiers d'un corps de hombres. Cela donne un exemple de 
calcul de tel groupe avec des coefficients qui ne sont pas de torsion inversible sur le 
schtma de base (K3,i.a). 

I1 y a deux appendices. Le premier dtmontre un rtsultat dont on a besoin au §5; 
il contient en particulier une dtmonstration du fair que scdp(F)  = 2 pour tout corps 
de hombres F et tout nombre premier p impair (ceci n'est pas nouveau, mais ne 
semble pas apparaitre explicitement dans la litttrature). Le deuxi~me compltte la 
dtmonstration d'un lemme de [42]. 

L'origine de cet article a 6t6 t'envie de dtmarquer les rtsultats de [18] et [34] au 
cas de K~. Ce projet, dont un vestige subsiste au §8, n'a pas 6t6 extcutt, mais il est 
certainement faisable. Un certain nombre d'autres probl+mes restent en suspens: 

(1) Utiliser les rtsultats du §3 pour dtmontrer la finitude du groupe Ao d'une 
surface rationnelte sur un corps de type fini, dans l'esprit de [4, 14, 12]. Cela doit ~tre 
possible, mais je n'y suis pas parvenu. 

(2) Obtenir une minoration de K e r f  et Cokerf .  Les rtsuttats de cet article ne 
fournissent que des majorations. Ce probltme est sans doute de nature plus 
profonde. 

(3) Etude de la capitulation des 616ments de K2 d'un anneau d'entiers dans une 
extension convenable. Etant donn6 un corps de nombres F, on volt facilement qu'un 
616ment d'ordre p-primaire de K2(OF) (pour un hombre premier p donnt)  capitule 
dans une extension p-ramifite convenable de F. La dtmonstration cohomologique 
de ce fait, ainsi que les rtsultats du §9 (principalement le th. 9.t), suggtrent la 
question suivante: est-il m~me vrai que tout 616merit du 'noyau sauvage' de F 
capitule dans une extension non ram([ide de F convenable (de marne que route classe 
d'idtaux de Or)? Comme me l'a fait remarquer J. Tare (correspondance 61ectronique), 
il est facile de voir que Ia rtponse est non en gtntral, en utilisant la conjecture de 
Birch-Tare (prouvte par Mazur-Wiles pour la partie impaire de ]K2(OF)I) et les 
bornes d'Odlyzko liant de degr6 des extensions non ramifites de F / t  la taille de son 
discriminant. Etant donn6 un 616ment x du noyau sauvage, quelle est la nature des 
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extensions de F dans lesquelles il capitule? Six  est d'ordre p-primaire, est-il vrai que 
x capitule dans une extension non ramifi6e d'une extension p-cyclotomique de F? 
Cet affaiblissement de la question originelle a 6t6 de nouveau sugg~r6 par Tate. (M. 
Kolster et T. Nguyen Quang Do m'ont fait ind6pendamment savoir qu'ils 6taient 
capables de r6pondre fi cette question par l'affirmative). 

I. CAS D E  C O R P S  Q U E L C O N Q U E S  

1. Rappels sur la K-th6orie des corps commutatifs 

Pour tout anneau A, on note K,(A) les groupes de K-th6orie de A d6finis par 
Quillen: ce sont des foncteurs en A; si A est commutatif, ces groupes sont munis d'un 
produit qui fait de K,(A)  un foncteur fi valeurs dans la cat6gorie des anneaux 
anticommutatifs gradu6s [25]. Si A est un corps commutatif k, on a: 

Ko(k) = Z, K~(k) = k*, K2(k) ---- k* ® k*/d, 

off Y est le sous-groupe de k* ® k* engendr6 par les x ® (1 - x) pour x ~ k - {0, 1}. 
(On note {x, y} l'image dans K2(k) d'un tenseur x ® y e k* ® k*.) 

Le groupe K3(k) n'a pas de description simple par g6n6rateurs et relations; on note 
Ka(k)ina son quotient par Fimage du produit Kl(k)®3 ~ K3(k). Ce qui suit est un 
condens6 des r6sultats des auteurs cit6s dans Fintroduction, que nous utilisons dans 
cet article. 

(1.1) K3(k)ind-~--~(K3(ks)ind) ~k, off k~ d~signe une cl6ture s6parable de k et 
Gk = Gal(kJk) [22, 31]. 

(1.2) Pour tout n inversible dans k, on a une suite exacte naturelle: 

0 ~ H°(k, #~2) ~ K3(k)i~a --~ K3(k)i.a ~ Hi(k, #~2) 

K2(k) ~ K2(k) ~ HZ(k, #~2) ~ 0 

La partie droite de cette suite exacte (fi partir de Hi(k,/~2)) est due fi Merkurjev- 
Suslin [30] et Suslin [44], et sa partie gauche (jusqu'au premier K2(k)) fi Levine [22] 
et Merkurjev-Suslin [313. De plus, 

(1.3) Si p = c a r  k, K2(k) n'a pas de p-torsion [44], K3(k)i.a est uniquement p-divisible 
[31] et K2(k)/p r ~ Vr(2)k, Off Vr(')k est la partie logarithmique du complexe de De 
Rham-Witt  W~f~" sur k ([7]). 

(1.4) Soit ko le corps des constantes de k, c'est-fi-dire la fermeture alg6brique dans k 
de son sous-corps premier. Alors K3(ko)i~d ~ K3(k)i,a est injective, de conoyau 
uniquement divisible [31], 

En fait, il est conjecturO que K3(ko)i.d ~ K3(k)i,a est bijective ([31, conj. 11.7], [37, 
conj. 7.1.8]). Dans [20], nous montrons que cette conjecture est une cons4quence de 
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se trouve que l 'on peut par tout  utiliser K3(k0)i,d fi la place de K3(k)ind sans avoir recours 
~. cette conjecture, parce que les ph6nom~nes consid6r6s sont de torsion, 

(1.5) Lichtenbaum [23, 24] a d6fini un complexe de Gk-modutes F(2, k~)= F(2), 
concentr6 en degrOs 1 et 2, ayant  les propri6t6s suivantes~: 

~/t(r(2)) = K3(k~)~o~, H2(F(2)) = K~(k3; 0.5a) 

HE(k, r(2)) = Kz(k), Ha(k, 17(2)) = 0. (1.5b) 

Darts (1.5a), H*(F(2)) d6signe la cohomologie du complexe F(2), tandis que dans 
(1.5b) H*(k, F(2)) d4signe son hypercohomologie (par rapport  fi Ga). 

De (1.1) et (1.5a) on dhduit  un propriht6 supplhmentaire, qui 6trangement ne figure 
pas dans [24] (cf. [22, p. 258]): 

H l ( k ,  ]7(2))  = K3(k)~,a. (l.5c) 

(Cela r&ulte immhdiatement de la suite spectrale de Hochschild-Serre en hyper- 
cohomologie HP(k, Hq(F(2))) ~ HP+q(k, F(2)).) 

(1.5d) Pour  tout  entier n inversible dans k, on a un triangle (dans la cat4gorie 
d6riv6e): 

r(2) 
% 

n , r ( 2 )  

/ 

d'ofi une suite exacte 

• .. --, H'(k, F(2)) n_y_+ H~(k ' F(2)) -+ Hi(k, #~2) __, Hi+ 1(k ' F(2)) n_~ ... 

qui redonne en bas degr4s la suite exacte de (1.2) (cf. (1.5a), (1.5b), (1.5c); cette remarque 
est trompeuse puisque en pratique les rhsultats de [23] et [241 sont obtenus ~i partir de 
(1.1), (1.2) et (1.3)!). En particulier on a des homomorphismes  cam e,~: 

H*(k, (Q/Z)'(2)) --+ H '+ l(k, F(2)) (1.5e) 

Off 

(Q/Z)'(2) = lira /~2.  
- - 4 "  

(re,car F) = 1 

(1.5f) Si k est de caract6ristique p > O, on a un triangle (dans la cat6gorie d~riv6e), 
pour tout  r ~> l [24, th. 1.1.c)]: 

F(2) P', F(2) 
\ / 

Vr(2)kf -- 2] 

*En fait, Lichtenbaum d6finit un complexe F(2, k) pour tout corps k, mais nous n'en aurons pas besoin. 
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d'ofi une suite exacte 
pr pr 

. . .  - ,  H~(k, r ( 2 ) )  , H~(k, r ( 2 ) )  -*  H~-2(k , , , (2 )k . )  -~ H ~+ ~(k, r ( 2 ) )  , . . .  

Comme (vr(2)k,)6~= V,(2)k, ce triangle redonne les r6sultats de (1.3) (m~me remarque 
qu'en (1.5d)). 

Posons 

v~(2)k, = lira vr(2)k ~ et Hi(k, QjZp(2)) -- Ui-2(k, v~(2)k~): 

ce groupe est nut pour i ¢ 2, 3 puisque cdp(Gk) ~ 1 [41, prop. II-3]. Posons 

H ~(k, Q/Z(2)) = H'(k, (Q/Z)'(2)) • H ~(k, Qp/Zp(2)). 

De (1.5e) et de la suite exacte de (1.5f), on d6duit des homomorphismes: 

H~(k, Q/Z(2)) ~ H '+ '(k, F(2)). (1.5g) 

L E M M E  1.1. Pour i >~ 4, les homomorphismes de (1.5g) sont des isomorphismes. 

En effet, comme F(2) est un complexe acyctique en degr4s >/2, le groupe Hi(k, F(2)) 
est de torsion pour i >~ 3. Le lemme r6sulte donc des suites exactes de (1.5d) et (1.5f) 
et d'un passage fi la limite. 

Notations 1.1. On note p2(k) = H°(k, (Q/Z)'(2)) le sous-groupe de torsion de Ka(k)i~d. 
1.2. On note cd(k) ~ 2 si les deux conditions suivantes sont v6rifihes: 

(i) cd(Gk) < 2; 
(ii) si car k = p > 0, [k:k p] ~< p. 

La condition (ii) entraine que f~2k/r, = 0, doric que V~(2)k~ = 0 pour tout r 1> 1. 

2. R6sultats g6n6raux 
Si F est un corps commutatif, on note Fo son corps des constantes: c'est l'ensembte 
des 616ments de F qui sont alg~briques sur son sous-corps premier. 

THI~ORt~ME 2.t. Pour toute extension E/F, galoisienne de 9roupe G, on a des 
isomorphismes canoniques 

Ker f ~ H I(G, K3(Eo)ina), 
Coker f ~- H2(G, K3(Eo)i,a), 

et une suite exacte 

0 --~ H ~(G, K2(E)) -~ H 3(G, K3(Eo)~d) ~ Ker(H 3(F, Q/Z(2)) --* H 3(E, Q/Z(2))) 
"-~ H2(G, K2(E)) --~ H4(G, K3(Eo)ind). 

Supposons cd(F) ~< 2 et G fini. Alors on a des isomorphismes 

/~i(G, K2(E)) --~ HI+2(G, K3(Eo)ina), i ~ Z, 
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off cd(F) a ~t~ d~fini au paraoraphe precedent (not. 1.2) et H* d~sione la cohomologie de 
Tare. 

Remarque 2.1. Ces r6sultats seront red6montr6s - et &endus - darts le cas des 
corps de hombres, de mani&e plus 616mentaire (th. 4.2 et 5.1). 

D~monstration. On d6montre d'abord l'6nonc6 avec K3(E)ind ~ la place de 
K3(Eo)ind. Les deux premiers isomorphismes et la suite exacte ~i cinq termes r6sultent 
de la suite spectrale 'de Hochschild-Serre': 

HV(G, Hq(E, C(2))) ~ HP+q(F, F(2)), 

et de l'application de (1.5b), (t.5c) et du lemme 1.1. Supposons maintenant cd(F) ~< 2. 
D'apr6s (1.5b) et le Iemme 1.1, on a Hi(F, F(2))= 0 pour tout i >  2. Les isomor- 
phismes de l'6nonc6 rhsultent alors de (1.5b), (1.5c) et du rhsultat ghnhral suivant: 

P R O P O S I T I O N  2.1. Soient F u n  groupe profini, C" un complexe de F-modules 
concentr~ en degr~s 1 et 2 et Hun  sous-groups ouvert distinguk de F. Si cd(F, C' )  ~< 2, 
on a des isomorphismes 

t?ti(F/U, H2(H, C')) ~ ,  I4i+2(F/H, ~I(H, C')), i ~ Z. 

Dans cet 6nonc6, on note cd(F, C ' )  le plus petit entier n tel que Hi(H, C')  = 0 pour 
tout i > n e t  tout sous-groupe ferm6 H de F. 

D~monstration. Comme C" est born6 et que cd(F, C')  < ~ ,  il existe une r6solution 
J ' "  de C" par des F-modules de dimension cohomologique 0 telle que le double 
complexe associ6 n'ait qu'un nombre fini de termes non nuls (cf. [41, p. 1-833). Le 
complexe total J "  associ6 est le longueur finie, et est constitu6 de F-modules de 
dimension cohomologique 0. Soit I" = H°(H, J ' ) :  c'est un complexe de longueur finie 
dont la cohomologie calcule ~*(H, C'); on a donc H~(I') = 0 si q ~ 1, 2. De plus, les 
Y/H-modules 14 sont cohomologiquement triviaux. La proposition 2.1 r6sulte donc du 

L E M M E  2.1. Soient G un 9roupe fini et I" un complexe born~ de G-modules 
cohomologiquement triviaux. Supposons I" acyclique en degrOs v a 1, 2. Alors on a des 
isomorphismes 

/4~(G, H2(I')) ~ / ~ + 2 ( G ,  HI(I')), i ~ Z. 

En effet, pour tout q ~ Z, on a une suite exacte courte: 

o ~ zq  -~ lq -~ B ~+1-~ 0, 

off Z q (resp. B q+ 1) d6signe les cycles (resp. les bords) du complexe t ' .  En prenant la 
cohomologie de Tate, on en d6duit des isomorphismes: 

ft~(G,B q+l) -~-~ tli+a(G, Zq), i ~ Z .  

Pour tout q ~ Z, on a une suite exacte courte: 

0 ~ B q --* Z q ~ H q ( I  ") ~ O. 
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Si q ~ 1, 2, on a donc t l i(G, B q) - ~  t t i(G, Zq), et donc/~i(G, B q) ~ /~ i - I (G,  B q+l) 
pour tout i E Z. Comme I" est born6, on a B q = 0 d6s que q est assez petit ou assez 
grand. On en d6duit que, pour q ~ 2 (resp. q :# 1), le G-module B q (resp. Z q) est 
cohomologiquement trivial. En appliquant ceci ~t B 1 et Z 2, on obtient donc des 
isomorphismes: 

H~(G, Z 1) ~) l~li(G, H~(I '))  (i ~ Z), 

I2I'(G, H2(I  ")) - ~  f I  i+ I(G, B 2) (i e Z). 

On en conclut que I~i(G, H2(I')) ~-~/~i+2(G, HI(I ' ) ) ,  c'est-/t-dire le lemme. 
Pour obtenir F6nonc6 avec K3(Eo)i,d, on consid6re ta suite exacte 

0 ~ K3(Eo)i,d ~ Ks(E)ind ~ B ~ O, 

o5 B e s t  uniquement divisible (cf. (1.4)). En prenant sa cohomologie de Tate, on 
obtient des isomorphismes: 

H'(G, Ks(Eo)i,~) ~ / t ' ( G ,  K3(E)i,H), i ~ Z, 

donc en particulier des isomorphismes 

Hi(G, Ks(Eo)i.d) --~ Hi(G, Ks(E)i.d), i >~ 1 [] 

COROLLAIRE (au th .  2.1). Supposons que E = EoF. Alors KerfE/e = KerJ~o/Fo 
et Cokerf/~/v = Coker]Eo/v o. Si de plus car F > 0, fl~/e est un isomorphisme, 
Hi (G,  Kz(E))  = 0 et on a une suite exacte 0 ~ H2(G, Kz(E))  ~ H3(F, Q/Z(2)) 
H3(E, Q/Z(2)). Si de plus cd(F) <~ 2 et G est fini, on a I~i(G, K2(E)) = 0 pour tout i e Z. 

La premi6re affirmation r6sulte imm6diatement du th6or6me 2,1. Pour la deuxi6me 
et la troisi6me, on remarque que K3(Eo)ind ~-#2(Eo) est un G-module cohomo- 
logiquement trivial. (Si on ne s'int6ressait qu'~t Ker f et ~ Coker f ,  il suffirait de 
remarquer que K 2 d'un corps fini est nul.) [] 

THt~ORIEME 2.2. Avec les notations du thOor~me 2.1, supposons G fini. Alors Kerf ,  
C o k e r f  et Hi (G,  Ka(E)) sont finis dans les cas suivants: 

(a) Fo est un corps de type fini; 
(b) car F > 0; 
(c) F contient un corps algdbriquement clos. 

Dans ces trois cas, HZ(G, Kz(E)) est fini si et seulement si 

Ker(H3(F, Q/Z(2)) ~ H3(E, Q/Z(2))) 

l'est. Si de plus cd(F) ~< 2, /~(G, Kz(E)) est fini pour tout i ~ Z. 
Supposons car F = p > 0 et soit H = Gal(E/EoF). Si H est un p-oroupe, f est un 

isomorphisme et Hi (G,  Kz(E))  = O. Si de plus cd(F) ~ 2, on a I2ii(G, K2(E)) = 0 pour 
tout i ~ Z. 
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Ddrnonstration. Supposons d'abord Fo de type fini. Alors il en est de m6me de Eo, 
qui est soit un corps fini, soit un corps de nombres. Dans le premier eas, K3(Eo)i,d est 
fini [35], dans le deuxi6me c'est un groupe de type fini [36]; il en r6sulte que 
/~i(G, K3(E0)i,d) est fini pour tout i ~ Z. 

Supposons maintenant F de caract6ristique p > 0. Alors K3(E0)= K3(Eo)ind, 
en tant que groupe ab61ien, est un sous groupe de (Q/Z)' = Gl~c,~vQ~/Zl [35]; 
c'est donc un groupe de cotype fini*. Pour obtenir (b), il suffit donc de d6- 
montrer: 

L E M M E  2.2. Soient G un groupe fini et A un G-module de cotype fini (en tant que 
groupe abdlien). Ators, pour tout i ~ Z, tti(G, A) est fini. 

En effet, consid6rons la 'rbsolution compl&e' C*(G, A) de A, obtenue & partir des 
cha~nes et des cochMnes singuli6res, donnant la cohomologie de Tate de G & valeurs 
dans A (cf. [6, ch VI, p. 132]). Pour tout i ~ Z, C~(G, A) est un groupe de cotype fini, et 
/ti(G, A) est un sous-quotient de Ci(G,A). C'est donc un groupe de cotype fini. Mais, 
pour i E Z, / l i (G,  A) est tu6 par [GI; il est donc fini. [] 

Supposons maintenant que F contienne 0 .  On a alors Fo = Eo -- 0 ,  et K3(Eo)~,d 
est un G-module trivial, divisible et de torsion isomorphe fi Q/Z. Pour tout i~ Z, 
/li(G, K3(Eo)i,d) est donc isomorphe/~/~i(G, Q/Z); ces groupes sont tous finis d'apr6s 
le lemme 2.2. 

Finalement, si H est un p-groupe, avec p = car F, on a/t~(H, K3(Eo)i,a) = 0 pour 
tout i e Z puisque Ka(Eo)i.e est de torsion, sans composante p-primaire, donc aussi 
Hi(G, K3(Eo)i,d) = 0 pour tout i ~> 1 par la suite spectrale de Hochschild-Serre (cf. 
d6m. du cor. auth.  2.1). En appliquant ceci fi tousles sous-groupes de G, on en d6duit 
que le G-module K3(Eo)i. a est cohomologiquement trivial. Si cd(F) ~ 2, il en r6sulte 
via le th. 2.1 que le G-module K2(E) est cohomologiquement trivial. En g6n6rat, le th. 
2.1 montre que fE/eoe est un isomorphisme; d'autre part, d'apr6s le cor. au th .  2.1, 
fEo~/~ est un isomorphisme. On obtient de m~me la nuttit6 de Hi(G, K2(E)) I] partir 
de ta suite exacte 

0 -~ HI(G/H, K2(E) n) -~ H~(G, K2(E)) ~ H~(H, Kz(E)), 

de la bijectivit6 de fEmoe, du cor. au th. 2.1 et de l'injection HI(H, Kz(E))c~ 
H3(H, K3(E)i~a) = O. [] 

EXEMPLE 2.1. En g6n6ral, H2(G, Kz(E)) n'est pas fini, m~me si F est un corps de 
type fini. D'aprbs le th. 2.2, il suffit de trouver un exemple off Ker(H3(F, (Q/Z)'(2)) -~ 
H3(E, (Q/Z)'(2))) est infini. Prenons F = k(Tb Tz), off k est un corps poss6dant des 
extensions cycliques non triviales, et soit E une extension cyclique de F, d&ermin6e 

* P a r  convention, on dira ici qu'un groupe ab61ien A est de cotypefini s'it est de torsion et si, pour tout 
nombre premier l, sa composante/-pr imaire  A{1} est isomorphe ~ la somme directe d'un groupe fini et 
d'un nombre fini de copies de Q~/Z v 
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par  un caractSre Z de Gk (suppos6 non  trivial). Pour  tout  a E Kz(F), le cup-produi t  
e ' Z  d6finit un 616ment de 

Ker(H3(F,  (Q/Z)'(2)) ~ H3(E, (Q/Z)'(2))). 

Pou r  tout  po lyn6me  irr6ductible P e k(T1)[T2], on a un ' b o r d '  

Be: H3(F, (Q/Z)'(2)) ~ H2(Kp, (Q/Z)'(1)) c Br(Kp), 

off 

Kp -= k(T1)[T2]/(P), 

tel que 

u} . z )  = (a, 

si u est un 616ment de F* premier  h P, off a dOsigne l ' image rOsiduelle de u, ZK~ la 
restriction de X a Kp et (5, ZK~.) est la classe de l 'alg6bre cyclique associOe ~ ~ et ~ ~K~, 
et ~Q({P, u}. Z) = 0 si Q est un po lynbme  irr6ductible diff6rent de P. De m0me, si ~b est 
un po lynbme  irrOductible de k[T,], on a un bord  

a, :  Br(k(TO) ~ H~(k[T1]/(c~), Q/Z), 

tel que 

(~&((dl), Z)) = Zk[T1]l(O) et 89((0, Z)) = 0 

si 0 est un autre  po lyn6me  irr6ductible. En utitisant ceci, on se convainc  facile- 
men t  que les { T z - x ,  TI - -y} ' z ,  off y d5crit k et x d6crit k(Tt), sont ind6pendants  
dans  H3(F,(Q/Z)'(2)), donc  que Ker(H3(F,(Q/Z)'(2))~H3(E,(Q/Z)'(2))) est bien 
infini. 

On  va d6duire du th6orSme 2.1 des 6nonc6s plus concrets  dans des cas particuliers 
impor tants .  On  dit que ElF est kumm~rienne d'exposant n si elle est ab6lienne 
d ' exposan t  n, off n e s t  un entier premier  fi la caract6rist ique de F tel que F contienne 
les racines n-i6mes de l 'unit& On  a alors E = F(X), off X = X~/v = {x e E* lx"e  F*} 
(th6orie de Kummer) .  On  pose Y~/r = (XE/v)" c F* (noyau kumm6rien).  

THt~ORI~ME 2.3. Avec les notations du th~orkme 2.1, supposons que Eo = Fo.* Soit 
F' la plus grande sous-extension ab~lienne de E. Alors: 

(i) Ke r  f~/e = Ker  fv,/v; si G est fini, ce groupe est fini. 
(ii) Si G est parfait (i.e. F' = F), fE/v est injective et Coker  f~/E s'identifie it un 

sous-groupe de l'indicateur de Schur HZ(G, Q/Z)  (donc est fini si G l'est). 
(iii) Supposons F'/  F kumm~rienne d'exposant n, et soit ~ une racine primitive n-ikme 

de l'unit~ de F. Alors Ker f~/v = {Y~,/v, ~}. 

*Une telle extension est parfois appel+e r+guli~re; pour 6viter tes confusions, nous r6servons ce terme aux 
extensions consid+r6es au §3. 
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(iv) Supposons E/F kummdrienne d'exposant n, soit ~ une racine primitive n-iOme de 
l'unit~ de F et soit Z = {x ~ F~J {~, x} = 0 dans K2(Fo)}. Alors Coker fE/F est 
engendr6 par {Z, Xr/F} et n{XE/p, X~/F}. 

D~monstration. (i) Comme E0 = Fo, G opbre trivialement sur K3(Eo)i,a = 
K3(Fo)ind, ce qui donne la premiere affirmation grace au th6orbme 2.1. D'apr~s (1.2) 
et (1.3), (K3(Fo)i.d)to~s s'identifie canoniquement ~/zZ(Eo); e n  particulier il se plonge 
dans Q/Z  (en tant que G-module trivial). Par consequent, KerfE/r se plonge darts 
Horn(G, Q/Z) ,  qui est bien fini si G est fini. 

(ii) L'injectivit6 de fwr r6sulte de (i). Comme G est parfait, on a HZ(G, A) = 0 pour 
tout G-module trivial sans torsion A. En effet on peut supposer A de type fini et 
m~me A = Z; mais 

H2(G, Z) _- H~(G,Q/Z) = O. 

On en d6duit que 

HZ(G, (K3(Fo)ina)tors) ~ HZ(G, K3(Fo)ina ). 

En utilisant de nouveau que G est parfait, on en d6duit bien que He(G, K3(Fo)ina) se 
plonge dans H2(G, Q/Z). 

Pour d6montrer (iii), on peut compte tenu de (i) supposer que ElF est etle-m6me 
kumm6rienne d'exposant n. On a alors 

Ker fe/F = Horn(G, K 3 ( F 0 ) i n d )  = Hom(G, #2(Fo) ). 

Par hypoth&e, #. ~ F, donc #~z ~ #2(Fo) ' et comme G est d'exposant n on a donc 

Kerfe/F = Horn(G, #.®2) = Hom(G, #0) ® #. = Ye/e ® lz.. 

On v6rifie que l 'homomorphisme correspondant Yr/r ® u. ~ K2(F) est l 'homomor- 
phisme induit par x ® y ~ {x, y}, ce qui ddmontre (iii). 

Pour  d6montrer (iv), on v6rifie d'abord qu'on a bien 

{Z, XE/F) c Kz(E) ° et n{Xe/r, Xe/e} c K2(E) a. 

On d6finit ensuite deux homomorphismes 

Z ® XE/r ~ H2(G, K3(Fo)i,a), X~/p ® Y~/r ~ H2(G, K3(Fo)~nd), 

induisant les homomorphismes 

{z, K (E) H (G, 
et 

n{Xe/E, Xe/r} = {XE/F, YE/F} ~ K2(E) ° ~ H2(G, K3(Fo)ind), 

et dont ]es images engendrent H2(G, K3(Fo)ind). 
Pour le premier homomorphisme, on consid~re le cup-produit: 

H°(G, K3(Fo)ina) x H2(G, Z) -+ H2(G, K3(Fo)ina). 
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Darts le premier membre, le premier facteur n'est autre que Ka(Fo)ind et le 
deuxieme s'identifie/t H I(G, Q/Z), ou encore ~ H I(G, Z/n) puisque G est d'exposant 
n. D'apres (1.2), on a un isomorphisme canonique (K3(Fo)ind)/n ~ Z ® ~,. Puisque 
Hi(G, #,) ~- YE/v, on a donc un isomorphisme canonique: 

H°(G, K3(Fo)ind) @ H2(G, Z) ~ Z (~ Ye/v. 

Le premier homomorphisme annonce est alors le compost Z ® Xe/F ~ Z ® Yew 
H2(G, K3(Fo)ind), off la premiere fleche est 1 ® ne t  la deuxieme est induite par le 
cup-produit ci-dessus. 

Le deuxieme homomorphisme est simplement le compost 

X~w® Y~/v--* Yew @ YE/v ~ YE/v® Ye/F@ Z/n ~'  HI(G,,un)® HI(G,#n) 
HE(G, #OnZ) ~ H2(G, K3(Fo)ind) 

off la premiere fleche est n ® 1, la deuxieme est la reduction modulo n, la troisieme 
est l'isomorphisme de Kummer, la quatrieme est le cup-produit et la cinquieme est 
induite par (1.2). 

La compatibilit6 indiquee ci-dessus se verifie sans difficulte. II reste /t voir que 
HZ(G, K3(Fo)ind) est engendr6 par les images des cup-produits 

H°(G, Ka(Fo)~nO) x H2(G, Z) ~ HZ(G, K3(Fol~na) 

et 

Hi(G, #n) X Hi(G, #n) ~ H2( G, K3(Fo)ina)- 

Mais la formule des coefficients universels donne une suite exacte 

0 ~ K3(Fo)in d ~) HZ(G, Z) ~ H2(G, K3(Fo)ind) ~ Tor(K3(Vo)ind, H3(G, Z)) --> 0. 

I1 suffit donc de prouver que le compost 

H~(G, #n) × HI(G, I~n) ~ HZ(G, K3(Fo)ind)  --~ Tor(K3(Fo)ina, H3(G, Z)) 

est surjectif. Or on a un diagramme commutatif: 

HZ(G,/~2) , Tor(#, °z, H3(G, Z)) 

H~(a, ~n) X El(G, m) \ 
HE(G, ga(fo)ind) ~ Tor(K3(fo)i~a, H 3(G, Z)), 

et H2(G, #n ~2) ~ Tor(#n ~2, H3(G, Z)) s'identifie canoniquement /t l'homomorphisme 
naturel HZ(G,,ttn ~2) -+ #n ~2 @ HZ(G, Q/Z) deduit par torsion de HZ(G, Z/n)---, 
HZ(G, Q/Z). Mais le compost 

Ht(G, Z/n) ® Hi(G, Z/n) ~ HZ(G, Z/n) --+ HZ(G, Q/Z)) 

est surjectif, d'ofl le resultat. 
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Remarque 2.2. On peut appliquer le th. 2.3 (iii) fi certaines extensions kum- 
mbriennes telles que Eo ¢ Fo: c'est le cas par exemple si E est un corps de nombres 
totalement r6el et que E/F est multiquadratique, lin6airement disjointe des exten- 
sions 2-cyclotomiques de F. Les r6sultats et la d6monstration sont identiques. On en 
verra un exemple au §8. 

Remarque 2.3. D'apr6s le th6or+me 2.2, si G est fini, Coker f est fini lorsque F est 
de type fini ou de caract6ristique > 0. I1 est facile de donner un exempte d'extension 
E/F finie telle que Eo = Fo et que C o k e r f  soit infini: soit p u n  nombre premier et 
soit Fo le sommet d'une Zp-extension d'un corps de nombres contenant les racines 
p-i~mes de l'unit& En utilisant le th6or~me de Bore~ [2], on se convainc ais6ment que 
K3(Fo)i,a/p est infini. Prenons F = Fo(t) (fractions rationnetles) et E = F(tl/P). 
L'extension E/F est cyclique d'ordre p, et on a une suite exacte: 

HZ(G, tt2(fo)) -+ Coker f - ,  He(G, A) -+ H3(G, #2(Fo)), 

off A = K3(Fo)/torsion. Les groupes H2(G,#Z(Fo)) et H3(G, tt2(Fo)) sont d'ordre 
~< p; d'autre part, H~(G, Alp) ~-~ HZ(G, A) est infini, donc Coker f e s t  bien infini. On 
pourrait de m~me donner un exemple off G est fini mais H*(G, K2(E)) est infini. 

PROBLI~ME 2.1. Existe-t-il une extension finie E/F telle que K e r f  soit infini? Cela 
semble tr6s probable, mais je ne suis pas parvenu fi en exhiber. D'apr~s les th6or~mes 
2.2 et 2.3, K e r f  est fini lorsque F est de type fini ou de caract6ristique >0,  et aussi 
lorsque Eo = Fo. Par un d6vissage imm6diat, on voit que s'il existe une extension 
finie ElF telle que Ker f soit infini, il en existe une cyclique de degr6 premier p, telle 
que F soit une extension alg6brique (n6cessairement infinie) de Q. I1 se peut qu'on 
obtienne un tel exemple en prenant de nouveau pour F te sommet d'une Z~-extension 
d'un corps de nombres (avec 1 = p ou l ¢ p). 

3. Cas relatif; application aux vari~t~s rationneiles 

Soit F/F1 une extension r~guli~re: cela signilie que F1 est alg6briquement ferm6 dans 
F. D'apr~s Suslin ([44, th. 3.6]), l 'homomorphisme K z ( F 1 ) ~  K2(F) est injectif: on 
convient de noter K2(F/F~) son conoyau. Soit E~/F1 une extension galoisienne, de 
groupe G, et posons E = ElF. Le but de ce paragraphe est d'6tudier le G-module 
K2(E/E1). Ce module a d6jfi 6t6 ~tudi6 par Bloch [4], Colliot-Th~t~ne et Sansuc 
[14], Colliot-Th616ne [12] et Sustin [44, th. 5.8] dans le cas 'g6om6trique'. 

THt~ORI~ME 3.1. (a) K2(F/F~) - ~  Kz(E/E~) ~. 
(b) On a une suite exacte: 

0 ~ H~(G, Kz(E/E~)) ~ H3(F1, Q/Z(2)) ~ H3(F, Q/Z(2)) G H3(EI, Q/Z(2)). 

Ddmonstration. On va de nouveau utiliser le comptexe F(2) de Lichtenbaum, 
cette fois-ci de faqon un peu plus raffin6e. Soit C(F, F(2)) le complexe total 
associ6 au double complexe CiJ=  Ci(Gv, F(2, Fs)~), off C~(GF,--) ddsigne les 
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cochaines singuli6res du groupe de Galois absolu de F: par d6finition, sa co- 
homologie est l 'hypercohomologie de F /t valeurs dans F(2). On a de m~me 
des complexes C(F1, F(2)), C(E, 17(2)) et C(E1, F(2)). Notons C(F/F1, F(2)) le c6ne 
du morphisme naturel de complexes C(F~,F(2))~C(F,F(2)). (De mani6re 
~quivalente, on peut remarquer que C(F~, F(2))~  C(F, F(2)) est injectif en tous 
degr~s et prendre pour C(F/F~, F(2)) le conoyau de ce morphisme). On d~finit 
l'hypercohomologie relative de F/F1 d valeurs dans F(2) comme la cohomologie de 
C(F/F1, F(2)). On a une longue suite exacte: 

• .. - .  H ' ( F 1 ,  r ( 2 ) )  - .  ~ ' ( F ,  r ( 2 ) )  ~ H '+ ~(F/F~, r ( 2 ) )  - .  ~ ' +  ~ (F t ,  r ( 2 ) )  ~ . . .  

d'ofi des isomorphismes: 

H'(F/F,, r(2)) = 0 (i ~< 1), 

H 2(F/F1, F(2)) = K3(F)ind/K3(F 1)ind, 
S(F/Ft, F(2)) = K2(F/F~), 

et une suite exacte: 

0 --H4(F/F1, r ( 2 ) )  --, H3(FI ,  Q/Z(2)) -~ HS(F, Q/Z(2)). 

(On a utilis6 l'injectivit6 de K2 (F~)~  K2(F), les r6sultats (1.5) du §1 et le lemme 
1.1.) Par ailleurs, on a une suite spectrale "de Hochschild-Serre": 

HP(G, Hq(EIEI, F(2))) ~ H P+q(F/F1, r(2)), 

qui se construit exactement comme dans le cas habituel. 
Observons que le G-module K3(E)ind/K3(E1)ind est uniquement divisible: ceta 

r6sulte de (1.4). I1 est donc cohornologiquement trivial, et le th~or~me 3.1 r~sulte de 
cette observation et de la suite spectrale. 

Remarque 3.1. Par fonctorialit~, la fl~che 

H~(G, K2(E/E~)) - - *  H3(F1, Q/Z(2)) 

provient de 

H ~(F~, K2(F1F/F~)) ~ H 3(F~, Q/Z(2)) 

(off F1 d6signe une cl6ture s6parable de F1); par construction, le diagramme suivant 
commute: 

H ~ (F~, H ~ (ff~ F, Q/Z(2))) 
ISuslin 

H I(F1, K2(Ft F)) 

1 
HI(F1,K2(F~F/f~))  , H3(F~, Q/Z(2)) 



DESCENTE GALOISIENNE ET K2 DES CORPS DE NOMBRES 69 

(Darts ce diagramme, dz ~'~ est une diff6rentielle de la suite spectrate de Hochschild- 
Serre correspondante.) Si Fz est parfait, on peut y remplacer K2(_gaF/Fi) par 
K2(F~F), puisque K2(F~) est alors uniquement divisible. 

COROLLAIRE 1. Si H3(F1,Q/Z(2))---,H3(F,Q/Z(2)) est injective, on a 
H ~(G, K a(E/E~ ) ) -- 0 pour toute extension galoisienne E~ /F1. C'est en particulier le 
cas lorsque F = F~(X), o~ X est une varidtO gOomdtriquement intdgre ayant un 
zkro-cycte lisse de degr~ 1, et aussi lorsque cd(F1) ~< 2. Si F1 est un corps de hombres, 
H 1 (G, K2(E/E1 )) est isomorphe it un sous-groupe de (Z/2) ~ ~ (E~/e~) ~ ~ (F/V~) O~ pour une 
extension K de F1, Eoo(K/FI) ddsigne l'ensemble des structures de corps ordonnO sur 
F1 qui ne se prolongent pas it K. 

Seule la derni6re affirmation n6cessite d'&re justifi6e. Pour tout corps de nombres 
K, on a un isomorphisme 

H3(K, Q/Z(2)) ~ ~ H3(K~, Q/Z(2)) ~ (Z/2) ~(K), 
w ~ ( K )  

off Z~(K) d6signe l'ensemble des places r6elles de K et K~ d6signe la cl6ture r6elle de 
K dans Q (Tate; cela r6sulte par exemple de la prop. 5.2 ci-dessous, appliqu6e avec 
A = Q/Z(2)). En appliquant ceci fi K = F1, on obtient un diagramme commutatif: 

H3(F~, Q/Z(2)) • H3(F, Q/Z(2)) • H3(E1, Q/Z(2)) 

l l 
(~  H3(Fz,~,Q/Z(2)) ~ @ H3(F~,Q/Z(2)) O (~  H3(E~,~,Q/Z(2)) 

veZ~(F~) wI:oo(FA veZ~(F~) 

off 

F~ = F1,, ®rl F et El,v = FI,~ ®F, El. 

Pour chaque v, l'alg~bre E~,~ est isomorphe / t u n  produit de copies de Rang et de 
0 ,  oti le nombre de facteurs isomorphes /t Ra,g est 6gal au nombre de places 
r6elles de EI au-dessus de v (Ralg: corps des nombres alg6briques r6els); par ailleurs, 
F,  est un corps puisque l'extension F/F1 est r6guli6re. Si l'ordre de FI,~ se pro- 
longe & Fv, l'application H3(FI,~,Q/Z(2))~H3(F~,Q/Z(2))  est injective, puis- 
qu'elle devient bijective en passant de F,  fi une cl6ture r6elle; cela ddmontre 
l'6nonc& 

Remarque 3.2. Marne si l'ordre de Fl,v ne se prolonge pas /t Fv, l'application 
H3(FI,~, Q/Z(2)) --* H 3 ( F v ,  Q/Z(2)) peut 0tre injective. C'est le cas par exemple si f 
est le corps des fonctions de la quadrique d'0quation T 2 + ... + T22 = 0 (dans ce 
cas, le cup-produit ( -  1) 4 n'est pas nul dans H4(F~, Z/2), or ce cup-produit vu dans 
H4(FI,v,Z/2) est le bord du g6n6rateur de H3(FI,~,Q/Z(2))). Par cons6quent, 
l'inclusion du corollaire 1 est en g6n~ral stricte. Je remercie le referee d'avoir attir6 
mon attention sur ce point. 



70 BRUNO KAHN 

Remarque 3.3. Curieusement, le cas 'cd(F1) ~< 2' du corollaire ci-dessus ne figure 
pas dans [12]. Comme me l'a cependant fait remarquer l'auteur, il d6coule imm6dia- 
tement des raisonnements de loc. cit. 

COROLLAIRE 2, Supposons F = FI(X), off X est une vari~td gdom~triquement 
intdgre. Alors, pour toute extension E1/F 1 galoisienne telle que X~, ait un zdro-cycle 
lisse de degr~ I, on a des isomorphismes: 

H I(G, K2(EI (X)/E~)) ~ H I(F,, K2(ffl(X)/F~)) 
Ker(H3(F1, Q/Z(2)) --* H3(F, Q/Z(2))). 

D~monstration. Le deuxi~me isomorphisme a d4j/t 6t6 vu (remarque 3.1). Pour le 
reste, il suffit de remarquer que HS(E1, Q/Z(2) )~  HS(E, Q/Z(2)) est injective, donc 
que 

Ker(H S(F,, Q/Z(2)) ~ H 3(F, Q/Z(2))) c Ker(H 3(F1, Q/Z(2)) -~ H S(E~, Q/Z(2))). 

EXEMPLE 3.1. Un travail r6cent de Suslin [46] fournit un exemple non trivial 
d'une vari6t~ rationnelle X telle que HI(F~,K2(F~(X)/FI)) soit fini. Soit D u n e  
alg~bre simple centrale de degr6 n sur F~, off n est premier fi car F~, et soit a s F*: 
prenons pour X la vari6t4 affine d'6quation Nrd(x) = a, off Nrd d6signe la norme 
r6duite de l'alg4bre D, et soit F = F I ( X ) .  D'apr6s [46], Ker(H3(F~,p~2)~ 
HS(F, pff2)) est cyclique d'ordre divisant n, engendr6 par le cup-produit [D]" (a), off 
[Dl d6signe la classe de D dans ,Br(F1) = H2(F1, #,) et (a) celle de a dans H~(F1, #,) 
par la th4orie de Kummer. D'apr~s le th4or4me de Merkurjev-Suslin ([30], cf. (1.2)), 
H3(F,#~ 2)-~.H3(F,Q/Z(2)) est un isomorphisme; d'autre part, un argument de 
transfert facile montre que Ker(H3(F1, Q/Z(2))~  H3(F, Q/Z(2))) est tub par n. On 
en conclut que Ker(H3(F1, Q/Z(2) )~H3(F,  Q/Z(2))) est lui aussi engendr6 par 
l'image de [D] .  (a). 

EXEMPLE 3.2. I1 est facile de donner des exemples of, FI est de type fini et X 
une vari6t4 rationnelle (par exemple une conique), mais of, Hi(F1, K2(FI(X)/F1)) 
est infini. Soit toujours D une F~-alg~bre centrale simple de degr6 n, mais 
prenons cette fois-ci pour X la varidt~ de Severi-Brauer associ6e ~t D. Pour tout 
a s F * ,  l'616ment [D]-(a) est darts Ker(H3(FI,lz~2)--*H3(F,#~2)), donc son 
image est clans Ker(H3(F~,Q/Z(2))-~H3(F,Q/Z(2))). Choisissons par exemple 
pour F~ un corps de fonctions rationnelles k(T), et pour D u n e  atgSbre centrale 
simple non triviale provenant de k. Un raisonnement analogue ~ celui de l'exemple 
2.1 montre que les 61~ments [ D ] . ( T - a ) ,  pour a~k,  sont indhpendants darts 
H3(F1,Q/Z(2)); cela montre bien que H X(F1,K2(F-I(X)/FO) est infini (un corps 
dont te groupe de Brauer est non trivial est infini). On peut prendre par exemple 
pour k un corps de nombres totalement imaginaire ou un corps de fonctions 
d'une variable sur un corps fini et pour D un corps de quaternions, de fagon ~t 
obtenir un exemple avec cd(F~)= 3 et X une conique, en caract6ristique quet- 
conque. 
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II. C O R P S  D E  N O M B R E S  E T  C O R P S  L O C A U X  

4. Cas des corps de hombres 

On va red6montrer le th6or~me 2.1 de mani~re plus 616mentaire, dans le cas 
des corps de nombres. Pour  cela, on v a s e  servir du th6or~me suivant, int6ressant 
en soi: 

THI~ORt~ME 4.1. Pour tout corps F, on a des isomorphismes canoniques: 

(i) Kz(F)to~ -~ H I(F, K3(F~)i,a) 
(ii) Kz(F) ® (Q/Z)' ~ H2(F, Ks(Fs)i,d) et, pour i >>. 3: 

(iii) Hi(F, (Q/Z)'(2)) ~ Hi(F, K3(Fs)ina), off I'on note (Q/Z)' = ®~¢~: ~ QdZ~. 

Dgmonstration. En appliquant (1.2) ~ F = F~, on obtient une suite exacte courte 
(analogue ~ la suite exacte de Kummer): 

0 --~ p@n 2 ~ Ks(Fs)in d ~ Ks(Fs)in d -+ O. 

Passant fi la limite sur n et tenant compte de (1.3), on obtient une nouvelle suite 
exacte: 

0 -~ (Q/Z)'(2) ~ K3(F~)ina ~ K3(f,)~nd ® Q ~ 0. (4.1) 

Prenons la cohomotogie de cette suite exacte; en tenant compte de (1.1), cela donne 
une suite exacte: 

Ks(F)ina ~ K3(F)ina ® Q ~ H I(F, (Q/Z)'(2)) ~ H i ( F ,  K3(Fs)ina) ~ O. 

D'autre part, en passant fi la limite sur n dans (1.2), et en tenant de nouveau 
compte de (1.3), on obtient: 

K3(F)i,d - K3(F)~a ® Q --, HI(F, (Q/Z)'(2)) - K2(F)to~.~ --, 0. 

Cela d6montre l'isomorphisme (i) du th6or6me 4.1. Pour obtenir les autres, on 
prend la cohomologie de (4.1) en plus hauts degr6s. Cela donne: 

Hi(F,(Q/Z)'(2)) ~,  Hi(F, K3(F~)i~d), i >~ 2, 

c'est-/t-dire (iii) lorsque i/> 3. Pour  obtenir (ii), on remarque simplement que, d'apr6s 
(1.2), on a un isomorphisme: 

Kz(F) ® (Q/Z)' ~-~ H2(F, (Q/Z)'(2)) []  

TH/~ORI~ME 4.2. Soit E/F une extension 9aloisienne de 9roupe G. On a une suite 
exacte: 

0 ~ H~(G,  Ka(E)ind ) --> K2(F)tors -~ (K2(E)tors) 6 

-~ H2(G, g3(E)ina) ~ K2(F) @ (Q/Z)'. 
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D~monstration. Soit A un Gv-module topologique quelconque. On a la suite 
spectrate de Hochschild-Serre: 

HP(G, Hq(E, A)) =~ HP+"(F, A), 

d'ofl une suite exacte fi cinq termes: 

0 -~ H~(G, H°(E, A)) ~ HI(F, A) ~ H°(G, Ha(E, A)) 
HZ(G, H°(E, A)) ~ HZ(F, A). 

En prenant A = K3(F,)ind et en tenant compte de (1.1) et du th. 4.1, on obtient 
l'6nonc& 

Si F est un corps de nombres, ou plus g6n6ralement une extension alg6brique de 
Q, Ka(F) est de torsion et te th6or6me 4.2 redonne le th6or6me 2.1. 

Supposons que F soit un corps de hombres. D'apr6s Quillen [36], Borel [2] et 
Levine/Merkurjev-Suslin ([22],[31]) ,  ta structure de K3(F)i.a comme groupe 
ab61ien est compl6tement connue: K3(F)ina est de type fini, de rang r2(F) (le nombre 
de places complexes de F) et de torsion canoniquement isomorphe fi H°(F, Q/Z(2)), 
ais6ment calculable. 

NOTATIONS 4.1. (a) Si A est un groupe ab61ien de type fini, on note p(A) le nombre 
minimal de g6n6rateurs de A. 

(b) Si G est un groupe fini, on note Sr(G) = max p(Nab), off N d6crit l'ensembte 
des sous-groupes de G contenant [G, G]. 

On a p(A) = po~(A) + maxpv(A), off poo(A) est le (Z --) rang de A et, pour tout 
nombre premier p, pp(A) est le rang du sous-groupe de p-torsion de A. La fonction p 
est croissante sur les sous-groupes et les quotients, et sous-additive sur les suites 
exactes courtes. 

THI~ORI~ME 4.3. Soit E/F une extension finie de corps de hombres, galoisienne de 
9roupe G, et soit f : K z ( F ) ~ K z ( E )  ~ l'application de fonctoriatit~. Ators K e r f  et 
Coker f sont des groupes fn is  d'exposant divisant I Gt, et d'ordre majorable en fonction 
de G, de rz(E) et de tfiZ(E)I. Darts le cas de Ker f ,  on a 

[ Ker f [ ~< 21 G] ~ ~E) - r~v) I/l 2 (E)[ st(o), 

p ( K e r f )  ~< re(E) + St(G) + 1. 

Si G = [G, G], on a IKer f [  ~< [G[ r2~e)-~(r) et p ( K e r f )  ~< rz(E). 
DOmonstration. Posons g = I G[. Soit A un G-module de type fini. 

L E M M E  4.1. Si A est fini cyctique, on a p(Ha(G,A)) <~ Sr(G) + 1 et IHI(G,A)I <~ 
2tAI s~(~). Si A est d'ordre impair, on a p(HI(G, A)) <<. Sr(G) et IHI(G, A)I ~< tAI s~). 

Supposons d 'abord que A soit d'ordre p~ pour un nombre premier p. Soit N le 
noyau de l'action de G sur A: comme Aut(A) ~ (Z/p')*, N contient le sous-groupe 
des commutateurs [G, G]. On a une suite exacte: 

0 -- Ha(G/N, A) -- H~(G, A) -- H~(N, a). 
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Comme GIN op6re fid4lement sur A, on a Hx(G/N,A)= 0 si p est impair et 
Hi(G/N, A) c Z/2 si p = 2 (dassique); d'autre part, H I (N ,A )  = Horn(N, A). On en 
d6duit: 

p(H I(G, A )) <~ p(Hom(N, A)) ~< p(N "b) <~ Sr(G), 
[HI(G,A)t <<. IHom(N,A)[ ~< prp(No~) <.G prSr(G) (p > 2); 

p(HI(G,A)) <~ 1 + p(Hom(N,A)) -- 1 + p(N ab) ~< 1 + Sr(G), 
IHI(G,A)[ ~ 2[Hom(N,A)[ ~< 2ff ;e¢°') ~< 2p ~sr{~) (p = 2). 

Le lemme s'obtient en gbnhral en 6crivant A comme somme directe de ses 
composantes p-primaires. 

L E M M E  4.2. Si A est sans torsion de rang r, on a p(H I(G, A )) <~ r et 

(A: gA) IHI(G,A)[<~ 
(AG: gA°)" 

En effet, on consid6re la suite exacte courte de G-modules: 

O ~ A  g , A ~ A / g A ~ O .  

Comme gill(G, A) = O, on en dhduit une suite exacte de cohomologie: 

0 --* A°/gA ~ ~ H°(G, AlgA) ~ Hi(G, A) ~ O. [] 

D~montrons le th6orbme 4.3. Les deux premieres affirmations sont 6videntes. Pour 
dbmontrer les majorations, il suffit d'6crire la suite exacte 0 ~ A ~ K3(E)i~ ~ B -* 0, 
off A est le sous-groupe de torsion de K3(E)i~a, et d'appliquer les lemmes 1 et 2. [ ]  

Remarque 4.1. Pour  prouver la finitude de K e r f e t  Co.ker f dans le cas des corps 
de nombres, on n'a pas besoin de la th6orie ci-dessus q.ui fair intervenir (Ka)~a (cf. 
prop. 6.1). Par contre, it semble difficile d'obtenir sans cette th6orie une majoration 
effective de I'ordre de ees groupes. 

Remarque 4.2. Des majorations analogues pour Coker f sont en principe possibles 
obtenir, mais le calcuI est plus compliqu6. 

On va pr6ciser le th. 4.3 dans le cas d'une extension cycIique. Pour cela, on a besoin de 
renseignements sur la structure galoisienne de KB(E)~a. Pour les obtenir, il est n6cessaire 
de rappeter la formulation pr6cise du th6or6me de Borel (r6interpr6t6 par Gross [16]): 

I1 existe un homomorphisme canonique 7: K3(C) ~ R (r6gulateur de Borel), tel que 
V(X) -- - y(x) pour tout x e K3(C) (off 2 d6signe l'image de x par l 'automorphisme de 
Ks(C) induit par la conjugaison complexe). On note encore Y l 'homomorphisme 
K 3 ( C ) ® R ~ R  qui s'en d6duit. Soit Z = Zc(E) l'ensemble des places (valeurs 
absolues) complexes de E: alors le compos6 

K3(E) ® R ~ @) K3(E,) ® R ( - ~  R ~ 

est un isomorphisme. 
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Ecrivons ~E = E 1 ~ E2, avec 

Z1 = {v ~ Elvtv est complexe} et E2 = {v E EIvlv est r6elle}. 

Pour v e E, notons G~ le stabilisateur de v darts G (groupe de d6composition en v). Si 
v e El ,  G~ = {1}; posons Zv = Z. S i v  s Z2, G~ est d'ordre 2 et agit sur E~ par la 
conjugaison complexe. Pour un tel v, soit L le Gv-module de support Z, l'action 
6tant donn6e par la multiplication par - 1 .  Soit A = ~9~ Ind~vZ~, off v d6crit un 
syst6me de repr6sentants des G-orbites de Y~: c'est un G-module canoniquement 
Z-isomorphe ~t Z ~, construit de fagon que l'homomorphisme de Borel K3(E)® 
R ~ A ® R soit G-6quivariant. On a doric: 

PROPOSITION 4.1. Le G-module K3(E) ® Res t  canoniquement isomorphe ~ A ® R, 
o~ A est le G-module d~crit ci-dessus [] 

COROLLAIRE. Le G-module K3(E)/torsion eontient un sous-modute d'indice fini 
isomorphe fi A. 

En effet, la th6orie des caract+res montre que les G-modules Ka(E) ® Q et A ® Q 
sont isomorphes (non canoniquement a priori); cet 6nonc6 est 6quivalent ~ celui du 
coroUaire ci-dessus. 

Pour un groupe cyclique G e t  un G-module A, notons h(G, A) le quotient de 
Herbrand de A [40, ch. VIII] (lorsqu'il est d6fini). 

THI~ORI~ME 4.4. Dans Ie corolIaire au thOor~me 4.3, supposons G cyctique. Ators 
h(G, K a ( E ) )  = h(G, K 3 ( E ) i n d  ) = 2 -~(E/e), off roo(E/F) est te nombre des places r~elles 
de F ramifi~es dans E. 

Dkmonstration. Comme la torsion de K3(E) est finie, on a 

h(G, K3(E)) = h(G, K3(E)ind) = h(G, K3(E)/torsion). 

D'apr6s le cor. ~t la proposition 4.1, ce nombre est encore 6gal/t h(G, A), qui reste/t 
calculer. Mais par d6finition de A, h(G, A) est le produit des h(G, Ind~Z , ) ,  off v 
d6crit un syst6me de repr6sentants des G-orbites de E. Par le lemme de Shapiro, on a 
h(G, Ind~Z~)  = h(G~, Z~). S iv  E Z~, ce nombre est 6gal ~t 1. Si v ~ E2, il vaut 1/2, 
CQFD. 

Remarque 4.3. Le m~me raisonnement s'6tend aux K2,-~(E) pour tout i > 1. Si i 
est pair on trouve encore h(G, K2~- ~(E)) = 2-*~(~/r); par contre, si ies t  impair, on 
trouve h(G, K2~- I(E)) = 2 ~®¢e/~'). Le cas i = 1 correspond au th6or6me de Dirichlet et 
est bien connu ([13, p. 179], [47, p. 272, d6m. du lemme 6.4]). 

COROLLAIRE. Sous les hypothOses du thOorkme 4.4, on a [Ker fl /[Coker f l  = 
2 *~(E/e). De plus, on a p(Ker f )  ~< rz(E ) - r2(F) + 1 et p(Coker f )  ~< r2(F) + 1. 

D~monstration. La premi6re affirmation r6sulte des th6or6mes 2.1 et 4.4. Pour 
montrer les suivantes, on 6crit: 

Coker f ~ H2(G, K3(E)~.,~) ~--/t°(G, K3(E)ind) = K3(F)ine,/NK3(E)ind, 
Ker f ~ H I(G, K3(E)i.d) ~ / - ) - I (G,  K3(E)i.a) = NK3(E)~.d/IGK3(E)i.d. 



DESCENTE GALOISIENNE ET K2 DES CORPS DE NOMBRES 75 

Comme la torsion de g3(F)ind est cyclique, on a p(K3(F)ind)<~ r2(F)+ 1; on a 
donc la m~me in6galit6 pour son quotient Coker f.  De m~me, on a p(NK3(E)ind) <~ 
r 2 ( E ) -  r 2 (F )+  1. En effet, la torsion de NK3(E)i.d est cyclique et on a une suite 
exacte 

0 ~ NK3(E)ind --> K3(E)ind N> K3(F)ind 

conoyau fini. []  

5. Cohomologie de K~ et/(3, ind 

Noto n s /4  la cohomologie de Tate. Le r6sultat principal de ce paragraphe est: 

THt~ORI~ME 5.1. Soit F un corps de nombres, et soit ElF une extension 9aloisienne 
finie de 9roupe G. On a pour tout i s Z une suite exacte naturelle: 

0 "-+ /~2i-  I(G ' K2(E))  ~ / ~ 2 i +  I(G ' K3(E)ind ) ~, (Z/Z),~EW) 
--./tZi(G, Kz(E)) --,/421+/(G, K3(E)i,d) ~ 0. 

En particulier, pour tout i s  Z, I4i(G, Kz(E)) est fini, d'ordre explicitement majorable. 
De plus, on a une suite exacte 

0 -+ Ho(6, K2(E)) N., Kz(F) -~ (Z/2) r~(e/v) -~ 0. 

Remarque 5.1. Dans la derni6re suite exacte, on reconna~t une version plus pr6cise 
du "th6or6me des normes pour K2" ([12, lemme 2c)3, [8]). 

COROLLAIRE.  Supposons E/F finie et non ramifi~e h l'infini. On a des isomor- 
phismes: 

tTIi(G, K2(E)) m, Hi+z(G, K3(e)ind) (i s Z), 

Ho(G, Kz(E)) ~ K2(F) (induit par la norme), 

et une suite exacte 

0 --* Hz(G, K2(E)) ~ Ho(G, K3(E)i,a) N~  K3(F)i,a ~ Hi(G, K2(E)) ~ O. 

Si ElF est 9aloisienne, non ramifide d l'infini mais non ndcessairement finie, on a des 
isomorphismes: 

Hi(G, K2(E)) ~ HI+2(G, K3(E)ind ) (i ~ 1). 

D~monstration. Les isomorphismes ne sont qu'une reformulation du thSor6me 5.1 
dans ce cas particulier; la suite exacte rSsulte de (1.1) et des eas i = - 3 et i = - 2 de 
l'isomorphisme de la premiSre ligne. Enfin, le cas infini se d6duit du cas fini par un 
passage fi la limite. 

Remarque 5.2. La suite exacte du corollaire peut ~tre vue comme °duale' ce delle 
du th6orSme 2.l. 
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Pour d6montrer le th6or6me 5.1, on va utiliser un ingr6dient inspir6 par Milne [27, 
ch. 2, §2]: la cohomoIogie galoisienne totalement positive. (Milne introduit une coho- 
mologie 6tale/i  supports compacts tenant compte des places archim6diennes; notre 
construction est une variante de la sienne. On trouvera une autre variante dans [17].) 

Notons Z+ le conoyau de Z ~ I n d ~ Z ,  off Goo est un sous-groupe d'inertie de GQ 
correspondant /t la place /~ l'infini de Q: c'est un GQ-module topologique sans 
Z-torsion. Pour  tout GF-module topotogique A, soit A + = A ® Z +: c'est le conoyau 

GF de A ~ @ ~ ( e ) I n d G v A ,  off Eo~(F) est l'ensemble des places fi l'infini de F et G~ 
d6signe un sous-groupe de d6composition de Ge en v (on a donc G~ = {1} s iv  est 
complexe et G~ ~- Z/2 si ves t  r6elle). Posons, pour i t  Z, Hi+(F, A) = H~-I(F, A+): 
c'est la cohomologie galoisienne totalement positive de A. On a une longue suite 
exacte: 

• . . - - *H~+(F ,A)~H~(F ,A)~  ( ~  H ' ( F , , A ) ~ H ~ + + I ( F , A ) ~  ... 
V 

o/~, pour tout v, F,  d6signe la cl6ture r6elle de F par rapport  fi v darts Q siv est r6elle, 
et 0 s i v  est complexe. En particulier, on a H~+(F,A)= 0 si i <  1 et, si F est 
totalement imaginaire, H ~+(F, A) = Hi(F, A) pour i/> 2. Si 0 ~ A -~ B ~ C ~ 0 est 
une suite exacte courte de Gr-modules topologiques, on a une longue suite exacte de 
cohomologie totalement positive: 

• .. -+ H~+(F, A) ~ H~(F, B) ~ H~+(F, C) ~ H~++i(F, A) ~ ... (5.1) 

analogue fi la suite exacte en cohomologie galoisienne classique. 

P R O P O S I T I O N  5.1. Si E est une extension de F, galoisienne de groupe G, on a une 
suite spectrale: 

HP(G, q P+q A). H + ( E , A ) ) ~ H +  (F, 

D~monstration. A l'indexation pr6s, ce n'est autre que la suite spectrale de 
Hochschitd-Serre appliqu~e au Gv-module A+. 

P R O P O S I T I O N  5.2. Pour tout GF-module topologique A, on a Hi+(F, A ) =  0 pour 
i <~ 0 et pour i >>- 3. 

Pour la d6monstration, voir appendice 1. 
On va appliquer les propositions 5.1 et 5.2 au cas particulier A = K3(O)i,d = 

K3(Q). Darts ce cas: 

L E M M E  5.1. Pour tout corps de nombres F, on a une suite exacte courte 

O ~ C ° k e r ( K 3 ( F ) i ~ a ~ @ K 3 ( F ~ ) i ~ d )  ~H~+(F'K3(Q)) 

~ Ker (K2(F) -~  (~  K2(F~))--*O 

off v ddcrit l'ensembte des places fi l'infini de F. De plus, H a+ (F, K 3 ( Q ) )  = 0. 
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Cela rGsulte de la suite exacte (5.1) appliquGe fi A = K3(O)~,d et du th. 4.1 (i) et OiL 
en notant que Kz(F) est de torsion pour toute extension algGbrique de Q et que 
l 'homomorphisme K2(F) --* 0~ K2(F~) est surjectif. 

COROLLAIRE. Le G-module HI+(E, K3(0)) est cohomologiquement trivial, et on a 
un isomorphisme 

H~+(F, K3(Q)) - ~  H°(G, H~+(E, K3({)))). 

En effet, d'apr& le lemme 5.1 (appliqu6 fi E) et la prop. 5.2, on a Hi+(E, K3(Q)) = 0 
pour tout i # 1. La suite spectrale de la proposition 5.1 donne donc l'isomorphisme 
ainsi (en appliquant fi F l e  lemme 5.1) que des 6gatit6s HI(G, Ht+(E, K3(Q))) = 0 pour 
tout i > 0. En appliquant ceci /t tous les sous-groupes de G, on obtient bien la 
trivialit6 cohomologique de H~+(E, K3(0)) [40, th. IX.8]. 

D6montrons le th6or~me 5.1. Notons 

A(E) = Coker(Ks(E)i~a ~ @ K3(Ew)i~a) 
wEZ~(E) 

et 

B(E)=Ker(Kz(E)-~ (~ K2(Ew) ).  
w~E~o(E) 

D'apr+s le lemme 5.1, on a doric une suite exacte: 

0 --* A(E) ~ H~+(E, K3(Q)) --* B(E) ~ O, 
et, par l'injectivit~ de 

K3(E)ind -* (~  K3(Ew)ind 
weY.~(E) 

(resp. la surjectivit6 de K2(E) ~ @ ~ ( E )  Kz(Ew)), on a deux autres suites exactes: 

0 --, K3(Elio, --, • K3(e~)~o,--,  A(e)  --, 0. 

o - ,  B(E) --, K~(~) --, • K~(E~) --, 0. 

Le corollaire au lemme 5.1 fournit des isomorphismes 

FI'(G. B(E)) ~ ~'+ ~(G. A(E)) 
pour tout i e Z. Par ailleurs, on remarque que les G-modules O~z~(e)K3(E,)i~a et 
@~(~) Ke(E~) sont sommes directes de modules induits ~ partir des G~ (off v dGcrit 
l'ensemble des places fi l'infini de F). On a donc, pour tout i e Z: 

= G /~(a~, /~(E~)~n.) ,  
v ~ ~'z(E/F) 
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w~ l~o(E) v e Z~(F) 

v~Y~'E(EIF) 

off Z'2(E/F) est l'ensemble des places r6etles de F ramifi6es dans E et, pour 
v ~Z'2(E/F), Ev d6signe Fun des Ew pour w au-dessus de v. Si v ~ E'2(E/F), on a 
E~, -~ Q, donc K2(Ev) = O, donc 

/ti(G, ~)  K2(Ew))=0. 
w~Z~(E) 

D'autre part, K3(Ev)ina est extension d'un Q-espace vectoriel par Q/Z(2). On a donc: 
~0 si i es t  pair, 

I-?I'(G,, K3(E~)i,a) ~ II~(G,, Q/Z(2)) = (Z/2 si i est impair. 

On en d~duit que 

I?Ii(G, ~ Ka(Ew)i.d)=(Z/2) "~(e/r) 
w~Y,,z(E) 

si i est impair et 0 sinon. On tire de ceci, pour tout i ¢ Z, un isomorphisme 

It'(G, B(E)) --~ tl'(G, Kz(E)) 

et une suite exacte 

0 ~ H ei(G, A(E)) ~ tt zi+ t(G ' K3(E)i,a) ~ (Z/2) ~(E/~) 
B 2'+ I(G, A(E)) ~ ~2i+ I(G ' K3(E)i~a) ~ O. 

En utilisant l'isomorphisme 

/ti(G, B(E)) --~ t?-I i+ I(G, A(E)), 

on obtient bien la premi6re suite exacte du th60r~me 5.1. D'autre part, la trivialit6 
cohomologique de HI+(E, K3(Q)) et t'isomorphisme 

H~+(F, K3(Q)) ~ H°(G, H~+(E, K3(Q))) 

(cor. au lemme 5.1) donnent un autre isomorphisme: 

no(G, H ~+(E, K3(Q))) --~ H ~+(F, K3(Q)) 

induit par la corestriction. En appliquant le lemme du serpent au diagramme 

Ho(G, A(E)) ~ no(G, HI+(E, K3(Q))) ~ Ho(G, B(E)) > 0 

I l 
0 ~ A(F) , H~+(F, K3(Q)) ,,, B(F) - -  ,0 
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on en d6duit une suite exacte: 

Ho(G , A(E)) C°r, A(F) --* Ho(G, B(E)) Cor B(F) ---r O. 

Mais Cot: Ho(G, A(E)) ~ A(F) est surjective: en effet, il suffit de voir que 

Cor: (~  Ho(Gv, K3(Ev)ind)---~ (~ K3(Fv)ind 
w~'~(F) vel~(F) 

est surjective. Pour cela, il suffit de remarquer que, si F~ est une cl6ture r6elle de F 
dans Q, Cor: Ho(G~, Ks(Q)i~o) --~ Ka(F0ind est surjective. Cela r6sulte de (1.1) et de 
l'~galit6/t°(G~, K3(Q)i~d) = 0 (voir ci-dessus). 

On a donc un isomorphisme Cor: Ho(G, B(E)) - ~  B(F). Par aitleurs, il est clair 
que 

Cor: (~  Ho(G~,KE(EO)--> (~  K2(F~) 
v~Z~(F) v~Z~(F) 

est injective, de conoyau (Z/2) ~®(E/v). La deuxiOme suite exacte du thOorOme 5.1 
rOsulte doric du lemme du serpent appliqu6 au diagramme 

Ho(G, B(E)) ~ Uo(G, K2(E)) , (~  Ho(G~, K2(E,,)) ---," 0 

O ~ B ( F ) - -  ,K2(F) . . . . . .  > (~  K2(F~)-- ,0 .  
vel~(F) 

6. Zr-extensions 
PROPOSITION 6.1. Soit E une extension d'un corps de nombres F, galoisienne de 
groupe G. Pour un ensemble S de places finies de F, notons fs  I'homomorphisme naturel 
K2(Os) ~ K2(Os) 0, OtJ 0 S est la cloture int~grale de Os dans E. Si S contient l'ensemble 
des places ramifiOes dans E/F, on a K e r f s  = K e r f  et Cokerfs  = Cokerf .  Si de 
plus toute place de F ramifide darts E divise l'ordre de G, on a Ker fo  = Ker f et 
Coker)Co = Coker f.  

D~monstration. On peut supposer G fini (le cas gdn6ral s'en dOduit par passage fi la 
lim ). On 6crit les suites exactes de localisation: 

0 , Kz(Os) , K2(F) , (~  k~, ~ 0 
yes 

Si S contient les places de F ramifiOes dans E, l'application f est un isomorphisme, 
puisque pour v ¢ S le G-module Owl~ kw, s'identifie/t Ind~wkw, pour un wlv, off Hw 
est le groupe de dOcomposition en w, d'oti la premiOre affirmation. D'autre part, si 
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v ~ S divise un nombre premier rationnel p, le groupe multiplicatif du corps r6siduel 
k~. est d'ordre premier ~ p. Si toute place de S divise l'ordre de G, darts le diagramme 
de localisation 

0 ---, Kz(Or) , Kz(Os) , (~  k~, ~ 0 
v~S  

'°1 °1 o 
O--*K2(OE) ~ K2(Os) ° ( ~ S  k~*) 

Ker g e t  Coker g sont d'ordre premier fi L G t. Comme d'autre part its sont tu6s par 
I GI (argument de transfert), ils sont nuls, ce qui prouve la deuxi~me affirmation de la 
prop. 6.1. 

Rappelons qu'une extension gatoisienne est appel6e une Zp-extension multiple (de 
rang r) si son groupe de Galois est isomorphe fi Z~; s i r  = 1, on parle simplement de 
Zp-extension, Le lemme suivant est bien connu ([51, prop. 13.2] dans le cas d'une 
Zp-extension; la d6monstration est la m~me en g6n6ral). 

L E M M E  6.1 Une Zp-extension multiple est non ramifide hors des places divisant p, y 
compris d l'infini. [] 

THI~ORI~ME 6.1. Soit E/F une Zp-extension multiple de corps de hombres, de rang r, 
de groupe de Galois G. Alors: 

(a) Ker f est fini, contenu dans Kz(OE). 
(b) H~(G, Kz(E)) = 0 pour i >>. r - 1, sauf (peut-~tre) si r = 1, i = O. 
(c) Si r = 1, f est surjective. 
(d) Supposons que F soit totalement rdel et que E soit la Zp-extension cyclotomique 

de F. Alors f :  K2(F)~  K2(E) G est bijective. 
(e) S i r  = 2, Coker f e s t  fini, d'ordre divisant Igz(or) l. 

Le cas (c) g6n6ralise une partie d'un r6sultat de Coates [11, th. 7]; pour l'autre 
pattie, voir th. 6.2. Cette g6n6ralisation a 6t6 obtenue auparavant par Kolster [21, th. 
3.7] pour une Zp-extension cyclotomique (mais sa d6monstration utilise seulement 
une variante du th6or6me 4.3, donc est valable en g6n6ral). 

Ddmonstration. En appliquant la prop. 6.1, on trouve bien que Ker f ~ K2(OF), 
donc est fini. Cela d6montre (a). Supposons que ElF soit une Zp-extension (de rang 
1). Comme cdp(G)= 1 et cd~(G)= 0 pour l ~  p, C o k e r f =  H2(G, K3(E)ind) est 
divisible de p-torsion. Soient F,/F l'extension interm+diaire de degr6 p" et G, = 
Gal(E/F~). On a H2(G, K3(E)ind) = lira H2(G/G,, K3(Fn)ind), i.e. Coker f = li_mm Coker 
f , ,  off f ,  correspond/t  l'extension F,]F. D'apr+s le lemme 6.1, Fn/F est non ramifi6e fi 
l'infini; on a donc d'apr+s le cor. au th .  4.4 

1Coker f ,  1 = t Ker f ,  I ~< I Kz(Ov) I. 
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En p a s s a n t / t  la limite, on trouve: 

[ C o k e r f t  ~< iK2(Ov)[. 
Le groupe  C o k e r f ,  fini et divisible, est nul, ce qui dhmontre  (c). 
Supposons  que F soit to ta lement  r6el et que E soit la Zp-extension cyclo tomique 

de F. Pou r  p rouver  l 'injectivit6 de f, on distingue trois cas: 

(i) p > 2 et IF(/%): F ]  > 2. Alors on a aussi [E(#p): E ]  > 2 (puisque E/F et 
F(I~e)/F sont  l inhairement disjointes). Pa r  conshquent,  K3(E)ina{p} = 0 et 
HI(G, K3(E)in~) = 0. 

(ii) p > 2 et [F(pe): F ]  = 2. Alors [E(#p): E ]  = 2; c o m m e  E est ta Zv-extension 
cyc lo tomique  de F, on a 

K3(E)ind(P } = H°(E, Qp/Zp(2)) = Qp/Zp(2). 

Pa r  cons6quent,  

Hi(G, K3(E)ind) = Hi(G, Qp/Zp(2)) = 0 

d 'apr6s [48, proposi t ion] .  
(iii) p = 2. On  a encore K3(E)i,d{2} = Q2/Z2(2). La  d6monst ra t ion  est la m&ne 

que darts le cas (ii). Ceci d6mont re  (d). 

Supposons  main tenan t  r / >  2. D 'apr~s  le cot. au  th. 5.1 et le l emme 6.1, on a des 
i somorphismes:  

H'(G, K2(E)) ~ H'+2(G, K3(E)ind ) (i ~ 1). 

C o m m e  cd(G) = r, on a scd(G) ~< r + 1, d'oit  Hi(G, K3(E)i,a) = 0 pour  i /> r + 2 et 
donc  Hi(G, K2(E))=0 pour  i>~r. Pour  voir  que H'-I(G, Kz(E))=O, il rest ~t 
m on t r e r  que H '+  I(G, K3(E)ind) = 0, ce qui est dhjh vrai lorsque r = 1 (voir ci-dessus). 
A par t i r  de ce cas, on raisonne par  rbcurrence sur r. Ecrivons G = F x A, avec 

r - - 1  F ~ Z v e t  A ~ Zp  . O n  a une suite spectrale de Hochschi ld-Serre :  

E7 = H~(F, Hi(a, K3(E)i.a)) ~ Hi+J(G, K3(E)i.a). 

I1 suffit de voir  que E~ = 0 pou r  i + j  = r + i. Pou r  i = 0 et i ~ 3, c'est clair 
puisque scd(A) ~< r et sed(F) ~< 2. P o u r  i = 2, c'est encore  clair puisque cd(F) = t et 
que H r - I ( A ,  K3(E)ina) est de tors ion (r ~> 2). Supposons  main tenan t  i =  1. Soient 
Fo~ = E a, F,/F la sous-extension de Fo~/F de degr6 p", Eo = E vet E,  = EoF,. On a: 

Hr(A, K3(E)ind ) = lira Hr(A, K3(En)ina). 
Par  r6currence (appliqu6e h l 'extension E,/F,), H'(A,  K3(E,,),,d) = O, donc  

H~(A, K3(E)~.a) = 0 et H~(F,  H~(A, K3(E)~.a)) = 0; 

cela termine de d6mont re r  (b). 
Supposons  enfin r = 2. Pou r  voir  que Coker  f = HZ(G, K3(E)~na) est fini, il suffit, 

en utilisant la m~me suite spectrale, de mon t r e r  que E ~ est fini pour  i + j = 2. Pour  
i = 2, on a H2(F,  H°(A,  K3(E)i,a)) = H2(F,  K3(Fo~)i.d) = 0 (th. 6.1 c)). Pou r  i = 0, on 
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a Ha(A, K3(E)ina) = lim Hz(A, K3(En)ina) = 0 (loc. cir.), donc H°(F, H2(A, K3(E)ina)) -- 
0. Pour i = 1, on a besoin du lemme suivant: 

LEMME 6.2. Soient F ~- Z ve t  A un F-module topoIogique. Posons, pour tout n >f O, 
Fn = F v°. Supposons que, pour tout n >1 0, A r" soit fini. Ators Hi(F,  A) est fini, d'ordre 
~<lArt. 

En effet, par les quotients de Herbrand, on a 

I u l ( r / r n ,  Aro) l = 1 n ° ( r / r n ,  Aro) L = I A r I. 

Comme 

Hi(F,  A) = lim HI(F/Fn, At"), 
- - - - 4  

on a IHI(F,A)I ~< [Arl . 

Le lemme 6.2 montre que pour prouver que Hi(F,  Hi(A, K3(E)ina)) est fini, il suffit 
de voir que H°(Fn, Hi(A, Ka(E)ina)) est fini pour tout n ~> 0. On peut se borner au cas 
n = 0. On a alors (comme ci-dessus): 

Hi(A, K3(E)ina ) = lim Hi(A, K3(En)ina), 
......... ) ,  

et donc: 

H°(F, H~(A, K3(E)i.a)) = li_mm H°(F/F, ,  H~(A, K3(E,)ind)). 

On a Hi(A, K3(En)i,d) c K2(O,), off On est l'anneau des entiers de Fn (th. 6.1 (a)), 
donc H°(F/Fn, HI(A, K3(E,,)i,d))c K2(O,) r/r". Mais le noyau et le conoyau de 
K2(OF) ~ K2(On) r/r" ont m6me ordre (prop 6.t, lemme 6.1 et cor. au th. 4.4), donc 
IK2(O,)r/r"t = [K2(Ov)l. En passant ~ la limite, on en conclut que IH°(F,H~(A, 
K3(E)i,a))L<<.IK2(Ov)I. D'apr& le lemme 6.2, on a donc aussi [HI(F, HI(A, 
K3(E)i.a)) I ~< tK2(Ov)I. Cela ach~ve la d6monstration de (e), et donc du th. 6.1. [] 

Question 6.1. Est-il vrai que, pour G de rang r quelconque, Coker f est fini et que 
H~(G, K2(E)) est fini pour tout i > 0? Si oui, peut-on borner leurs ordres en fonction 
de JK2(O~)I? 

THI~ORI~ME 6.2. Soient F un corps de nombres et E/F une Zp-extension. Pour tout n, 
soient F,JF Ia sous extension de E/F de degrd f ,  H,  = Ker(K2(Fn)~ K2(E)) et 
vn: Hn + 1 ~ Hn l'homomorphisme induit par ta norme. Alors, pour tout n, v~ est surjectif 
et lira H~ est fini. 

ce - - - - -  

Au langage pros, ce r6sultat est dO ~ Coates [11, th. 7] et Greenberg [15] dans le 
cas d'une Zp-extension cyclotomique dont la base contient une racine primitive 
p-i6me de l'unit& T. Nguyen Quang Do a remarqu6 qu'on peut l'&endre au cas 
g6n6ral. La d6monstration ci-dessous est une variante de celle qu'il m'a indiqu~e; je le 
remercie de m'avoir permis de la reproduire ici. 

D~monstration. Soient F = Gal(E/F) et, pour n >~ 1, F~ = Gal(E/F,,). La surjec- 
tivit6 des v, r6sulte du th6or6me 2.1 et du fait que cd(F)= 1 (cf. [41, p. 1-20, 
lemme 4]). Pour tout corps k, notons/(3(k) le groupe K3(k)i,a/torsion. 
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L E M M E  6.3. Soit A =/£3(E). Alors, pour tout n ~ O, on a une suite exacte: 

0 ~ / (3 (F . )  -~ H°(F. ,  A) -~ H~(F., #2(E)) --+ H. ~ H~(F~, A) -~ 0, 

et H2(Fn, A) = O. En particulier, H°(F, ,  A) est de type fini et HI(F, ,  A) est fini. 

Cela r6sulte de la suite exacte de cohomologie associ6e ~ la suite exacte courte 
0 -~ #2(E) -~ K3(E)ind ~ K3(E) -~ 0, du th. 6.1 (b) et du fait que cd(F,) = 1. 

P R O P O S I T I O N  6.2. Soit A un F-module topologique discret sans torsion. Supposons 
que, pour tout n >~ 0: 

(i) A, = H°(F, ,  A) soit de type fini; 
(ii) HI(F, ,  A) soit fini; 

(iii) HZ(F,, A) = O. 

Alors il existe un F-module fini p-primaire H et, pour tout n >1 1, un isomorphisme 
naturel H ~ ( F , , A ) ~  HI(F, ,H*) .  En particulier le systOme projectif (HI(F,,A)),~>o 
(pour les morphismes de corestriction) est stationnaire, de limite H*. 

COROLLAIRE.  Soit H l e  F-module associd h A = R3(E) par la prop. 6.2. Alors: 
(a) Si E/F est cyctotomique, on a un isomorphisme H,  ~-H~(F, ,H *) pour tout 

n >>- O, et lim H, ~_ H*. 
(b) Si E/F n'est pas cyclotomique, on a pour tout n >~ 0 une suite exacte de groupes 

f n i s  

0 -~ I£3(E)V"/K3(F,) ~ Itl(Fn, #2(E)) -~ H,  -~ HI(F, ,  H*) -~ 0, 

et une suite exacte: 

/~Z(E) ~ lira H,  -~ H* -~ 0. 

En effet, via le lemme 6.3, la prop. 6.2 donne darts tousles  cas une suite exacte 
eomme dans (b). Si E/F est cyclotomique, on a HI(Fn,#2(E))= 0 (lemme de Tare) 
d'ofi (a). Si E/F n'est pas cyclotomique, #2(E) est fini; donc aussi HI(F, ,  #2(E)). On en 
d6duit le 2brae 6nonc6 de (b) par passage fi la lira. 

Le th6or6me 6.2 est cons6quence imm6diate du corollaire ci-dessus, qui le pr6cise. 

D~monstration de la prop. 6.2. Si M est un groupe ab61ien, on note M # =  
Horn(M, Zp) et M* = Horn(M, Qp/Zp): le premier (resp. le deuxi6me) est compact si 
l'on munit M de la topologie discr6te (resp. si de plus M est de torsion). Notons A 
l'alg6bre d'Iwasawa Zp[-[F]]. 

L E M M E  6.4. A # est un A-module (compact) de type fini. Pour tout n >- O, on a: 
(a) (A#) r" = 0; 
(b) ((A#)r,),o~ ~ H~(F,, A)*. 

Les isomorphismes de (b) sont compatibles avec Ies projections (A)r.+~ -~(A#)r,  et 
avec les duaux des restrictions HI(F,+ 1, A)* ~ Hi(F, ,  A)*. 
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En effet, on a A # = (A ® Qp/Zp)*. De la suite exacte 0 ~ A -~ A ® Q ~ A ® Q/Z 
--* 0, on d6duit, pour tout n >t 0, une suite exacte: 

H°(F. ,  A) ~ H ° F . ,  A ® Q) ~ H°(F. ,  A ® Q/Z) ~ HI(F. ,  A) -~ Ht(F . ,  A ® Q) 

HI(Fn,  A ® Q/Z) ~ HZ(F., A). 

On a 

H ° ( F . , A ® Q ) = H ° ( F , , A ) ® Q = A . ® Q  et H I ( F . , A ® Q ) = 0 ;  

de plus, H2(F.,  A) = 0 d'apr6s l'hypoth~se (iii) de la prop. 6.2. On en d6duit 

HI(F. ,  A ® Qp/Zp) = 0 

et une suite exacte 

0 -- A .  ® Qv/Zv -~ H°(F. ,  A ® Qv/Zp) ~ H~(F., A) ~ 0. 

En dualisant, cela donne 

(A#) r- = 0 

et une suite exacte 

0 ~ HI(F . ,  A)* -~ (A#)r .  ~ (A.) # --* O. 

Par hypoth6se, A. est de type fini, done (A.) # est un Zp-module de type fini sans 
torsion; de plus, H~(F.,  A) est fini. Par  cons6quent, (A#)r. est un Z.-module de type 
fini. I1 en r6sulte que A # est un A-module de type fini et de plus que HI(F. ,  A)* --~ 
((A#)r.)tors. 

Cet isomorphisme est clairement compatible avec les fl6ches du lemme. 

L E M M E  6.5. Soit X un A-module de type fini, de rang r, et soit T son sous-module de 
torsion. I1 existe un homomorphisme X --* A r de conoyau flni H. Si de plus X r = O, on a 
une suite exacte: 

O ~ Tr -~  (Xr)to~s ~ H r  -~ O. 

Uexistence de l 'homomorphisme est cons6quence de la classification des A- 
modules ~ pseudo-isomorphisme pr6s. On a une suite exacte: 

O ~ T--* X - +  A r-+ H ~ O. 

Soit Y = Im(X ~ Ag. On a deux suites exactes courtes: 

0--+ T ~ X  ~ Y ~ O ,  

O ~  Y ~ A ~  ~ H - - * O .  

En prenant les invariants et les coinvariants, on en d6duit deux nouvelles suites 
exactes: 

0-~  T r  ~ x r - ~  y r _ ~  Tr-~  X r - ~  Y r ~ O ,  
O ~  Y r - ~ ( A r ) r - ~ H  r -~  Y r ~  (A~)r-~ Hr  ~ O. 
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On a (At) v = 0, et (Ar)r est sans torsion. On en dhduit un isomorphisme 

H r ~- " -}  (Yr)tors 

et une autre suite exacte: 

O ~  T r ~  X r ~  Yr-+O. 

Par hypoth6se, X r = 0, donc T r = 0. Comme Tes t  de A-torsion, il en r6sulte que 
Tr est fird. On en d6duit une suite exacte: 

0 --, r r  + (X~)to~s -+ (Yr),o~s --, 0. 

Le lemme 6.5 en r6sulte. 

L E M M E  6.6. Le A-module A # est sans (A-)torsion, et pour tout n >~ 0 on a un 
isomorphisme ((A~)r,)tors - -~ H r". 

Dgmonstration. D'apr6s le lemme 6.4 (a), on a ( A s ) r " =  0 pour tout n >1 1. En 
appliquant le lemme 6.5 avec X = A s e t  Fn/t la place de F, on obfient des suites exactes: 

0 = Tr. --+ (Xr.)tor~ -+ H r" --* 0. 

On a une injection T = tim_m Tr~ ~ ~ (Xr~)tor~. Mais d'apr6s te lemme 6.4 (b), 
lira (Xr,)to~ ~ (li__~m H~(F~, A))* = O. Le temme 6.6 en r~sulte. 

La prop. 6.2 r6sulte du lemme 6.6 par dualit6, en appliquant le lemme 6.4 (b) (on 
v6rifie que les isomorphismes de la prop. 6.2 commutent aux corestrictions). 

Remarque. 6.1. Il est facile de voir que le module H qui intervient ci-dessus 
coincide avec le module utilis~ par Coates, Greenberg, etc. (dans le cas cyclo- 
tomique). En effet, soient O ~ E la r6union des O~[1/p], off O~ est l 'anneau des entiers 
de F,  et Z = Spec O. En consi@rant K3,i~d comme un faisceau pour la topologie 
6tale, on obtient une suite exacte: 

0 -+/(3(E) ® Qp/Zp --+ H~(Z~,, Qp/Zv(2)) --+ Ka(O){p} -+ 0 

(cf. §9). Comme K2(O) r e s t  fini (prop. 6.I et th. 6.1 (c)), K2(O){p)* est un A-module de 
torsion, donc le module H associ6 ~i (/(3(E) ® Qp/Zp)* est le m~me que celui associ6 
~t HI(Z+t, Qp/Zv(2))*. Mais on a 

n I(Z~,, Q,/Zv(2)) ~ H a(ff, Qp/Zp(2)), 

off f# est le groupe de Galois de la pro-p-extension p-ramifi6e rnaximale de E. Si E/F 
est cyclotomique, HI(fY, Qp/Zp(2))= Hom(~Qp/Zp)(2),  donc HI(Z+, Qv/Zv(2))* = 
f#~(-2) :  c'est bien le module d'Iwasawa consid6r6 par ces auteurs. 

Remarque 6.2. Dans le cas non cyclotomique, j 'ignore si en g6n6ral/~2(E) - .  ~ H,, 
est injective (ou, ce qui revient au m~me, si / (3(F,)  =/£3(E)  r" pour n assez grand). 

THI~ORI~ME 6.3. Les th. 6.1 et 6.2 s'gtendent au cas off F est un corps de type fini. Si 
F est quetconque de caractgristique > 0 et si ElF est une Zp-extension (de rang 1), fE/F 
est surjective. 
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En effet, supposons d 'abord F de type fini; son corps des constantes Fo est donc un 
corps fini ou un corps de nombres. Suslin [44, cor. 2.7] a d6montr6 que, pour tout 
i :A 1, HI(Fo, Zp(i)) -~--~HI(F, Zp(i)). (Au loc. cir. l'6nonc6 est donn6 pour i = 2, mais 
l 'argument s'applique dans le cas g6n6ral sans aucun changement.) En appliquant 
ceci avec i = 0, on volt que E = EoF, off Eo/Fo est une Zp-extension multiple 
(uniquement d6termin6e). D'apr~s le coroUaire au th6or~me 2.1, on a 
Ker f~owo = Ker fe l t  et Coker fEo/Fo = Coker fE/v. Si car F = 0, P6nonc6 r~sulte des 
th. 6.1 et 6.2; si car F > O, E/F est n6cessairement de rang 1 et cyclotomique, et 
l'6nonc6 est un cas particulier du cor. au th .  2.1. Enfin, si F est quelconque de car. 
>0,  KdEo)i~d est de torsion donc Coker fE/v=HZ(G,  K3(Eo)ind)=O puisque 
cd(G) ~< 1. 

7. Cas d'un corps local: une conjecture 

Soient p u n  nombre premier et F une extension finie de Qp, de degr~ d. Notons OF 
l 'anneau des entiers de F, k son corps r~siduel et mle nombre de racines de l'unit6 de 
F. D'apr+s Moore (cf. [28, appendice]), Carroll [10] et Merkurjev [26], K2(F)tors est 
cyclique d'ordre m. On en d6duit le r6sultat suivant sur la structure de 
/(a(F) ,= K3(f)ina/torsion: 

THI~OREME 7.1. (a) Si Iest un nombre premier diff&ent de p, I(3(F) est (uniquement) 
1-divisible. 

(b) tG(F)/p ~ (Z/py. 
^ = lira Aft": c'est Notons, pour tout groupe ab61ien A e t  tout nombre premier l, A~ -. 

le compl~t~ l-adique de A. Le th6or6me 7.1 r6sulte de la proposition suivante: 

P R O P O S I T I O N  7.1. (a) Pour tout nombre premier l, (Ka(f)ind)~ ~ ' HI(F, Zz(2)). 
(b) Pour 1 ¢ p, Hi(F, Z~(2)) est fini; pour l = p, c'est un Zrmodule de type fini, de 

rang d. 
Ddmonstration. (a) r6sulte des suites exactes 

0 --~ (K3(F)ina)/l n ~ HI(F, Z/l"(2)) ~ rKz(F)  ~ 0 

(cf. (1.2)) et de la finitude de Kz(F)tors; (b) est classique (cf. [39, prop. 2.4 et 3.4]). 
Notons KtI°P(F) et KtI°P(OF) les groupes d6fmis par Wagoner dans [49]: on a 

Kti°P(Ov) = lira Ki(Ov/,/gd ~) (off J{  d6signe l'id6al maximal de Or) et un diagramme < 
commutatif  aux lignes exactes: 

0 --~ Ki(Ov) ~ Ki(F) ~ Ki -  ~(k) ~ 0 

0 ~ K~°P(Or) ~ K',°P(F) ~ Ki -  l(k) ~ 0. 

Les r6sultats de Suslin [45, cor. 3.9] et Panin [33] donnent les renseignements 
suivants sur Ker ~bl et Coker ¢i: 
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THt~ORI~ME 7.2. Pour tout i ~> 1, Ker ~bi est divisible et Coker ~bi est sans torsion. 
De plus, on a un isomorphisme canonique: 

Coker qS~ ® Q/Z -~, (Ker ~b i_ i)~o~. 

D~monstration. Soit n u n  entier >~ t: on va utiliser la K-th6orie fi coefficients Z/n 
[3]. Comme les K~(Or/~g ~) sont tous finis, on a pour chaque n >~ 1 une suite exacte 

0 ~ libra_ K~(O~/~)/n  -o ~ K~(OF/J~ ~, Z/n) --* lim .Kz(O~/o/~ ~) - ,  O, 

off les lira sont relatives aux systOmes projectifs associ6s aux 0 ~ / ~  ~, et des 
isomorphismes 

Kti°P(Of) /n - - ~  lim ,K,{Or/.~')/n. 4---- 
D'ofi un diagramme commutatif aux lignes exactes: 

0 ~ Ki(O1~)/n > Ki(OF, Z/n) ~ ,K i -  1(Or) -~ 0 

top top 0 -~ Ki (Or)/n , lim K~(Ol,/J/~, Z/n) , nKi_ 1(Of) -+ 0. +_____ 

D'apr6s Suslin et Panin (op. cit.), la fl~che verticale du centre est un isomorphisme. 
En appliquant le lemme du serpent, on obtient donc une suite exacte: 

0 -~ gi(or)/n - ~  g t i ° P ( O F ) / n  --* ,K~-_ 1(OF) - "  nKt i°Vl (OF)  -+ O. (7.2) 

Consid6rons le complexe (de cha~nes) 

C.(i}: K,(OF) O,, KtioP(OF), 

Off K~(Or) est en degr6 1 e t  KI°P(OF) en degr6 0. On a cleux suites spectrales 
d'hyperhomologie: 

E~q = TorZ(Z/n, Hq(C. (i))) ~ ? ~ TorZ(Z/n, Cp(i))) = 'E~q. 

La suite exacte (7.2) donne T~o = 'E~I =0. On en dOduit que E~o = E21 = 0, 
c'est-/~-dire ,Coker ~ = (Ker ¢q)/n = 0, c'est-/~-dire que Coker ~,, est sans torsion et 
Ker Oi divisible. De plus, (7.2) donne un isomorphisme (Coker O~)/n ~ ,Ker #~_ 1 
pour tout n, d'oti un isomorphisme Coker ¢,i ® Q/Z ~ ,  (Ker ~__ t)~o,~- Le th6orOme 
7.2 s'en dOduit,/t l'aide du diagramme (7.1). 

Supposons maintenant i = 3. Le diagramme (7.1) donne alors des isomorphismes 

Ks(Or.) --~ Ks(F) et Kt3°P(O~,) -~ ,  K~°P(F). 

LEMME 7.1. L'homomorphisme K~(F)-~K~V(F) se factorise en ~3:Ks(F) i~a~ 

Ddmonstration. Le compos6 KI(F) ®3 ~ K3(F) o K~°P(F) se factorise en KI(F)  ®3 
Kl(F)  ® K2(F) ~ KI(F) ® K~°P(F)-~ K~°P(F), ainsi qu'en KI(F) ®3 ~ K~3(F) 
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K3(F ) ~ K~°P(F), off K~(F) est la K-th6orie de Milnor de F. D'apr~s Moore 
(cf. [-28, appendice]), K~°P(F) est fini, et d'apr&s [29, ex. 1.7], Kf(F)  est divisible. 
L'image du compos6 KI(F)®3 ~ K 3 ( F ) ~  K~°P(F) est divisible et d'exposant fini, 
donc nulle. 

THI~ORI~ME 7.3. Ker ~3 et Coker qS 3 sont uniquement divisibles, off ~3 est comme 
dans le lemme 7.1. 

Ddmonstration. Vu le th. 7.2, il suffit de montrer que Ker qS3 et Ker ~b2 sont sans 
torsion. On a (Ker ~3)~o~ c (K3(F)ind)tor s = #2(F), qui est fini; comme Ker q53 est 
divisible, on a donc (Ker qS3)to~ = 0. Pour voir que ~b2 est injectif sur la torsion de 
K2(F), on remarque que d'apr6s Moore, Carroll et Merkurjev (op. cir.), K2(F)to~ --~ 
Kz(F)/m ~-~ K~°P(F). 

top Remarque 7.1. En particlier, le th. 7.3 irnplique que K3 (OF)to~ g H°(F, Q/Z(2)) 
(cf. (1.2)). Par exemple, pour Ov Zp, on obtient top = K3 (Zp)to~ ~ Z/24 sip = 2 ou 3 et 
K~°P(Zp)to~ = Z/( p2 _ 1) s i p  > 3. Cela semble contredire [1, p. 1, th.], qui donne 

top ~o K 3 (Z2)tors =" Z/12 et K P(Z3)tor~ = Z/8. 
Soit Fo le corps des constantes de F: c'est le hens61is6 d'un corps de hombres par 

rapport ~t une place au-dessus de p convenable. Rappelons (1.4) qu'on conjecture que 
K3(Fo)i,d ~ K3(F)i,d est un isomorphisme. 

Dans la fin de ce paragraphe, je vais donner une conjecture sur la structure de 
K3(F)i.d. Pour cela, j'ai besoin d'en d6finir un sous-groupe K3(OF, ~#)ind" De mani6re 
g6n6rale, soit A un anneau de valuation discr6te, de corps des fractions F et de corps 
r6siduel k. Soit n une uniformisante de A: le compos6 

K3(F) ~ K,(F) ~, K3(k) 

envoie K3(F)d~ dans K3(k)d~¢, et on voit tout de suite que l 'homomorphisme induit 
K3(F)ind ~ K3(k)ina ne d6pend pas du choix de n. I1 est clair que le diagramme 

K3(A) , K3(k) 

+ l 
K3(F)i~a ~ K3(k)i~a 

off la fl6che verticale du haut est l'application naturetle, est commutatif. Notons Jg 
l'id6al maximal de A. 

DI~FINITION 7.1. Ka(A, J/g)ind = Ker(K3(F)ind --* K3(k)ind). 

Revenons au cas off F est une extension finie de Qp. Notons Z(v ~ le localis6 de Z en 
p. Le th6or6me 7.1 implique que (K3(F)ind)/torsion est un Z(p)-module; d'autre part, 
notons #'Z(F) le sous-groupe de #2(F) form6 des 616ments d'ordre premier fi p: c'est 
aussi le sous-groupe de torsion premi6re ~t p de K3(F)ina. On voit tout de suite que le 
compos6 #'z(F) ~ K3(F)ind ~ K3(k)in d est un isomorphisme, donc que ta torsion de 
K3(OF, J#)ind est p-primaire. On en conclut que K3(Or, J/)ind est de mani6re 
naturelte un Z~p)-module. 
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Notons maintenant Z~v ) le hens61is6 de Z en p: l'anneau de valuation de Fo est un 
Z~p)-module libre de rang d. Soit toy K 3 (O/~, J4') --- Ker(K~°V(OF) ~ Ka(k)): c'est un 
Zp-module libre de type fini, et on a un homomorphisme naturel K3(Oe, J )~ ,d -*  
K~°P(OF, ~ ) ,  de noyau et conoyau uniquement divisibles d'apr6s le th6or+me 7.3. 
L'6nonc6 de la conjecture est le suivant: 

CONJECTURE 7.i. II existe sur K3(Ov, JPZ')iod une structure natureIIe de Z~p)- 
module telle que de K3(OF, ~/')ind SOit un Z~p)-module de type fini, de rang d, et que 
l'homomorphisme ci-dessus induise un isomorphisme: 

rztopz~ K3(0F, ~ ) i ,d  ®z~  Zp -=~ r,-3 ttJF, ,M). 

Dans un futur article, j'esp6re 6tudier le lien entre cette conjecture et l'homotogie 
cyclique des Or/~/¢ ~. 

8. Exemple: Kz des corps quadratiques 
Soit E = Q(,~/d) un corps quadratique de discriminant d: on va appliquer les r6sultats 
pr6c6dents fi l'~tude de Kz(E) et de K:(OE): On note toujours f l 'homomorphisme 
naturel K:(Q) -~ Kz(E) G (off G = Gal(E/Q), et f l 'homomorphisme K2(Z) -> K2(Oe) ~ 

I1 est pratique de donner une d~finition: 

Dt~FINITION. Un entier d sans facteur carr~ impair est 2-normal si tout facteur 
premier impair de d est = + 1 (rood 8). 

Un entier d (sans facteur carr6 impair) est 2-normal si et seulement si on a 
(2, d) = 0 dans 2Br(Q)~ 

THI~ORI~ME 8.1. (a) Supposons d > O. Alors 

(i) Si d = 8, f est bijective. 
(ii) Si d ¢ 8, Ker f = ({ - 1, d}) et Coker f = ({2, x /d})  sont cycliques d'ordre 2~ 

(b) Supposons d < O. Alors 

O) Si Ia norme N: K3(E)ind ~ K3(Q)i,a est surjec~ive, f est surjective et Ker f = 
( { - 1 ,  d}) est cyclique d'ordre 2, Ceci se produit en particulier si d = - 4  ou 
--8, 

(ii) Si N: K3(E)ind ~ K3(Q)i.d n'est pas surjective, Coker f e s t  d'ordre 2, engendrd 
par {2, .~/-d}, et Ker f est de type (2, 2), engendrd par { - 1, d} et { -  1, a}, off a 
est un certain diviseur impair propre de d (positif ou ndgatif). Si d -- 1 (rood 8), 
o n a a ¢  - 1 .  

(iii) Pour que N: K3(E)ina ~ K3(Q)ina soit surjective, il faut que d soit 2-normal. 
(iv) Si d = -  p, off p e s t  un hombre premier - - 1  (rood 8), N:K3(E)i,d--* 

K3(Q)i, d est sutjeetive. 

Remarque 8.t La condition "N: K3(E)i,d ~ K3(Q)ind est surjective" est un ana- 
logue tordu de la condition "l'unit6 fondamentale est de norme - I " .  Elle est 
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6quivalente (pour E imaginaire) fi la surjectivit6 de N: K3 ( E) ~  K3(Q): en effet, 
K3(E) = K3(E)ind et K3(Q) est cyclique. 

D~monstration. (a) Supposons d > 0 .  Alors r g K 3 ( E ) = 0 ,  donc K3(E)ind = 
#2(E) := H°(E, Q/Z(2)). Si d ~ 8, ~2(E) = #2(Q) ®2 =/~2¢, donc HI(G, Ka(E)ina) et 
H2(G, g3(E)ina ) sont cycliques d'ordre 2. De plus, on est dans la situation "kum- 
m6rienne" du th. 2.3 (iii), que l'on peut appliquer (cf. remarque 2.2). Cela donne (ii). Si 
d 8, ~2(E) ®2 = =/~48 et G op6re sur ta partie 2-primaire de/~2(E) par multiplication 
par 9. On en d6duit que #2(E) est cohomologiquement trivial, d'ofi (i). 

(b) Supposons d < 0. D'apr6s le coroltaire au th .  4.4, on a [Ker f l  = 21Cokerfl .  
Par ailleurs, puisque Ka(Q)ind = (K3(E)ina) ~, on a un isomorphisme: 

Coker(N: K3(E)ind ----r Ka(Q)i,a) = H°(G, K3(E)ina) ~ H2(G, K3(E)ind) --- Coker f 

puisque G est cyclique. Comme Ker f et Coker f sont d'exposant 2, cela d6montre les 
affirmations de (i) et (ii) relatives ~t leur structure. Supposons d ~ { - 4, - 8}. Ators 
#2(E) = #~8 2, donc la norme ~t2(E) ~ K3(Q)i,d est d6j~ surjective, d'ofl la derni6re 
affirmation de (i). 

I1 reste ~ d6montrer (dans (i) et (ii)) les affirmations concernant les g6n6rateurs. On 
a une suite exacte de G-modules: 

0 ---r/.t2(E) ~ K3(E)ind --. ~ ~ 0, 

off G op6re sur Z par multiplication par - 1. On en d6duit une suite exacte: 

0 ~ Hi(G, #2(E)) ~ K e r f  ~ Z/2 ~ H2(G, p2(E)) ~ Coker f ~ 0. 

Si Coker f = 0, Hi(G, p2(E))~ K e r f  est un isomorphisme, ce qui donne l'affir- 
mation de (i). Si C o k e r f  ~ 0, H2(G,#2(E))~Cokerf est un isomorphisme; par 
les raisonnements de la dbmonstration du thbor6me 2.3 (iii), cela implique que 
C o k e r f  est engendr6 par {2, x//d}. Par ailleurs, K e r f  est isomorphe /~ Z/2 x Z/2; 
d'apr6s [47, th. 6.1] un 616ment de K e r f  est doric de la forme { - 1 , a }  pour un 
a e Q*, que l'on peut 6videmment choisir entier, et m~me au besoin sans facteurs 
carr6s. Le choix a = d donne 6videmment un g6n6rateur non nul (provenant de 
l 'homomorphisme Hi(G, #2(E)) ~ K e r f ) .  Soit c~ = { -  1, a} un autre g6n6rateur, 
avec a entier sans facteurs carr&, et soit p un hombre premier non ramifi6 dans E/Q, 
c'est-gt-dire ne divisant pas d. Si k est le corps r6siduel de Oe en une place v au-dessus 
de p, on a un diagramme commutatif: 

Kz(E) , k* 

T T 
K (Q) F r ,  

off ~p et 0v sont les bords (symboles mod6r6s) correspondant ~t pe t  ~ v et Fp, ~ k* est 
l'injection naturelle. On a: 

ep( ) = ( -  
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Comme Fp. -~ k* est injective, on doit avoir 0p(c~) = 0, done vp(a) = 0 puisque a est 
sans facteurs carr6s. Cela revient fi dire que a divise d, ce que l'on voulait. Si d -= 1 
(rood 8), 2 est d6eompos6 dans E/Q. Comme ( -  1, - 1) # 0 dans Br(Q2), on a done 
( -  1, - 1) ~ 0 dans Br(E). En particulier, { -  1, - 1} ¢ K e r f ,  done a # - 1. 

D6montrons (b) (iii). Supposons que N: K3(E)i.d ~ K3(Q)in~ soit surjective. On 
observe que l'image de K3(Q)ind/2 ~ H I(Q, Z/2) (cf. (1.2)) est engendr6e par la classe de 
2 via la th6orie de Kummer: en effet, K3(Q)ind est cyclique, 2 n'est pas un carr6 dans Q* 
et on a { -  1, 2) = 0 dans Kz(Q). Pour  que N: K3(E)i.~ --+ K3(Q)i,d soit surjective, il 
faut donc par fonetorialit6 que 2 soit norme dans l'extension E/Q d'un 616ment x 
provenant de K3(E)i.d, c'est-~-dire v6rifiant { - 1 ,  x ) =  0 dans Kz(E). L'6quation 
N(x)  = 2 entra~ne la nullit6 de (2, d) ~ 2Br(Q), c'est-h-dire que d est 2-normal. 

Enfin, (b) (iv) r6sulte de (b) (ii), puisque par hypoth~se on a d -= 1 (rood 8). 

Notons r le hombre de facteurs premiers impairs de d: c'est te hombre de places 
finies impaires ramifi6es darts E/Q.  

COROLLAIRE.  (o) Coker f est engendr~ par les classes de {2, ~fd} des { - 1 ,  p}, off 
p dOcrit les facteurs premiers impairs de d (avec des relations ~ventuelIes). 

(a) Supposons d > O. Alors f est injective et: 

(i) Si d = 8, f est bijective. 
(ii) S i d  est 2-normal et # 8 ,  C o k e r f  est de rang r, avec la relation 

Zpld { -  1, p} = O. 
(iii) Si d n'est pas 2-normal, C o k e r f  est de rang r -  1, avec les relations 

{2, ~/-d) = Zpid{--1, p) = O. 

(b) Supposons d < O. Alors 

(i) Si la norme N: K3(E)i,d ~ K3(Q)I.~ est surjective et si d # - 4 ,  - 8 ,  f est 
injective et C o k e r f  est de ran# r -  1, avec la relation Epla{-1, p} = 0. Si 
d = - 4 ou - 8, K e r f =  ( { - 1 ,  - 1 } )  et f e s t  surjeetive. 

(ii) Si d - 1 (rood 8), f est injeetive. 
(iii) Si N: K3(E)i,d ~ K3(Q)i,a n'est pas surjective, alors: 

(iiia) Si f est injective et d est 2-normal, Coker f est de rang r - 2, avec les relations 

{2,~Jd) = Z { - 1 ,  p} = Z { - 1 ,  p} = o. 
p]d pla 

(iii2) Si f est injective et d n'est pas 2-normal, C o k e r f  est de rang r - 1, avec les 
relations 

E { - 1 ,  p} = Z { - 1 ,  p} = 0 .  
pld p[a 

(iii3) Si f n'est pas injective et d est 2-normal, C o k e r f  est de rang r - 1, avec les 
relations 

{ 2 , ~ d )  = E { - 1 ,  p} = 0. 
pld 
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(iii4) Si f n'est pas injective et d n'est pas 2-normal, Coker f est de ran 9 r, avec la 
relation Zpl~ { -- 1, p} = O. 

Dans (iiil) et (iii2), l'entier a est celui du th. 8.1(b) (ii). 
D~monstration. Le lemme du serpent, appliqu6 au diagramme commutatif aux 

lignes exactes: 

0 ~ K2(O~) ° ~ K2(E) G , k(v)* 

,T 
O ~  K2(Z) ' , Kz(Q) , ~  Fv, 

p 

donne une suite exacte: 

0 ~ Ker f--* K e r f ~  K e r f ~  Coker f ~ Coker f ~ Coker f .  

On remarque que K2(Z) = ( { - 1 ,  - 1 } )  et que f a un noyau et un conoyau 
ab~liens 616mentaires de rang r. Plus pr6cis6ment, f est bijectif au-dessus des 
nornbres premiers de Q non ramifi6s dans E, et induit l'616vation au carr+ sur les 
corps r6siduels en les diviseurs premiers de d. 

Si { - 1, - 1} ~ Ker J; alors K e r f  = 0; cela se produit en particulier darts les cas (a) 
et (b) (i) de la prop. 8.1, saul lorsque d = - 4 ou - 8 (en effet, on a { - 1, 2} = 0 dans 
K2(Q)). De mani6re gbn6rale, un calcul de r6sidu montre que, s i p  est un diviseur 
impair de d, l'616ment { - 1 ,  p} vu dans K2(E) y est 'entier'; plus pr6cis6ment, 
cet 616ment est l'image de - 1  E Fp. par l 'homomorphisme connectant K e r f ~  
Coker f On a 6videmment la relation Z { - 1 , p }  = { - 1 ,  d} = { - 1 ,  sgn(d)} dans 
K2(E). Finalement, on a, pour un id6al premier impair ~ de O~: 

3~{2, x/d } = 1 si go~d; 

2 si gold. 

On en d6duit que 3{2, x/d} e Im f ,  c'est-/t-dire {2, w/~} ~ Coker f ,  si et seutement 
si d est 2-normal. 

Le cot. au th. 8.1 r6sulte du th. 8.1 et de ces remarques, en tenant compte du fait 
que K2(Oe) = 0 lorsque d = - 4 ou - 8 ([9, appendice]). 

Remarque 8.2. La ressembtance entreces r&ultats et la th6orie du genre n'aura pas 
6chapp6 au lecteur. En particulier, l 'apparition d'une relation exceptionnelle dans le 
corollaire, (b) (iiil) et (iiiz) rappetle la relation exceptionnelle apparaissant dans le 
groupe des classes de OE lorsque d > 0 et que l'unit6 fondamentale est de norme - 1. 
Comme me l'a fait remarquer G. Gras, dans le cas de la th6orie du genre, on peut 
calculer cette relation au moyen du d6veloppement de d en fraction continue. En 
est-il de m~me pour Kz,  en utilisant le d~veloppement en fraction continue d'un 
multiple ou d'un diviseur simple de - d ?  Peut-on 6tablir un lien entre la relation 
exceptionnelle apparaissant en th6orie du genre et celle de ce paragraphe? 
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9. Descente ~tale 

Soit X un sch6ma int6gre r6gulier de dimension 1 (par exemple une courbe 
alg6brique lisse connexe, ou Spec R pour  un anneau de Dedekind R), de corps des 
fonctions F, et soit A un GF-module topologique. Consid6rant A comme un faisceau 
sur (Spec F)~t, on a une suite spectrale 'de Leray':  

E~ q = Hv(Xet, Rqi, A) ~ HP+q(F, A), 

off i est l ' immersion Spec F ~ X. Suivant [50, IX.4], on a encore, pour q > 0: 

E pq = (~  HP(k(v), Hq(F~f, A)), 
vr~ Xo 

off v d6crit les points ferm6s de X, k(v) est le corps r6siduel en ve t  F~ r d6signe le corps 
des fonctions du hens61is6 strict du localis6 de X en v. 

Le corps F~ r e s t  hens61ien pour une valuation de rang 1, de corps r6siduel une 
c16ture s6parable de k(v). Sous l'une des hypoth6ses suivantes: 

(a) k(v) est parfait et A est divisible ou de torsion 
(b) A est de torsion premi6re ~t la caract6ristique de k(v) 

on a donc Hq(F~ ~, A) = 0 pour  q ~> 2. On en d6duit: 

P R O P O S I T I O N  9.1. Avec les notations ci-dessus, supposons 

(a) soit que tousles corps k(v) soient parfaits et A divisible ou de torsion; 
(b) soit que A soit de torsion premiOre aux caract~ristiques r~siduelles de X .  

Alors on a une suite exacte: 

0 --~ Hl(X6t, i ,A) ~ Hi(F,  A) ---* (~  H°(k(v), HI(F~ ~, A ) ) ~  ... 
vEXo 

---* H"(X+t, i ,A)  ~ H"(F, A) ~ (~  H" -  ~(k(v), HI(F'y, A ) ) ~ . . .  [] 
v~Xo 

En prenant  A = K3(Fs)ind et en tenant compte du th. 4.1, on en d6duit: 

C O R O L L A I R E .  Supposons que tousles corps r~siduels de X correspondant ~ ses 
points ferm~s soient parfaits. AIors on a une suite exacte: 

0 -~/-/x(x~t, i,K~(Fs)~n~) -~ K~(F)to~ -~ ~)  ~°(k(v), K~(F:~),o~) 
veXo 

Hz(x~t, i,K3(F~)ind) ~ K2(F) ® (Q/Z) '  ~ . . .  []  

Supposons maintenant que F soit un corps de nombres et que X = Spec Os, 
off S est un ensemble de places de F contenant les places fi l'infini. On se per- 
mettra de noter H * ( O s , - )  pour H*(X+~,-). Si y e S ,  le corps F~ ~ n'est autre 
que la fermeture alg6brique de Q darts l'extension non ramifi6e maximale du 
compl6t6 de F e n  v. Pour  tout corps K, notons #(K) le groupe des racines de l'unit6 
de K. 
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PROPOSITION 9.2. Le "symbole de r~sidu normique'" induit un isomorphisme 
t i t  K2(F~ )tor~ = K2(F~ r) ~ #(F~r) • 

D~monstration. Soit K une extension finie de Qp- D'apr6s Carroll [10] et Merkur- 
jev [26], le symbote de r6sidu normique h: K 2 ( K ) ~  #(K) induit un isomorphisme 
K2(K)tor~ ~ # ( K ) .  D'apr4s Suslin [44, cor. 3.12], si Ko d~signe la fermeture 
alghbrique de Q dans K, K2(Ko)~  K2(K)tor~ est un isomorphisme. La proposition 
en r4sulte par passage ~ la limite. 

Pour tout anneau local A, notons K3(A)o6c l'image du produit KI(A) ®3 --* K3(A), 
et K3(A)~od = K3(A)/K3(A)d~. Le lemme suivant r4sulte de [9, prop. 4.5 (b) et cor. 
5.12]. 

L E M M E  9.1. Pour tout anneau local A de X et tout n >>. 3, l'application naturelle 
K.(A )d~ ~ K.(F)d~ est surjective. [] 

COROLLAIRE (cf. [20]). Avec les notations du lemme 9.1, l'application naturelle 
K~(A)i.d ~ K.(F)i.d est un isomorphisme. 

En effet, d'apr6s Soul6 [43, th. 1], on a K3(Os) ~-~ Ka(F), pour A comme dans te 
lemme 9.1 on a done de m~me K3(A) ~ K3(F). Le corollaire r6sulte de ceci et du 
lemme 9.1. El 

Le corollaire au lemme 9.1 montre que A ~ K3(A)ind d6finit un faisceau constant 
pour la topologie de Zariski de X, de va~leur K3(F)~.d, done un faisceau K3,~,a pour la 
topologie 6tale de X tel que K3,i.d = i.K3(Q)i,d. Des prop. 9.1 et 9.2, on d6duit alors: 

THt~ORI~ME 9.1. Soient F u n  corps de hombres et S u n  ensemble de places de F, 
contenant les places ~t l'infini. On a un isomorphisme naturel: 

• 
v~s 

Off F,, est le compI~t~ de F en v, #~(F~) d~signe ta pattie de v-torsion de #(F~,) et h~ 
d~signe Ia pattie 'sauvage' du symboIe de r~sidu normique en v. De plus, on a: 

HZ(Os, K3,ia) = #(F) si S = Y, oo et F est totalement imaginaire 

0 sinon 

une suite exacte 

0 ~ ~ #.(F,) ~ H 3(Os, K3,ind) -* (Z/2) *av) ~ 0 
yes 

et, pour i >~ 2, des isomorphismes 

H 2i(os, K3,ind) : 0, 
I-I 2i+ l (Os ,  g3,i.a) ~ (Z/2) ~w). 

D~monstration. L'assertion pour H ~ est claire; eelle pour H 2 r6sulte de la suite 
exacte de Moore ([28, th. 6.1]). S i n  >7 4, on a H"-z(k(v) ,Kz(F~r))= 0, d'o~ les 



DESCENTE GALOISIENNE ET K2 DES CORPS DE NOMBRES 95 

isomorphismes pour H 2~ et H 2~+ ~. Finalement, traitons le cas de H 3. On a une suite 
exacte: 

0 --+ (~  H~(k(v), Kz(F~r)) ~ Ha(Os, Kx~) -~ Ha(F, K3(O)~,d) ~ O. 
ve:S 

Le terme Ha(F, K3(Q)ina) s'identifie fi (Z/2) ~ ) .  Par ailleurs, vu ta prop. 9.2, 

H*(k(v), K2(F~r)) - ~  H l(k(v), #(F~r)). 

Ecrivons #(F~ *) = #~ 0 #', off #~ d6signe la v-torsion et #' la torsion premibre fi v. Le 
module galoisien #' s'identifie/t #(~), off ~ est une cl6ture alg6brique de k(v), donc 
H~(k(v),# ') = 0. Finalement, #~ 6tant fini, H~(k(v),#,.) s'identifie par dualit6 
H°(k(v), #~) = #~(F~). [] 

COROLLAIRE. Soit n un entier inversible dans Os. Alors: 

(a) On a un isomorphisme Hl(Os, K3,i,~){n} ~- Kz(Os){n}. 
(b) 

(c) 

Si S contient les places finies de F ramifides sur Q (il suffit que S contienne les 
places v telles que #~(F~) ¢ {1}), on a Hl(Os, K3,i.d) -~ K2(Os). 
On a une suite exacte 

o -~ H°(Os, ~ .2 )  _~ K3(Os)~°d ~ K3(Os)i°d - .  H 1(O~, m ~2) 
K2(Os) ~ K2(Os) ~ H2(Os, #02) ~ O. 

(Si A est un groupe ab61ien, on note A{n} = { a e A l 3 k  >~ l:nka = 0} la partie 
n-primaire de A.) 

Ddmonstration. (a) r6sulte imm~diatement du th. 9.1, en remarquant que par 
hypoth6se Coker(l(z(Os) ~ K2(Os)) est de torsion premi6re/t n. (b) est 6vident. Pour 
d6montrer (c), on observe que la suite de (Spec Os)~t-faisceaux 

0 --'> /An @2 ---9 K3,i~ n_~ K3,i.d - ,  0 

est exacte (cf. [19, prop. 1.1]); (c) en r6sulte en prenant sa cohomologie et en 
apptiquant (a) et le th. 9.1. [] 

Remarque 9.1. Dans le corollaire ci-dessus, la partie droite de la suite exacte de (c) 
est due/ i  Soul6 lorsque nes t  impair ([42, lemme I0]). En fait, la d6monstration de 
[42] est incompl6te, main peut ~tre ais6ment compl6t6e, et s'applique de plus sans 
restriction sur n: ceci est fait dans l'appendice 2 (voir aussi Nguyen Quang Do [32] 
lorsque nest  une puissance de 2 et F totalement r6el). 

Remarque 9.2. On peut retrouver ces r6sultats en utilisant le complexe F(2) de 
Lichtenbaum - cette fois-ci sur X = Spec Os. En effet, en suivant (et raffinant un peu) 
les calculs de [24, §2 ou th. 4.4], il n'est pas difficile de d6montrer le th6or6me 
suivant: 
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THt~ORI~ME 9.2. Soit X = SpecOs. On a Hi(X+t,F(2))= 0 pour i< 1, et des 
isomorphismes: 

(a) H~(Xat, F(2)) _-__ K3(F)ind; 
(b) Hz(X~t, r(2)) ~ K2(Os); 
(c) H3(X6t, F(2)) = 0; 
(d) Hi(X+t, F(2)) _-__ (Z/2) *'(r) ou 0 pour i >>. 4, selon que i est pair ou impair. 

Le th. 9.1 r6sulte alors du th6or6me 9.2, de la longue suite exacte 

--. -+ H i- * (X+t, K3a.,) --+ H'(Xet, F(2)) -+  Hi-2(X+t, K2) - 0 . . .  

associ6e au triangle K3,i.d[-- 1] --+ F(2) --+ K z [ - 2 ]  -0 K3,~.a, et du calcul du faisceau K2 
effectu6 dans la prop. 9.2. J'omets la d6monstration du th. 9.2, car elle est assez 
longue et ce th6or6me n'a pas d'application dans cet article, 

Appendice 1. Cohomologie totalement positive 
Le but de cet appendice est de d6montrer la proposition 5.2. 

L E M M E  AI.1. On a H3+(F, Z/2) = 0. 
Ddmonstration. Si F est totalement imaginaire, cela r6sulte du fait que cd(F) = 2 

[-4t, p. II-16, prop. 13]. En g6n6ral, on a une suite exacte: 

2Br(F) -~ (~  2Br(F~) ---, H3+(F, Z/2) ---, H3(F, Z/2) ~ @ H3(F~, Z/2), 
V v 

off v d6crit les places r6elles de F et Br est le groupe de Brauer. Par la th6orie du 
corps de classes, l 'homomorphisme 2Br(F) ~ (~, 2Br(F~) est surjectif; il suffit doric 
de voir que H3(F, Z/2) ~ G~ H3(F~, Z/2) est injectif. Soit E = F ( ~ - -  1): on a la suite 
exacte d'une extension quadratique: 

. . . ~  H'(E, Z/Z) Cor  H'(F, Z/Z) "e, H ~+ I(F, Z/2) Res Hi+ I(E ' Z/2) ~ . . .  

o/~ e est la classe de - 1  dans HI(F, Z/2) par la th6orie de Kummer. Pour i = 3, 
compte tenu de H3(E, Z / 2 ) =  0, elle montre que le cup-produit par e donne une 
surjection HZ(F,Z/2)'~-2+H3(F,Z/2). De marne, on obtient un isomorphisme 
HZ(Fv, Z/2) - ~  H 3(F~, Z/2) pour tout v. On a donc un diagramme commutatif: 

2Br(F) ,, H 3(F, Z/2) 

(~ 2Br(Fv) ~ (~ Ha(F,, Z/2) 
v V 

off les fl+ches horizontales sont donn6es par le cup-produit par e. Soit ~ un 616ment 
du noyau de 2 B r ( F ) ~  O~2Br(Fv): on peut repr6senter ~ par une alg6bre de 
quaternions (a, b) 1-38, th. 32.19]. Le th6or6me de Hasse-Minkowski entra~ne que - 1 
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est norme r6duite dans (a, b); on en d6duit que le cup-produit e" (a, b) est nul. On en 
conclut que la fl6che verticale de &oRe du diagramme ci-dessus est injective. [] 

On salt que pour tout hombre premier impair p, on a cdp(F) = 2 ([41, loc. cit.]); la 
proposition 5.2 est donc vraie pour tout Gv-module de torsion impaire. En 
raisonnant comme dans [41, p. II-7, dOm. de la prop. 4], on dOduit de plus du lemme 
AI.I: 

L E M M E  At.2. La proposition 5.2 est vraie pour tout Gr-module de torsion. 

L E M M E  A1.3. On a Hg(F, O 2 / Z 2 )  = 0. 
D&nonstration. Si , , t /7 ]  " e F, cela r6sulte de [48, prop.]. En g6n6ral, le lemme AI.2 

imptique que H2+(F, Qg/Z2) est divisible. Mais l 'argument de transfert habituel 
montre que ce groupe est tu~ par 2; il est done nul. []  

La proposition 5.2 r~sulte du lemme A1.2 et du lemme At.3 de mani~re analogue/t 
[41, p. 1-21, cor. 4]. 

Appendice 2. Ks d'un anneau d'entiers de corps de hombres 

Le but de cet appendice est de completer la d6monstration de [42, lemme 10], dans 
l'esprit de op. tit. Cette dOmonstration complOtOe rOsulte d'un 0change de lettres entre 
SoulO et l'auteur. L'Ononc6 en question est le suivant: 

P R O P O S I T I O N  A2.1. Soit Fun  corps de nombres, et soit Sun ensemble de places de 
F, contenant les places fi l'infini. Notons Os t'anneau des S-entiers de F. Alors, pour 
tout entier n inversible dans Os, la classe de Chern 

c2,2: Kz(Os)/n ~ H Z(Os, #~2) 

est un isomorphisme. 
D~monstration. On peut supposer S fini; il suffit de dOmontrer la prop. lorsque n 

est une puissance d'un nombre premier p. L'argument de loc. cit., donn6 pour p 
impair, est correct lorsque n = p; de plus il est valable m6me pour p = 2, car le produit 
en K-thOorie qui est utilis6 est l 'accouplement K,(Os) ® K,(Os, Z/n) --, K,(Os, Z/n), 
qui est dOfini sans restriction surn.  

Pour  passer du cas n = p au cas off n est une puissance de p, l 'argument de 
d6vissage utitis6 dans Ioc. cir. donne la surjectivit6 de cz2 en gOnOral, mais ne donne 
I'injectivit6 que lorsque Pie(Os) n'a pas de p-torsion. On va se  ramener/ t  ce cas par 
un argument "p-adique": 

Soit T u n  ensemble fini de places de F, contenant S e t  tel que Pie(OT) = 0. D'apr~s 
la remarque ci-dessus, on a pour tout r ~> 1 une surjection: 

K2(Os)/p #,% 
et un isomorphisme: 

K (OT)/p 
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Ces fl~ches sont compatibles et donnent / t  la limite une surjection: 

lira K2(Os)/p r -~  lira H2(Os, #p.02) 

et un isomorphisme: 

li,__m_m K2(Or)/p ~ ~ ,  !i m H2(Or, g~P). 

(Dans le premier cas, on a utilis~ la finitude des K2(Os)/p'.) 
Comme K2(Os) et K2(Or) sont des groupes finis, fi,_m_mK2(Os)/p ~ (resp. 

lira K2(Or)/p ~) n'est autre que K2(Os){p} (resp. K2(OT){p}). La suite exacte de 
4------- 

localisation montre que K2(Os){p}--* K2(OT){p} est injective. On en conclut que 
lira K2(Os)/p ~ ~ !ira H2(Os, 1~ 2) est bijective. Finalement, fixons r ~> 1: on a des 
suites exactes, pour s >~ 0: 

K2(Os)/p s --~ K2(Os)/p r+s ~ K2(Os)/p r ~ O, 
H2(05, 2 ®5 u (05, - - ,  I-I (O5, - ,  o 

(la premiere est triviale, la deuxi~me r~sulte de la surjectivit6 de c2,2). En utilisant de 
nouveau la finitude de K2(Os)/p set de 2 ®2 H (05, pp~ ), on en d6duit fi la limite des suites 
exactes: 

lira K2(Os)/p ~ P-~ lira Kz(Os)/p ~ ~ K2(Os)/p ~ ~ O, 
4------ 4------ 

l im H2(Os,  12~ 2) P-~ l im  H2(Os,  #~p2) __~ H2(Os,  #~2) _.~ O. 
4------- 4------ 

La proposition en r6sulte en appliquant le lemme des cinq. 
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