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1. HISTORIQUE ET MOTIVATION

K corps de nombres :

— Weil : démontre le théoreme de Mordell-Weil a I'aide d’une hauteur sur
une K-v.a. A.

— Néron et Tate : prouvent que cette hauteur peut étre remplacée par une
forme quadratique définie positive.

— Néron : exprime la hauteur de Néron-Tate comme somme de termes lo-
caux.

— Il en déduit que ca donne une somme d’accouplements locaux entre di-
viseurs num. triviaux et 0-cycles sur une K-variété projective lisse quel-
conque.



Accouplement de hauteurs
1983/84 : Bloch et Beilinson définissent conjecturalement (et indépendam-
ment) des accouplements de hauteurs

. .
CH L (X) x CHH = (X) —» R

(d = dim X, 1,,,; = cycles homologiquement équivalents & 0) comme sommes
de termes locaux. But : raffiner les conj. de Tate sur les ordres des zéros et
poles de (X, s) en décrivant ses valeurs spéciales a la BSD.

Dans l'article de Beilinson : construction globale sur K = k(C), k =k, C
courbe projective lisse, a valeurs dans Q; (I # char k), via la coh. l-adique
(méthode de cohomologie d'intersection).



2. ACCOUPLEMENT DE HAUTEURS RAFFINE

Szamuely, exposé & Oberwolfach (2019) : explique un travail commun avec

Rossler ;: comme Beilinson, mais

— (' est remplacé par B, variété lisse de dimension quelconque (question de
Beilinson) ;

— Qy est remplacé par H*(B, Q;(1)).

B courbe projective lisse : en composant avec le degré, on retrouve l'accou-

plement de Beilinson.

Méthodes similaires a celles de Beilinson : https://arxiv.org/abs/2009.

01191.

Moi : pourquoi pas a valeurs dans Pic(B) ?

Réponse : oui, mais en changeant (?7) de sous-groupe de CH*(X).


https://arxiv.org/abs/2009.01191
https://arxiv.org/abs/2009.01191

3. ACCOUPLEMENT DE HAUTEURS A VALEURS DANS Pic(B)

k corps quelconque, B k-variété lisse, K = k(B), X K-variété projective
lisse, d = dim X.

Pour tout ¢« > 0 :

— sous-groupe CHY(X)0) ¢ CHi(X):

— accouplement
(1) cH (X)) x cgt1=ix)O) - cHY(B)
dans Ab ®Q.



La catégorie Ab ®Q :

Objets: groupes abéliens
Morphismes: (Ab ®Q)(A, B) = Ab(A, B) ® Q.

Autre description : localisation de Ab par la sous-catégorie de Serre des
groupes d’exposant fini (= Ab ®Q est abélienne et Ab — Ab ®Q est
exact).

— A groupe abélien d’exposant fini : A — 0 dans Ab ®Q.
—Qy/Z; 5 0; en fait, (Ab®Q)(Q;/Z;, Qy/Z)) = Z; ® Q = Q.

B courbe projective lisse : en composant avec deg CHl(B) — /i, on
obtient un accouplement (dans Ab) & valeurs dans %Z C Q pour N > 0
convenable.



Comparaison avec Rossler—Szamuely :

cH(X) Y x cgt1=ix)O) & cHY(B)
CH} L (X) x CHEIZU (X)) — H*(Br, Q1))
Proposition 1. CHY( X)) ¢ CH! (X) (cycles numériguement équiva-
lents a 0); égalité pour i =1,d.
Conjecture 1. CHY(X)0) = CH! (X) pour tout i.

Conjecture plus faible : C’Hﬁom(X) c CHY(X) pour tout i. Vrai sous la
conj. de Tate ou de Hodge, ou quand X “a partout bonne réduction” (rel.

B).

Rossler-Szamuely : les deux accouplements sont compatibles dans ce cas.



4. STRATEGIE

(1) k parfait : X “semi-stable” rel. B. (Accouplement défini dans Ab, sur
des sous-groupes un peu plus petits.)

(2) k parfait : X général.
(3) k quelconque.

lci: k parfait. (Cas général : passer a la cloture radicielle.)

Techniques principales :
— morphismes de Gysin raffinés de Fulton
— théoremes de de Jong sur les altérations



Supposons qu'il existe un modele projectit f : X — B de X avec X lisse
sur k.
Idée simple :

CHI(X) x CH™1=i(x) s cad+(x) L5 cH\(B),

Si Z C B fermé de codimension > 2, CHYB) = CH'(B — Z), donc
['accouplement se factorise par

CHY(X) —» CHY(X—f~1(2)),CHT1—(x) —» CH™ " (x—f71(2)).

Il faut ensuite essayer d’enlever les fermés de codimension 1, et la ce n’est
plus automatique (il faut passer a des sous-groupes).



5  REDUCTION “SEMI-STABLE"

Définition 1.Soit b € B un point de codimension 1. On dit que f
est semi-stable en b si la fibre X, = f~1(b) est un diviseur a croisements
normaux stricts dans f~(Spec Opyp). On dit que f est semi-stable s'il est

semi-stable en b pour tout b € B

Remarques 1. a) Semi-stabilité automatique, sauf pour un nombre fini de b
(f est génériquement lisse).

b) Hypothese plus faible suffisante : pour b € B(l), toutes les composantes
irréducibles de A, sont lisses sur b et de codimension 1 dans f~(Spec Opp).



9 : X — X l'inclusion de la fibre générique.

Définition 2. Supposons f semi-stable. Soit b € BW et Z = {b}. On pose
CHY (X)) = {a € CHY(X) | 7*a € CHL,,(X) and kia € CHYyp (DY)
pour toutes les composantes irréducibles Dg de Xy = FHb)}
ol K : Dl)’\ — X est I'inclusion,
CH'(x) = () CH'(x))
be B
et



Proposition 2. CHi(X)O ne dépend pas du choix de X ; préservé par l'ac-
tion des correspondances (pour deur K-variétés projectives lisses X1, Xo
admettant chacune un modéle semi-stable).



Le point-clé

Proposition 3. Supposons f semi-stable. Soit o & CHY(X). Si g €
CHM1=i(x) et si j*8 =0, alors fy(a- B) = 0.

D’ot

CH'(x)" x CH™=(X) RUN CH'(B)
puis
2) CHI(X)® x CHM=i(x)0 Y opl (B,

C’est I'accouplement des hauteurs raffiné (dans le cas semi-stable).

Proposition 4. (2) ne dépend pas du choix de f. Si~v: X1 — Xo est une

correspondance algébrique (ot Xy et Xo ont chacune un modeéle semi-stable),
on a

(3) (7 e, B) = {o,7%6)
pour (a, B) € CH' (X)) x CH;_1(X1)".



6. CAS GENERAL
Définition de CHY(X)\Y). En deux temps :

6.1. X a un modéle semi-stable.

CH'(X)Y = {a e CH/(X)|3m>0:mae CHI(X))

Proposition 5. CH (X)) /CHY(X)" est d’exposant fini (fini si k C C).
Dot

(4) <, > CH'(X)Y x cHH1-{( )0 5 cHY(B)
(accouplement dans Ab ®Q).



6.2. Cas général. On choisit f : X — B modeéle projectif localement
intéegre de X, donc plat hors d'un fermé F' C B de codimension > 2. Par
une variante d'un théoreme de de Jong, quitte a agrandir £ on peut obtenir
des diagrammes commutatifs

T

X — X-xp x, M X
B, -8 B-F m — n=>5SpecK

avec mp finl et plat, m une altération, By, X7 réguliers et g semi-stable. Le
carré de droite = pull-back du carré de gauche par n — B — F'. Appelons
ces altérations admissibles.

Proposition 6. Le sous-groupe
CHY(X)Y = {a € CHYX) | 1} € CHY(X7)\V}

ne dépend pas du choix de laltération admissible m. Le groupe
C’HZ(X)/CHZ(X)(O) est libre de type fini, et CHgng(X> C CHZ(X)(O)

c CHY . (X).



[inclusion C’Hglg(X) c CH(X)\9) utilise une proposition de Qing Liu.

(X,1) — C’Hi(X)(O) définit une relation d’équivalence adéquate (dépendant
a priori de B).



6.3. Construction de ’accouplement de hauteurs raffiné (cas gé-
néral). m comme dans (5), m = deg(mg). On considére 'accouplement

(6) <,> CH'X)O g cHH1=i(x)0)  cHY(B)
dans Ab ®Q donné par la composition
cHi(X)) 0 g cgdti=i x)0 =24 ogli(B))
memy | (g |
CH (X)) @ cHH1=i(x)0) CHY(B)
oll <, >1 est (4). (Note : la multiplication par m est inversible dans Ab ®Q.)

Théoréme 1. (6) ne dépend pas du choiz de 7 ; il a la fonctorialité de la
Proposition /.



7. LE CAS DE CODIMENSION 1

X géométriquement irréductible; 6 = degtr(K/k) = dim B.

Notation 1.

Alby variété d’Albanese de X: ayx : CH% (X) = CHUX)y —
Alb x (K') le morphisme d’Albanese.

—T(X)=Keray.

— B projective : NY(B) groupe des cycles de codimension 1 modulo I'équi-
valence numérique)

— A K-variété abélienne : Trp ;. A sa K/k-trace et
LN(A, K/k) = A(K)/(Trg 1, A) (k)
son groupe de Lang-Néron : de type fini par le théoréme de Lang-Néron.

Théoréme 2. a) L accouplement <, > s’annule sur CHL (X)) x T(X).
b) Ceci induit un accouplement (dans Ab Q)

<,>: Picd!(X) x Albx(K) = CHY(B).

¢) Supposons B projective. En composant cet accouplement avec la projection
CHY(B) — NY(B), on obtient un accouplement

(7) <, >num: LN(Pic%, K/k) x LN(Alby, K/k) — N*(B).



Maintenant, on suppose B projective.

Théoréme 3. Soient L € Pic(X) et £ € Pic(B). Considérons la forme
quadratique

q=q(X,B,L,{): LN(Pick, K/k) 3 o+ deg (< o, L% o > -65_1)

obtenue a partir de (7). Si L est ample et 6 = 1, q(X, B, L, ) est définie
négative. Cect s’étend a 0 > 1 pour £ ample, sous une certaine conjecture.

d=20=1:théoreme de Shioda.



7.1. Un autre accouplement. On suppose B projective et d = 1. Th.
2b):

(8) <,>: Pic’(X) x Pi(X) — CH(B).
A = TrK/k Picg(, P = Pic%.

Proposition 7. Dans (8), on a < A(k),A(k) >C Pic’(B){p} dans
Ab®Q, ou p = exposant caractéristique de k. D ot accouplement dans

Ab ®Q

(9) LN(Pic%, K/k) x A(k) — P(k)/P(k){p}.

Argument a la Yoneda : on remplace k par k(A), et on obtient in fine un
morphisme

(10) LN(Picy, K /k) — Hom(A, P)

qui redonne (9) (raffiné) en prenant les k-points.

Question 1. Est-ce que (10) est surjectif (dans Ab ®Q)?



Merci !
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