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ABSTRACT 

We classify quadratic forms of height 2 and degree 2 in the sense of Knebusch [15,16] over any 
field of characteristic # 2, completing the earlier results of Knebusch and Fitzgerald. Such an 
anisotropic form is either excellent, or a 6-dimensional ‘Albert form’ or an I-dimensional form of 
a certain type. We also give partial results for forms of degree > 2. We then show that even- 
dimensional forms of height 2 and degree 5 2 (at least the non-excellent ones) can be parametrised, 
up to similitude, by cohomological invariants. Does this phenomenon extend to higher heights and 
degrees? 

Dans cet article, on classifie les formes quadratiques de hauteur et de degrt 2 
sur un corps commutatif quelconque (de caracttristique # 2). Le ksultat prin- 
cipal est le suivant: 

ThCorBme. Soient Fun corps commutatifde caracttkktique # 2 et q une forme 

quadratique anisotrope sur F, de hauteur et de degrt? 2 au sens de Knebusch 

[15,16]. Alors, 

(i) soit q est excellente; 

(ii) soit dim(q) = 8 et q z q’ @ 8, oti 0 est une 1-forme de Pfister et c(q) # 0; 

(iii) soit q est une lforme dMbert’ (de dimension 6). 

Rkiproquement, toute forme anisotrope de type (ii) ou (iii) est de hauteur et de 

degrt! 2. 

Remarque. Les cas (i), (ii) et (iii) s’excluent mutuellement. 
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Une partie de ce resultat a CtC obtenue auparavant par Knebusch 1161 et 
Fitzgerald [9]; nous en donnons de nouvelles demonstrations, de nature co- 
homologique. Leur travail implique que toute forme de hauteur et de degre 2 
qui n’est pas du type (i) ou (ii) de l’enonct est de dimension 5 26. La preuve 
qu’une telle forme est en fait une forme d’Albert est une application simple 
du thtoreme de.reduction d’indice de Merkurjev [19], qui ne semble pas avoir 
CtC observte auparavant. Elle montre une fois de plus la puissance de ce 
theoreme. 

Pour les resultats ‘classiques’ de la thtorie algebrique des formes qua- 
dratiques, on renvoie a [17] ou [25]. La plupart des notations utilisees dans cet 
article se trouvent dans ces ouvrages; on les precise au $1 pour la commoditt du 
lecteur. Les notions de hauteur et de degre d’une forme quadratique sont rap- 
pelees au $2, oti l’on donne Cgalement les resultats generaux de Knebusch les 
concernant et une version plus precise de l’enonce ci-dessus (Thtoremes 2.10 et 
2.11). Au $3, on rappelle la demonstration de Fitzgerald du Theoreme 2.10 (a) 
(concernant la partie (ii) du theoreme ci-dessus) et on en donne deux autres, 
reposant sur les resultats de [l] et [18]. La demonstration du Theoreme 2.11 
(partie (iii) du thtoreme ci-dessus), comme indique, utilise [19]. Au $4, on con- 
sidere les formes quadratiques de hauteur 2 et de degre > 2 et on donne des 
generalisations partielles des resultats du $2. On y donne en particulier une 
discussion sommaire du probleme de la ‘descente’ des formes de Pfister, etroi- 
tement lie a ces questions. 

Le theme final de cet article est de montrer comment les invariants coho- 
mologiques associes aux formes quadratiques, reellement ou encore conjec- 
turalement, peuvent servir d’outil pour des problimes de classification tels 
que celui des formes de hauteur et de degre don&. Outre le fait que les dt- 
monstrations cohomologiques du theoreme de Fitzgerald donntes au $3 se 
gtntralisent au degrt 3 et conjecturalement aux degres supbrieurs, alors que 
ce n’est pas a priori le cas de la sienne, on montre au $5 que les formes non 
excellentes de hauteur 2 et de degre I 2 peuvent etre param&tr&s, B simili- 
tude p&s, par certains invariants cohomologiques d&pendant du type de la 
forme en question (dans le cas des formes excellentes, on a une parami- 
trisation au moyen de formes de Pfister, qui correspondent conjecturalement 
a des invariants cohomologiques, voir Corollaire 5.1 et Conjecture 5). On 
arrive ainsi a une division des formes quadratiques de petite hauteur et de 
petit degre en classes definies par des invariants ‘discrets’ (hauteur, degre, 
type au sens du $2), au sein desquelles elles se cornportent comme des ‘fa- 
milles continues’ (i.e. sont parametrees par une famille de classes de coho- 
mologie galoisienne dun type fixe), generalisant la man&e dont les formes 
de Pfister de degre n sont parametrees par les symboles de degre n (conjec- 
turalement pour II 2 6). Ce phenomene persiste-t-i1 en hauteur et degre plus 
grands? 

Ce travail a et& acheve au tours d’un sejour a 1’UniversitC de Bielefeld en 
decembre 1993. J’ai plaisir a remercier Ulf Rehmann et le Sonderforschungs- 
bereich 343 ‘diskrete Strukturen in der Mathematik’ pour leur hospitalite et 
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l’atmosphere de travail d&endue qu’ils entretiennent. Je remercie tgalement 
Jtirgen Hurrelbrink et Markus Rost pour des discussions au tours du colloque 
de K-theorie algebrique d’oberwolfach (ruin 1993), qui ont conduit a ces re- 
sultats, Cornelius Greither pour avoir suggere l’expression ‘forme dominante’ 
en traduction de ‘leading form’ et Adrian Wadsworth pour une simplification 
de l’enond de la Proposition 5.1. 

Tous les corps consider& dans cet article sont de caracteristique # 2. Sauf 
mention expresse du contraire, toutes les formes quadratiques sont non dtge- 
ntrtes. 

1. NOTATIONS 

Soit Fun corps de caracteristique # 2. On note: 

(at,... , a,) la forme quadratique al xf + . . . + a,, x,‘. 

((al, . . . , a,)) la forme (1, -al) 8 . . .@ (1, -a,) (comme Arason [l]; Lam [17] 
note cette forme ((- al,. . . , -a,))). 

i(q) l’indice d’une forme quadratique q: c’est la dimension des sous-espaces 
totalement isotropes maximaux de q. 

h(q) = q( V\{OI> oti V est l’espace vectoriel sous-jacent a q; GF(q) = 

{a E F* 1 aq s q}. 

W(F) l’anneau de Witt de F. 

IF l’ideal ‘fondamental’ de W(F) (ideal des formes de rang pair), et Z”F = 

(IF)“. 

d*q le ‘discriminant a signe’ dune forme quadratique q : d*q = 

(-1) n(n-1)‘2 disc(q), ou n = dim(q) et disc(q) est le discriminant ordinaire de q. 

c(q) Yinvariant de Clifford’ de q: si dim(q) est paire, c’est la classe dans le 
groupe de Brauer de F de l’algebre de Clifford de q. 

Les invariants d+q et c(q) ne dependent que de la classe de q dans W(F). 

F(q) le corps des fonctions de la quadrique projective d’equation q = 0 (si 
dim(q) > 2). 

H”F le groupe de cohomologie galoisienne H”(F, z/2). Les invariants d*q 

et c(q) sont respectivement a valeurs dans H’F et H2F. 

On note simplement . le cup-produit de l’algebre de cohomologie H*F. Si 
a E F*, on note (a) sa classe dans H ‘F par la theorie de Kummer. Si 

a,..., a, E F’, on note (al,. . . ,a,) l’element (at) . . . . . (a,) E H”F. 

On appelle symbole tout element de H”F de la forme (al, . _ _ , a,). 

Si A est une F-algebre centrale simple, on note ind A son indice et deg A son 
degre ((deg A)2 = dim, A). 

Si K est une extension de F et q une F-forme quadratique (resp. A une 
F-algebre centrale simple, c une classe de cohomologie galoisienne), on note qK 

la K-forme quadratique q @F K (resp. AK = A @F K, cK = ReSK/Fc). 
Une forme d%llbert est une forme quadratique q de dimension 6 telle que 

d*q = 1. 
Etant donne deux formes quadratiques q et q’, on note q s q’ si q est iso- 

morphe a q’ et q N q’ si q et q’ ont meme classe dans W(F). 
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2. RAPPELS SUR LES FORMES QUADRATIQUES 

On fixe un corps de base F, de caractiristique # 2. 

2.1. Formes de Pfister, voisines de Pfister, formes excellentes 

DCfinition 2.1. (a) Une forme quadratique q est une n-forme de Pfister s’il existe 

a,..., a,, E F’ tels que qE ((al,... ,a,,)). En particulier, dim(q) = 2”. On dit 
qu’une forme quadratique q est une forme de Pfister si c’est une n-forme de 
Pfister pour un entier n > 1 convenable. 

(b) Si q est une forme de Pfister, on appelle partie pure de q l’unique forme q’ 
tellequel_Lq’gq. 

Proposition 2.1 (Pfister). (a) [17, X.1.61 Une forme de Pfister isotrope est hyper- 
bolique. 

(b) [17, X.1.71 Pour toute forme de PJister cp, on a Do = Gr(cp) (‘p est 
‘multiplicative’). 

(c) [17, X.2.81 Soit q uneforme quadratique anisotrope telle que q(tl, . . . , tn) E 
GF(r,,..,,r”) (q), oti n = dim(q) et les ti sont des indeterminhes. Alors q est une forme 
de Pfister. 

Dbfinition 2.2. Une forme quadratique q est une voisine de Pfister s’il existe 
a E F * et une forme de Pfister cp tels que: 

(i) aq est isomorphe a une sous-forme de cp; 
(ii) dim(q) > $ dim(p). 

Proposition 2.2 [16, 7.41. Si q est une voisine de PJister, les formes cp et aq de la 
Definition 2.2 sont uniques d isomorphismepres, La forme q’ telle que aq I q’ E cp 
est appelee la forme complementaire de q; la dimension de q’ est appelee co- 
dimension de q. 

DCfinition 2.3. Une forme quadratique q est excellente si, pour toute extension 
K/F, la partie anisotrope de qK est definie sur F. 

Theo&me 2.1 [16,7.14]. Uneforme quadratique q est excellente si et seulement si 
les deux conditions suivantes sont realistes: 

(i) q est une voisine de PJister; 
(ii) la forme complementaire de q est excellente. 

2.2. Invariants cohomologiques 

Arason [ 1,1.6] a dtmontre que, pour al, . . . , a, E F *, le symbole (at, . . . , a,) E 

H”F ne depend que de la forme de Pfister ((al,. . . , a,)) (voir aussi [7, 2.11). On 
peut done associer a ((at, . . . , a,)) l’invariunt cohomologique 

e”(((al, . . ,a,))) = (al,. . . ,a,) E H”F. 
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Conjecture 1. L’invariant e” se prolonge en un homomorphisme 

en : I”F/I ‘+‘F + H”F. 

Lorsque la Conjecture 1 est verifiee, on dit pour simplifier que e” existe. Les 
invariants e”, e 1 et e2 existent trivialement et sont don&s par eO(q) = dim(q) 
(mod 2), e’(q) = &qet e2(q) = c(q). 

Thdorkme 2.2 (Arason [l] pour n = 3, Jacob-Rost [12], Szyjewski [26] pour 
n = 4). e” existepour n = 3,4. 

Conjecture 2. L’invariant e” de la Conjecture 1 est bijectif. 

Cette conjecture est triviale pour n = 0 et facilement vtrifiie pour n = 1 
[17,11.2.3]. 

ThCorkme 2.3 (Merkurjev [18] pour n = 2, Rost [22], Merkurjev-Suslin [20] 
pour n = 3). La Conjecture 2 est vraie pour n = 2,3. 

Rost a annonce une demonstration de la Conjecture 2 pour n = 4. En gene- 
ral, on s’attend a ce que la Conjecture 1 pour n + 1 puisse se demontrer en 
s’appuyant entre autres sur l’etablissement de la Conjecture 2 en degri n. Cette 
derniere resulte des deux conjectures de Milnor reliant la K-theorie de Milnor a 
la cohomologie galoisienne modulo 2 et a l’anneau de Witt grad& [21]. 

Les Conjectures 1 et 2 sont likes aux suivantes: 

Conjecture 3. Pour tout entier n et toute forme quadratique q de dimension 
> 2”, l’homomorphisme H”F + H’F(q) est injectif. 

Conjecture 4. Pour tous entiers n, i et toute n-forme de Pfister cp, on a 
Ker(H n+iF + H”+‘F(cp)) = e”(p). H’F. 

ThCorkme 2.4 (a) (Arason [l, 269, 5.61). La Conjecture 3 est vraiepour n 2 3. p. 
(b) (Arason [l, 5.5, 5.61, Jacob-Rost [12, 1.5, 4.11, Szyjewski [26, 6.4, 5.5.21). 

La Conjecture 4 e.st vraiepour (n, 0) (n < 4) et (n, 1) (n 5 3). 

La Conjecture 3 est encore vraie pour n = 4 ([14], voir [26,6.1] dans le cas oti 
q contient une 2-forme de Ptister). 

Enfin, une derniere conjecture merite d’&tre &on&e, bien qu’elle soit plus 
faible que la Conjecture 2: 

Conjecture 5. L’invariant cohomologique e” &pare les n-formes de Ptister. 

Thborkme 2.5 (Arason, Elman, Jacob, essentiellement), cf. [12, remarque 
p. 5531. La Conjecture 5 est vraiepour n 5 5. 
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On peut montrer que la Conjecture 4 pour (n - 1,1) et la Conjecture 5 en 
degre n entrainent la Conjecture 4 pour (n, 0) et que cette derniere et la Con- 
jecture 5 en degre n entrainent la Conjecture 1 en degre n [12, 1.5, 1.61, [26, de- 
monstration de 6.61. On peut aussi montrer que la Conjecture 1 en degre n - 1 
et la Conjecture 2 en degre n - 2 entrainent la Conjecture 5 en degre n [12, re- 
marque p. 5531. 

2.3. Hauteur, degrC 

DBfinition 2.4. La hauteur h(q) d’une forme quadratique q est definie de la 
man&e suivante: 

(0 h(q) = h(qan), ou qan est la partie anisotrope de q. 
(ii) Si q est anisotrope, h(q) = 0 si et seulement si dim(q) 5 1. 

(iii) Si q est anisotrope de dimension > 2, h(q) = h(qFcq)) + 1. 

ThCorkme 2.6 [15, 5.81, [28]. Soit q une forme quadratique anisotrope. Pour que 
h(q) = 1, ilfaut et il su$% que q soit une voisine de PJister de codimension 0 ou 1. 

D&Son 2.5. Le degre deg(q) dune forme quadratique q est defini de la facon 
suivante: 

(0 deg(q) = deg(q& ou qan est la partie anisotrope de q. 
(ii) Si dim(q) est impaire, deg(q) = 0. 

(iii) Si q est anisotrope, h(q) = 1 et dim(q) est paire, dim(q) est de la forme 26 
d’apres le Theoreme 2.6. Alors deg(q) = S. 

(iv) Si q est anisotrope et h(q) > 1, deg(q) = deg(qF(,)). 

Thborkme 2.7 [15,6.4 et 6.61. Pour tout n > 1, JII(F) = {q E W(F) 1 deg(q) 2 n} 
est un ideal de W(F) contenant I”F. 

Le lemme suivant est bien connu; nous ne le donnons que dans un but de r-e- 
ference. 

Lemme 2.1. Soit q E J,,(F), anisotrope et # 0. 
(a) On a dim(q) 2 2”. 
(b) Si dim(q) = 2”, q est semblable d une forme de Pjister. 

(a) est evident en se reduisant au cas ou h(q) = 1. Pour voir (b), on remarque 

que dim(qp(&, < 2”, done qFcQ) - 0 et le lemme resulte du Theoreme 2.6. 

Conjecture 6 [15]. Pour tout corps F et tout n 2 1, on a J,,(F) = I”F. 

ThCorGme 2.8 [3, Proposition 31, [4, p. 7521. La Conjecture 6 est vruiepour n < 4. 

Pour la commodite du lecteur, nous donnons une demonstration pour n = 3 
et n = 4 (voir [15,6.8] pour n I 2). 
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Dkmonstration. Supposons n = 3. Soit q E Js(F) une forme anisotrope. En 
particulier, q E &(F) = Z*(F). Soit c(q) l’invariant de Clifford de q. On va 
montrer que c(q) = 0. D’apres le Theoreme 2.3, cela impliquera que q E Z3F. Si 
q = 0, il n’y a rien a dtmontrer. Si q # 0, on a dim(q) 2 8 (Lemme 2.1). Par re- 
currence sur dim(q), on a c(qFcq)) = c(q)FC,J = 0. Mais Ker(H*F+H*F(q)) = 0 

d’apres le Thiorime 2.4, puisque dim(q) > 4. 
Supposons IZ = 4. Soit q E .Zd(F) ( anisotrope). D’apres ce qui precede, q E 

Z3F, done son invariant d’Arason e3(q) E H3F est defini (Theo&me 2.2). On 
raisonne comme ci-dessus. Si q # 0 on a dim(q) 2 16 (Lemme 2.1); par re- 
currence sur dim(q), on a e3(q),(,) = 0. Or Ker(H3F --+ H3F(q)) = 0 puisque 
dim(q) > 8 (Theoreme 2.4). Done e3(q) = 0 et q E Z4F d’apres le Theoreme 2.3. 

Remarque. En utilisant l’invariant de Jacob-Rost-Szyjewski e4(q) E H4F 

pour q E Z4F (Thtorbme 2.2) et le fait que les Conjectures 2 et 3 sont vraies en 
degrt 4, on peut en deduire comme ci-dessus que la Conjecture 6 est encore 
vraie pour n = 5. Plus generalement, la Conjecture 6 en degrt r resulte par re- 
currence sur r des Conjectures 2 et 3 pour n 5 r - 1. 

2.4. Formes de hauteur 2 

Rappelons la definition suivante [15, 5.91: 

DCfinition 2.6. Soient q une forme quadratique sur F (de dimension paire, pour 
simplifier) et h = h(q). Definissons une suite (Fo, qo), . . . , (Fh, qh) d’extensions 
de F et de formes quadratiques (oti qi est definie sur Fi) de la man&e suivante: 

(i) FO = F. 

(ii) Pour 0 I i 5 h, qi est la partie anisotrope de qFi. 

(iii) Pour 0 5 i < h, Fi+l = Fi(qi). 

On a qh = 0 et, d’apres le Theoreme 2.6, qh_ 1 est semblable a une forme de 
Pfister bien determinte: on appelle cette derniere la forme dominante (leading 
form) de q. 

Soit q une forme quadratique anisotrope de hauteur 2, de dimension paire. 
Puisque h(q) = 2, q1 est de la forme acp, oti a E F(q)* et cp est la forme domi- 
nante de q. Alors q est de l’un des trois types suivants, s’excluant mutuellement: 

Type I. q1 est definie sur F. 

Type II. q1 n’est pas definie sur F, mais cp est dtfinie sur F. 

Type III. cp nest pas definie sur F. 

Si deg(q) = 1, on a cp 2 ((&q)), done q nest pas de type III. 
Si q est de type I ou II, (q est ‘bonne’ dans la terminologie de Fitzgerald [9]), 

sa forme dominante est definie par une F-forme de Pfister bien determinbe 
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[16, 9.21. On identifiera cette derniere avec la forme dominante de q, sans plus 
de commentaires. 

Si q est de type I, alors q est excellente et sa structure est donnte par le 
Lemme 2.2 ci-dessous (voir aussi Proposition 5.1): 

Lemme 2.2 [16, 10.11. Soit q une forme quadratique anisotrope excellente de 

hauteur 2. Alors il existe a E F * et deux formes de Pfister cp, T+!I (avec deg $ > 2) 

telles que q E acp @ $J’ (ou $’ est la partie pure de $). De plus, ‘p est la forme do- 

minante de q (done deg(q) = deg(cp)). 

Conjecture 7 (a) (cf. [16, 10.61, [9, 1.31). Soit q anisotrope de hauteur 2, de type 
II et de degre n 2 1. Alors q g V- @ q’, oh T est une (n - 1)-forme de Pfister et 
dim(q’) = 4. 

(b) Soit q anisotrope de hauteur 2, de type III et degrt n 2 2. Alors 
q s T @ q’, oti T est une (n - 2)-forme de Pfister et q’ est une forme d’Albert. 

Remarque. Reciproquement, si q E T @I q’ est anisotrope de degre n > 1, oti T 
est une (n - 1)-forme de Pfister et dim(q’) = 4 (resp. de degre n 2 2, oii 7 est 
une (n - 2)-forme de Pfister et q’ est une forme d’Albert), alors q est de hauteur 
2 et de type II (resp. III). 

En effet, dans le premier cas, on a dim(q) > dim(qi) G 0 (mod 2”-l) [15, 
5.181, done dim(ql) = 0, 2”-’ ou 2”. Si dim(qi) = 0, on a h(q) = 1, done q est 
semblable a une (n + 1)-forme de Piister, ce qui contredit deg(q) = n. Done 
dim(qi) > 0, d’ou dim(ql) L 2” puisque q1 E J,(Fl) (Lemme 2.1(a)), done 
dim(qi) = 2”. Par le Lemme 2.1(b), q1 est semblable a une n-forme de Pfister, 
done h(q) = 2. De plus, q E T ~3 ((d*q’)) (mod .J,+l (F)) (puisque q_I_ -r@ 

((d*q’)) ~r@((q’l-((d*q’)))etq’l-((d*q’)) ~I’F),doncqestdetypeIou 
II d’apres [16, 9.61. Mais q ne peut pas itre excellente, puisque dim(q) est une 
puissance de 2 (Lemme 2.2). 

Dans le deuxieme cas, on a de m6me dim(q) > dim(qi) = 0 (mod 2n-2), 
done dim(ql) = 2”-2a avec 0 I a < 6. On n’a pas a = 0 puisque h(q) # 1 pour 
des raisons de dimension, done a 2 4 par le Lemme 2.1(a). Mais a = 5 est im- 
possible, sans quoi q1 N T (mod J, _ 1 (Fl)) ce q ui contredirait deg(q) = n. Done 
dim(ql) = 2”, d’ou de nouveau h(q) = 2. Pour des raisons de dimension, q ne 
peut &re ni de type I ni de type II, elle est done de type III. 

ThCoriime 2.9 [16, 10.31. La Conjecture 7(a) est vraiepour n = 1. 

Concernant les formes de type II en general, on a: 

Lemme 2.3 (a) [16, 10.11. Si q est de hauteur 2, de degre n, de type ZZet de forme 

dominante cp, qF(lp) est anisotrope et semblable a uneforme de Pfister de degre > n. 

(b) [16, remarques pp. 29-301; [ll, 3.71. Dans le cas (a), il existe une extension 

K/F telle que qK reste anisotrope de hauteur 2 et soit divisible par une (n - l)- 
forme de Pjister. 

54 



(c) [16, 10.81. Si q est de hauteur 2, de degr& 2 et de type ZZ, on a mCme q z 
q’ 8 ((a)) pour une forme q’ et un a E F * convenable. 

Le theoreme suivant est dQ a Fitzgerald: 

ThCorkme 2.10 (a) [9,1.6]. Touteforme de hauteur 2, de degre 2 et de type ZZest de 
dimension 8. 

(b) [9, 2.71. Une forme de hauteur 2, de degrC 2 et de type ZZZest soit une forme 
dMbert (de dimension 6), soit uneforme de dimension 5 26. 

Le Lemme 2.3(c) et le Theorbme 2.10(a) entrainent: 

Corollaire 2.1. La Conjecture 7(a) est vraiepour n = 2. 

Concernant les formes de type III, le resultat suivant precise le Theoreme 
2.10(b): 

ThCorGme 2.11. La Conjecture 7(b) est vraiepour n = 2. 

Ceci acheve la classification des formes de hauteur et de degre 2. 

Nous verrons de plus au $4.2 que 

Thkorkme 2.12. La Conjecture 7(a) est vraiepour n = 3. 

Au paragraphe suivant, on rappelle la demonstration de Fitzgerald du 
Theoreme 2.10(a), et on en donne deux autres, de nature cohomologique. Ces 
demonstrations presentent l’avantage de se gtneraliser aux degrts superieurs, 
ce qui ne semble pas apriori etre le cas de celle de Fitzgerald (voir $4). On donne 
egalement la demonstration du Theoreme 2.11: celle-ci est independante des 
resultats de [9]. 

3. DEMONSTRATIONS 

3.1. Premiere dbmonstration du ThboSme 2.10(a) (Fitzgerald) 

Soient q de hauteur 2, de degrt 2 et de type II et cp sa forme dominante. Quitte 
a multiplier q par un scalaire, on peut supposer que q represente 1. D’aprls le 
Lemme 2.3(a), qF(,+,p) est isomorphe a une forme de Pfister anisotrope. D’apres 
[2], [23], l’extension F((p)/F est ‘excellente’ (d&f. 4.2); d’apres [8, 2.101, il existe 
done une forme de Pfister p (difinie sur J’) telle que pF(+,p) E qFcPp) (cf. $4.2). 

La forme q I -p devient done hyperbolique sur F(q). Comme cp est une 
forme de Ptkter, on a q I -p - cp @ q’ pour une forme q’ convenable [ l&4.4]. 

Notons que dim(q’) est impaire, sans quoi cp @ q’ 6 Z3F et q E Z3F, ce qui 
contredit l’hypothise que deg(q) = 2. Soit d = d&q’. Alors q’l(fd) =: 
q” E Z2F, done on a: 
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avec cp @ q” E Z4F. Si dim(q) = dim(p) > 8, on a deg(cp @ q”J_ p) > 3. Mais 
d’apres [15, 6.3(ii)], cela implique que q est excellente, ce qui contredit 
l’hypothese que q est de type II. Par consequent, dim(q) = 8. 

3.2. Deuxi&me dimonstration du ThBorGme 2.10(a) 

Gardons les notations ci-dessus. D’apres le Lemme 2.3(a), pour voir que 
dim(q) = 8, il suffit de montrer: 

Proposition 3.1. Avec les notations ci-dessus, e3(qFcVp)) # 0. 

Dbmonstration. D’apres [16, 9.61, on a q _L -‘p E J3(F) = Z3F (Theoreme 2.8). 
L’invariant d’Arason e3(ql -cp) E H3F est done defini (Thioreme 2.2), et evi- 
demment e3(ql -cp) FCipj = e3(qF(,)). D’apres le Theoreme 2.4, si e3(qFclp,) = 0 

on a done e3(q-L -cp) = c(p) . (a) pour un a E F* convenable. 
Considerons p=q1-acp-q~-~~((a))@~cpZ3F. On a e3(p) =0 et 

Wq) N 411 (-acp)F(q) E Z’F(q); comme dim(qt I (-acp),(,)) = 8, cette forme 
p’ est done semblable a une 3-forme de Pfister (Lemme 2.1). Mais e3(p) = 0 + 
e3(p’) = 0, done p’ N 0 (Theoreme 2.5). En d’autres termes, q1 2 (acp)FCqJ, c’est- 
a-dire que q1 est defini sur F, ce qui contredit l’hypothese que q est de type II. 

3.3. Troisikme dCmonstration du ThCorkme 2.10(a) 

Cette demonstration est plus compliquee que la precedente, mais elle donne 
des renseignements plus p&is qui sont utilises plus loin (Theoreme 5.1). 

Proposition 3.2. Soit (Z2F)x = {q E Z2F 1 q g q’ C%J ((a)) pour a et q’ convena- 

bles}. II existe unefonction unique C3 : (Z2F)x + H3F telle que: 

(i) g3(q’ @ ((a))) = c(q’) . (a); 

(3 t3 I (IZF),~I~F est l’invariant dlArason e 3. 

Remarque. D’apres [l, p. 4901, il n’existe pas de fonction Z2F --+ H3F pro- 
longeant e3 et naturelle en F. 

Dbmonstration. 11 est agrtable d’enoncer tout d’abord un lemme de caractere 
general: 

Lemme 3.1. Soient q’, q”, ‘p’, cp” quatre formes quadratiques, oti q’, q” E ZF et 

cp’, (P” sont deux n-formes de Pfister. Supposons q’ @ cp’ E q” @ ‘p” 

(mod Jn+2(F)). Alors ((d&q’)) @‘p’ E+ ((hq”)) @ cp”. 

Dkmonstration. Supposons d’abord ((d+q’)) @ cp’ - 0. Alors q’ @ cp’ N (4’1 

-((d&q’))) @ cp’ E &+2(F). Par consequent, q” @ cp” E Jn+2(F), et comme 

(q”1 -((d&q”))) @ 9” E .L+#), on a ((dd’)) 8~” E 4+2(F). Done 

((hd’)) @ (P” - 0 par le Lemme 2.1. 
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Supposons maintenant ((dhq’)) @ cp anisotrope. Soit K = F(((d+q’)) 8 cp). 
D’apres ce qui precede, on a (((d&q”)) 8 P”)~ N 0, done ((d*q”)) @I cp’ c 0 ou 
((d&q’)) @I cp [15, 4.41. Mais le premier cas est impossible, comme on le voit en 
Cchangeant les roles de (q’, ‘p) et (q”, cp’). 

Passons a la demonstration de la Proposition 3.2. Comme q E Z2F, dim(q’) 
est paire (car d*q = adim(q On remarque que c(q’) = c(q’l - ((d*q’))), et que 
4’1 -((d+q’)) E Z2F; il en resulte que c(q’) . (a) = e3((q’1 -((d*q’))) @I ((a))), 
oti e3 est l’invariant d’Arason. 

Montrons que c3 est bien dtfini. Supposons q s q’ 8 ((a)) E q” @ ((b)). 
D’apres le Lemme 3.1, on a ((d*q’,u)) E ((d*q”,b)). 11 en resulte que 

(q’l -&q’))) @ ((a)) 2 (q”l -((&.“j)) 8 ((bl), d’ou c(q’) . (a) = c(d’) . @). 
Finalement, supposons que q = q’ 8 ((u)) E Z3F. Alors ((dhq’, u)) - 0 

(Lemme 3.1), done q - (4’1 -((d+q’)) @ ((a)), d’ou 

e3(q) = e3((q’1 -((&I’))) @ ((a))) =: g3(q). 

Proposition 3.3. Soient q,8 E (Z2F)x telles que c(q) = c(e) et a3(q) = c?~(@). 
Alors q G 8(mod Z4F). 

DCmonstration. Ecrivons q = q’ @ ((u)) et 0 = 6’ 18 ((a’)). Alors: 

(a) c(q) = (&q’, a) = (d&e’, a’) * ((Q’, a)) z ((U’, a’)) (puisque ((x,Y)) 
est la forme norme reduite de l’alglbre de quaternions (x, y)); 

(b) e3(q) = e3((q’1 -((&q’))) @ ((UN = g3(@) = e3((e’J- -((d&W 8 ((a’))) =+ 
(4’1 -((d&q’))) @I ((u)) = (0’1 -((d&e’))) 6x1 ((a’)) (mod Z4F) (Theoreme 2.3); 

d’ou finalement q’ @ ((u)) z 0’ 18 ((a’)) (mod Z4F). 

Corollaire 3.1. Soient ep et e’p’ telles que c(ecp) = c(e’cp’) et e3(ep) = e3(e’cp’), 
oti cp, p’ sont des 2-formes de Pfister et e, e’ E F *. Alors ecp 2 e”p’, 

DCmonstration. Cela resulte de la proposition prtctdente et du theoreme 
d’Arason-Pfister (Lemme 2.1 (a)). 

Remarque. On peut aussi donner une demonstration plus Clementaire du 
Corollaire 3.1, n’utilisant ‘que’ le Thtoreme 2.5 pour n = 3. 

Fin de la demonstration du Theo&me 2.10(a). D’apres le Lemme 2.3(c), 
l’invariant fT3(q) est dtfini. Comme au numero precedent, il suffit de montrer 

que g3(q),(,) # 0. Par le meme raisonnement, si z3(q),(,) = 0, on a g3(q) = 
c(v) . (u) pour un certain a E F *. On a alors c3(u(p) = P3(q). Etendant les sca- 
laires a F(q), cela donne que c(ucpp(,)) = c(ql) et e3(ucpF(,)) = a3(q1). En ap- 
pliquant le Corollaire 3.1, on a ucp~(~) G 41, ce qui donne la meme contradiction 
que dans les deux autres demonstrations. 

3.4. Dbmonstration du Thkorkme 2.11 

Par hypothese, c(q) F(q) = c(q) est represente par un corps de quaternions D 
sur F(q). Comme ‘p n’est pas dtfinie sur F, D ne Test pas non plus; il en resulte 
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que l’indice de C(q) est 2 4. D’autre part, comme F(q) est le corps des fonc- 
tions d’une quadrique, on a nkcessairement ind C(q) 5 2ind C(q),(,), d’oti 

finalement: 

ind C(q) = 4. 

On Ccrit C(q) = M,(E), deg(E) = 4. Comme E @F F(q) n’est pas un corps, 
E contient une image homomorphe de C+(q) [19], [27]. Done dimE > 
d dim C(q) = $r* dim E, c’est-A-dire r < 2 et deg C(q) 5 8, d’od dim(q) 5 6. 
Mais q E Z*F et ind C(q) = 4 =+ dim(q) = 6. 

4. FORMES DE HAUTEUR 2 ET DE DEGRE > 2 

4.1. Dimension des formes de type II 

Comme indiqui A la fin du $2, la dtmonstration de Fitzgerald du ThCor&me 
2.10(a) ne se gtntralise pas a priori aux degrks supkrieurs, car on ignore si le 
corps des fonctions d’une n-forme de Pfister est excellent pour n 2 3 (et certains 
semblent en douter)*. Nous reviendrons sur cette question au $4.2. 

Par contre, les deux dCmonstrations cohomologiques du $3 se g&ralisent. 
C’est ce qu’ont remarquC Hurrelbrink et Rehmann pour celle du $3.3: 

Thkori+me 4.1 ([ll, 3.41). Toute forme anisotrope de hauteur 2, de type ZZ et de 

degrC 3 est de dimension 16. 

Leur mCthode est de se rCduire au cas oti la forme en question q est divisible 
par une 2-forme de Pfister, en utilisant le Lemme 2.3(b). Cela permet de dtfinir 
un invariant g4(q) E H4F exactement comme dans la Proposition 3.2. Le reste 
de la dtmonstration pro&de comme au $3.3, en utilisant le Th&orZme 2.4(b) 
pour (n, i) = (3, l), 1 ‘existence de e4 et le Thiorkme 2.5 pour n < 4 (cf. remarque 
apr&s le Corollaire 3.1). Bien entendu, comme le remarquent Hurrelbrink et 
Rehmann, cette mCthode vaut chaque fois qu’on connait certaines des conjec- 
tures cohomologiques du $2.2. En fait, pour dCmontrer que toute forme aniso- 
trope de hauteur 2, de type II et de degre r est de dimension 2’+‘, il suffit con- 
naitre: 

(i) la Conjecture 4 pour (n, i) = (r, 1); 
(ii) l’existence de e” pour n I r + 1; 

(iii) la Conjecture 5 pour n I r + 1. 
D’aprks [12], les propriCtCs (i) et (iii) impliquent d’ailleurs (ii). Le lecteur se 

convaincra que la dkmonstration du $3.2 se gCntralise de m2me, sans recourir 
au Lemme 2.3(b) mais en ajoutant aux propriCtis ci-dessus: 

(iv) la Conjecture 3 pour n 5 r - 1. 

* Note ajoutke pendant la correction des kpreuves. Izhboldin vient de dtmontrer qu’ktant don& 

une n-forme de Pfister anisotrope ‘p, il existe une extension K de F telle que K((p)/K ne soit pas 

excellente, dbs que n 2 3 (‘On the non-excellence of field extensions F(r)/F’, prkpublication, 1994). 
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(En effet, on doit utiliser l’egalitt Z “+ ‘F = J, + 1 (F), cf. remarque suivant la 
demonstration du Theoreme 2.8.) 

4.2. DivisibilitC des formes de type II 

Dbfinition 4.1. Soient K/F une extension et n un entier 2 1. On dit que K/F 
satisfait a la descente pour les n-formes de Pfister si la condition suivante est 
r&alike: 

Soit q une n-forme de Pfister anisotrope sur K, definie sur F. Alors il existe 
une n-forme de Pfister cp sur F telle que q ? (PK. 

Lemme 4.1. Pour que K/F satisfasse ci la descentepour les n-formes de Pfister, il 
sufit que la condition suivante soit realiste: 

Soit q une n-forme de Pfister anisotrope sur K, dejinie sur E Alors il existe une 
forme cp sur F, semblable d une n-forme de Pfister, telle que q s (PK. 

En effet, deux formes de Pfister semblables sont isomorphes [17, exercise 
x.71. 

Dhfinition 4.2. Une extension K/F est excellente si la condition suivante est 
rialisie: Pour toute forme quadratique q sur F, la partie anisotrope de qK est 
definie sur F. 

Exemples. 1. Une extension de degre impair, une extension quadratique, 
l’extension don&e par le corps des fonctions dune conique sont excellentes [8], 

[21. 
2. Soit q une forme anisotrope sur F. D’apres [16,7.13], si l’extension F(q)/F 

est excellente, q est une voisine de Pfister. 

Proposition 4.1 [8,2.10]. Si K/F est excellente, elle satisfait a la descentepour les 
n-formes de Pfister quel que soit n 2 1. 

Proposition 4.2. Soient K = F(r), oti r est une forme anisotrope, et n un entier 
2 1. Soit q une forme de dimension 2” sur F, telle que qK soit une forme de PJister 
aniso trope. 

(a) Si2”+’ < dim(r), q est une forme de PJister. 
(b) Si 2”- ’ < dim(r), q est semblable a une forme de Pfister. 
(c) Supposons que 2 n- ’ = dim(r) et que q ne soitpas semblable h uneforme de 

Pfister. Alors q est de hauteur 2, de degrk n - 1 et de type ZZ, et rest semblable a la 
forme dominante de q. 

DCmonstration. Dkmontrons (a). Soit a E DF(q). Par hypothbse, (((a)) &I q)K est 
hyperbolique. Si ((a)) 18 q nest pas hyperbolique, sa partie anisotrope contient 
un multiple de 7 par le thtoreme de Cassels-Pfister, done dim(T) 5 2dim(q) ce 
qui est une contradiction. En faisant ce raisonnement sur F(tl, . . . , tN) 
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(N = dim(q)) avec a = q(tl, . . . , TV), on en conclut que q est une forme de 
Pfister (Proposition 2.1 (c)). 

Demontrons (b). Si deg(q) < deg(qx), alors d’apres [15, 6.111 TF~_, est sem- 
blable a une sous-forme de qh _ 1, d’oC dim(T) 5 2des(q) < 2”- l, ce qui contredit 
l’hypothise. Done deg(q) = deg(qK) = n. Comme dim(q) = 2”, le Lemme 2.1 
implique que q est semblable a une forme de Pfister. 

Finalement, demontrons (c). Comme en (b), rF*_, est semblable a une sous- 
forme de qh _ 1, done semblable a qh _ 1. La forme dominante de q est done 
definie sur F, deg(q) = n - 1 et T est semblable a une forme de Pfister [16, 9.21. 

Kemarquons que qF,(r) = qqqK) N 0, done que q1 E o @ T pour un (T conve- 
nable. On a dim(a) .2”-’ < dim(q) = 2”, done dim(a) < 2; comme q nest pas 
semblable a une forme de Pfister, on a q1 # 0 d’oti dim(a) = 1 et h(q) = 2. 
Finalement, q nest pas excellente puisque dim(q) nest pas de la forme 
2”-1(2a - l), done q est de type II. 

On remarquera que la conjecture suivante suffirait a rendre la demonstration 
de Fitzgerald du $3.1 valable en tout degri: 

Conjecture 8. Pour toute forme de Pfister cp, l’extension F((p)/F satisfait a la 
descente pour les formes de Pfister. 

Nous allons voir qu’une version affaiblie de la Conjecture 8 entraine que le 
lemme de Knebusch 2.3(b) est ‘deja vrai sur F’. On a meme mieux: 

Thbor&me 4.2. Pour un entier n 2 1, les conditions suivantes sont tquivalentes: 
(i) Pour toute n-forme de Pfister cp, l’extension F(cp)/F satisfait & la descente 

pour les (n + I)-formes de PJister. 
(ii) Toute forme de hauteur 2, de type II, de degre n et de dimension 2”+ ’ est 

divisible par une (n - I)-forme de Pfister. 

DCmonstration. (ii) + (i): Soient cp une n-forme de Pfister et q une forme de 
dimension 2”+ ’ telle que qF(rp) soit une forme de Pfister anisotrope. D’apres la 
Proposition 4.2, si q nest pas semblable a une forme de Pfister, elle est de hau- 
teur 2, de degrt n et de type II, de forme dominante ‘p. En appliquant (ii), q est 
divisible par une (n - 1)-forme de Pfister T. D’apres [16, p. 291, r divise cp. Ecri- 
vons q = r @ q’ et cp = 7 @XI cp’, avec dim(q’) = 4 et dim($) = 2. D’apres [16, 
9.61, q = cp (mod In(F)). P our un a E F * convenable, q’l acp’ est isotrope, done 
q’-L acp’ N q” avec dim(q”) = 4. Alors q I acp E I,, + 1 (F) et q I acp N r $3 q”, qui 
est de dimension 2”+l. D’apres le Lemme 2.1, T @ q” est semblable a une forme 
de Pfister, et (T Q9 q”)FCrpJ E qF(+,). 

Pour dtmontrer (i) + (ii), on va utiliser plusieurs fois les deux lemmes clas- 
siques suivants: 

Lemme 4.2 [7, 1.41. Soient cp une forme de Pfister et q une forme quadratique. 
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Supposons cp @ q isotrope. Alors il existe q’, isotrope, telle que cp 8 q g ‘p ~3 qt. En 
particulier, la partie anisotrope de cp 8 q est de la forme cp ~8 qN. 

Lemme 4.3 [7, 4.51. Soient cp, p deux formes de Pfister et a, b E F *. Notons r le 
degrP maximum d’une forme de PJister divisant d la fois cp et p (linkage number 
dans la terminologie d’Elman-Lam). Alors on a i(acp I bp) = 0 ou 2 r. 

Remarque. Elman et Lam n’enoncent ce lemme que quand cp et p ont m2me 
degre, mais leur demonstration vaut en general. Nous aurons besoin du Lemme 
4.3 lorsque cp et p sont de degres differents. 

Soient q virifiant les hypotheses du Thtoreme 4.2(ii) et cp sa forme domi- 
nante, qui est done definie sur F. On peut supposer que q reprtsente 1. En 
appliquant le Lemme 2.3(a), [15, 4.41 et la condition (i) du Thioreme 4.2, on 
dispose done (comme au 53) dune (n + 1)-forme de Pfister p et dune forme q’ 
telles que l’on ait 

On peut supposer ‘p @ q’ anisotrope (Lemme 4.2). Puisque par hypothese q re- 
presente 1, on a: 

&Oil 

2” dim(q’) = dim(cp @J q’) < dim(q) + dim(p) = 2n+2, 

dim(q’) < 4. 

La dimension de q’ est impaire, sans quoi on aurait q E I”+‘F. Supposons 
dim(q’) = 1. Alors on a q - p I acp, avec (a) = q’, done 

i(p I acp) 2 1 (dim(p) + dim(p) - dim(q)) = 2”- ‘. 

Par le Lemme 4.3, on en deduit que p et cp sont ‘(n - I)-likes’, c’est-a-dire que cp 
et p sont divisibles par une m&me (n - 1)-forme de Pfister 7. Alors T divise q, ce 
que l’on veut. 

Supposons maintenant dim(q’) = 3. Soit d = d*q’; alors q’-L (d) z a(?, oti 6 
est une 2-forme de Pfister. On a: 

Si cp @J 6 est isotrope, elle est hyperbolique et on est ramene au cas precedent. 
Supposons ‘p @ e anisotrope. On a: 

i(p I acp @ 19) 2 1 (dim(p) + dim(cp 8 0) - dim(q) - dim(p)) 

= 2n+l _ p-1, 

d’oii i(pIacp C3 e) > 2”+l puisque cet indice est necessairement une puissance 
de 2 (Lemme 4.3). Comme ci-dessus, cela implique que p et ‘p 18 0 sont (n + l)- 
liees, c’est-a-dire que p divise cp @ 8. 
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Ecrivons cp @ 0 &+ ((b)) 8 p, d’ou 

Comme dim(q_Ldp) < 2dim(p), on a (a, -a& 1) @ p N cp pour un c conve- 
nable (Lemme 4.2). Alors: 

d’ou i(dpIcp) 2 i(dim(cp) +dim(p) -dim(q)) = 2*-l, ce qui implique a 
nouveau que p et ‘p sont (n - 1)-likes. 

Thborkme 4.3 (Rost [24]). Les conditions du Thtordme 4.2 sont vruiespour n = 3. 

En tenant compte du Theoreme 4.1, cela demontre le Theoreme 2.12. 

En general, le Theorlme 4.2 est etroitement lie a la conjecture suivante: 

Conjecture 9. Si q E J,(F) est anisotrope, dim(q) > 2” =+ dim(q) 2 2” + 2”-‘. 

Cette conjecture est vraie pour n 5 3: pour n = 1,2 c’est trivial et pour n = 3 
cela resulte par exemple de la demonstration de [25, ch. 2, 14.41. 

Proposition 4.3. (a) La Conjecture 9 est vruie en degrk n si et seulement si elle est 
vruie pour les formes de huuteur 2, de degrt! n et de type III. En purticulier, la 
Conjecture 7(b) entruine la Conjecture 9. 

(b) Si la Conjecture 9 est vruie en degrP n + 1, ulors les conditions kquivulentes 
du Thtortme 4.2 sont vruies en degrb n. 

DCmonstration. (a) 11 est clair que la Conjecture 9 est vraie si et seulement si 
elle Pest pour les formes de hauteur 2. Soit q de hauteur 2 et de degre n. Si q est 
de type I, on a dim(q) = 2”(2k - 1) pour un k > 1 convenable (Lemme 2.2), 
done dim(q) > 3 .2”. Si q est de type II, on a dim(q) 2 2”+t (Lemme 2.3(a)). 
Enfin, si q est de type III et que la Conjecture 7(b) est vraie, alors dim(q) = 
2” + 2”-1. 

(b) Soient q de hauteur 2, de degre n et de type II, et cp sa forme dominante. 
On peut supposer que q represente 1. Soit cx la partie anisotrope de q I -9. On 
a dim(a) < 2”+i + 2” et, d’apres [16, 9.61, cx E J,,+l(F). Par hypothese, 
dim(a) < 2 ‘+ ’ On ne peut pas avoir cx = 0 sans quoi q serait isotrope, done 
dim(a) = 2 “+“(Lemme 2.1). D’apres [16, 10.51, cela implique que q est divisible 
par une (n - 1)-forme de Pfister. 

5. CARACTERISATION COHOMOLOGIQUE 

5.1. Cas des formes excellentes 

La proposition suivante precise [16, 7.161: 
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Proposition 5.1. Soit q une forme anisotrope excellente de dimension paire. I1 
existe une suite unique (91, . . . , vh) de formes de PJister et un scalaire a E F * tels 
que: 

(a) pour tout i, cpi divise pi _ 1; 

(b) aq est une sous-forme de 91; 
(c) dans W(F),onal’6galitdq=a(cpl -y?+...+ (-l)h-l(ph). 

On a h(q) = h, et (Ph est laforme dominante de q. Deplus, 

(4 GF(q) = GF((Ph) = DF((P/& 

DCmonstration. On raisonne par rkurrence sur h(q). Si h(q) = 1, q est sem- 
blable & une forme de Pfister (ThCorkme 2.6) et Enon& est trivial. Supposons 
h(q) > 1. D’aprks le Thiorkme 2.1, q est voisine d’une forme de Pfister 91, uni- 
quement dCterminCe d’aprks la Proposition 2.2. De plus, la forme complk- 
mentaire q’ de q est excellente, done voisine d’une forme de Pfister cp2. 

Soit E = F(cp2). Comme q’ est voisine de (~2, qh est isotrope, done (‘pl)E N 0 
et ‘p2 divise cp1 d’apr6s [15,4.4]. 

On a h(q’) = h(q) - 1 [16, 7.91. Par rtcurrence sur h(q), il existe une suite 
unique (~2, . . . , cph) de formes de Pfister et un scalaire b E F* tels que bq’ soit 
une sous-forme de (~2, pi divise vi_ 1 pour tout i et q’ = b(p2 - cp3 + . . . + 

(-l)hph) dans W(F). De plus, h(q’) = h - 1, done h(q) = h, et $?h est la forme 
dominante de q’, done de q. 

Soit c E F* tel que cqIq’ E cpl. On remarque que bDF(q’) c DF(972) c 
DF((PI) et que DF(q’) c DF((PI), done que b E DF((PI). Par conskquent, 

bcq I bq’ g bpl ” (pl. 

On en conclut que aq = (~1 - cp2 + . . . + (-l)h-lcph dans W(F), avec a = bc, oh 
aq est une sous-forme de cpl. 

11 reste g dtmontrer (d); cela rksulte du fait que (Ph divise q ((a) et (c)) et du 
lemme gtniral suivant: 

Lemme 5.1. Soient cp, p deux formes quadratiques, avec dim(p) impaire. Alors 

GF(CP @ P) = G&V). 

Dkmonstration. L’inclusion 1 est kvidente. Soit a E G~(cp @ p). Alors 0 N 
((a)) CXI (‘p 8 p) = (((a)) 18 ‘p) 8 p. Comme dim(p) est impaire, cela implique 
((a)) @ cp N 0 [17,VIII.6.7], c’est-i-dire a E Go. 

Remarque. On a un rksultat identique $ la Proposition 5.1 pour une forme ex- 
cellente q de dimension impaire, avec I& = 1. Toutefois, dans ce cas, h(q) = 
h - 1 et la forme dominante de q est ph _ 1, selon les conventions de [15]. 

Corollaire 5.1. Soit n un entier > 0 pair. Soit (dl, . . . , dh) l’unique suite stricte- 
ment dtkroissante d’entiers > 0 v&jiant dh- 1 > dh + 1 telle que n = 24 - 
24 + . . h 1 d . + (-1) - 2 h (cf [lo, 2.61). Soit 
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Wn) = Mcpll, . . . , hl, Mll,. . . , [~~I) 1 
- les pi et les +i sont des formes de Pfister; 

- les (pi sont anisotropes; 

- deg Cpi = dt, deg $i = di + 1; POW tout i, pi divise pi_ 1; 
- il existe a E F’ tel que @i g ((a)) @ pi pour tout i.} 

Alors il existe une bijection naturelle enire Exe(n) et Iensemble des classes 

d’isomorphisme de F-formes excellentes anisotropes de dimension n. De m&me, 

soit 

E=(n) = {([cpll,. . . , [P& 1 les vi sont des formes de Pfister anisotropes; 

degcpi = di; pour tout i, pi divise vi- 1.) 

Alors il existe une bijection naturelle entre Exe(n) et l’ensemble des classes de 

similitude de F-formes excellentes anisotropes de dimension n. 

Dans cet &once, on note [cp] la classe dans ZdF/Zd+‘F d’une d-forme de 
Pfister cp. 

Dbmonstration. Soit q une forme anisotrope excellente de dimension n. Avec 
les notations de la Proposition 5.1, associons a q l’element Exe(q) = 

#i4 1. f , [ml, K(4) @ ~~11~. . . , [((a)) @ cph]) E Exe(n). La partie (d) de la pro- 
position implique que Exe(q) ne depend que de q. En remarquant qu’une 
d-forme de Pfister est determinCe a isomorphisme pres par sa classe dans 
ZdF/Zd+‘F, on voit que Exe(q) = Exc(q’) ti q z q’. Enfin, a ([cpt], . . . , [cph], 

Mll,. . . > [Qh]) E Exe(n), associons l’unique forme anisotrope q telle que q = 

a(cpl - (~2 + . . . + (-l)h-l(ph) E W(F), Oii a est tel que lf!Ii = ((a)) 8 Cpi pour tout 

i. Par recurrence sur h, la forme anisotrope q’ de classe 92 - . . . + (-l)hph est 
excellente de dimension 2dz - . . . + (-l)h-12dh. Comme ‘p2 divise cpt, c’est une 
sous-forme de cpr, done q’ est une sous-forme de cpr ; on a done aq I q’ z cp1 et 
q est excellente de dimension n. Le cas de Exe(n) est semblable et plus simple. 

Le Corollaire 5.1 montre que, modulo la Conjecture 5, les formes excellentes 
anisotropes de dimension donnee sont parametrees a similitude (et m&me a 
isomorphisme) pres par des familles de symboles de H*F satisfaisant a des re- 
lations simples. On va voir que des resultats analogues existent pour les (autres) 
formes de hauteur 2 de dimension paire, au moins si leur degre est 5 2. 

5.2. Formes de hauteur 2 

ThCori?me 5.1. (a) Soient q et q’ deux formes anisotropes de hauteur 2, de degrt 

n et de type ZZ representant 1, avec n 5 3. Alors q g q’ si et seulement si 

e”(q) = e”(q’) et t”+‘(q) = Z”+’ (4’). Rtciproquement, pour tout (a,@) E 

H”F x H”+‘F, oti Q et psont deux symboles ayant un diviseur commun de degre 

n - 1, il existe une telle forme q telle que e”(q) = ff et 65” + ‘(4) = p. 

(b) Soient q et q’ deux formes anisotropes de hauteur 2, de degrt 2 et de type ZZZ. 
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Alors q est semblable d q’ si et seulement si c(q) = c(q’). Rkciproquement, pour 

tout cx E H2F, somme de deux symboles non lit%, il existe une telle forme q telle 

que c(q) = a. 

Dhmonstration. Demontrons (a). D’apris un analogue de la Proposition 3.3, on 
aq=q’(modI ‘+‘F). Comme q est q’ representent 1, la partie anisotrope de 
ql -4' est de dimension < 2 n+2 done q E q’ d’apres [6]. Reciproquement, 
soient (Y = (al,. ..,an_l,d), @=‘(a, ,... , a,, _ 1, b, c) comme dans Yenonce. 
Alors la forme q = ((al,. . . ,a,_~)) @I (1, -bd, -cd,bcd) convient. 

Quant a (b), il resulte du Theo&me 2.11 et du fait que les formes d’Albert sont 
caracterisees a similitude pres par leur invariant de Clifford [13,3.12]. 

Remarque. Evidemment, le thtoreme ci-dessus se generalise a tout degre si la 
Conjecture 7 est vraie, ainsi que les conjectures cohomologiques du $2.2. (Pour 
(b), il faut prendre les sommes de deux symboles de degre n, (n - 2)-lies mais 
non (n - 1)-lies.) 
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