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ABSTRACT

We classify quadratic forms of height 2 and degree 2 in the sense of Knebusch [15,16] over any
field of characteristic # 2, completing the earlier results of Knebusch and Fitzgerald. Such an
anisotropic form is either excellent, or a 6-dimensional ‘Albert form’ or an 8-dimensional form of
a certain type. We also give partial results for forms of degree > 2. We then show that even-
dimensional forms of height 2 and degree < 2 (at least the non-excellent ones) can be parametrised,
up to similitude, by cohomological invariants. Does this phenomenon extend to higher heights and
degrees?

Dans cet article, on classifie les formes quadratiques de hauteur et de degré 2
sur un corps commutatif quelconque (de caractéristique # 2). Le résultat prin-
cipal est le suivant:

Théoréme. Soient F un corps commutatif de caractéristique # 2 et q une forme
quadratique anisotrope sur F, de hauteur et de degré 2 au sens de Knebusch
[15,16]. Alors,
(1) soit q est excellente;

(i) soitdim(q) = 8et q = q’' ® 8, ou 0 est une 1-forme de Pfister et ¢(q) # 0,

(ii1) soit g est une ‘forme d’Albert’ (de dimension 6).
Réciproquement, toute forme anisotrope de type (ii) ou (iii) est de hauteur et de
degré 2.

Remarque. Les cas (i), (ii) et (iii) s’excluent mutuellement.
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Une partie de ce résultat a €té obtenue auparavant par Knebusch [16] et
Fitzgerald [9]; nous en donnons de nouvelles démonstrations, de nature co-
homologique. Leur travail implique que toute forme de hauteur et de degré 2
qui n’est pas du type (i) ou (ii) de I’énoncé est de dimension < 26. La preuve
qu'une telle forme est en fait une forme d’Albert est une application simple
du théoréme de-réduction d’indice de Merkurjev [19], qui ne semble pas avoir
été observée auparavant. Elle montre une fois de plus la puissance de ce
théoréme.

Pour les résultats ‘classiques’ de la théorie algébrique des formes qua-
dratiques, on renvoie a [17] ou [25]. La plupart des notations utilisées dans cet
article se trouvent dans ces ouvrages; on les précise au §1 pour la commodité du
lecteur. Les notions de hauteur et de degré d’une forme quadratique sont rap-
pelées au §2, oul 'on donne également les résultats généraux de Knebusch les
concernant et une version plus précise de '’énoncé ci-dessus (Théorémes 2.10 et
2.11). Au §3, on rappelle la démonstration de Fitzgerald du Théoréme 2.10 (a)
(concernant la partie (ii) du théoréme ci-dessus) et on en donne deux autres,
reposant sur les résultats de [1] et [18]. La démonstration du Théoréme 2.11
(partie (iii) du théoréme ci-dessus), comme indiqué, utilise [19]. Au §4, on con-
sidére les formes quadratiques de hauteur 2 et de degré > 2 et on donne des
généralisations partielles des résultats du §2. On y donne en particulier une
discussion sommaire du probléme de la ‘descente’ des formes de Pfister, étroi-
tement lié 4 ces questions.

Le théme final de cet article est de montrer comment les invariants coho-
mologiques associés aux formes quadratiques, réellement ou encore conjec-
turalement, peuvent servir d’outil pour des problémes de classification tels
que celui des formes de hauteur et de degré donné. Outre le fait que les dé-
monstrations cohomologiques du théoréme de Fitzgerald données au §3 se
généralisent au degré 3 et conjecturalement aux degrés supérieurs, alors que
ce nest pas a priori le cas de la sienne, on montre au §5 que les formes non
excellentes de hauteur 2 et de degré < 2 peuvent étre paramétrées, a simili-
tude prés, par certains invariants cohomologiques dépendant du type de la
forme en question (dans le cas des formes excellentes, on a une parameé-
trisation au moyen de formes de Pfister, qui correspondent conjecturalement
a des invariants cohomologiques, voir Corollaire 5.1 et Conjecture 5). On
arrive ainsi 4 une division des formes quadratiques de petite hauteur et de
petit degré en classes définies par des invariants ‘discrets’ (hauteur, degre,
type au sens du §2), au sein desquelles elles se comportent comme des ‘fa-
milles continues’ (i.e. sont paramétrées par une famille de classes de coho-
mologie galoisienne d’un type fixé), généralisant la maniére dont les formes
de Pfister de degré n sont paramétrées par les symboles de degré n (conjec-
turalement pour n > 6). Ce phénoméne persiste-t-il en hauteur et degré plus
grands?

Ce travail a été achevé au cours d’un séjour a ’Université de Bielefeld en
décembre 1993. J’ai plaisir a remercier Ulf Rehmann et le Sonderforschungs-
bereich 343 ‘diskrete Strukturen in der Mathematik’ pour leur hospitalité et
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Patmospheére de travail détendue qu’ils entretiennent. Je remercie également
Jirgen Hurrelbrink et Markus Rost pour des discussions au cours du colloque
de K-théorie algébrique d’Oberwolfach (juin 1993), qui ont conduit a ces ré-
sultats, Cornelius Greither pour avoir suggéré 'expression ‘forme dominante’
en traduction de ‘leading form’ et Adrian Wadsworth pour une simplification
de ’énonceé de la Proposition 5.1.

Tous les corps considérés dans cet article sont de caractéristique # 2. Sauf
mention expresse du contraire, toutes les formes quadratiques sont non dégé-
nérées.

1. NOTATIONS

Soit F un corps de caractéristique # 2. On note:

(ai,...,a,) la forme quadratique a; x2 + - - - + @, x2.

{ai,...,a,) laforme (1,—a;) ® --- ® (1, —a,) (comme Arason [1]; Lam [17]
note cette forme {— ay,. .., —a,)).

i(¢g) l'indice d’une forme quadratique g: c’est la dimension des sous-espaces
totalement isotropes maximaux de g.

Dr(q) = q(V)\{0}, ou V est I'espace vectoriel sous-jacent a g; Gr(q) =
{ac F*|ag=gq)}.

W (F) Yanneau de Witt de F.

IF l'idéal ‘fondamental’ de W (F) (idéal des formes de rang pair), et I"F =
(IF)".

diq le ‘discriminant a signe’ d’une forme quadratique g:dig=
(—1)"" =D/ disc(q), ou n = dim(q) et disc(q) est le discriminant ordinaire de g.

¢(q) I'Yinvariant de Clifford’ de ¢: si dim(g) est paire, c’est la classe dans le
groupe de Brauer de F de 'algébre de Clifford de q.

Les invariants d+ g et ¢(g) ne dépendent que de la classe de g dans W (F).

F(q) le corps des fonctions de la quadrique projective d’équation g = 0 (si
dim(g) > 2).

H"F le groupe de cohomologie galoisienne H"(F,Z/2). Les invariants d. g
et c(q) sont respectivement a valeurs dans H'F et H?F.

On note simplement - le cup-produit de Palgébre de cohomologie H*F. Si
a€ F*, on note (a) sa classe dans H!F par la théorie de Kummer. Si
ai,...,a, € F*,onnote (aj,...,a,) 'tlément (a;) - ... - (a,) € H"F.

On appelle symbole tout €1ément de H"F de la forme (a1, . . ., a,).

Si A est une F-algeébre centrale simple, on note ind 4 son indice et deg 4 son
degré ((deg 4)* = dimg A4).

Si K est une extension de F et ¢ une F-forme quadratique (resp. 4 une
F-algebre centrale simple, ¢ une classe de cohomologie galoisienne), on note gx
la K-forme quadratique q ®r K (resp. Ax = A ®r K, cx = Resg rc).

Une forme d’Albert est une forme quadratique g de dimension 6 telle que
diq = 1.

Etant donné deux formes quadratiques g et ¢’, on note g = ¢’ si g est iso-
morphe a ¢’ et g ~ g’ si g et ¢’ ont méme classe dans W (F).
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2. RAPPELS SUR LES FORMES QUADRATIQUES

On fixe un corps de base F, de caractéristique 3 2.

2.1. Formes de Pfister, voisines de Pfister, formes excellentes

Définition 2.1. (a) Une forme quadratique g est une n-forme de Pfister s’il existe
ai,...,a, € F* tels que g = {ay,...,a,). En particulier, dim(q) = 2". On dit
qu'une forme quadratique ¢ est une forme de Pfister si c’est une n-forme de
Pfister pour un entier #n > 1 convenable.

(b) Si g est une forme de Pfister, on appelle partie pure de g 'unique forme g’
telleque 1 1 g’ 2~ gq.

Proposition 2.1 (Pfister). (a) [17, X.1.6] Une forme de Pfister isotrope est hyper-
boligue.

(b) [17, X.1.7] Pour toute forme de Pfister ¢, on a Dp(p) = Gr{p) (¢ est
‘multiplicative’).

(c) [17, X.2.8] Soit q une forme quadratique anisotrope telle que q(t,,. .., t,) €
Gr,,..1,) (@), ot n = dim(q) et les t; sont des indéterminées. Alors q est une forme
de Pfister.

Definition 2.2. Une forme quadratique g est une voisine de Pfister s’il existe
a € F* et une forme de Pfister ¢ tels que:

(i) aq estisomorphe a une sous-forme de ;

(ii) dim(g) > 1 dim(yp).

Proposition 2.2 [16, 7.4]. Si q est une voisine de Pfister, les formes ¢ et aq de la
Définition 2.2 sont uniques a isomorphisme prés. La forme q’ telleque aq L ¢’ = ¢
est appelée la forme complémentaire de q; la dimension de q' est appelée co-
dimension de q.

Deéfinition 2.3. Une forme quadratique g est excellente si, pour toute extension
K /F,la partie anisotrope de gx est définie sur F.

Théoréme 2.1 [16, 7.14]. Une forme quadratique q est excellente si et seulement si
les deux conditions suivantes sont réalisées:

(i) q est une voisine de Pfister;

(ii) la forme complémentaire de q est excellente.

2.2. Invariants cohomologiques

Arason (1, 1.6] a démontré que, pour a, . .. ,a, € F* lesymbole (ay,...,a,) €
H"F ne dépend que de la forme de Pfister {a,...,a,) (voir aussi [7, 2.1]). On
peut donc associer a {ay, . .., a,) 'invariant cohomologique

e"({ay,...,a.)) = (a,...,a,) € H"F.
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Conjecture 1. L’'invariant e” se prolonge en un homomorphisme
e":I"F/I"*'F - H"F.

Lorsque la Conjecture 1 est vérifiée, on dit pour simplifier que e” existe. Les
invariants e%, e! et e? existent trivialement et sont donnés par e®(g) = dim(g)
(mod 2), e'(q) = drgete*(q) = c(g).

Théoréme 2.2 (Arason [1} pour n = 3, Jacob-Rost [12], Szyjewski [26] pour
n=4). e" existe pour n = 3,4.

Conjecture 2. L’invariant e” de la Conjecture 1 est bijectif.

Cette conjecture est triviale pour n = 0 et facilement vérifiée pour n=1
[17,11.2.3].

Théoréme 2.3 (Merkurjev [18] pour n =2, Rost [22], Merkurjev—Suslin [20]
pour n = 3). La Conjecture 2 est vraie pour n = 2, 3.

Rost a annoncé une démonstration de la Conjecture 2 pour n = 4. En géné-
ral, on s’attend a ce que la Conjecture 1 pour n+ 1 puisse se démontrer en
s’appuyant entre autres sur I’établissement de la Conjecture 2 en degré n. Cette
derniére résulte des deux conjectures de Milnor reliant la K-théorie de Milnor a
la cohomologie galoisienne modulo 2 et a 'anneau de Witt gradué [21].

Les Conjectures 1 et 2 sont liées aux suivantes:

Conjecture 3. Pour tout entier n et toute forme quadratique ¢ de dimension
> 2" ’homomorphisme H"F — H"F(q) est injectif.

Conjecture 4. Pour tous entiers n,i et toute n-forme de Pfister ¢, on a
Ker(H""'F — H"*F(p)) = e™(p) - H'F.

Théoréme 2.4 (a) (Arason [1, p. 269, 5.6]). La Conjecture 3 est vraie pour n < 3.
(b) (Arason [1, 5.5, 5.6], Jacob—Rost [12, 1.5, 4.1], Szyjewski [26, 6.4, 5.5.2)).
La Conjecture 4 est vraie pour (n,0) (n < 4)et (n,1) (n < 3).

La Conjecture 3 est encore vraie pour n = 4 ([14], voir [26, 6.1] dans le cas ou
g contient une 2-forme de Pfister).

Enfin, une derniere conjecture mérite d’étre énonceée, bien qu’elle soit plus
faible que la Conjecture 2:

Conjecture 5. L’invariant cohomologique e” sépare les n-formes de Pfister.

Théoréme 2.5 (Arason, Elman, Jacob, essentiellement), cf. [12, remarque
p-553). La Conjecture 5 est vraie pour n < 5.
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On peut montrer que la Conjecture 4 pour (n — 1,1) et la Conjecture 5 en
degré n entrainent la Conjecture 4 pour (n,0) et que cette derniére et la Con-
jecture 5 en degré n entrainent la Conjecture 1 en degré n [12, 1.5, 1.6], [26, dé-
monstration de 6.6]. On peut aussi montrer que la Conjecture 1 en degré n — 1
et la Conjecture 2 en degré » — 2 entrainent la Conjecture 5 en degré n [12, re-
marque p. 553].

2.3. Hauteur, degré

Définition 2.4. La hauteur h(g) d’une forme quadratique g est définie de la
maniére suivante:
(i) h(q) = h{qan), O gq, est la partie anisotrope de g.
(ii) Si g est anisotrope, h(q) = 0 si et seulement si dim(gq) < 1.
(iii) Si g est anisotrope de dimension > 2, h(g) = h(qr(,) + 1.

Théoréme 2.6 [15, 5.8], [28]. Soit q une forme quadratique anisotrope. Pour que
h(g) = 1, il faut et il suffit que q soit une voisine de Pfister de codimension 0 ou 1.

Définition 2.5. Le degré deg(g) d’une forme quadratique g est défini de la fagon
suivante:
(i) deg(q) = deg(qan), 00 gan est la partie anisotrope de g.
(i) Sidim(q) est impaire, deg(q) = 0.
(iii) Si g est anisotrope, h(g) = 1 et dim(q) est paire, dim(q) est de la forme 2°
d’aprés le Théoréme 2.6. Alors deg(g) = é.
(iv) Si g est anisotrope et i(q) > 1, deg(q) = deg(gr(y))-

Théoréme 2.7 [15, 6.4 et 6.6]. Pour toutn > 1,J,(F) = {g € W(F) | deg(q) > n}
est un idéal de W (F) contenant I"F.

Le lemme suivant est bien connu; nous ne le donnons que dans un but de ré-
férence.

Lemme 2.1. Soit g € J,(F), anisotrope et # 0.
(@) Onadim(q) > 2".
(b) Sidim(q) = 2", q est semblable a une forme de Pfister.

(a) est évident en se réduisant au cas ot A(g) = 1. Pour voir (b), on remarque
que dim(gr(y)),, < 2", donc gg(g ~ 0 et le lemme résulte du Théoréme 2.6.

Conjecture 6 [15]. Pour tout corps Fettoutn > 1,ona J,(F) = I"F.
Théoréme 2.8 [3, Proposition 3], [4, p. 752]. La Conjecture 6 est vraie pour n < 4.

Pour la commodité du lecteur, nous donnons une démonstration pour n» = 3
et n = 4 (voir [15, 6.8] pour n < 2).
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Démonstration. Supposons n = 3. Soit ¢ € J3(F) une forme anisotrope. En
particulier, g € Jo(F) = I*(F). Soit ¢(q) Yinvariant de Clifford de g. On va
montrer que ¢(q) = 0. D’aprés le Théoréme 2.3, cela impliquera que g € I3F. Si
g =0, il n’y a rien a démontrer. Si g # 0, on a dim(g) > 8 (Lemme 2.1). Par ré-
currence sur dim(q), on a ¢(gr(g)) = ¢(q) p(y) = 0- Mais Ker(H*F — H*F(q)) =0
d’aprés le Théoréme 2.4, puisque dim(g) > 4.

Supposons n = 4. Soit ¢ € J4(F) (anisotrope). D’aprés ce qui précéde, g €
I3F, donc son invariant d’Arason e3(q) € H3F est défini (Théoréme 2.2). On
raisonne comme ci-dessus. Si ¢ # 0 on a dim(g) > 16 (Lemme 2.1); par ré-
currence sur dim(g), on a e*(q)z(, = 0. Or Ker(H*F — H3F(q)) = 0 puisque
dim(g) > 8 (Théoréme 2.4). Donc e3(q) = O et g € I*F d’aprés le Théoréme 2.3.

Remarque. En utilisant I'invariant de Jacob-Rost-Szyjewski e*(q) € H*F
pour g € I*F (Théoréme 2.2) et le fait que les Conjectures 2 et 3 sont vraies en
degré 4, on peut en déduire comme ci-dessus que la Conjecture 6 est encore
vraie pour # = 5. Plus généralement, la Conjecture 6 en degré r résulte par ré-
currence sur r des Conjectures 2 et 3 pourn <r — 1.

2.4. Formes de hauteur 2

Rappelons la définition suivante [15, 5.9]:

Définition 2.6. Soient g une forme quadratique sur F (de dimension paire, pour
simplifier) et & = h(q). Définissons une suite (Fy, go), . . ., (Fi,qn) d’extensions
de F et de formes quadratiques (ou g; est définie sur F;) de la maniére suivante:
() Fp=F.

(if) Pour 0 < i < h, g; est la partie anisotrope de gr,.

(iii) Pour 0 <i < h, F; 1 = Fi(q;).

On a g, = 0 et, d’aprés le Théoréme 2.6, ¢ est semblable a une forme de
Pfister bien déterminée: on appelle cette derniére la forme dominante (leading
form) de g.

Soit g une forme quadratique anisotrope de hauteur 2, de dimension paire.
Puisque h(g) = 2, ¢; est de la forme ayp, ou a € F(q)" et v est la forme domi-
nante de g. Alors g est de I’un des trois types suivants, s’excluant mutuellement:
Type L. ¢ est définie sur F.

Type I1. g; n’est pas définie sur F, mais ¢ est définie sur F.
Type III. ¢ n’est pas définie sur F.
Sideg(q) =1, ona ¢ = {(d,q), donc g n’est pas de type IIIL.
Si g est de type I ou 11, (g est ‘bonne’ dans la terminologie de Fitzgerald [9)),

sa forme dominante est définie par une F-forme de Pfister bien déterminée
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[16, 9.2]. On identifiera cette derniére avec la forme dominante de ¢, sans plus
de commentaires.

Si g est de type I, alors g est excellente et sa structure est donnée par le
Lemme 2.2 ci-dessous (voir aussi Proposition 5.1):

Lemme 2.2 [16, 10.1]. Soit g une forme guadratique anisotrope excellente de
hauteur 2. Alors il existe a € F* et deux formes de Pfister p,v (avec deg1 > 2)
telles que q = ap @ ' (ou ' est la partie pure de ). De plus, p est la forme do-
minante de q (donc deg(q) = deg(yp)).

Conjecture 7 (a) (cf. [16, 10.6], [9, 1.3]). Soit ¢ anisotrope de hauteur 2, de type
IT et de degré n > 1. Alors ¢ = 7 ® ¢’, ou 7 est une (n — 1)-forme de Pfister et
dim(q’) = 4.

(b) Soit ¢ anisotrope de hauteur 2, de type III et degré n> 2. Alors
g = 7®q’,ourest une (n — 2)-forme de Pfister et ¢’ est une forme d’Albert.

Remarque. Réciproquement, si ¢ = 7 ® g’ est anisotrope de degré n > 1, ou 7
est une (n — 1)-forme de Pfister et dim(q’) = 4 (resp. de degré n > 2, ou 7 est
une (r — 2)-forme de Pfister et ¢’ est une forme d’Albert), alors g est de hauteur
2 et de type II (resp. I11).

En effet, dans le premier cas, on a dim(g) > dim(g;) =0 (mod 2"~!) [15,
5.18], donc dim(g;) = 0, 2"~ ! ou 2”. Si dim(g;) = 0, on a h(g) = 1, donc q est
semblable a une (n + 1)-forme de Pfister, ce qui contredit deg(g) = n. Donc
dim(g;) > 0, d’ou dim(q;) > 2" puisque ¢ € J,(F;) (Lemme 2.1(a)), donc
dim(g;) = 2”. Par le Lemme 2.1(b), ¢g; est semblable a une n-forme de Pfister,
donc A(g) =2. De plus, g=7® {d+q’) (mod J,1(F)) (puisque ¢ L —7®
(d:q’') ~7®(q'L —{d+q'))etq'L —(d+q") € I*F), donc q est de type I ou
IT d’apres [16, 9.6]. Mais ¢ ne peut pas étre excellente, puisque dim(g) est une
puissance de 2 (Lemme 2.2).

Dans le deuxiéme cas, on a de méme dim(g) > dim(g;) =0 (mod 2”~2),
donc dim(q;) = 2"~ 2a avec 0 < a < 6. On n’a pas a = 0 puisque /4(q) # 1 pour
des raisons de dimension, donc g > 4 par le Lemme 2.1(a). Mais a = 5 est im-
possible, sans quoi ¢; ~ 7 (mod J,_(F})) ce qui contredirait deg(q) = n. Donc
dim(q;) = 2%, d’ou de nouveau h(g) = 2. Pour des raisons de dimension, g ne
peut étre ni de type I ni de type I1, elle est donc de type III.

Théoréme 2.9 [16, 10.3]. La Conjecture 7(a) est vraie pour n = 1.
Concernant les formes de type Il en général, on a:
Lemme 2.3 (2) [16, 10.1]. Si g est de hauteur 2, de degré n, de type II et de forme
dominante o, qr(,) est anisotrope et semblable a une forme de Pfister de degré > n.
(b) [16, remarques pp. 29-30}; [11, 3.7). Dans le cas (a), il existe une extension
K /F telle que qx reste anisotrope de hauteur 2 et soit divisible par une (n — 1)-

forme de Pfister.
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(c) [16, 10.8]. Si g est de hauteur 2, de degré 2 et de type II, on a méme q =
q' ® {a) pour une forme q' et un a € F* convenable.

Le théoréme suivant est dii a Fitzgerald:

Théoréme 2.10 (a) [9, 1.6]. Toute forme de hauteur 2,de degré 2 et de type Il est de
dimension 8.

(b) [9, 2.7]. Une forme de hauteur 2, de degré 2 et de type Il est soit une forme
d’Albert (de dimension 6), soit une forme de dimension < 26.

Le Lemme 2.3(c) et le Théoréme 2.10(a) entrainent:
Corollaire 2.1. La Conjecture 7(a) est vraie pour n = 2.

Concernant les formes de type 111, le résultat suivant précise le Théoréme
2.10(b):

Théoréme 2.11. La Conjecture 7(b) est vraie pour n = 2.
Ceci achéve la classification des formes de hauteur et de degreé 2.
Nous verrons de plus au §4.2 que

Théoréme 2.12. La Conjecture 7(a) est vraie pour n = 3.

Au paragraphe suivant, on rappelle la démonstration de Fitzgerald du
Théoréme 2.10(a), et on en donne deux autres, de nature cohomologique. Ces
démonstrations présentent 'avantage de se géneraliser aux degrés supérieurs,
ce qui ne semble pas a priori étre le cas de celle de Fitzgerald (voir §4). On donne
également la démonstration du Théoréme 2.11: celle-ci est indépendante des
résultats de [9].

3. DEMONSTRATIONS
3.1. Premiére démonstration du Théoréme 2.10(a) (Fitzgerald)

Soient ¢ de hauteur 2, de degré 2 et de type Il et ¢ sa forme dominante. Quitte
a multiplier ¢ par un scalaire, on peut supposer que g représente 1. D’aprés le
Lemme 2.3(a), gr(,) est isomorphe a une forme de Pfister anisotrope. D’apres
[2], [23], Vextension F(p)/F est ‘excellente’ (déf. 4.2); d’aprés [8, 2.10], il existe
donc une forme de Pfister p (définie sur F) telle que pr(,) = gr(,) (cf. §4.2).

La forme ¢ L —p devient donc hyperbolique sur F(p). Comme ¢ est une
forme de Pfister,ona g L —p ~ ¢ ® ¢’ pour une forme ¢’ convenable [15, 4.4].

Notons que dim(q’) est impaire, sans quoi ¢ ® ¢’ € I3F et ¢ € I*F, ce qui
contredit ’hypothése que deg(q) =2. Soit d =d.iq’. Alors q'L{td) =:
q" € I?F,donc on a:
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g~ Fdp Lo®q" Lp,

avec ¢ ® q" € I*F. Si dim(q) = dim(p) > 8, on a deg(y ® ¢"L p) > 3. Mais
dapres [15, 6.3(ii)], cela implique que g est excellente, ce qui contredit
I’hypothése que g est de type II. Par conséquent, dim(g) = 8.

3.2. Deuxiéme démonstration du Théoréme 2.10(a)

Gardons les notations ci-dessus. D’aprés le Lemme 2.3(a), pour voir que
dim(gq) = 8, il suffit de montrer:

Proposition 3.1. Avec les notations ci-dessus, e*(qr(,)) # 0.

Démonstration. D’aprés [16, 9.6], on a ¢ L —¢ € J3(F) = I3F (Théoréme 2.8).
L’invariant d’Arason e3(q L —) € H3F est donc défini (Théoréme 2.2), et évi-
demment e*(g L —¢) () = €*(qr(y)). D’aprés le Théoréme 2.4, si e3(gr(,)) = 0
onadonce3(g L —p) = ¢(p) - (a) pour un a € F* convenable.

Considérons p=gl —ap~ql—pl{a)@peI*F. On a e3*(p)=0 et
PE@g) ~ Q1 L (—ap)p, € I3F(q); comme dim(q; L (—ap)pg) =8, cette forme
p' est donc semblable 4 une 3-forme de Pfister (Lemme 2.1). Mais e*(p) =0 =
e3(p’) = 0,donc p’ ~ 0(Théoréme 2.5). En d’autres termes, g, 2 (ay) F(g)» Cest-
a-dire que ¢; est défini sur F, ce qui contredit ’hypothése que g est de type II.

3.3. Troisiéme démonstration du Théoréme 2.10(a)

Cette démonstration est plus compliquée que la précédente, mais elle donne
des renseignements plus précis qui sont utilisés plus loin (Théoréme 5.1).

Proposition 3.2. Soit (I’F), ={q € I*F|q=q' ® {a) pour a et q' convena-
bles}. Il existe une fonction unique &* : (I*F), — HAF telle que:
() &(¢' ® {a)) = c(q’) - (a); 3

(i) &3 |(12F),\nI3F est l'invariant d’'Arason e”.

Remarque. D’aprés [1, p. 490], il n’existe pas de fonction I2F — H?3F pro-
longeant e? et naturelle en F.

Démonstration. Il est agréable d’énoncer tout d’abord un lemme de caractére
général:

Lemme 3.1. Soient q',q",¢', " quatre formes quadratiques, ot q',q" € IF et
v, " sont deux n-formes de Pfister. Supposons q' Q' =q" Q"
(mod J, 1 2(F)). Alors (d+q') ® o' = (d+q") ® ¢".

Démonstration. Supposons d’abord {diq’') ® ¢’ ~0. Alors ¢’ ® ¢’ ~ (¢’ L
—(d+q")) ® ¢’ € Jy42(F). Par conséquent, ¢” ® " € J,2(F), et comme
("L —{d+q")) ® " € Ju12(F), on a (diq")® " € Jy42(F). Donc
{d+q") ® ¢" ~ 0 par le Lemme 2.1.
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Supposons maintenant (d.g¢’') ® ¢ anisotrope. Soit K = F({d+q’) ® ¢).
Draprés ce qui précede, on a ({(d+q”) @ ¢")x ~ 0, donc (d+q") ® ¢’ =0 ou
(d+q’) ® ¢ [15, 4.4]. Mais le premier cas est impossible, comme on le voit en
échangeant les roles de (g, @) et (g”, ¢").

Passons d la démonstration de la Proposition 3.2. Comme ¢ € I?F, dim(q’)
est paire (car d. g = a¥™(4"). On remarque que ¢(¢’) = (¢’ L —{d+q')), et que

—({d+q') € I’F; il en résulte que c(q') - (a) = €*((¢'L —(d=q')) ® (a)),
ou e est I'invariant d’Arason.

Montrons que é* est bien défini. Supposons g2 ¢’ ® {a) = q" ® (b).
D’aprés le Lemme 3.1, on a {diq',a) = (d.q”,b). Il en résulte que
(¢'L —(d+q")) ® (a) = (¢"L —{d=q")) ® ) (b, dou c(q’) - (a) = c(g") - (b).

Finalement, supposons que g=¢q'®{a) € I*F. Alors {(diq’,a)~0
(Lemme 3.1), donc g ~ (¢’ L —{d+q') ® {a)), dou

e*(g) =e*((q'L —(d=q") ® () =: &*(q).

Proposition 3.3. Soient q,0 € (I*F), telles que c(q) = c(8) et &*(q) = &3(8).
Alors g = 9(mod I*F).

Démonstration. Ecrivons ¢ =¢’' ® (@) et =6’ ® {a’). Alors:

(@) ¢(g) = (d=q',a) = (d+0',a") = (d+q’,a) = (d+0',a’) (puisque (x,y)
est la forme norme réduite de 'algebre de quaternions (x, y));

(b) &%(q)=e’((¢'L—(d=q") ®(a)=&°(6)=e((0'L —(d= ")) ® (a')) =
(q'L —{d=q')) ® {a) = (6'L —(d+0")) ® (a’) (mod I*F) (Théoréme 2.3);

d’ou finalement ¢’ ® {a) = 6’ ® (a’) (mod I*F).

Corollaire 3.1. Soient ep et €'’ telles que c(ep) = c(e'p’) et €3(ep) = &3(e’p’),
ot @, p' sont des 2-formes de Pfister et e,e’ € F*. Alorsep = e'p’.

Démonstration. Cela résulte de la proposition précédente et du théoréme
d’Arason-Pfister (Lemme 2.1(a)).

Remarque. On peut aussi donner une démonstration plus élémentaire du
Corollaire 3.1, n’utilisant ‘que’ le Théoréme 2.5 pour n = 3.

Fin de la démonstration du Théoréme 2.10(a). D’aprés le Lemme 2.3(c),
Iinvariant &3(g) est défini. Comme au numéro précédent, il suffit de montrer
que &*(q)p(,) # 0. Par le méme raisonnement, si é*(g)p,, =0, on a &3(g) =
¢(p) - (@) pour un certain a € F*. On a alors &3(ap) = &3(g). Etendant les sca-
laires 4 F(q), cela donne que c(apr(y)) = c(q1) et €*(apry)) = €3(q1). En ap-
pliquant le Corollaire 3.1, on a apr(, = g1, ce qui donne la méme contradiction
que dans les deux autres démonstrations.

3.4. Démonstration du Théoréme 2.11

Par hypotheése, c¢(q) ) = c(¢) est représent€ par un corps de quaternions D
sur F(q). Comme ¢ n’est pas définie sur ¥, D ne lest pas non plus; il en résulte
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que 'indice de C(q) est > 4. D’autre part, comme F(q) est le corps des fonc-
tions d’une quadrique, on a nécessairement ind C(g) < 2ind C(g)g,, d'on
finalement:

ind C(q) = 4.

On écrit C(q) = M,(E), deg(E) = 4. Comme E Qf F(q) n’est pas un corps,
E contient une image homomorphe de C*(gq) [19], [27]. Donc dimE >
1dim C(q) = 1r*dimE, cest-a-dire r <2 et deg C(q) < 8, d’ou dim(q) < 6.
Mais g € I2F et ind C(q) = 4 = dim(q) = 6.

4. FORMES DE HAUTEUR 2 ET DE DEGRE > 2
4.1. Dimension des formes de type II

Comme indiqué a la fin du §2, la démonstration de Fitzgerald du Théoréme
2.10(a) ne se généralise pas a priori aux degrés supérieurs, car on ignore si le
corps des fonctions d’une n-forme de Pfister est excellent pour n > 3 (et certains
semblent en douter)*. Nous reviendrons sur cette question au §4.2.

Par contre, les deux démonstrations cohomologiques du §3 se généralisent.
C’est ce qu’ont remarqué Hurrelbrink et Rehmann pour celle du §3.3:

Théoréme 4.1 ([11, 3.4]). Toute forme anisotrope de hauteur 2, de type II et de
degré 3 est de dimension 16.

Leur méthode est de se réduire au cas ou la forme en question g est divisible
par une 2-forme de Pfister, en utilisant le Lemme 2.3(b). Cela permet de définir
un invariant &é4(q) € H*F exactement comme dans la Proposition 3.2. Le reste
de la démonstration procéde comme au §3.3, en utilisant le Théoréme 2.4(b)
pour (n,i) = (3, 1), 'existence de e* et le Théoréme 2.5 pour # < 4 (cf. remarque
aprés le Corollaire 3.1). Bien entendu, comme le remarquent Hurrelbrink et
Rehmann, cette méthode vaut chaque fois qu’on connait certaines des conjec-
tures cohomologiques du §2.2. En fait, pour démontrer que toute forme aniso-
trope de hauteur 2, de type II et de degré r est de dimension 27+, il suffit con-
naitre:

(i) la Conjecture 4 pour (n,i) = (r,1);
(ii) lexistence de e” pourn < r+1;

(iii) la Conjecture 5 pourn <r+ 1.

D’aprés [12), les propriétés (i) et (iii) impliquent d’ailleurs (ii). Le lecteur se
convaincra que la démonstration du §3.2 se généralise de méme, sans recourir
au Lemme 2.3(b) mais en ajoutant aux propriétés ci-dessus:

(iv) la Conjecture 3 pourn <r— 1.

* Note ajoutée pendant la correction des épreuves. Izhboldin vient de démontrer qu'étant donné
une n-forme de Pfister anisotrope ¢, il existe une extension X de F telle que K(p)/K ne soit pas
excellente, dés que n > 3 (“On the non-excellence of field extensions F(r)/F’, prépublication, 1994).
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(En effet, on doit utiliser I’égalité I"+!'F = J, . {(F), cf. remarque suivant la
démonstration du Théoréme 2.8.)

age 7

4.2. Divisibilité des formes de type I1

Définition 4.1. Soient K/F une extension et n un entier > 1. On dit que K/F
satisfait a la descente pour les n-formes de Pfister si la condition suivante est
réalisée:

Soit g une n-forme de Pfister anisotrope sur K, définie sur F. Alors il existe
une n-forme de Pfister ¢ sur F telle que g = pg.

Lemme 4.1. Pour que K/F satisfasse a la descente pour les n-formes de Pfister, il
suffit que la condition suivante soit réalisée:

Soit q une n-forme de Pfister anisotrope sur K, définie sur F. Alors il existe une
Jforme o sur F, semblable a une n-forme de Pfister, telle que q = pg.

En effet, deux formes de Pfister semblables sont isomorphes [17, exercise
X.7].

Définition 4.2. Une extension K/F est excellente si la condition suivante est
réalisée: Pour toute forme quadratique ¢ sur F, la partie anisotrope de gx est
définie sur F.

Exemples. 1. Une extension de degré impair, une extension quadratique,
I’extension donnée par le corps des fonctions d’une conique sont excellentes [8],
[2].

2. Soit g une forme anisotrope sur F. D’aprés [16, 7.13], si 'extension F(q)/F
est excellente, ¢ est une voisine de Pfister.

Proposition 4.1[8, 2.10]. Si K/F est excellente, elle satisfait d la descente pour les
n-formes de Pfister quel que soitn > 1.

Proposition 4.2. Soient K = F(7), ou T est une forme anisotrope, et n un entier
> 1. Soit q une forme de dimension 2" sur F, telle que qx soit une forme de Pfister
anisotrope.

(@) Si2"+! < dim(7), q est une forme de Pfister.

(b) Si2"~! < dim(7), q est semblable a une forme de Pfister.

(c) Supposons que2"~! = dim(7) et que q ne soit pas semblable i une forme de
Pfister. Alors q est de hauteur 2, de degré n — 1 et de type I, et T est semblable a la
forme dominante de q.

Démonstration. Démontrons (a). Soit a € Dr(gq). Par hypothése, ({a)) ® g) est
hyperbolique. Si {a)) ® ¢ n’est pas hyperbolique, sa partie anisotrope contient
un multiple de 7 par le théoréme de Cassels—Pfister, donc dim(7) < 2dim(q) ce
qui est une contradiction. En faisant ce raisonnement sur F(¢,...,ty)
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(N =dim(q)) avec a =gq(t1,...,tn), on en conclut que g est une forme de
Pfister (Proposition 2.1(c)).

Démontrons (b). Si deg(q) < deg(gx), alors d’apres [15, 6.11] 75,_, est sem-
blable a une sous-forme de g;_ ;, d’ott dim(7) < 29°6@) < 271 ce qui contredit
I’hypothése. Donc deg(q) = deg(gx) = n. Comme dim(g) = 2", le Lemme 2.1
implique que g est semblable a une forme de Pfister.

Finalement, démontrons (c). Comme en (b), 75,_, est semblable a une sous-
forme de ¢;._;, donc semblable a ¢;_,. La forme dominante de g est donc
définie sur F, deg(g) =n — 1 et 7 est semblable a une forme de Pfister [16, 9.2].
Remarquons que gr,(-) = gk(g) ~ 0, donc que ¢; = ¢ ® 7 pour un o conve-
nable. On a dim(o) - 2"~ ! < dim(q) = 2", donc dim(o) < 2; comme g n’est pas
semblable a une forme de Pfister, on a g; # 0 d’ou dim(c) =1 et h(g) = 2.
Finalement, ¢ n’est pas excellente puisque dim(g) n’est pas de la forme
27-1(2¢ — 1), donc q est de type I1.

On remarquera que la conjecture suivante suffirait a rendre la démonstration
de Fitzgerald du §3.1 valable en tout degré:

Conjecture 8. Pour toute forme de Pfister o, I'extension F(p)/F satisfait a la
descente pour les formes de Pfister.

Nous allons voir qu’une version affaiblie de la Conjecture 8 entraine que le
lemme de Knebusch 2.3(b) est ‘déja vrai sur F’. On a méme mieux:

Théoréme 4.2. Pour un entier n > 1, les conditions suivantes sont équivalentes:
(i) Pour toute n-forme de Pfister o, l'extension F(p)/F satisfait a la descente
pour les (n + 1)-formes de Pfister.
(ii) Toute forme de hauteur 2, de type II, de degré n et de dimension 2"+ est
divisible par une (n — 1)-forme de Pfister.

Deémonstration. (ii) = (i): Soient ¢ une n-forme de Pfister et ¢ une forme de
dimension 2”*! telle que qr(y) soit une forme de Pfister anisotrope. D’apres la
Proposition 4.2, si g n’est pas semblable a une forme de Pfister, elle est de hau-
teur 2, de degre n et de type II, de forme dominante . En appliquant (ii), g est
divisible par une (n — 1)-forme de Pfister . D’apreés [16, p. 29], 7 divise . Ecri-
vons g =7Rq’ et p =T Q¢’, avec dim(q’) =4 et dim(p’) = 2. D’aprés [16,
9.6], ¢ = ¢ (mod J,,(F)). Pour una € F* convenable, g’ L ap’ est isotrope, donc
q'Lap’ ~ q"avecdim(q”) =4. Alorsqg Lap € J,.1(F)etg Lap ~7®4q”, qui
est de dimension 2”*1. D’aprés le Lemme 2.1, 7 ® ¢” est semblable a une forme
de Pfister, et (T ® 4" )p(,) = F(y)-

Pour démontrer (i) = (ii), on va utiliser plusieurs fois les deux lemmes clas-
siques suivants:

Lemme 4.2 [7, 1.4]. Soient p une forme de Pfister et q une forme quadratique.
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Supposons ¢ ® q isotrope. Alors il existe q’, isotrope, telleque p R q = o R q'. En
particulier, la partie anisotrope de ¢ ® q est de la forme ¢ ® q”.

Lemme 4.3 [7, 4.5). Soient ¢, p deux formes de Pfister et a,b € F*. Notons r le
degré maximum d’une forme de Pfister divisant a la fois o et p (linkage number
dans la terminologie d’Elman—Lam). Alors on a i(ap L bp) =0ou2".

Remarque. Elman et Lam n’¢noncent ce lemme que quand ¢ et p ont méme
degré, mais leur démonstration vaut en général. Nous aurons besoin du Lemme
4.3 lorsque ¢ et p sont de degrés différents.

Soient g vérifiant les hypothéses du Théoréme 4.2(ii) et ¢ sa forme domi-
nante, qui est donc définie sur F. On peut supposer que g représente 1. En
appliquant le Lemme 2.3(a), [15, 4.4] et la condition (i) du Théoréme 4.2, on
dispose donc (comme au §3) d’une (n + 1)-forme de Pfister p et d’une forme ¢’
telles que l'on ait

gl-p~p®q.

On peut supposer ¢ ® g’ anisotrope (Lemme 4.2). Puisque par hypothése ¢ re-
présente 1, on a:

2"dim(q’) = dim(y ® ¢') < dim(q) + dim(p) = 2"+2,
d’ou
dim(q’) < 4.

La dimension de ¢’ est impaire, sans quoi on aurait ¢ € I"+!F. Supposons
dim(g’) = 1. Alorsona g ~ p L ap, avec (a) = ¢q’, donc

i(p Lap) > 3 (dim(p) + dim(p) — dim(g)) = 2"~".

Par le Lemme 4.3, on en déduit que p et ¢ sont ‘(n — 1)-liées’, c’est-a-dire que ¢
et p sont divisibles par une méme (n — 1)-forme de Pfister 7. Alors 7 divise g, ce
que ’'on veut.

Supposons maintenant dim(q’) = 3. Soit d = d. q’; alors ¢’ L (d) = af, o0 8
est une 2-forme de Pfister. On a:

gl—de~plap®8.

Si ¢ ® 6 est isotrope, elle est hyperbolique et on est ramené au cas précédent.
Supposons ¢ ® 6 anisotrope. On a:

i(pLap ®6) > 1(dim(p) + dim(p ® §) — dim(q) — dim(¢p))

_ +1 -1
=277 2"

d’ou i(p Lap ® 0) > 2"+! puisque cet indice est nécessairement une puissance
de 2 (Lemme 4.3). Comme ci-dessus, cela implique que p et ¢ ® § sont (n + 1)-
liées, c’est-a-dire que p divise p ® 6.
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Ecrivons ¢ ® 6 = (b)) ® p, d’ou
gl —dp~{a,~ab,1)® p.

Comme dim(g L dy) < 2dim(p), on a (a,—ab,1) ® p ~ cp pour un ¢ conve-
nable (Lemme 4.2). Alors:

qg~dplcp,

d’ou i(dy L cp) > 1(dim(p) + dim(p) — dim(g)) =2""!, ce qui implique a
nouveau que p et  sont (n — 1)-liées.

Théoréme 4.3 (Rost [24]). Les conditions du Théoréme 4.2 sont vraies pour n = 3.
En tenant compte du Théoréme 4.1, cela démontre le Théoréme 2.12.

En général, le Théoréme 4.2 est étroitement lié 4 la conjecture suivante:

Conjecture 9. Sig € J,(F) est anisotrope, dim(g) > 2" = dim(gq) > 2" + 271

Cette conjecture est vraie pour n < 3: pour n = 1,2 c’est trivial et pour n = 3
cela résulte par exemple de la démonstration de [25, ch. 2, 14.4].

Proposition 4.3. (a) La Conjecture 9 est vraie en degré n si et seulement si elle est
vraie pour les formes de hauteur 2, de degré n et de type IIl. En particulier, la
Conjecture 7(b) entraine la Conjecture 9.

(b) Sila Conjecture 9 est vraie en degré n + 1, alors les conditions équivalentes
du Théoréme 4.2 sont vraies en degré n.

Démonstration. (a) Il est clair que la Conjecture 9 est vraie si et seulement si
elle I'est pour les formes de hauteur 2. Soit g de hauteur 2 et de degreé ». Si g est
de type I, on a dim(g) = 2*(2¥ — 1) pour un k > 1 convenable (Lemme 2.2),
donc dim(g) > 3-2". Si g est de type II, on a dim(g) > 2"*! (Lemme 2.3(a)).
Enfin, si ¢ est de type III et que la Conjecture 7(b) est vraie, alors dim(g) =
bid + 8= 1'

(b) Soient g de hauteur 2, de degreé n et de type I, et  sa forme dominante.
On peut supposer que g représente 1. Soit « la partie anisotrope de g L —¢. On
a dim(a) < 27*! 42" et, daprés [16, 9.6], a € J,, (F). Par hypothése,
dim(a) < 2"*!. On ne peut pas avoir a = 0 sans quoi ¢ serait isotrope, donc
dim(a) = 2"+! (Lemme 2.1). D’aprés [16, 10.5], cela implique que g est divisible
par une (n — 1)-forme de Pfister.

5. CARACTERISATION COHOMOLOGIQUE
5.1. Cas des formes excellentes

La proposition suivante précise [16, 7.16]:
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Proposition 5.1. Soit g une forme anisotrope excellente de dimension paire. Il
existe une suite unique (p1, . . . , pp) de formes de Pfister et un scalaire a € F* tels
que:

(a) pour tout i, p; divise p; _1;

(b) agq est une sous-forme de py;

(c) dans W(F),onal'égalité g = a(p; — @3 + -+ (=1)" " 10p).
On a h(q) = h, et @y, est la forme dominante de q. De plus,

(d) Gr(q) = Gr(pn) = Dr(on)-

Démonstration. On raisonne par récurrence sur A(g). Si #(g) =1, ¢ est sem-
blable a une forme de Pfister (Théoréme 2.6) et ’®noncé est trivial. Supposons
h(g) > 1. D’aprés le Théoréme 2.1, g est voisine d’une forme de Pfister ¢y, uni-
quement déterminée d’aprés la Proposition 2.2. De plus, la forme complé-
mentaire ¢’ de ¢ est excellente, donc voisine d’une forme de Pfister ;.

Soit E = F(y,). Comme ¢’ est voisine de ¢, g est isotrope, donc (¢ ), ~ 0
et o, divise p; d’aprés [15, 4.4].

On a h(q’) = h(g) — 1 [16, 7.9]. Par récurrence sur k(g), il existe une suite
unique (s, ..., px) de formes de Pfister et un scalaire b € F* tels que bq’ soit
une sous-forme de ¢, ; divise p;_; pour tout i et ¢’ =b{(ps — 3 +---+
(—=1)*p4) dans W(F). De plus, h(q’) = h — 1, donc h(q) = h, et ¢, est la forme
dominante de ¢’, donc de ¢.

Soit ¢ € F* tel que cq 1 g’ = ¢,. On remarque que bDp(q’) C Dr(p2) C
Dg (1) et que Dr(q’) C Dp(p1), donc que b € Dp(p). Par conséquent,

beq L bq' = by = ¢.

On en conclut que ag = @) — @y + - - - + (—1)" “', dans W(F), avec a = be, ot
aq est une sous-forme de ¢.

Il reste a démontrer (d); cela résulte du fait que ¢}, divise g ((a) et (c)) et du
lemme général suivant:

Lemme 5.1. Soient ¢, p deux formes quadratiques, avec dim(p) impaire. Alors
Gr(p ® p) = Gr(ep).

Démonstration. L’'inclusion D est évidente. Soit a € Gr(p ® p). Alors 0 ~
{a) ® (¢ ® p) = ({a) ® ) ® p. Comme dim(p) est impaire, cela implique
{a) ® p ~ 017, VIIL.6.7], C’est-a-dire a € Gr(yp).

Remarque. On a un résultat identique a la Proposition 5.1 pour une forme ex-
cellente ¢ de dimension impaire, avec @, = 1. Toutefois, dans ce cas, A(g) =
h — 1 et la forme dominante de g est ¢;_ 1, selon les conventions de [15].

Corollaire 5.1. Soit n un entier > 0 pair. Soit (dy,...,dy) 'unique suite stricte-
ment décroissante dentiers >0 vérifiant dy_| > dy+ 1 telle que n=2% —

2% 4. 4 (=1)"7 129 (¢f 10, 2.6]). Soit
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Exc(n) = {(l¢1],- - -, [n], [¥1], - - - () |
— les ¢; et les 1; sont des formes de Pfister;
— les y; sont anisotropes;
— degy; = d;, degy; = d; + 1; pour tout i, y; divise ;_1;
— il existe a € F* tel que ; = {a) ® ¢; pour tout i.}

Alors il existe une bijection naturelle entre Exc(n) et l'ensemble des classes
d’isomorphisme de F-formes excellentes anisotropes de dimension n. De méme,
soit
Exc(n) = {([¢1],- - -, [¢n]) | les ¢; sont des formes de Pfister anisotropes;
degy; = d;; pour tout i, p; divise ¢;_1.}

Alors il existe une bijection naturelle entre Exc(n) et l'ensemble des classes de
similitude de F-formes excellentes anisotropes de dimension n.

Dans cet énoncé, on note [¢] la classe dans 79F/I?*1F d’une d-forme de
Pfister .

Démonstration. Soit ¢ une forme anisotrope excellente de dimension #. Avec
les notations de la Proposition 5.1, associons a ¢ l’¢lément Exc(q) =
(r], .- -, lnl, [{a} ® @1], - ., [{a) ® pu]) € Exc(n). La partie (d) de la pro-
position implique que Exc{g) ne dépend que de ¢. En remarquant qu’une
d-forme de Pfister est déterminée a isomorphisme prés par sa classe dans
I4F/I4*1F, on voit que Exc(q) = Exc(q’) & g2 ¢q’. Enfin, a ([¢1],. .., [¢4],
[¥1],- .., [¥a]) € Exc(n), associons I'unique forme anisotrope ¢ telle que g =
a(er — a2+ -+ (1)) € W(F), ot aest tel que 1; = (@) ® y; pour tout
i. Par récurrence sur A, la forme anisotrope ¢’ de classe @y — -+ + (—1)h<ph est
excellente de dimension 2% — - - - + (—l)h 124 Comme 2 divise ¢y, c’est une
sous-forme de ¢, donc ¢’ est une sous-forme de ;; on a donc ag L ¢’ = ¢ et
q est excellente de dimension n. Le cas de Exc(n) est semblable et plus simple.

Le Corollaire 5.1 montre que, modulo la Conjecture 5, les formes excellentes
anisotropes de dimension donnée sont paramétrées a similitude (et méme a
isomorphisme) prés par des familles de symboles de H* F satisfaisant a des re-
lations simples. On va voir que des résultats analogues existent pour les (autres)
formes de hauteur 2 de dimension paire, au moins si leur degré est < 2.

5.2. Formes de hauteur 2

Théoréme 5.1. (a) Soient q et q' deux formes anisotropes de hauteur 2, de degré
n et de type II représentant 1, avec n < 3. Alors q= q’ si et seulement si
e"(q) =e"(q') et é"*tl(q) =é"*'(q’). Réciproquement, pour tout (a,8) €
H"F x H"*'F, oii o et 3 sont deux symboles ayant un diviseur commun de degré
n — 1, il existe une telle forme q telle que e"(q) = cet é"+1(q) = B.

(b) Soient q et q' deux formes anisotropes de hauteur 2, de degré 2 et de type I11.
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Alors q est semblable a q' si et seulement si c(q) = c(q'). Réciproquement, pour
tout o« € H2F, somme de deux symboles non liés, il existe une telle forme g telle

que c(q) = o

Démonstration. Démontrons (a). D’aprés un analogue de la Proposition 3.3, on
ag=gq' (mod I"*2F). Comme q est ¢’ représentent 1, la partie anisotrope de
gL —q' est de dimension < 2"*2 donc ¢q = g’ d’aprés [6]. Réciproquement,
soient a = (ai,...,a,-1,d), B=(ai,...,a,-1,b,¢) comme dans Iénoncé.
Alors la forme g = {ai,...,a,_1) ® (1, —bd, —cd, bed) convient.

Quant a (b), il résulte du Théoréme 2.11 et du fait que les formes d’Albert sont
caractérisées a similitude prés par leur invariant de Clifford [13, 3.12].

Remarque. Evidemment, le théoréme ci-dessus se généralise a tout degré si la
Conjecture 7 est vraie, ainsi que les conjectures cohomologiques du §2.2. (Pour
(b), il faut prendre les sommes de deux symboles de degré n, (n — 2)-liés mais
non (n — 1)-liés.)
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