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ABSTRACT

Let G be a finite group of exponent m and let k be a field of characteristic prime
to m, containing the m-th roots of unity. For any Rost cycle module M over k, we
construct exact sequences

0 — Invi*(G, M,,) — Invy (G, M,,) Op.0), P (D, M, 1)

(D.g)

where Inv (G, M,,) is Serre’s group of invariants of G with values in M, Inv}" (G, M,,) is
its subgroup of unramified invariants, and the “residue" morphisms dp 4 are associated
to pairs (D,g) where D runs through the subgroups of G and g runs through the
homomorphisms p,,, — G whose image centralises D. This allows us to recover results
of Bogomolov and Peyre on the unramified cohomology of fields of invariants of G, and
to generalise them.
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Introduction

Soit G un groupe algébrique linéaire sur un corps k, et soit M = M, un module de cycles sur
k au sens de Rost [Rost|. Suivant Serre [GMS, déf. 1.1|, on définit le groupe des invariants de G
de degré n a valeurs dans M

Ind(G, Mn)

pour tout entier n € Z : il s’agit du groupe des transformations naturelles pr : H'(K,G) —
M, (K) ou K décrit la catégorie des extensions de k. On peut aussi parler d’invariants non
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ramifiés au sens de [GMS, 33.9] : ils forment un sous-groupe Invy' (G, M,,), dont la trivialité est
une condition nécessaire pour une solution positive au probléme de Noether.

En général le calcul de Invy'(G, M,,) est difficile, et celui de Invy (G, M,,) est un peu plus
facile. Le but de cet article est de réduire le calcul du premier & celui du second, dans certains
cas particuliers. Le résultat principal est le suivant :

THEOREME 1. Supposons G fini constant, d’ordre premier a la caractéristique de k. Supposons
de plus que k contienne les racines m-iémes de I'unité, ou m est I’exposant de G. Alors, a tout
sous-groupe D de G et a tout homomorphisme g : p, — Zg(D) (centralisateur de D dans G),
on peut associer un “homomorphisme résidu"

8,379 : Invk(G, Mn) — Ind(D, Mn—l)

tel que la suite

o
0 = v} (G, My) = Tnvi(G, M) 22 @ Tnv(D, My 1)
(D.9)

soit exacte.

Les hypothéses sont essentielles, en particulier celle sur les racines de 'unité. Pour G et k
quelconques, on a encore un complexe comme ci-dessus, mais les Jp 4 ne sont sans doute pas
suffisants pour détecter les invariants non ramifiés. En trouver la bonne généralisation est un
probléme ouvert. !

COROLLAIRE 1. Gardons les hypothéses du théoréme 1 et définissons

InvieP (G, M,) = Ker (Invk(G, M,) — @) Tnvg (A4, Mn)>
A

ol A décrit les sous-groupes abéliens de G. Alors la suite exacte du théoréme 1 se raffine en une
suite exacte

—~ 1o}
0 vy (G, My) — v (G, My) ~222% @) Tnvi®(D, M,,_1)
(D,g)

— nr . . . e, P . .
ou Invy, (G, M,,) désigne le sous-groupe des invariants non ramifiés normalisés (triviaux sur le
G-torseur neutre).

Ce corollaire peut étre considéré comme une généralisation d’un théoréme de Bogomolov [CTS,
th. 7.1], qu’il permet de retrouver. Nous retrouvons aussi un théoréme de Peyre [Pe08, th. 1].

Voici la stratégie de la démonstration. D’aprés Totaro [GMS, app. C|, on a un isomorphisme
canonique

Inv, (G, M,) = A°(BG, M,,)
ou le groupe de droite est celui de [Rost, § 5]. Le sous-groupe Inv}' (G, M,,) du membre de gauche
correspond & un sous-groupe A% (BG,M,) du membre de droite. Tout ceci demande un ex-
plication, puisque BG n’est pas bien défini en tant que variété lisse : c’était 1'objet de [KN1]|
(notamment §6.4) dont la théorie est rappelée en 1.1.

1. Mathieu Florence a fait une suggestion dans ce sens au premier auteur, quand G est fini constant mais que
k ne contient pas assez de racines de 'unité.
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Les résidus Op 4 sont définis au §1 en termes de BG ; le théoréme 1 et le corollaire 1 sont
démontrés au §3; au §5, on fait le raccord avec les résultats de Bogomolov et de Peyre.

Voici une intuition qui peut éclairer le théoréme 1. Soit X une k-variété lisse, et supposons
donnée une compactification lisse X C X, telle que D = X — X soit un diviseur & croisements
normaux. On a alors une suite exacte [K11, rem. 6.9]

T
0 — A%X, M,) - A%X, My) — €D A° (D}, M, 1)
i=1
ot D; décrit ’ensemble des composantes irréductibles de D et DY = D; \ |J i 2; Dj. Imaginons que
BG soit représenté par une variété X comme ci-dessus. Dans le théoréme 1, tout se passe comme
si on pouvait alors trouver une compactification X tel que les Dy soient de la forme BD, ou D
décrit les sous-groupes de G. ..

Ce travail est une version remaniée et augmentée de la seconde partie de la thése du second
auteur (N.T.K.N.) [Ngl0], la premiére partie étant parue dans [KN1]; il a été annoncé dans
[Ng11]. B.K. tient a remercier N.T.K.N. de I’avoir invité a rédiger ce texte en commun.

Guide de lecture

On utilise le langage développé dans [KN1| et rappelé au § 1.1 : si G est un groupe algébrique
linéaire et F' est un foncteur sur les variétés lisses vérifiant des axiomes simples, on peut donner
un sens a F(BG).

La section 1 introduit I'outil principal de I'article : les résidus géométriques dp 4. La section 2
enchaine en montrant que les classes sur BG, non ramifiées au sens de [CTO], sont non ramifiées
au sens des résidus géométriques.

La section 3 est le coeur de ce travail. On y démontre que réciproquement, si G est fini
constant d’exposant m et que k est de caractéristique premiére & m et contient les racines m-
iémes de 'unité, les classes sur BG, non ramifiées au sens des résidus géométriques, le sont au
sens de [CTO]|. La raison pour laquelle les résidus géométriques suffisent dans ce cas semble étre
que, si G est le groupe de Galois d'une extension L/K ou K D k et que w est une valuation
discréte de rang 1 sur L, le groupe d’inertie de w est central dans son groupe de décomposition.

Enfin, la section 4 reformule le résultat précédent de maniére universelle, tandis que la section
5 'utilise pour retrouver (et généraliser) des théorémes de Bogomolov et Peyre [Bog87, Pe08|.

1. Résidus géométriques

Nous introduisons ici des “résidus géométriques”, inspirés par les travaux de Peyre et de
Voevodsky. On fixe un corps de base k.

1.1 Rappels de [KN1]

Notons Smg la catégorie des k-variétés lisses, les morphismes étant les morphismes plats. Pour
r > 1, on note comme dans [KN1, déf. 2.3] S, I'ensemble des morphismes de Smyg, union de 'en-
semble des projections d’espace total un fibré vectoriel et de I'ensemble des immersions ouvertes
j : U — X de coniveau > r (par définition, cela signifie que codimy (X —U) > r). Notons d’autre
part Grp la catégorie des k-groupes algébriques linéaires (morphismes : les homomorphismes de
groupes algébriques) ; dans [KN1, déf. 2.14], on a défini une suite compatible de foncteurs

B,:Grp — S 'Smg, r>1 (1.1)
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ou le membre de droite est la localisation & la Gabriel-Zisman de Smyg relativement a S,.

Pour référence ultérieure, rappelons la construction de B,. On choisit une représentation
linéaire V' de G treés fidéle de coniveau > r : cela signifie [KN1, déf. 2.7] que V' contient un ouvert
U G-invariant, espace total d'un G torseur et tel que codimy (V — U) > r. L'existence de V'
est assurée par un théoréme de Totaro [Tot, rem. 1.4]. On définit B,G (essentiellement) comme
U/G € S71Smg : le “lemme sans nom” permet de montrer que B,G est indépendant du choix
de V' a isomorphisme unique prés, et fonctoriel en G.

Un foncteur F' de Smyg vers une catégorie C est dit homotopique et pur en coniveau = r
s’il inverse les morphismes de S, (en particulier, F' est invariant par homotopie). De maniére

équivalente, F' induit un foncteur S ! Smg e , €t on pose
F(BG) = F.(B,G).

On renvoie a [KN1, §3.2 et §5| pour des exemples de tels foncteurs : cohomologie étale,
cohomologie motivique, cohomologie de cycles de Rost.

Rappelons également la définition suivante [KN1, déf. 3.8] :
DEFINITION 1.1. Soit F' un foncteur de Smg a valeurs dans la catégorie des groupes abéliens.
Pour tout G € Grp, on pose

F(BG) = Ker(F(Be¢))

ou ¢ est I'idempotent G — Spec(k) — G. C’est la partie réduite de F(BGQG).

Dans [KN1] on n’a utilisé que la fonctorialité plate sur les k-schémas lisses : cela permet par
exemple de définir économiquement le foncteur G — CH"(BG) en n’utilisant que la contrava-

riance “facile" des groupes de Chow, comme Totaro dans |Tot]. Ici nous aurons aussi besoin de
fonctorialité pour certaines immersions fermées.

1.2 La construction F_; de Voevodsky

DEFINITION 1.2. Soit F' un foncteur contravariant de Smg vers la catégorie Ab des groupes
abéliens. On définit pour X € Smy (cf. [MVW, Lect. 23]) :

F_1(X) = Coker(F(X x AY) = F(X x (A! —{0}))) (1.2)
et on note
0:F(X xGy,) — F_1(X).

Si F' est contravariant pour les immersions fermées réguliéres, on note
s: F(X xGy,) = F(X) (1.3)
le morphisme défini par la section unité de Gy,.
Le lemme suivant se démontre sans difficulté :
LEMME 1.3. Si F' est homotopique et pur en coniveau > r, F_q I’est aussi. ]

LEMME 1.4. Si F est invariant par homotopie et contravariant pour les immersions fermées
réguliéres, alors

(5,9) : F(X x Gp) — F(X) @ F_(X)

est un isomorphisme pour tout X.
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Démonstration. Comme F est invariant par homotopie, F(X) — F(X x Al). De plus, on a le
diagramme commutatif suivant

F(X x Al)— = F(X x Gp) 2> F_1(X) —=0

oup: X X Gy, — X est la projection sur X. Comme s o p* = id, on a

F(X % Gn) 5 F(X) @ F_1(X).

Ezemples 1.5 F_1(X) pour certains foncteurs F'.
(i) Pour F(X) = H'(X,Z(n)), on a
F_y(X) = HY(X, Z(n — 1))

[MVW, 23.1]. On a le méme résultat pour la cohomologie étale et la cohomologie motivique
étale i.e.
— Si F(X) = H., (X, M), alors F_1(X) = Hi; ' (X, M(-1));
— Si F(X) = H,(X,Z(n)), alors F_1(X) = H;, (X, Z(n — 1)).

(ii) Soit F(X) = A%(X, M,), ott (M,)nez est un module de cycles au sens de Rost [Rost, §5].
On a une suite exacte de localisation

A(X x AL, M) — A%(X % G, M) 25 A0(X, M)

Oh A x x Al M) D AN X x G, M)

Par le lemme 1.4 et I'invariance par homotopie de la cohomologie de cycles, (6) est injectif
scindé, donc (5) est nul et (4) est surjectif, soit

F (X)) =A%X, M, ).

Ce calcul a implicitement utilisé la contravariance de la cohomologie de cycles pour les
immersions fermées [Rost, § 12].

1.3 Résidus géométriques “universels"

Soit G un k-groupe algébrique linéaire et soit H un sous-groupe fermé de G ; soit » > 1. Dans
[KN1, Ex. 2.18] on a construit un morphisme dans S, ! Smg

G/H — B,H. (1.4)

CONSTRUCTION 1.6. Soit m un entier inversible dans k. Soit X un schéma lisse sur k. Soit F' un
foncteur homotopique et pur en coniveau > r. Le morphisme résidu universel

Om : F(X X Bpm) — F_1(X) (1.5)
est défini de la maniére suivante :

En utilisant (1.4) avec G = Gy, et H = jui,, et en remarquant que Gy, /iy, — G, on obtient
une fléche canonique G, — By, dans Sr_1 Smg, d’oti une composition :

Om : F(X X Bpiy) — F(X x Gp) -2 F_1(X).
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De maniére équivalente, soit U un Gy,-torseur linéaire de coniveau > r [KN1, déf. 2.7]. Consi-
dérons le diagramme :

1 2

Gum U % Gy, U (1.6)

I

G <2 G/t <2 (U X o)/ 2> U/ rm.

La ligne du bas induit un diagramme

FX > (U pm)) = F(X X (U X Gm)/ pim)
— F(X x (G /pm)) +— F(X x Gp,) = F_1(X).
D’ott on déduit (1.5).

Nous aurons besoin du lemme suivant, qui résulte de la description du morphisme bord d’une
longue suite exacte de cohomologie :

LEMME 1.7. Soit M un module de cycles. Notons 0y le résidu relatif a la valuation discréte sur
k(t) = k(A') correspondant a I'origine de A'. Notons d’autre part § le bord de la suite exacte de
localisation relative a immersion ouverte G,, < A'. Alors le diagramme

A%Gn, M) —2= A%k, M,,_1)

| -

My (k(t)) ——— Mp—1(k)
est commutatif. O

LEMME 1.8. Soit M un module de cycles sur k, et soit n € Z. Alors le morphisme résidu (1.5)
pour A%(—, M,,) est compatible avec celui considéré par Peyre dans [Pe08, (13) p. 207].

Plus précisément, soient x : ji,, — k* le caractére canonique de ji,,, W, la représentation fidéle de
dimension 1 correspondante, By, la valuation discréte de rang 1 sur k(X x W) = k(X)(T') définie
par le diviseur T'= 0 et A, sa trace sur k(X x W, )#m™. Alors on a un diagramme commutatif

AY(X X Biim, My) 2 AY(X, Myy_1)

Mo (k(X X W)P) 2o M (R(X)).

Démonstration. Par fonctorialité, on peut remplacer X par son corps des fonctions, donc (quitte
a changer de corps de base) supposer que X = Speck.

Soit U = A" — {0} ; faisons opérer G,, sur A" et donc sur U par homothéties. Choisissons un
point rationnel z € U(k) : ce point définit un morphisme G,,-équivariant ¢ : G,, — U, d’ou un
morphisme :

@ : Gy < G/t — U/ i

Soit v : G, — U X Gy, le transposé du graphe de ¢ : avec les notations de (1.6), c’est une
section p,-équivariante de mp telle que w9 0oy = . En prenant les quotients par i, v induit une
section 4 de 7 telle que 73 04 = @, ce qui implique que la composition :

AU/ i), M) 5 A%Gy My) -5 M, (K)
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est égale & 0,,, ol I est le morphisme bord pour la suite exacte de localisation relative & I'immer-
sion ouverrte G,, — Al

Finalement, on a ¢(G,,) = L — {0} ou L est la droite kx. L’assertion résulte maintenant du
lemme 1.7. [

1.4 Résidus géométriques “a la Peyre"

DEFINITION 1.9. Soit F' comme dans la construction 1.6. Soient G € Grp, D C G un sous-groupe

fermé et g : pr, = Zg(D) un homomorphisme, ot Zg(D) désigne le centralisateur de D dans G.

On note ¢ : D X i, — G ’homomorphisme défini par ¢(d, i) = d.g(). On définit un morphisme :
Opg: F(BG) 25 F(B(D % i) = F(BD x Bpup) 2= F_\(BD)

ou Oy, est comme dans (1.5), I'isomorphisme provient de l'isomorphisme B,(D X i) ~ B,D X
By pir, de |[KN1, lemme 2.24] et F_1(BD) est défini par le lemme 1.3.

PROPOSITION 1.10. dp 4 est canonique et fonctoriel en F'. O

Ezemples 1.11. D’aprés les exemples 1.5, on a des résidus suivants :

HE(BG, i) — Hy ' (BD, i~ Y),

Hg(BG, Z(g)) — Hg ™ (BD, Z(q — 1)),

H™(BG,Z(q)) - H" "(BD,Z(q - 1)),

A%(BG, M,,) — A°(BD, M,,_1).

Remarque 1.12. Supposons G fini constant, d’exposant e premier & la caractéristique de k. Alors
tout homomorphisme g comme ci-dessus a pour image un sous-groupe cyclique d’ordre m’ divisant
e, donc se factorise par ji,, via la surjection fi, — Ly, ; de plus, p,, est constant. Si ¢’ : p —
Za(D) est 'homomorphisme induit, on voit tout de suite que dp 4 = dp 4 en comparant deux

suites exactes de Kummer. On peut donc se limiter aux valeurs de m divisant e et telles que
tm C k.

1.5 Le résidu d’un cup-produit

Le résultat principal de ce numéro (théoréme 1.15) ne sera pas utilisé dans la suite; il est
néanmoins trés utile pour des calculs concrets.

1.5.1 Décomposition de la diagonale Soient X € Sm(k) et f: X — Gy, (f € I'(X,0%)).
Soit I'y : X — X x Gy, le graphe de f. Soit F': Sm(k)°® — Ab un foncteur homotopique et pur
en coniveau > ¢. On a le diagramme suivant :

F(X x Al) —= F(X x G;,) —= F_1(X) —=0
L
F(X)
Sif=1,alors I'; = s (la section de (1.3)) et donc on a
F(X x Gy) — F(X)® F_1(X) (1.7)
d’aprés le lemme 1.4. Alors It =TT =0sur F (X x A'), donc induit un morphisme
{FY": Fa(X) = F(X). (1.8)
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Considérons maintenant la diagonale G, A, Gy, X Gy,. On a le morphisme
(Ix x A)*: F(X X Gy, X Gyp) = F(X X Gppy).
Par transport de structure, il définit un morphisme A

F(X X G X Gr) 22 B(X x )

I |
F(X)®2F_1(X) ® F_o(X) 2~ F(X) ® F_1(X)

o F_9 = (F_1)_1 et I'isomorphisme de gauche est obtenu en appliquant deux fois le lemme 1.4.

On va calculer A dans le cas particulier ot F' provient d’un foncteur sur DM := DMle (k)
[MVW, Lect. 14]. Le lemme suivant justifie la notation (1.8) :

LEMME 1.13. Si F' provient d’un foncteur sur DM et X = Speck, alors {f}* est induit par le
cup-produit par {f} € KM (k) = H*(k,Z(1)) pour f € k*.

Démonstration. Dans ce cas, Ff — I'] provient de

ry—I
M(X) 57

M(X x Gp) = M(X) @ M(X)(1)[1] = M(X)(1)[1]
Si X = Speck, d’ou f € k*, alors
Iy — Ty € Hom(Z, Z(1)[1]) = KM (k) [MVW, 4.2].

On vérifie que cet isomorphisme identifie I'y — 'y & {f} € KM (k) 2 k* (voir [MVW, preuve
de 4.4]). O

ProproSITION 1.14. Supposons que F' se factorise en

Sm(k)? X5 DM L5 Ab.

( 1 0 0 >
0> {13 )7
Démonstration. On choisit la décomposition M (G,,) = Z & Z(1)[1] donnée par le point 1 € G,

Cela donne exactement (1.7) sur F'(X xG,,) et F_1(M (X)) = F(M(X)(1)[1]). Onale dlagramme
commutatif suivant :

Alors A est égale a

F(M(X) ® M (G x G)) — 22 p(M(X) © M(Gy))

| |
F(M(X) @ (Z& Z(1)[1))%?) FM(X) ® (Zoz(1)[1]))

} ~ ]

F(M(X)) & 2F_1(M(X)) & F_o(M(X)) 2= F(M(X)) ® F_1(M(X))

Dans ce cas, A est induit par

M(A): Z& Z()[1] = Z & 22(1)[1] & Z(2)[2]
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et on a
Hom(Z, Z(i — j)[i — j]) = KM, (k) sii>j,
0 sie < j.

Hom(Z(5)[5], Z(i)[i]) = {

D’aprés [HK, lem. 7.4 et cor. 7.9 (b)], on trouve que A est de la forme

(05 %)

ou Y :2F (M(X)) — F_1(M(X)) est induit par Z(1)[1] — 2Z(1)[1] et {—1} : Fo(M (X)) —
F_1(M(X)) est induit par {—1} : Z(1)[1] — Z(2)[2] (¢f. lemme 1.13), ce qui correspond a la
formule de [HK, cor. 7.9(b)]. O

1.5.2 Résidus géométriques et cup-produits Soient F, G, H dans la catégorie des foncteurs
contravariants de Sm(k) vers les groupes abéliens et supposons que pour tous schémas X,Y €
Sm(k), on ait un produit externe :

FX)®GY)— HX xY) (1.9)
bifonctoriel en (X,Y). D’ott un produit interne :
FX)G(X)— HX x X) = H(X)
ol la derniére fléche est donnée par la diagonale X — X x X.

Considérons le diagramme commutatif de suites exactes :

FXxANRGY)——=F(X xGp)@GY) —=F_ (X)) G(Y)—=0
|

| | k

Y
H (X xXY)——>0

H(X xY x Al) H(X xY x Gp,)
On en déduit un morphisme
F1(X)®GY)— H_ (X xY), (1.10)
et de maniére analogue
FIX)G1(Y)—=> H_1(X xY). (1.11)

Pour Y = X, on a
FIX)G4(X)DF1(X)®G(X) > H1(X x X) — H_1(X).
Considérons encore le diagramme commutatif de suites exactes suivant :

FIXxAHY®G (YY) —=FX xGp) @G 1(Y) —=F 1(X)@ G_1(Y) —=0
|

| | i

Y
H (X xY x Al H (X xY xGp,) H_ 3(X xY) 0

On en déduit un morphisme
Ffl(X)®G71(Y) —)H,Q(X XY) (112)

THEOREME 1.15. Supposons que F,G,H se factorisent par DM. Soient x € F(X x Gy,) et
y € G(X x Gy,) ; notons zy leur cup-produit dans H(X x Gy,). Alors on a

0" (zy) = " ()5 (y) + s ()0 (y) + {~130" ()0 (y) (1.13)
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ot on note 0% ... pour garder la trace de F,G, H.

Démonstration. Appliquant ce qui précéde, on a des diagrammes commutatifs :

F1(X)@GY xGp) —=H (X XY x Gy,)

J{lxaG laH—l

FLi(X) ® Gy (Y) H_s(X x Y)

et

F1(X)®G(Y xGp) —=H 1(X XY xGyp,)

J{lst lSHl

F_l(X)(X)G(Y) H_l(X XY)

ot s¢, sH-1 sont des spécialisations comme dans le lemme 1.4.

Maintenant considérons le diagramme commutatif :

F(X x Gpn) ® G(Y X Gp) —> (F(X) & F_1 (X)) ® (G(Y) & G_y(Y))

H(X xGp, xY x Gy,)
!
HXXY xGpxGyp) ——=HX XxY)P2H (X XY)PH 2(X xY)

(IxxyxA)* A

H(X xY x Gy) — HXxY)®H (X xXY)

ou la longue fleche de droite est construite a partir de (1.9), (1.10), (1.11), (1.12). D’ou le dia-
gramme commutatif

OF x sG 45" x9C Ffl(X) X G(Y) @F(X) X Gfl(Y)

H(X XY x Gy, x Gy,) 2H (X xY)® H o(X xY)
(Ixxy xA)* i&
H(X XY x Gp) o H (X xY)

10
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SiY=X,ona

O xsC 45T x 9% F_l(X) & G(X) @F(X) X G_l(Y)
F(X x Gp) @ G(X x Gy,) oot BF (X)) G (X)

H(X x X x Gy, x Gy,) 2H (X x X)® H_o(X x X)
(Ixxx xA)* A
H(X x X % Gyp) o H_((X x X)
(Axx1)* (Ax)*
8H
H(X x Gp,) H_{(X)

ou Ax est la diagonale X 2% X x X. Du diagramme ci-dessus et de la proposition 1.14, on
déduit :

0" (zy) = 0" ()5 (y) + " ()0 (y) + {—1}0" ()0 (y).
0

COROLLAIRE 1.16. La formule (1.13) s’applique aussi aux résidus O, de (1.5) et Op4 de la
définition 1.9.

Démonstration. Cela résulte immédiatement de la définition de ces résidus. O

Remarque 1.17. La formule (1.13) est analogue & celle de Rost [Rost, P3, p. 331] (Un signe
apparait en plus chez Rost parce que les modules de cycles sont gradués).

2. Classes non ramifiées sur un espace classifiant

2.1 Le foncteur Ay (—, M,)
On se donne un module de cycles M = (M,,).

DEFINITION 2.1. Soit G € Grp. On définit :

0
AR (BG, M,,) = N Ker(A°(BG, M,) =3 A(BD, M,,_1)),
(DCG, g:pm—Zc(D))
ot dp,4 est comme dans la définition 1.9 et m parcourt les entiers > 1.

PROPOSITION 2.2. La loi G + Ay (BG, M,,) définit un sous-foncteur de G — A°(BG, M,,) sur
Grp.

Démonstration. Soit f : G — H un homomorphisme de groupes : il s’agit de voir que f*AONR(BH, M,)
C AAr(BG, M,).

Si D C G est un sous-groupe de G, posons Dy = f(D) : on a f(Zg(D)) C Zy(Dpg). Soit
g m — Za(D). La composition

g1 ¢ pm == Zc(D) L, Zu(Dp)

11
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donne un diagramme commutatif

AY%(BG, M) — A%BD x Bip, M,) AY(BD x Gy,) A%(BD, M,,_,)

T T T |

AYBH,M,) — A°(BDy x Bum, M) — A°(BDyg x G,,) — A°(BDy, M,,_1)

soit
o3,
AYBG,M,) —2% AY%BD,M, 1)
0 e 0
AY(BH,M,) ———= A°(BDg, M,_1)
ot 'on a écrit 0%, 07 pour garder la trace de G, H. D’ou I'inclusion cherchée. O

2.2 Une formule simplifiée pour A%R(BG, M,,)

LEMME 2.3. Soient D' C D C G et g : iy, — Zc(D) ; notons ¢’ : pym, — Za(D) — Zg(D'). Alors
Ker 8D7g C Ker 8[)/79/.

Démonstration. Cela résulte du diagramme commutatif suivant

F(BG) —= F(BD x BI) — F(BD x Gy,) —> F_1(BD)

3 | i |

F(BG) —— F(BD' x BI) — F(BD' x G,,) — F_1(BD/).

Du lemme 2.3, on déduit :

PROPOSITION 2.4. On a
A%R(BG7Mn) = ﬂ Ker(aZG(g):g)
g: um—G

ot Z¢(g) est le centralisateur de g(um) C G.

2.3 Une majoration de la cohomologie non ramifiée

Rappelons de [KN1, §6] le groupe A% .(BG, M,) C A°(BG, M,) des classes non ramifiées : il
est donné par

ALK kM) = () Ker(Mo(K) 2% My (k).
AEP(K/k)

ou K est le corps des fonctions de U/G pour un G-torseur linéaire U de coniveau > 1 au sens de
[KN1, déf. 2.7] et P(K/k) est 17ensemble des sous-anneaux de valuation discréte A de rang un
de K, de type géométrique sur k, tels que K = Frac(A) [KN1, déf. 6.1]; ce groupe ne dépend
pas du choix de U et est fonctoriel en G d’aprés [KN1, prop. 6.4 et 2.22].

PROPOSITION 2.5. On a l'inclusion

A% (BG, M,,) ¢ AAr(BG, M,).

12
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Démonstration. Choisissons une représentation trés fidele W de G [KN1, déf. 2.7]. Soit « un
éléement de AY (K(W)Y, M,) C A°(BG,M,) i.e. da(z) = 0 pour tout A € P(k(W)%/k). Rem-
placons la notation Op 4 (déf. 1.9) par agjg, pour garder la trace du groupe G. On veut montrer
que pour tout le couple (D, g), on a 839(@') =0.

Pour simplifier, posons I = pi,. Soit ¢ : D x I — G le morphisme défini par ¢(d, i) = d.g(7).
D’aprés la définition des résidus géométriques (déf. 1.9), 8g7g se factorise par 83;1 ; autrement
dit, on a un diagramme commutatif :

A(BG, M,)

\L ) %\
P
anI

A%(BD x BI, M,) =2~ A%(BD, M,_).

Mais p*A% (BG, M,) c A% (BD x BI, M,) [KN1, §6.4]. On peut donc supposer que G =
D x 1.

On raisonne comme Peyre dans [Pe08, p. 207] : choisissons W de la forme W’ x W,,, ou W’
est une représentation trés fidele de D et W, est la représentation fidéle canonique de dimension
1 de I. Le diagramme commutatif du lemme 1.8 :

DxI
8D,g

A°(BD x BI, M,) AYBD, M,,_1)

o
My (k(W' & Wy )P ) 2% My ((W)P) = Myyoi(ka,)
ott Ay € P(k(W'® W,)P*! /k), montre immédiatement que 83§IAgr(BD x BI,M,)=0. O

Remarque 2.6. Pour G quelconque, il est trés improbable qu’on ait égalité dans la proposition
2.5 : les résidus géométriques dp 4 ne semblent pas suffisants. Le résultat principal de cet article
est qu’on a égalité quand G est fini constant et que k contient assez de racines de I'unité. C’est
I'objet de la section suivante.

3. Le théoréme principal

A partir de maintenant, on suppose que GG est un groupe fini constant d’exposant m, ol m est
un entier inversible dans k, et que u,,, C k. Le but de cette section est de démontrer le théoréme
suivant :

THEOREME 3.1. Sous les hypothésess ci-dessus, on a :
AR (BG, M,,) = A% (BG, M,,)
(égalité dans A°(BG, M,)).

3.1 Un sous-groupe intermédiaire

D’aprés la proposition 2.5, il suffit de démontrer que A%y (BG, M,) C AS.(BG, M,). Pour
cela, on va définir un autre sous-groupe de A°(BG, M,,) contenant AYy (BG, M,,) de la maniére
suivante.

Soit W une représentation linéaire fidéle de G. Soient A € P(k(W)%/k) et B € P(k(W)/k)
au dessus de A. Soient D le groupe de décomposition de B dans G et I son groupe d’inertie.

13
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Remarque 3.2. Comme 'exposant de G divise m, l'ordre de GG divise une puissance de m et donc
|G| est inversible dans k. D’aprés [Se68, IV, §2, cor. 2, cor. 3|, I est cyclique, canoniquement
isomorphe & (4 avec glm, et central dans D.

DEFINITION 3.3. On définit :
4]
A o (W)Y M) = N Ker(A°(BG, M,,) —3% A%BD, M,,_1)),
(DC@G, g:I—Zg(D))

ofl I'intersection porte sur I'ensemble des sous groupes D, I relatifs a A € P(k(W)%/k) comme
ci-dessus et Op 4 est comme dans la définition 1.9.

Il est clair que
A%R(BGv Mn) - AONR,sp(k(W)Ga MTL)

On va montrer dans les numéros suivants :

THEOREME 3.4. Soient B, A comme ci-dessus, et soient D et I les sous-groupes de décomposition
et d’inertie de B. Considérons les résidus :

AY(BG, My) 228 A%(BD, M,_1) (cf. déf. 1.9)
et
M, (k(W)%) 04, M, _1(ka)

ol K4 est le corps résiduel de A. Si x € A°(BG, M,,) est tel que Op 4(z) = 0, alors 94(x) = 0.
Par conséquent,

Al o (W)Y, M,,) C AS(BG, M,) (cf. déf. 3.3 et [KN1, déf. 6.1]).
D’ott on déduit le théoréme principal 3.1 et un peu plus précisément :
COROLLAIRE 3.5.
AXR(BG, My) = ARg o (k(W), My) = AQ(BG, My).

De plus, comme A% (BG, M,,) et AYg(BG,M,) sont des foncteurs contravariants en G (cf.
[KN1, §5.5] et proposition 2.2), on obtient :

COROLLAIRE 3.6. On a aussi un résultat équivalent au théoréme 3.1 pour la partie réduite (cf.
déf. 1.1) :

AR (BG, M,,) = A% (BG, M,,).

3.2 Lemmes
Dans cette partie, on garde les hypothéses de la définition 2.1 et les notations précédentes.

Pour montrer le théoréme 3.4, on a besoin des lemmes suivants. Les deux premiers reformulent
certains résultats de Saltman [Sa84] :

LEMME 3.7. Soit k un corps contenant le groupe ji,4 des racines de I'unité ot q est inversible dans
k. Soient G un groupe fini et N un groupe cyclique d’ordre q. Soit G' une extension centrale de
G par N. Donnons-nous un 2-cocycle normalisé ¢ de G & valeurs dans N définissant 'extension
G', associé a une section ensembliste s de la projection 7 : G' — G (vérifiant s(1) = 1).

Soit k' /k une extension de groupe de Galois G. Soit x : N — p, un caractére fidéle de N sur k.
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Notons Wy, la k-représentation de dimension un correspondante. Soit W' la représentation de G’
induite de W,.. Alors W est fidéle et on a un isomorphisme

K (WK (W)C =5 Frac(S' (K /k))/ Frac(R(K' /k))

ou G’ opére sur k'(W) par son action sur k' (via G) et sur W, et S’(k'/k), R(k'/k) sont associées
a ¢ comme dans Saltman [Sa84, p. 74, 75].

Rappelons d’abord la définition de l'extension S’(k'/k)/R(K'/k) de [Sa84, pp. 74, 75]. Dans
la situation de ’énoncé :

1 N G==q 1

™

le 2-cocycle ¢ est défini par la relation :
s(g)s(h) = s(gh)c(g, h).

Soit ¢ € G’ : on écrit ¢’ = n(g')sm(¢') avec n(¢') € N C Z(G").

— S"(K'[k) == K'y(g) | g € G](1/s) ott s = [[,cqy(9)- Et G opere sur S”(K'/k) par son
action sur k' et par

gy(h) = y(gh) Vg € G.

— S(K/k) == S"(K/K)[z(g) [ 1 # g € G/(x(9)? = y(g)/y(1)). Notons z(1) = 1. Alors
laction de G sur S(k'/k) étend celle sur S”(k'/k) via

g (h) = [x(gh)/x(h)]x(c(g, h))-

— S'(K'Jk) := S(K'/k)[v]/(v? = y(1)). Donc N opére sur S’(k’/k) par Paction triviale sur
S(k'/k) et par

ny = x(n)y.

Alors G’ opére sur S'(k'/k) via N et G.
— R(K'/k) := S(K'/k)C.

Le diagramme suivant résume ce qui précéde :

S'(K'/k)

B

K — " (K [k) — S(K k)

§ -

k R(K'/K).

Démonstration du lemme 3.7. D’aprés la définition des représentations induites, on a

W = k[G'] Qr[n] Wy
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de base {s(g) ® w|g € G} ot w est une base de W,.. L’action de G’ sur W est :

/

g el gd(sg)@w)=g's(g)@w
= n(g')sm(g

Il

Vo)
—~

3
P

<

NI AN
Q
= 2

I
VA
—~
3
~~

En particulier :

-Sine N,ona:

-SiheG,ona:
s(h)(s(g) ® w) = x(c(h, g))s(hg) ® w.
Montrons que Ind$; x est une représentation fidéle de /. Pour ¢ € G/ et & = > gec Ag8(9) ®
weW, \g€k,ona:

Jdr==x <:>g'2/\gs(g)®w: Z/\gs(g)®w

geG geG
= Z Ag9's(g) ®w = Z Ags(g
geG geG
= > Ax(n(g)eln(g), 9)s(n(g)g) @w =D Ags(g) @ w
geG geG
= ) Ax(n(ge(n(g'), 9)s(m(g)g) ©w =D Ar(gngs(n(g)g) @ w
geG geqG

= AT (5),9)) = Mgy 9 € G,
Si¢g =n(g") e N—{1}, alors x(n(g")) # 1 et donc

Jr=zeAx(n(g)) =X VgEG N\, =0Vge G z=0.
Sig =n(g)sm(¢g) € G — N, i.e. (g") # 1, soit m le nombre d’éléments de G, on a :

gz =z Ax(n(g)e(n(g),9)) = An(gny V9 € G.
Ici on a m variables Ay mais il y a au maximum m — 1 équations indépendantes. Donc on peut
trouver des Ay hors des solutions i.e. des Ay tels que ¢’z # .

Posons
s(g) @w

k(W) Vg # 1.
1®w6()g7é

y=1®wet z(g) =

Sihed, ona
s(h)s(g) @ w
s(h) ®@w
x(c(h, g))s(hg) @ w
s(h) ®@w
= x(c(h, g))x(hg)/x(h).

s(h)x(g) =

16
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Siné€ N,ona

x(ne(l, g))s(g) ® w
x(ne(1, 1)1 ®@w

= x(g) car ¢(1,1) =¢(1,9) = c(g,1) = 1.
9)lg € G}.

nx(g) =

(
Ainsi, N opeére trivialement sur {z(

Pour n € N, ny = x(n)y.
Pour h € G,

s(h)y = s(h) @ w

=(1® w)s(fl()giw = ~yz(h).

Ainsi, on a les mémes générateurs et relations que chez Saltman, et donc

~

K (W) /K (W) =5 Frac(S' (K /k))/ Frac(R(K /k)).
O

Remarque 3.8. Dans la démonstration ci-dessus, si on note W9 = {z € W|g'z = x} (pour
g € G' = N), alors dim W9 = [G : (r(¢))]. Donc

v(W) =139 |G| - [G: (n(¢))] =1 = |G| = |(7(d)) | =2
(cf. |KN1, rem. 2.8]).
LEMME 3.9. Avec les notations du lemme précédent, on a un k-isomorphisme
(W) ~ k(A)()

ot x est une indéterminée, A est la k-algébre centrale simple définie par le 2-cocycle ¢ et k(.A)
est son corps de déploiement générique (corps des fonctions de la variété de Severi-Brauer de A).

Démonstration. Cela résulte du lemme 3.7 et de [Sa84, thm. 1.5]. O

LEMME 3.10. Soit K un corps complet pour une valuation discréte v de rang un. Soit A 'anneau
de valuation de v. On suppose qu’on est dans la situation suivante :

K% Ky 5 K
ou K'/K est galoisienne de groupe G', d’inertie N. Soit B C Ky, la cloture intégrale de A. Soient
KA, kp les corps résiduels de A, B. Supposons que q soit inversible dans k4. Alors

a) L'image de [G'] € H?*(G,N) = H?(kp/ka, N) est triviale dans le groupe de Brauer Br(r4).
b) L'extension kg(W)% [k 4 est rationnelle, oit W est la représentation du lemme 3.7.

Démonstration. a) Considérons le diagramme suivant :

[G'] € H*(G,N) —— H?*(G, K%)= Br(x4)
i - <3
H*(G, K}y)

Br(K).
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Il existe un morphisme ¢ : H?(G, r%;) — H?*(G, K},) faisant commuter le triangle, et il est injectif
(cf. [Se68, pp. 192-194]). En effet, on a la suite exacte :

1= Uk, - K\ 70
scindée par le choix d’une uniformisante de K. On en déduit une suite exacte scindée :
0 — H*(G,Ug,,) - H*(G,K},) — H*(G,Z) — 0.
De plus, on a une autre suite exacte :

— K — 1

nr

1 Uy, — Uk

ou U est le sous-groupe de Uk, formé des a € U, tels que v(1—a) > 1. Ona HY(G, Uy ) =0
pour tout ¢ > 1 [Se68, lemme 2, p. 193]. Donc

H*(G,rkp) & H*(G,Ug, ) — H*(G,KZ).

Comme K'/K est une extension de groupe de Galois G’ induite par K,,/K de groupe G (“the
embedding problem"), d’aprés [Sa84, prop. 1.1, 'image de [G'] dans H?(G, K},) est triviale. Elle
est donc triviale dans H?(G, k%) < Br(k.a).

b) Cela résulte de a) et du lemme 3.9, puisqu’avec les notations de ce lemme on a [A] = [G'] €
Br(ka). O

LEMME 3.11 “Lemme sans nom tordu”. Soient G, N, G' comme dans le lemme 3.9. Soit k' /k une
extension de groupe de Galois G. Soient W, W' deux représentations fidéles de G’ sur k. Alors
K (W)S" et k'(W')S" sont stablement équivalents sur k. Si I'un est pur, I'autre est stablement pur.

Démonstration. Soit U un ouvert de W tel que U soit un G’-torseur (cf. [KN1, rem. 2.8]). Alors
Uk = U Xy, Spec(k’) est encore un G'-torseur (puisque Spec(k’) est un k-schéma affine! [SGA 1,
VIII, cor. 7.9] ou [Mil, chap. 1, th. 2.23]). Donc Uy X} W'/G" est un fibré vectoriel sur Uy /G-
Et donc k(W @ W) = k(U x W) est transcendant pur sur &'(W)%". On raisonne de méme
avec W'. O

3.3 Démonstration du théoréme 3.4

D’aprés la remarque 3.2, I est cyclique (I — p, ott g|m) et central dans D. Rappelons aussi
que

I =Ker(D — Gal(kp/ka))-

Soit W’ une k-représentation fidéle de D, qui est somme directe d’au moins deux représentations
régulieres de D (cf. [KN1, rem. 2.8 et §5.5]). Soit

XI5 pg —k*

un caractére fidéle de I (¢f. [Pe08, dém. prop. 3, p. 207]). Soit 7w une uniformisante de B telle que
79 € k(W)! (un tel 7 existe, cf. [Lang, chap. II, prop. 12]). Alors, k(W) = k(W) [x] et

om = x(o)w (3.1)

pour o € I, parce que iy C k(W)! et donc 'extension k(W)/k(W)! est kummerienne.
On note ¢ : D x I — G le morphisme défini par (d,7) — di. Alors D x I opére sur W via .
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Considérons le diagramme suivant :

k(W) kW eW e Xx) kW' @ X)
k(W) kW e W e x) kW' @ x)

TG TDXI TDXI
k(W)E ——= k(W e W' & )P <—— k(W' & x)P*!
ot D x I opére sur W & W' @ x par laction de D x I sur W, Paction de D sur W’ et I'action de

I sur y.

Soit (X7i,...,Xs) une base de W’'. D’aprés [Bourl, lemme 1, p. 156], il existe une unique
valuation discréte de rang un w; prolongeant vp dans k(WW)(X1), telle que

wi(P) =wi () a;X]) = il;f{vB(aj) +3&}
J
ou a; € k(W) et & € Z. On choisit £ = 0 et donc wq(X1) = 0. De plus, d’aprés [Bourl, prop.
2, p. 157|, le corps résiduel k,, de w; est transcendant pur sur kg = Ky, et plus précisément
Kw, = Kkp(t1) ou t; est 'image de X dans k,,. Par récurrence, il existe une unique valuation
discréte w prolongeant vp dans k(W & W) telle que

X7) = inf
UJ(ZJ: a;X*) = inf{vp(as)}
ou
J =01y 0s), X = XTI X5 ay e k(W).
Donc w(X;) = 0,i = 1,...,s pour X; € W et ry = kp(t1,...,ts) ou t; est 'image de X;
dans k,, pour tout ¢. Notons la formule :
w()\le + -+ )\sXs) =0 sik’> ()\1, RN )\S) #+ (0, ce ,0). (3.2)
Enfin, il existe une unique valuation discréte de rang un vg: prolongeant w donc prolongeant vpg
dans k(W @ W @ x) = k(W @ W')(T) telle que
: X'T") = inf X7)+1} = inf l k(W).
vB (; a )=in {W(ZJ: i X7) +1} = nf{vp(ar) +1}, ay € k(W)

Donc vp/ (T') = 1 (on choisit £ = 1). Et donc vp/(T'/7) = 0 ou 7 engendre I'idéal maximal mp
de B. D'ott kp = kyy, = KB(t1,...,ts, 1) ot t est 'image de T'/7 dans sps. Ainsi 'anneau B’ de
vps prolonge B dans k(W @ W' @ x). Posons A’ = B' N k(W @ W' @ )P

Comme W’ est une somme de représentations réguliéres de D, on peut choisir les X; ci-dessus
de telle sorte qu’ils soient permutés par D, soit gX; = X,(;) pour tout i. C’est ce que nous faisons
dans le lemme qui suit.

LEMME 3.12. Le groupe de décomposition de B’ dans D x I est D x I et son groupe d’inertie
est 1 x I.

Démonstration. D’abord on va montrer que (D x 1)B’ = B’. Soit g € D. Comme D est le groupe
de décomposition de B, on a gB = B. Par le choix des X;, on a gX”/ = g(X{'... X{*) = X97.
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Alors
v (Y anX T = vp(g(Y_ anX'T) = vp (D (9as) X9 T")
Jl Jl J)l
= nf{vp(gay) + 1} = mf{vgp(as) + 1}

- i}f{UB(aJ,l) +1} = vp (; an X7Th.

Grace a l'unicité de B’, on a ¢B’ = B’ pour tout g € D, donc (D x 1)B’ = B’. Et on a aussi
W' C B'. Grace a I’équation (3.2), on a v (D \iX;) =0 avec \; € k et donc W’ < kp/. Posons
W’ = Im(W’'), c’est le sous-espace vectoriel de kp/ de base t1,...,ts et D opére librement sur
W'. Notons que W’ — W est un isomorphisme D x I-équivariant de k-espaces vectoriels.

Comme I C D et I = (o) opére sur T par o1 = x(0)T ou x(o) € k*, on a de maniére
analogue

vop (D an X' T =vp (0D anX'T) = v (D (x(0)(ea)X'T
7l 7l T
= nf{vp(x(o)(oay)) + 1} = inf{vop(as) + 1}
_ . Jrp
= 1}}{@3(%1) +1} =op (Y anX’T.
7l
Ainsi (1 x I)B" = B’. En conclusion, (D x I)B' = B'.

D’autre part, I opére trivialement sur kg & cause de la définition de I et D opére librement
sur {t1,...,ts}. De plus,

ot = o(T/) = x(0)T/x(0)m = t

ou 7 est choisi comme en (3.1). Ainsi 1 x I opére trivialement sur le corps kp(t1,...,ts,t). O

Soient B, la restriction de B' a k(W' @ x) = k(W')(T) et vp, sa valuation associ¢e. Alors
v, est nulle sur k(W’) et vp, (T) = 1 (donc By est 'anneau que Peyre a considéré dans [Pe08,
p. 207]). Posons A, = B, Nk(W' + x)P*!. On a aussi que le groupe de décomposition de B, est
D x I et son groupe d’inertie est 1 x I. On a des diagrammes :

BHB/%BX HB*)HB’%HBX
S D R o
A4>AI<;AX KA KA’ KA, -

LEMME 3.13. L’indice de ramification de A’'|A est 1.

Démonstration. D’abord, d’aprés notre construction, 'indice de ramification de B|A est epjq =
[I| = q et celui de B'|B est eg/p = vp/(mp) = 1 ot g est une uniformisante de B. D’aprés le
lemme 3.12, ep/ar = [1 X I| = |I| = q. Enfin, grace a la relation :

€B/|A = €B/|BCB|A — €B/|A’CA’|A»

on en déduit e 4 = 1. O
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On en déduit un diagramme commutatif :

ODx1I,g

A%(BG, M,) A%(BD x BI, M,)

M, (k(W)G) ——= M, (k(W @ W' & \)P*) <— M, (k(W' @ x)P*T) == M,,_1 (k(W")P)

Jos a |ow o =

Mn—l(/{'A) Mn—l(ﬁA’) Mn—l(ﬂAX)-

A%(BD, M,_1)

€A|Ay

En effet, le rectangle supérieur gauche et le triangle supérieur central commutent par définition
du foncteur A°(—, M,,) et des morphismes AP(X, M,) — AP(Y, M,) pour Y — X [Rost, §12|.
Le trapéze supérieur droit commute grace au lemme 1.8. Enfin, la commutativité des rectangles
inférieurs résulte du lemme 3.13 et de 'axiome (R3a) de [Rost|.

Pour conclure, il suffit de montrer que la fléche « est injective, et pour cela, il suffit de voir
que lextension k4s/k 4 est unirationnelle [KN1, lemme 5.3].

Soit W = Ind? X (vue comme k-représentation). Comme y est un facteur direct de la re-
présentation réguliére de I, W est un facteur direct de la représentation réguliére de D, donc
W" c W’. D’aprés le lemme 3.7, W est fidéle. On note W” I'image de W” dans kp.

D’aprés le lemme 3.10 b), kg(W” t)P = kp(W")P (t) est transcendant pur sur 4. D’aprés le
lemme 3.11, kg = kp(W,t)P et kp(W”, )P sont stablement équivalents sur x4 et finalement
K s est stablement pur sur k4.

Remarque 3.14. La représentation W intervenant a la fin de la démonstration ci-dessus provient
du lemme 3.9; elle joue un réle clé dans la démonstration. En principe, on aurait pu utiliser
W"@W" ala place de W’ ci-dessus mais cela rendrait la vérification du lemme 3.12 plus délicate.
Pour cette raison, nous avons préféré procéder indirectement en passant par la représentation
réguliére de D.

3.4 Un raffinement du théoréme principal
DEFINITION 3.15. Soit G k-groupe algébrique linéaire. On définit

A8, (BG, M) = (| Ker(A°(BG, My) — A°(BA, M,))
A

nab

ou A parcourt les sous-groupes abéliens fermés de G, de type multiplicatif déployé.

Notons que A  (BG, M,,) ¢ A°(BG, M,,) (considérer A =1 dans la définition 3.15).

nab

LEMME 3.16. Avec les notations de la définition 3.15, on a
A% (BG, M,) c A%, (BG, M,,).

nab

Démonstration. C’est évident par fonctorialité, puisque zzl?lr(BA, M,,) = 0 pour tout A de type
multiplicatif déployé [KN1, th. 2.29 et cor. 6.5]. O

LEMME 3.17 “Lemme de Bogomolov”. Supposons G fini constant et d’exposant m, avec i, C k.
Pour tout D C G et g: 1= py, — Zg(D), on a

Op4(AS. (BG, M,)) C A%, (BD, M,_1).

nab nab
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Démonstration. Soit Ap un sous-groupe abélien de D. Posant A = (Ap, g(pm)) (qui est abélien!),
on a le diagramme commutatif suivant

AYBG,M,) ——  AY(BA,M,)

! !

A%BD x BI, M,) —— A°(BAp x BI, M,)
AYBD,M,_1) ——— AY%BAp, M, ).
D’ou I’énoncé. O
COROLLAIRE 3.18. On a la suite exacte suivante

nab nab

0 = A0 (BG, M,) — A%, (BG, M,) 224 P A%, (BD, M, ). (3.3)
D.g

Démonstration. D’aprés le théoréme 3.1, le lemme 3.17 et le lemme 3.16, on a le diagramme
suivant

0—— Agr(BGa Mn) - AO(BGa Mn) - @D,g AO(BD’ Mn—l)

AO

nab

(BG, My,) — @ p , A%, (BD, My, 1)

ou la premiére ligne est une suite exacte. Dot (3.3). O

Pour le théoréme suivant, rappelons la définition [KN1, déf. 5.4] :

DEFINITION 3.19. Un module de cycles M est dit connectif s’il existe ng € Z tel que M, = 0
pour tout n < ng.

THEOREME 3.20. Avec I’hypothése de la définition 3.15, soient M un module de cycles et n € Z.
(i) Si A?

nab

(BG, M,) = 0, alors A% (BG, M,) = 0.
(ii) Si M est connectif et
VH C G,Ym < n, A° (BH, M,,) = 0,
alors
VH C G,Ym < n, A%, (BH, M,,) = 0.

nab

Démonstration. On a tout de suite (i) grace au lemme 3.16. On montre (ii) par récurrence sur
m. Comme M est connectif, c’est évident pour m petit. Supposons que ce soit vrai pour m — 1.
Utilisons la suite exacte (3.3) avec AY \ (BD, M,,—1) =0 VD, on a

A% (BG, M,,) <~ A% (BG, M,,) = 0.

nab

Et c’est vrai aussi pour tout sous-groupe H de G. ]
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4. Reformulation : O-cycles sur le compactifié de BG

4.1 Le foncteur C'Hy
DEFINITION 4.1. Soient donnés X € Sm(k) et une compactification j : X < X ot X est projectif
et lisse. On définit

CHy(X) = CHy(X) = Ag(X, K}1).

PROPOSITION 4.2. Si k est de caractéristique zéro, C Ho(X) ne dépend que de X et CHq définit
un foncteur homotopique et pur en coniveau > 1.

La partie délicate de cette proposition est la fonctorialité.

Démonstration. Notons SmP™ la sous-catégorie pleine de Sm formée des schémas projectifs,
Sy la classe des morphismes birationnels de Sm. D’aprés [KS, thm. 2.1], on a un diagramme
commutatif de foncteurs

SmPC— > Sm

| |

Sb_1 SmProl —~. Sb_l Sm
ou le foncteur du bas est une équivalence de catégories.

Considérons le foncteur F' : Sm — Ab donné par F(X) = Hy(X,Z) (homologie de Suslin,
cf. [KN1, déf. 3.14]). 11 vérifie les hypothéses de [KS, § 3] par rapport au digramme ci-dessus. En
effet, pour X projectif et lisse, F(X) = Hyo(X,Z) = CHy(X) et d’aprés Fulton [Ful, ex. 16.1.11,
p .312], CHy(X) = CHp(Y) pour tout X — Y dans S,. Donc on a un isomorphisme naturel de
foncteurs :

(SmP™ — Sm -5 Ab) ~ (SmP™ — 5,1 SmP < Ab).
En appliquant [KS, §3 et thm. 2.1|, on obtient une transformation naturelle de foncteurs

Ho(X,Z) — CHo(X)
ott Hy(—,Z(q)) est 'homologie motivique de Voevodsky [KN1, 3.2.4] et CHo(X) := CHy(X)

pour X une compactification lisse de X : c’est exactement le foncteur de la définition 4.1, qui est
donc bien défini.

De plus, CH( est homotopique et pur en coniveau > 1. En effet, soit U — X une immersion
ouverte, alors X est aussi un compactifié de U :

U— X < X.
Donc
CHy(U) = CHy(X) = CHo(X).

D’autre part, soit f : E — X un fibré vectoriel. Soit U un ouvert de X, on a le cartésien
suivant

j*EC—0o—FE
b

Ugg—>X
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ou j*E =2 U x A™ quand U est assez petit. Alors
CHo(j*E) —~— CHo(E)

| |

CHo(U) — CH(X).

Il nous améne a considérer le cas £ = X x A™.
Soit j : X — Y une compactification de X, nous avons le diagramme commutatif suivant :

E=XXxXA"——Y x A"——Y xP"

| |

Xc Y

ot Y x P" est une compactification lisse de E. D’aprés [Ful, ITI, thm. 3.3], on a CHp(Y x P") —
CHy(Y). Donc

CHo(E) = CHo(X).
O

Remarque 4.3. Comme sous-produit de la démonstration de la proposition 4.2, on obtient un
morphisme de foncteurs

Ho(*, Z) — CiHQ.
Ce morphisme est surjectif d’aprés [K11, prop. 6.1].
Soit G € Grp : d’aprés la proposition 4.2 et [KN1, déf. 2.14], CH(BG) est bien défini et on
a une surjection

Question 4.4. Peut-on définir CHy(—) a priori comme quotient de Hy(—,Z), sans utiliser la
résolution des singularités (sous-jacente a la preuve de la proposition 4.2)? Voir remarque 4.6
pour une réponse dans le cas particulier de BG.

4.2 Un résultat dual du théoréme 3.1

PROPOSITION 4.5. Si k est de caractéristique zéro et contient une racine primitive e-iéme de
l'unité, on a la suite exacte

P H_1(BD,Z(-1)) = Ho(BG,Z) — CHo(BG) = 0 (4.1)
DCG,g:pe—Zc (D)
pour tout groupe fini G dont I'exposant divise e.
Démonstration. D’aprés le théoréme 3.1, on a :
0— A% (BG, My) - A°(BG,Mp) —» 5  A%BD,M_y).
D,g:I—Zg(D)

Soient Ug un G-torseur linéaire de coniveau > ¢ et X une compactification lisse de Ug/G. D’aprés
[KN1, déf. 6.1 et prop. 6.6], on a

A[r)lr(BGa MO) = A[r)lr(UG/G7 MO) - AO(X7 MO)
De plus, d’apres [K11, thm. 1.3], pour X lisse, on a
A%(X, My) = Homan (HY, M)
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ot CM est la catégorie des modules de cycles et pour tout corps F/k,
HY(F) = H_n(XF,Z(—n)).
Donc on a la suite exacte :
0 — Homen (HY, M) = Homen (HYS/S | M)
- €  Homewm(HYP/P[1), M).
D,g:I—Zg(D)
En appliquant le lemme de Yoneda dans la catégorie abélienne CM, on en tire la suite exacte
P HY/PR) - HYC 5 HY 0.
D,g:I—Zg(D)
D’ou la suite exacte suivante sur le corps de base k :
& H(BD,Z(-1)) — Hy(BG,Z) — Hy(X,Z) = 0
D,g:I—Zg(D)
ott Hy(X,Z) = Ao(X,K}) = CHo(BG) (cf. déf. 4.1).
Le morphisme H_;(BD,Z(—1)) — Ho(BG,Z) est donné explicitement par
H_(BD,Z(-1))= Hompn (Z, M(Up/D)(1)[1])

Hompm(Z, M(Up/D) @ M(Gy,))
(%)
Hompwm (Z, M(Up/D) ® M(Uum//‘m»

Hy(BG,zZ) = Hompm(Z, M(Ug/G))
ot (*) est donné par G,, — Bpp,. O

Remarque 4.6. Si k est de caractéristique p, la suite exacte (4.1) donne une définition de “C' Ho(BG)”.

4.3 Conditions équivalentes pour avoir des groupes non ramifiés triviaux

DEFINITION 4.7. Soient k un corps et X un schéma lisse sur k. On dit que X n’a pas d’invariants
non ramifiés? si pour tout module de cycles M,

M, (k) = A% (X, M,,).
THEOREME 4.8. Si k est de caractéristique zéro, alors les conditions suivantes sont équivalentes :
a) X n’a pas d’invariants non ramifiés (déf. 4.7) ;
b) L’application deg : CHy(XF) — Z est bijective pour toute extension F/k.
Démonstration. D’aprés la définition 4.1 et la résolution des singularités, on a

CHy(XF) = CHo(XF)

2. De type motivique, & cause des invariants dans le groupe de Witt.
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ot X est une compactification propre et lisse de X. Donc ce théoréme est exactement [Me, th
2.11]. O

COROLLAIRE 4.9. Soit G € Grp. Si k est de caractéristique zéro, alors les conditions suivantes
sont équivalentes :

a) “BG” n’a pas d’invariants non ramifiés (déf. 4.7) ;
b) CHy(BGF) = 0 pour toute extension F/k (déf. 1.1).
Démonstration. Remarquons que pour Speck — G, on a

CHy(BGfp) ——=17Z

| <

CH(B1)
D’ou le résultat d’aprés le théoréeme 4.8. ]
COROLLAIRE 4.10. Soit G un groupe fini d’exposant m sur un corps k contenant i,,, ot m est
inversible dans k. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
a) “BG” n’a pas d’invariants non ramifiés (déf. 4.7) ;

b) Pour tout module de cycles M et pour tout n,

A°(BG, M,,) =% €) A%(BD, M, 1)
D.g

est injectif.

c¢) Pour toute extension F/k,

@H (BDp,Z(—1)) — Ho(BGr,Z)

est surjectif.

Démonstration. (a) < (b) grace au théoréme 3.1 et a la définition 4.7. Et (a) < (¢) & cause de
la proposition 4.5 et du corollaire 4.9. ]

COROLLAIRE 4.11. Soit G un groupe fini d’exposant m sur un corps k contenant {i,,, m est
inversible dans k. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
i) Pour tout H C G, “BH” n’a pas d’invariants non ramifiés (déf. 4.7);
i) Comme i) mais a valeurs dans un module de cycles connectif (déf. 3.19).
i1) Pour tout H C G et pour toute extension F/k,
& Ho(BAF,Z) — Ho(BHp,Z)
ACH
ou A parcourt les sous-groupes abéliens de H.
Démonstration. On va montrer (i) = (i%) = (ii) = (i).
(1) = (i%%) est évident.
(i%%) = (4i) : Pour tout H C G et pour tout M connectif, d’aprés le théoréme 3.20, on a

AY(BH, M,) — @5 A°(BA, M,,).
A
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D’aprés [KN1, th. 5.17|, ceci implique

Homn (2, M(n]) < @ Homew (HP4, M(n))
A

pour tout M connectif. Comme HEH HBA sont connectifs [KN1, lemme 5.15], ceci implique par
le lemme de Yoneda

VH c G, HP* — HPY.
A
En évaluant Hy sur un corps F, on a

VH C G,VF/k, @ Ho(BAp,Z) — Hy(BHp,Z).
ACH

(13) = (i) : Pour tout module de cycles M, on a [KN1, th. 5.17]
AY(BH, My) =5 Homcyn (HPH | M) =5 Homp(h"**(BH), My).
Donc (i) implique

D ro*(BA)(Spec F) — h**(BH)(Spec F)
ACH
pour tout F'/k. Pour conclure, on a besoin du lemme suivant :

LEMME 4.12. Soient F,G € HI deux faisceaux Nisnevich avec transferts invariants par homotopie
et f: F — G. Alors,

f est un épimorphisme < VF/k, fr est surjectif.

Démonstration. C’est évident pour =. Pour <, posons H = Coker f, on a Hgpecr = 0 VF/k.
D’aprés [MVW, cor. 11.2|, H = 0. Donc f est un épimorphisme. O

Appliquons le lemme 4.12 pour F = ®4h)*(BA), G = h)**(BH), on a
VH C G, P h)'"*(BA) — h/*(BH).
ACH
Ceci implique

VH C G, A°(BH,M,) — 5 A°(BA, M,)
A
pour tout module de cycles M. On en déduit (i) grace au lemme 3.16. O

5. Application : théorémes de Bogomolov et de Peyre

On retrouve ici les théorémes de Bogomolov [CTS, thm. 7.1] et de Peyre [Pe08, thm. 1].

5.1 Généralité du théoréme de Bogomolov

LEMME 5.1. Soit k un corps contenant p,,, oi m est inversible dans k. Soit G un groupe fini
d’exposant m. On a

An(BG, H(Z)) = Ana,(BG, HE(Z)) = 0.

nab
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Démonstration. On a

Anan(BG, HE(Z))

nab
= Ker(A°(BG, H,(Z)) — @D A°(BA, HE,(Z))) (déf. 3.15)
A

= Ker(H (BG,Z) — @ HE(BA, Z)) ([KNL, th. 8.3 a), n = 0])
A

= Ker(H*(G,Z) @ Hj (k,Z) — @) H*(A, Z) @ H, (k,Z))[KN1, (7.4)]
A

= Ker(Hom(G, Q/Z) & H,(k, Z) — P Hom(A,Q/Z) & Hg (k,Z))
A
=0

ou A parcourt les sous-groupes abéliens de G. On conclut avec le lemme 3.16. ]

THEOREME 5.2. Soit k un corps contenant fi,,, ot m est inversible dans k. Soient G un groupe
fini d’exposant m et W une k-représentation fidéle de G. On a

Bro(k(W)%) = (] Ker(H*(G,k*) — H*(A,k")). (5.1)
A€eBg

oit B¢ est I'ensemble des sous-groupes bicycliques de G et Bro, (k(W)C) est la partie réduite de
Bru: (k(W)%) = Bry(BG) (cf. déf. 1.1).

En particulier, si k = ks est séparablement clos, on a [Bog87|

Bro (ks (W)9) = (| Ker(H*(G,Q/Z) — H*(A,Q/Z)). (5.2)
A€Bg

En général (u,, C k),
Brax (k(W)?) = Bras (ks (W) ) = Bra (ks (W) ).
Démonstration. Rappelons que
Br(k(W)®) = HZ ((W)©,Q/Z(1)) = A°(BG, Hg(Z(1))).
Utilisons le corolaire 3.18 et le lemme 5.1 : on a
Bri(BG) = Broap (BG)

C [ Ker(A%BG, Hg(Z(1))) — A°(BA, HZ(Z(1)))). (5.3)
A€Bg
En fait, on a égalité. En effet, soit v appartenant a la partie droite de (5.3), on raisonne comme
Peyre [Pe08, rem. 4]. Soient D C G et g : I = piy, = Z(D). Soit x € D, alors A = (z,I) est un
sous-groupe bicyclique de G. On a le diagramme commutatif suivant

H(BG,Z(1))) 22~ H2(BD, Z)) ——— Hom(D, Q/Z) & H (k, Z)
R -
H,(BA, Z(1)) "% H2,(B (x) ,2))] —— Hom((z) ,Q/Z) & HZ(k, Z).

ou les égalités résultent de [KN1, (7.4)].
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Comme l'image de v dans HJ (BA,Z(1)) et donc dans HZ (B {(z),Z) est nulle pour tout
x € D, son image dans H%(BD,Z) lest aussi. Alors v € Bry,(k(W)%). Ainsi, on obtient

Bro (k(W)9) = (1 Ker(A°(BG, H}(Z(1))) — A%(BA, H{ (Z(1))))
A€eBg
() Ker(HE(BG,Z(1)) — HE(BA,Z(1))) ([KN1, (8.6))).
AeBg
D’aprés [KN1, (7.5)], on a I:Ig’t(BG,Z(l)) = H?*(G,k*). D’ou (5.1).
Si k est séparablement clos, on a

Hgt(k&z(l)) = HZ(kS7Gm) = Br(ks> = 0, HQ(Gﬂ Q/Z(1>) % H2<G7 k*)

D’ou (5.2).
En général, on a E"nr(ks(W)G) = Brnr(ks(W)G) car Br(ks) = 0. Considérons la longue suite
exacte suivante :

HYG,k*) = HY(G, k) — HY(G, k2 /k*) — H*(G,k*) — H*(G, K?)
Comme p,, C k* C kX, on a
HY (G, k) < HYG, pm) = HYG, k).
Donc la suite
0— HYG,k:/k*) — H*(G,k*) — H*(G, K?})

est exacte. D’ou le diagramme commutatif de suites exactes :

0 0
Bry. (BG) Bry,, (BGy,)
0 HY (G, k¥ H2(G, k*) H2(G, k)
|
|
\4
0— P H' (A K /K)— P H*AR)— P H* (AL
AeBg AeBg A€eBg

La fleche fragmentée est injective parce que

HY(G,k;/k*) = Hom(G, k} /k*) — @D Hom(A,k}/k*) = €D H' (A k/k).
AeBg A€Bg

On en déduit Vinclusion Bry(BG) < Bry:(BGy,). O

5.2 Une généralisation de A% (—, M,,) inspirée par Bogomolov
DEFINITION 5.3. Soit F' : Smg” — Ab. On définit

Freg(X UKer ) = F(U)) = Ker(F(X) — F(Speck(X)))
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ou U parcourt les ouverts de X et k(X) est le corps des fonctions de X, et
Fy(X) := F(X)/Freg(X) = Im(F(X) — F(Speck(X))).

Ce sont respectivement la partie négligeable et 1'image stable de F' (en X). Ils définissent des
foncteurs sur Smyg.

LEMME 5.4. Supposons k infini. Si F' est homotopique et pur en coniveau > ¢ (cf. [KN1, déf.
3.1]), alors Fyeg, Fs le sont aussi.

Démonstration. Soit E — X un fibré vectoriel. Soit U un ouvert de X. Considérons le diagramme
cartésien suivant

JI“ > Ey B, k(E)
X D U D Spec k(X)

D’aprés 'hypothése sur F', on a le diagramme commutatif

F(E) — F(Ey) —— F(E,)) —— F(k(E))

I

F(X) —— F(U) — F(k(X))

D0t Freg(X) —5 Fueg(E)' 0t Faeg(E) = Ker(F(E) — F(Ey)). Bn fait Fueg(E) = Fueg(E).
En effet, on va montrer F(E,) — F(Speck(FE)). On peut se ramener au cas X = Spec k. Pour
tout ouvert V de E, = A}, V(k) est non vide. Donc F(k) — F(V) admet une section et
F(k) < F(k(E)). Alors, on a Fyeg(X) — Fheg(E).

Soit U C X un ouvert de X de coniveau §(X,U) > ¢ (¢f. [KN1, déf. 2.1]). On a aussi le
diagramme commutatif suivant :

0= Freg(l7) — F(U7) —= F(Spec k(1))
| t |
00— Fneg‘(X) — F(X) —— F(Speck(X))
car k(U) = k(X). D0l Feg(X) — Fheg(U). Ainsi, Fyeg est homotopique et pur en coniveau

> c.

Donc d’aprés la définition de Fg, on en déduit tout de suite qu’il est homotopique et pur en
coniveau > c. O

Remarque 5.5. Si G est un groupe fini sur un corps infini k contenant g, ou m est inversible
dans k, alors Fyee(BG), Fst(BG) sont bien définis (cf. déf. 2.1).

DEFINITION 5.6. On définit
FNr(BG) :={z € F(BG) |Y(D,g),0p4(x) € (F_1)neg(BD)}.

Ezemple 5.7 [Bog92|. Soit F = H{ (—,Z(n)). Pour X lisse, on retrouve des classes k-négligeables
de H! (X, Z(n)) :

Hyog (X, Z(n)) = Ker(H (X, Z(n)) — Hi (k(X), Z(n))),

neg

30



MODULES DE CYCLES ET CLASSES NON RAMIFIEES

et la cohomologie stable de HY (X, Z(n)) :

HE (X, Z(n)) = Hy (X, Z(n))/ Hyeg (X, Z(n)).

eg
Donc d’aprés [KN1, prop. 3.9], 'exemple 1.5, 1) et la définition 5.6, on a
Higr(BG,Z(n))
_ (& € HY(BG, Z(n)) | ¥(D, ), 0,4(x) € Hizd (BD,Z(n 1))} (5.4)

neg

5.3 Théoréme de Peyre
DEFINITION 5.8. Soit G un groupe fini sur un corps k contenant p,, ott m est inversible dans k.

On définit le groupe Hg(G, Q/Z) des classes permutation-négligeables comme le groupe [Pe08,
def. 4]

> Corfy(Im(H'(H,Q/2)** = H*(H,Q/Z))).
HcG

Notons H}, (BG,Z(2)) = (c2(p)) le sous-groupe de HZ (BG,Z(2)) engendré par les classes de
Chern des représentations p de G.

Utilisant [Pe08, prop. 1 et prop. 2] et [KN1, th. 7.1], on obtient

LEMME 5.9. Si k est séparablement clos, alors

HY(G,Q/Z) © 71 = HY,(BG,2(2)) © Z[3).

THEOREME 5.10. Soit k un corps contenant p,, ot m est inversible dans k. Soient G un k-groupe
fini d’exposant m et W une représentation fidéle de G. On a un isomorphisme :

Hy\g(BG, Z(2))/Hey (BG, Z(2)) = Hy(k(W), Z(2)) (5.5)
ot Hyr(BG,Z(2)) est comme en (5.4) et HY, (BG,Z(2)) comme dans la définition 5.8.
Démonstration. D’aprés le théoréme 3.1, on a :
H (k(W)©,Q/Z(2)) = AAr(BG, H3,(Q/Z(2))).
La suite exacte de [KN1, th. 8.3 b)| donne une suite exacte
0 — CH?*(BG) — H{(BG,Z(2)) — A°(BG, H (Z(2))) — 0.
Alors, on a le diagramme commutatif suivant
0 —— CH*(BG) — H} (BG,Z(2)) — A%(BG, H4 (Z(2))) —=0
s s
H3(BD,Z(1)) —= A%(BD, H} (Z(1)))

ott I'isomorphisme provient de [KN1, th 8.3 a)]. D’aprés [Tot, p. 257], C H?(BG) est engendré par
des classes de Chern des représentations de G. D’ou on déduit (5.5). O

Remarque 5.11. En particulier, si k est algébriquement clos de caractéristique zéro, on a d’aprés
[KN1, th. 7.1 et lemme 7.3, 1)|

Hy(BG,Z(2)) = H*(G, Hy (k, Z(2)) = H(G,Q/Z),
et H3(BD,Z(1)) = H3(D,Z) = H*(D,Q/7).
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Donc d’aprés le lemme 5.9 et (5.5), on a :
H3(G,Q/2)/ Hy (G, Q/Z) — H(k(W)©, Q/Z(2)),

et son noyau est annulé par une puissance de 2, ol

Gz = () Ke(HG.Q/Z) % H(D,Q/1)).

DCG, g:I1—Zg(D)

On peut montrer que les résidus dp 4 sont égaux a ceux de Peyre [Pe08, déf. 5|. On retrouve
alors le théoréme 1 de [Pe08].

Remarque 5.12. Gréace a la suite exacte (3.3) et au théoréme 5.2, on obtient une généralisation
en degré 3 de la suite exacte de Bogomolov :

nab

0 — A%(BG, H (Q/Z(2))) — A, (BG, HE(Q/Z(2))) 224 P Bru(BD).
D.g
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