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1. Définitions et notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
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7. Équivalence birationnelle stable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127
8. Quatre résultats fondamentaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128
9. Trois applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131
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INTRODUCTION

La théorie algébrique des formes quadratiques (par opposition à la théorie arith-

métique dans la lignée de Legendre, Gauss, Hermite, Minkowski, Hasse. . .) est l’étude

des formes quadratiques sur un corps quelconque : l’article fondateur est celui de

Witt ([70], 1937). Elle a connu un développement par à-coups, impulsé par les idées

nouvelles et fondamentales introduites successivement par un petit nombre de ma-

thématiciens. Il s’agit maintenant d’une théorie foisonnante, en pleine clarification,
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114 B. KAHN

où cependant les méthodes les plus sophistiquées voisinent toujours de manière un

peu mystérieuse avec les plus élémentaires, donnant parfois des démonstrations très

différentes d’un même théorème.

Qu’est-ce que la théorie des formes quadratiques sur un corps F ? Sous un angle,

il s’agit de l’étude des polynômes homogènes de degré 2. Le point de vue de Witt

était qu’on peut munir ces polynômes d’une somme et d’un produit, en considérant la

somme directe et le produit tensoriel des espaces vectoriels sous-jacents : on obtient

ainsi l’anneau de Witt (ou plus exactement de Witt-Grothendieck) de F . La tentation

de placer ainsi la théorie dans le contexte plus général de l’étude des formes de degré

d est trompeuse : pour d > 3, la situation devient trop rigide et l’anneau obtenu est

essentiellement inintéressant (cf. [20](1)).

D’un autre point de vue, la quadrique projective des zéros d’une forme quadra-

tique q est un cas particulier de variété projective homogène (ici, sous l’action du

groupe SO(q)) ; en particulier c’est une variété rationnelle. L’étude de l’isotropie de

cette quadrique sur les extensions de F est centrale dans la théorie. Quoique d’autres

variétés projectives homogènes soient naturellement attachées à des structures algé-

briques (par exemple les variétés de Severi-Brauer), il n’y a pas d’autre famille de telles

variétés qui soit représentée par des structures algébriques qu’on puisse additionner et

multiplier comme les formes quadratiques. Ceci donne sa richesse et sa spécificité à la

théorie, qui se trouve naturellement au confluent de deux mondes (formes et variétés

de drapeaux généralisées).

Pendant longtemps, cette théorie a pu passer pour une curiosité à mi-chemin entre

l’« arithmétique des corps » et une géométrie algébrique relativement élémentaire. Elle

est en train de trouver sa vraie place : d’une part elle intervient de manière essentielle

dans la démonstration de la conjecture de Milnor par Voevodsky ([66], voir [30] pour

un rapport dans ce Séminaire). D’autre part, elle est intrinsèquement présente dans

la théorie homotopique des schémas de Morel-Voevodsky [49] : ce fait, anticipé par

Rost, est illustré par le théorème fondamental de Morel (cf. [48, rem. 6.4.2]) selon

lequel l’anneau des endomorphismes de l’objet unité de la catégorie homotopique

stable des F -schémas n’est autre que l’anneau de Witt-Grothendieck de F , lorsque F

est parfait de caractéristique 6= 2.

Par ailleurs, la théorie des formes quadratiques sur un schéma, qui était longtemps

restée embryonnaire après le travail de fondements de Knebusch dans les années 1970,

connâıt depuis une dizaine d’années un développement spectaculaire grâce aux résul-

tats de Balmer, Walter et d’autres, obtenus à l’aide des catégories triangulées à dualité

[7, 8]. Ce n’est pas le lieu d’en parler ici, mais cela confirme que la théorie arrive à

maturité.

(1)Par exemple, d’après un résultat remontant à Camille Jordan, si F est de caractéristique zéro, le

groupe des automorphismes d’une telle forme est fini dès que l’hypersurface projective correspondante

est lisse ; voir [56] pour une démonstration moderne et un peu plus générale.
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(941) FORMES QUADRATIQUES ET CYCLES ALGÉBRIQUES 115

Dans cet exposé, j’ai voulu d’abord offrir un survol de la théorie telle qu’elle s’est

développée jusqu’au milieu des années 1990 : mal connue des non spécialistes, elle

présente une élégance et une originalité qui, j’espère, séduiront certains lecteurs comme

elles m’ont séduit moi-même. (Ne pouvant être exhaustif dans un tel exposé, je me suis

néanmoins limité aux aspects directement liés aux derniers développements : ainsi,

les travaux d’Elman-Lam ou ceux sur les corps ordonnés ne sont pas mentionnés.)

Ensuite expliquer les développements de nature motivique (ou pour être plus terre à

terre, faisant intervenir les correspondances algébriques) qui la révolutionnent depuis

un peu moins de 10 ans, et les illustrer par des applications frappantes qui semblaient

hors de portée avant l’apparition de ces méthodes.

J’ai essayé de donner un traitement aussi géométrique que possible de la théorie ;

en particulier, chaque fois que cela a été possible je me suis efforcé de la placer dans

le contexte plus général des variétés projectives homogènes (voir ci-dessus).

Ce rapport étant déjà excessivement long, j’ai été conduit à faire des choix corné-

liens. En particulier, j’ai renoncé à exposer la partie de la théorie faisant intervenir

les invariants supérieurs des formes quadratiques, c’est-à-dire la seconde conjecture

de Milnor ([50] ; cf. [30, (2) à la fin de l’introduction]). On n’y trouvera que de brèves

allusions ici ou là, voir notamment remarques 6.9 et 11.32. Un avantage de ce choix est

que les résultats expliqués ici sont tous de démonstrations « élémentaires », n’utilisant

pas la théorie homotopique des schémas.

Je remercie Yves André, Hélène Esnault, Detlev Hoffmann et Alexander Vishik

pour leur aide dans la préparation de ce texte, ainsi que Nikita Karpenko, Jean-

Pierre Serre et Tamás Szamuely pour diverses remarques le concernant. Je remercie

également le CIMAT de Guanajuato, où il a été en partie conçu, pour son hospitalité

et pour les excellentes conditions de travail dont j’ai bénéficié.

On travaille sur un corps F de caractéristique 6= 2. On note F une clôture séparable

de F .

PARTIE I

FORMES QUADRATIQUES

1. DÉFINITIONS ET NOTATIONS

Une forme quadratique sur F est un espace vectoriel V muni d’une application

q : V → F telle que q(λx) = λ2q(x) pour (λ, x) ∈ F ×V et que q̌(x, y) := 1
2

(
q(x+y)−

q(x) − q(y)
)

(la forme polaire de q) soit bilinéaire : V est l’espace sous-jacent à q ; sa

dimension est appelée la dimension de q, et notée dim q. On a les notions classiques
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116 B. KAHN

de vecteurs orthogonaux et d’orthogonal X⊥ d’une partie X de V . On dit que q est

non dégénérée si V ⊥ = {0}.

À partir de maintenant, « forme quadratique » signifie forme quadratique

de dimension finie, non dégénérée.

Un morphisme de (V, q) vers (V ′, q′) est une application linéaire f : V → V ′ telle

que q′ ◦ f = q : alors f est automatiquement injective et f(V ) est facteur direct

orthogonal de V ′. Si f est un isomorphisme, on dit que c’est une isométrie. On note

q ' q′ s’il existe une isométrie entre q et q′, et q 6 q′ s’il existe un morphisme de q

vers q′ (i.e. si q est isométrique à une sous-forme de q′). On note O(q) le groupe des

isométries d’une forme quadratique q : c’est le groupe orthogonal de q.

On dit aussi que deux formes q, q′ sur F sont semblables s’il existe a ∈ F ∗ tel que

q ' aq′.

On peut additionner et multiplier les formes quadratiques :

– Somme directe orthogonale : (V, q)⊥(V ′, q′)=(V ⊕ V ′, q⊥q′), où (q⊥q′)(x, x′) =

q(x) + q′(x′).

– Produit tensoriel : en termes de formes polaires, (V, q̌)⊗(V ′, q̌′) = (V ⊗V ′, q̌⊗q̌′),

où (q̌ ⊗ q̌′)(x ⊗ x′, y ⊗ y′) = q̌(x, y)q̌′(x′, y′).

On peut aussi étendre les scalaires de F à une extension quelconque K de F : on

notera q 7→ qK cette opération.

Si (V, q) est une forme quadratique, par le choix d’une base (ei) de V , q correspond

à un polynôme Q =
∑

i aiT
2
i +

∑
i<j 2aijTiTj , où ai = q(ei) et ai,j = q̌(ei, ej). Si

dim q > 3,Q est irréductible et définit une hypersurface lisseXq ⊂ P(V ) : la quadrique

associée à q. On a dimXq = dim q−2. Si dim q = 2, Xq n’est plus (géométriquement)

irréductible, mais consiste en deux points rationnels ou un point quadratique de P(V ).

Deux quadriques Xq et Xq′ sont isomorphes si et seulement si q et q′ sont semblables.

2. LA THÉORIE DE WITT

2.1. Base orthogonale et théorème de simplification

Théorème 2.1

(a) Toute forme quadratique q possède une base orthogonale.

(b) Soient q, q1, q2 trois formes quadratiques sur F . Si q ⊥ q1 ' q ⊥ q2, alors

q1 ' q2.

La partie (a) de ce théorème est bien connue et sa démonstration se perd dans la

nuit des temps. La partie (b) (théorème de simplification) est essentiellement équiva-

lente au fait que, si dim q = n, tout élément de O(q) est produit de n réflexions. Elle

est couramment attribuée à Witt [70] ; toutefois, Scharlau [55, §2](2) a fait observer

(2)Je remercie Serre de m’avoir indiqué cette référence.
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qu’elle avait été obtenue 30 ans auparavant par Dickson [15] (très probablement sans

que Witt en ait conscience).

Si (e1, . . . , en) est une base orthogonale de q et x =
∑
xiei, on a q(x) = a1x

2
1 +

· · · + anx
2
n avec ai = q(ei) ∈ F ∗. On résume ceci par la notation q ' 〈a1, . . . , an〉.

2.2. Indice de Witt

Soit q une forme quadratique d’espace vectoriel sous-jacent V . Un vecteur x ∈ V

est isotrope si q(x) = 0. Un sous-espace W ⊂ V est totalement isotrope si q|W = 0.

La forme q est isotrope s’il existe un vecteur isotrope 6= 0, anisotrope si elle n’est pas

isotrope.

On appelle plan hyperbolique, et on note H, la forme quadratique de dimension 2,

d’espace vectoriel sous-jacent F 2, définie par q(x, y) = xy ((x, y) ∈ F 2). Pour tout

a ∈ F ∗, on a H ' 〈a,−a〉 ; toute forme quadratique isotrope de dimension 2 est

isométrique à H. On dit qu’une forme h est hyperbolique si h ' mH = pour m

convenable.

Théorème 2.2. — Toute forme quadratique q se décompose de manière unique

(à isométrie près) en somme directe orthogonale qan ⊥ h, où qan est anisotrope et h

est hyperbolique.

Ce théorème, dû à Witt [70], se déduit facilement du théorème 2.1. Il ramène

dans une large mesure l’étude des formes quadratiques à celle des formes quadra-

tiques anisotropes. On en déduit immédiatement que, si (V, q) est une forme qua-

dratique, tous les sous-espaces totalement isotropes maximaux de V ont la même

dimension : c’est l’indice de Witt de q, noté i(q). Avec la notation du théorème 2.2, on a

i(q) = 1
2 dimh 6 1

2 dim q. La forme q est hyperbolique si et seulement si i(q) = 1
2 dim q.

Notons le lemme suivant, fort utile et qui donne une idée de l’esprit du sujet :

Lemme 2.3

(a) Soient q, q′ deux formes quadratiques anisotropes, et soit n = i(q⊥− q′). Alors

il existe des formes quadratiques ϕ, q1, q
′
1, avec dimϕ = n, telles que

q ' ϕ ⊥ q1, q′ ' ϕ ⊥ q′1.

(b) Soient q une forme quadratique sur F et q′ 6 q, de codimension r. Alors

i(q′) > i(q) − r. En particulier, si dim q′ > dim q − i(q), alors q′ est isotrope.

Voici une démonstration de (b) : soient V l’espace sous-jacent à q, W le sous-espace

de V correspondant à q′ et H ⊂ V un sous-espace totalement isotrope de dimension

i(q). Alors codimH(W ∩H) 6 r.
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118 B. KAHN

2.3. Anneau de Witt

Définition 2.4. — Deux formes quadratique q, q′ sont équivalentes au sens de Witt

si qan ' q′an ; on note cette relation q ∼ q′.

L’équivalence de Witt respecte la somme et le produit des formes quadratiques,

d’où

Définition 2.5. — L’anneau de Witt de F , noté W (F ), est l’anneau des classes

d’équivalence de la relation ∼, pour l’addition et la multiplication induites respective-

ment par ⊥ et ⊗.

D’après le théorème 2.2, une forme quadratique est caractérisée, à isométrie près,

par sa dimension et sa classe dans W (F ). On a parfois besoin de considérer une va-

riante de l’anneau de Witt, l’anneau de Witt-Grothendieck : c’est l’anneau des classes

d’équivalence de la relation ' de l’introduction, pour l’addition et la multiplication

induites respectivement par ⊥ et ⊗. Il est noté (ici) Ŵ (F ). Il est clair qu’on a un

homomorphisme surjectif Ŵ (F ) → W (F ), de noyau isomorphe à Z (engendré par

la classe du plan hyperbolique). D’après le théorème 2.1 (a), ces deux anneaux sont

engendrés par les classes des formes quadratiques de dimension 1, et il est facile d’en

donner en fait une présentation (cf. [45, ch. II]).

3. LE THÉORÈME DE SPRINGER

Théorème 3.1 ([58]). — Soit q une forme quadratique anisotrope sur F , et soit E/F

une extension finie de degré impair. Alors qE est encore anisotrope.

Ce théorème avait été conjecturé par Witt. Il est contenu dans un théorème plus

récent de Swan [59] et Karpenko [33, prop. 2.6] :

Théorème 3.2. — Soit X une quadrique anisotrope sur F , et soit x ∈ X un point

fermé de degré 2. Alors tout 0-cycle sur X est linéairement équivalent à un multiple

de x.

Utilisons l’argument de Springer pour démontrer ce théorème(3) : soit 〈a0, . . . , ad+1〉

une équation de X , où d = dimX , et X ⊂ Pd+1 le plongement projectif associé. Pour

commencer, on peut trouver une droite l ⊂ Pd+1 telle que l ∩X = {x}. Ensuite, on

voit que tout point fermé est linéairement équivalent à un point fermé à corps rési-

duel séparable (si la caractéristique est p > 0 avec p impair, utiliser l’endomorphisme

« de Frobenius » (y0 : . . . : yd+1) 7→ (a
p−1
2

0 yp
0 : . . . : a

p−1
2

d+1y
p
d+1)). Soit maintenant

y ∈ X un point fermé à corps résiduel séparable, de degré n : le choix d’un élé-

ment primitif α de F (y) fournit des polynômes p0, . . . , pd+1 de degrés < n tels que

(3)Je remercie Hélène Esnault pour une remarque éclairante à ce sujet.
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(y0 : . . . : yd+1) = (p0(α) : . . . : pd+1(α)) ; on peut d’ailleurs supposer les pi premiers

entre eux dans leur ensemble. Soit C la courbe rationnelle définie par les pi : elle est

de degré m < n. De plus C n’est pas contenue dans X , sans quoi X aurait un point

rationnel. Par conséquent, Z = C ∩ X est un 0-cycle effectif de X , de degré 2m et

contenant y. Comme C ∼ ml, on a Z ∼ mx (∼ désigne l’équivalence linéaire). Mais

Z−y est un 0-cycle effectif de degré 2m−n < n : si n = 2, on a nécessairement Z = y

et, si n > 2, les autres points fermés intervenant dans Z − y sont de degrés < n. Par

récurrence, Z − y est linéairement équivalent à un multiple de x, donc aussi y.

4. LA THÉORIE DE PFISTER : PUISSANCES DE I

L’anneau W (F ) est muni d’une augmentation « dimension modulo 2 »

dim : W (F ) −→ Z/2.

On note IF = Ker dim : c’est l’idéal fondamental de W (F ). On note traditionnel-

lement ses puissances InF .

4.1. Formes de Pfister

Il est clair que IF est engendré additivement par les formes binaires 〈1,−a〉, et

donc que InF est engendré additivement par les formes

〈〈a1, . . . , an〉〉 := 〈1,−a1〉 ⊗ · · · ⊗ 〈1,−an〉.

Ces formes sont appelées n-formes de Pfister. Le premier, Pfister a reconnu que ce

sont les pierres de touche de la théorie des formes quadratiques. Il en a démontré des

propriétés remarquables :

Théorème 4.1 ([52, Theorem 2]). — Pour toute n-forme de Pfister ϕ, ϕ(x) 6= 0 ⇒

ϕ ' ϕ(x)ϕ. En particulier, les valeurs non nulles de ϕ forment un sous-groupe de F ∗.

On a même mieux : toute forme anisotrope multiplicative en ce sens est une forme

de Pfister. Cela se déduit du théorème 4.3 ci-dessous.

Pour n = 1, 2, 3, on dispose classiquement d’algèbres expliquant le théorème 4.1

(extensions quadratiques de F , quaternions, octonions) : ce n’est plus le cas pour

n > 3. D’ailleurs, pour ces valeurs de n, les formules implicites dans le théorème 4.1

contiennent des dénominateurs.

Du théorème 4.1, Pfister déduit facilement :

Corollaire 4.2

(a) Une forme de Pfister isotrope est hyperbolique.

(b) Deux formes de Pfister semblables sont isométriques.

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2006
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4.2. Théorèmes de Cassels-Pfister

Il s’agit de trois théorèmes dits de représentation. Soit (V, q) une F -forme quadra-

tique et soit A une F -algèbre commutative : on dit que q représente a ∈ A sur A s’il

existe ~a ∈ A⊗F V tel que q(~a) = a. Notation : a ∈ D(qA). La partie (a) du théorème

ci-dessous avait été initialement démontrée par Cassels pour des sommes de carrés ;

la version générale et la suite sont dus à Pfister [52].

Théorème 4.3

(a) Soient q une forme quadratique sur F et f ∈ F [T ]−{0}. Si q représente f sur

F (T ), alors q représente déjà f sur F [T ].

(b) Soient q = 〈a1, . . . , an〉 une forme anisotrope sur F (n > 2), q′ = 〈a2, . . . , an〉

et d ∈ F ∗. Alors d ∈ D(q′) ⇔ d+ a1T
2 ∈ D(qF (T )).

(c) Soient q, ϕ deux formes quadratiques sur F , avec q anisotrope. Soient V l’espace

vectoriel sous-jacent à ϕ et K = F (V ∗), de sorte que ϕ peut être vu comme élément

de K. Alors ϕ ∈ D(qK) ⇔ ϕ 6 q.

4.3. Le discriminant

À part la dimension modulo 2, c’est le seul invariant que nous utiliserons. Si q =

〈a1, . . . , an〉, on pose

d±q = (−1)
n(n−1)

2 a1 · · · an ∈ F ∗/F ∗2.

C’est le discriminant de q : il ne dépend que de la classe de q dans W (F ). Il

interviendra implicitement à cause du lemme suivant :

Lemme 4.4

(a) L’application q 7→ d±q induit un isomorphisme IF/I2F
∼
−→ F ∗/F ∗2.

(b) Soient q, q′ deux formes de dimension impaire. Alors il existe un scalaire a tel

que q ⊥ −aq′ ∈ I2F .

5. CORPS DE FONCTIONS DE QUADRIQUES

Soit q une forme quadratique sur F , et soit X = Xq la quadrique projective as-

sociée : c’est une variété F -rationnelle si et seulement si q est isotrope (cela résulte

facilement du théorème 2.2). On note en général F (q) le corps des fonctions F (X).

C’est un invariant important de q (ou de X). On peut dire que, tenant compte des

travaux antérieurs de Pfister, son utilisation systématique remonte véritablement à

Arason [6, 4].
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5.1. Théorème de la sous-forme

Proposition 5.1. — Soient q, ϕ deux formes quadratiques sur F , avec ϕ anisotrope

et dim q=n>2. Supposons ϕF (q) ∼ 0. Alors, pour tout b ∈ F ∗ représenté par q, on a

bq(T1, . . . , Tn)ϕK ' ϕK

où K = F (T1, . . . , Tn).

Cette proposition se démontre facilement par réduction à une extension quadrati-

que. Knebusch [42] en a démontré la réciproque.

Du théorème 4.3 (c) et de la proposition 5.1, on déduit l’important théorème sui-

vant, appelé théorème d’Arason-Cassels-Pfister ou simplement théorème de la sous-

forme :

Théorème 5.2. — Soient q, ϕ deux formes quadratiques sur F , avec ϕ anisotrope et

dim q > 2. Supposons ϕF (q) ∼ 0. Alors, pour tout (a, b) ∈ D(q)×D(ϕ), on a abq 6 ϕ.

En particulier, dimϕ > dim q.

Corollaire 5.3 (Arason [4, Satz 1.3]). — Si dans le théorème 5.2, on suppose que

q est une forme de Pfister, alors ϕ ' q ⊗ ρ pour ρ ∈W (F ) convenable.

Cela se voit par récurrence sur dim q, en notant que qF (q) ∼ 0 par le corollaire 4.2.

5.2. Théorème d’Arason-Pfister

C’est le suivant :

Théorème 5.4 ([6]). — Soit q anisotrope sur F telle que q ∈ InF pour n > 0. Alors,

dim q > 2n.

De ce théorème il résulte immédiatement que
⋂
InF = {0}. Donnons-en la démons-

tration : Écrivons q = ±ϕ1 + · · · + ±ϕr dans W (F ), où les ϕi sont des n-formes de

Pfister. Puisque q est anisotrope, on a r > 0. Procédons par récurrence sur r. Si r = 1

et dim q < 2n, on a ±ϕ1 ' q ⊥ mH pour m > 0 convenable ; alors ϕ1 est hyperbolique

(corollaire 4.2) et q aussi, absurde. Si r > 1, posons K = F (ϕr). Distinguons deux

cas :

(1) qK est hyperbolique. Par le corollaire 5.3, il existe ρ tel que q ' ϕr ⊗ ρ. En

particulier, 2n = dimϕr| dim q, d’où dim q > 2n.

(2) qK n’est pas hyperbolique. Soit q′ = (qK)an. Alors q′ = ±ϕ1 + · · · + ±ϕr−1

dans W (K). Par récurrence sur r, dim q′ > 2n ; alors dim q > 2n également.
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6. LA THÉORIE DE KNEBUSCH : DÉPLOIEMENT GÉNÉRIQUE

Dans [43] et [44], Knebusch développe une théorie de déploiement générique pour les

formes quadratiques, qui peut se voir comme une conceptualisation et une extension

des résultats précédents. Elle conduit à la définition de deux importants invariants

numériques des formes quadratiques : la hauteur et le degré.

6.1. Tours de déploiement génériques ; hauteur

Considérons une forme quadratique q sur F . On associe à q un entier h = ht(q) et

une suite (Fi, qi)06i6h, où Fi est une extension de F et qi est une forme quadratique

sur Fi, de la manière suivante :

(i) q0 = qan, F0 = F .

(ii) Supposons Fi et qi définis. Si dim qi = 0 ou 1, alors i = h. Sinon, Fi+1 = Fi(qi)

et qi+1 = ((qi)Fi+1)an.

Définition 6.1. — L’entier ht(q) s’appelle la hauteur de q (4). La suite F = F0 ⊂

F1 ⊂ · · · ⊂ Fh s’appelle la tour de déploiement canonique de q. La forme qi s’appelle

le i-ième noyau de q. Le corps Fh−1 (resp. Fh) s’appelle le corps dominant (resp. corps

de déploiement canonique) de q. On note, pour n > 0

in(q) = i((qn−1)Fn
)

c’est le n-ième indice de Witt supérieur de q. La suite

(i1(q), . . . , ih(q))

s’appelle la suite de déploiement de q.

Si X est la quadrique définie par q, on notera aussi in(X) := in(q).

Comme dim q > dim q0 > dim q1 > . . . , l’entier h est bien défini ; comme les dim qi
ont la même parité que dim q, ht(q) 6 1

2 dim q.

« Suite de déploiement » est, faute de mieux, une traduction française de « Splitting

pattern », terminologie introduite par Hurrelbrink et Rehmann. Signalons que leur

définition diffère de la nôtre, qui est celle de Vishik : ils utilisent plutôt la suite

(i1(q), i1(q) + i2(q), . . . ). Quant à Hoffmann et Izhboldin, ils préfèrent utiliser la suite

(dim q0, . . . ,dim qh). On prendra donc garde que la terminologie recouvre plusieurs

définitions (aux contenus équivalents) dans la littérature.

Pour alléger, introduisons la notation

diman q = dim qan.

(4)Nous utilisons la notation ht(q) plutôt que h(q) pour éviter toute confusion avec le motif de la

quadrique X définie par q, qui sera noté h(X).
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Théorème 6.2 (Knebusch [43, th. 5.1]). — Soient q une forme quadratique sur F et

K/F une extension quelconque. Alors il existe un unique i ∈ {0, . . . , ht(q)} tel que

diman qK = dim qi.

L’unicité est claire. Knebusch démontre l’existence en utilisant sa théorie de la

spécialisation des formes quadratiques [42](5) : donnons-en une démonstration directe.

Soit i le plus petit entier tel que dim qi 6 diman qK . Il faut montrer que dim qi =

diman qK . Posons, pour tout j < h, Kj = KFj . Pour j < i, (qj)Kj
∼ qKj

est isotrope ;

alors Kj+1/Kj est transcendante pure (voir début du §5). Il en résulte que Ki/K

est transcendante pure, d’où il résulte facilement que ((qK)an)Ki
est anisotrope. Mais

alors

(6.1) diman qKi
= diman qK > dim qi > diman(qi)Ki

et

(qKi
)an ' ((qi)Ki

)an.

Par conséquent il y a partout égalité dans (6.1).

Définition 6.3. — Une suite F = K0 ⊂ · · · ⊂ Kh est une tour de déploiement

générique de q si elle possède la propriété du théorème 6.2 avec qi = (qKi
)an et si les

extensions Ki+1/Ki sont régulières.

(Dans [43], Knebusch demande de plus que, pour toute extension E/F , il existe

une F -place de Ki vers E ayant « bonne réduction » en qi, où i est l’entier tel que

diman qE = dim qi, mais cette propriété est automatique puisque l’extension composée

EKi/E est transcendante pure, cf. remarque au début du §5.)

La définition suivante, due à Izhboldin, est particulièrement importante.

Définition 6.4. — Supposons q anisotrope. La dimension essentielle de Xq est

dimesXq = dimXq − i1(q) + 1.

Nous poserons aussi

dimes q = dim q − i1(q) + 1.

Le lemme suivant est conséquence immédiate du lemme 2.3 (b).

Lemme 6.5. — Soient q une forme anisotrope et q′ 6 q. Supposons que dim q′ >

dimes q. Alors q′F (q) est isotrope.

Nous verrons plus loin (§8.2) que la réciproque est vraie.

(5)Il démontre plus : il existe une F -place λ : Fi 99K K telle que qi ait bonne réduction en λ et que

λ(qi) ' qK .
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6.2. Interprétation en termes de groupes algébriques

Kersten et Rehmann [41] ont généralisé la notion de tour de déploiement générique

dans le contexte des groupes algébriques linéaires.

Soit G un F -groupe réductif connexe, de diagramme de Dynkin ∆, et soit Θ un

sous-ensemble de ∆. Une extension K/F est un Θ-corps de déploiement de G si GK

contient un K-sous-groupe parabolique P de type Θ ; K est dit générique si tout

Θ-corps de déploiement de G est une F -spécialisation de K (au sens des F -places).

L’existence d’un tel K se démontre ainsi : étant donné P (défini sur une clôture

séparable F de F ), l’espace projectif homogène VΘ = GF /P est défini sur une plus

petite extension finie séparable FΘ de F : l’extension minimale telle que la ∗-action

de Gal(F/FΘ) sur ∆ laisse Θ invariant. On a alors K = FΘ(VΘ).

Dans le cas d’une forme quadratique (V, q), avec dim q = n > 3, le groupe G =

SO(q) est de rang i(q). Si i(q) > i, alors SO(q) opère transitivement sur l’ensemble

des sous-espaces totalement isotropes de V de dimension i ; si i < n/2, le stabilisateur

de l’un d’entre eux est un sous-groupe parabolique Pi correspondant à ∆−{αi}, où αi

est la i-ème racine. Réciproquement, si Pi est rationnel sur F on a i(q) > i. La variété

Vi = G/Pi correspondante est la « grassmannienne quadratique » des sous-espaces

totalement isotropes de rang i de V . (Dans le cas i = n/2, c’est plus compliqué.) Sans

hypothèse sur i(q), une tour de déploiement générique de q est « contenue » dans la

suite de corps Ki = F (Vi) : elle est plus « économique » que celle de la définition 6.1

en ce que ses degrés de transcendance sont plus petits, cf. [41, p. 61].

6.3. Formes de hauteur 1 ; degré

La proposition suivante est due indépendamment à Knebusch et Wadsworth ([43,

démonstration du th. 5.8], [68]) :

Proposition 6.6. — Une forme q est de hauteur 1 si et seulement si elle est

– semblable à une forme de Pfister au cas où dim q est paire ;

– semblable à une sous-forme de codimension 1 d’une forme de Pfister au cas où

dim q est impaire.

Elle conduit immédiatement à la

Définition 6.7. — Soit q une forme quadratique sur F .

(a) Si dim q est impaire, le degré de q est deg(q) = 0.

(b) Si dim q est paire et non hyperbolique, soit Fh−1 son corps dominant. Par la

proposition 6.6, qh−1 est semblable à une forme de Pfister τ : τ est appelée forme

dominante de q. Si dim τ = 2n, le degré de q est l’entier deg(q) = n.

(c) Si q ∼ 0, deg(q) = ∞.

Cette notion est intéressante à cause du théorème suivant, dû à Knebusch [43,

th. 6.4].
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Théorème 6.8. — Pour tout n > 0, l’ensemble

Jn(F ) = {q ∈W (F ) | deg(q) > n}

est un idéal de W (F ) contenant InF .

(Si a ∈ F ∗ et q ∈ Jn(F ), il est clair que 〈a〉q ∈ Jn(F ), et de même il est clair que

Jn(F ) contient les n-formes de Pfister ; la difficulté est de voir que Jn(F ) est stable

par addition.)

Remarque 6.9. — En fait, on a Jn(F ) = InF : ce théorème est dû à Orlov-Vishik-

Voevodsky [50]. Leur démonstration repose sur les techniques de [66], donc sur la

théorie homotopique des schémas. Il n’en sera pas fait usage ici.

Le théorème 6.8 fournit une nouvelle démonstration du théorème 5.4 : si

q ∈ InF − {0}, alors deg(q) > n, donc dim(q) > 2n. On a de plus le complément

suivant :

Corollaire 6.10. — Soit q de dimension 2n. Si q ∈ Jn(F ), alors q est semblable à

une forme de Pfister.

Comme application de la théorie de Knebusch, mentionnons le raffinement suivant

du théorème de la sous-forme 5.2 :

Théorème 6.11 (cf. [43, prop. 6.11], [5, Satz 18]). — Soit ϕ une forme quadratique

sur F de dimension paire, de corps dominant L et de forme dominante τ . Soit q une

autre forme sur F . Alors deg(ϕF (q)) > degϕ si et seulement si qL est semblable à une

sous-forme de τ . En particulier, en posant n = deg(ϕ),

(i) Si dim q > 2n, on a deg(ϕF (q)) = degϕ.

(ii) Si dim q = 2n, on a deg(ϕF (q)) > degϕ si et seulement si q est semblable à

une forme de Pfister τ0 telle que (τ0)L ' τ .

En particulier, ϕF (q) ∼ 0 ⇒ dim q 6 2deg(ϕ).

Dans la même direction on a le théorème sensationnel suivant, dû à Fitzgerald [17,

th. 1.6] :

Théorème 6.12. — Soient q, ϕ deux formes quadratiques sur F , avec ϕ 6∼ 0. Sup-

posons que ϕF (q) ∼ 0 et que ϕ ne soit pas semblable à une forme de Pfister. Alors

dimϕ− 2deg(ϕ) > 2 dim q.
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6.4. Voisines de Pfister ; formes excellentes

Les notations suivantes sont très utiles :

Notation 6.13. — Pour un entier n, on note l(n) l’unique entier tel que 2l(n)−1 < n 6

2l(n). Pour une forme quadratique q, on note l(q) = l(dim q).

La définition suivante est due à Knebusch [44].

Définition 6.14. — Soient q une forme quadratique et ϕ une n-forme de Pfister

(éventuellement isotropes). La forme q est dite voisine de ϕ si

(i) dim q > 2n−1

(ii) q est semblable à une sous-forme de ϕ.

Une forme q′ telle que q ⊥ q′ soit semblable à ϕ s’appelle forme complémentaire

de q.

Noter que n = l(q). En utilisant le théorème d’Arason-Pfister, on démontre facile-

ment :

Théorème 6.15 ([44, p. 3]). — Les formes ϕ et q′ de la définition 6.14 sont unique-

ment déterminées par q.

Knebusch démontre ensuite :

Théorème 6.16. — Pour une F -forme quadratique q, les conditions suivantes sont

équivalentes :

(i) Pour toute extension K/F , la forme (qK)an est définie sur F .

(ii) Pour tout i, la forme qi de la définition 6.1 est définie sur F .

(iii) Il existe des F -formes de Pfister τ1, . . . , τh (h = ht(q)), telles que τj | τj−1

pour j ∈ [1, h], des F -formes q′0, . . . , q
′
i et un scalaire a tels que q′0 = qan et que, pour

tout j ∈ [1, h], on ait q′j−1 ⊥ −q′j ' (−1)j+1aτj.

Lorsque ces conditions sont vérifiées, on a

[q] = a([τ1] − [τ2] + · · · + (−1)h+1[τh])

dans W (F ).

Définition 6.17. — Une forme vérifiant les conditions équivalentes du théo-

rème 6.16 est dite excellente.

Les formes excellentes peuvent être considérées comme les plus simples des formes

quadratiques. Par exemple, la suite de déploiement S d’une forme excellente q (en

termes de dimensions anisotropes) ne dépend que de n = dim q, à savoir :

S = {n, c(n), c(c(n)), . . .}

où, pour tout k ∈ N, c(k) = 2l(k) − k (notation 6.13).
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7. ÉQUIVALENCE BIRATIONNELLE STABLE

7.1. Généralités

Soit X une variété projective homogène. Les conditions suivantes sont équivalentes

[9, th. 21.20] :

(i) X a un point rationnel.

(ii) Il existe une F -place de F (X) vers F .

(iii) X est une variété F -rationnelle, i.e. l’extension F (X)/F est transcendante

pure.

Soit Y une autre variété : de ce qui précède, il résulte que les conditions suivantes

sont équivalentes :

(i) X a un point rationnel sur F (Y ) ; autrement dit, il existe une application F -

rationnelle de Y vers X .

(ii) Il existe une F -place de F (X) vers F (Y ).

(iii) X × Y est Y -birationnel à Pn × Y (n = dimX).

Si ces conditions sont vérifiées, on dit que Y domine X et on écrit Y < X ou

X 4 Y . Cette relation est particulièrement intéressante quand Y est aussi projective

homogène : la condition (ii) montre qu’elle définit une relation de préordre sur la

famille de ces variétés. La relation d’équivalence associée est l’équivalence birationnelle

stable : nous la noterons ici ≈ (d’autres auteurs utilisent la notation
st
∼).

Nous utiliserons principalement les relations 4 et ≈ dans le cas des quadriques. On

notera q 4 q′ pour Xq 4 Xq′ , etc. On a les propriétés évidentes suivantes (la troisième

résultant du lemme 6.5) :

Lemme 7.1

(a) La relation 4 (resp. ≈) définit une relation de préordre (resp. d’équivalence)

sur (l’ensemble sous-jacent à l’anneau) W (F ).

(b) q′ 6 q ⇒ q′ 4 q.

(c) Si q′ 6 q et dim q′ > dimes q, alors q′ ≈ q.

De ce lemme, du corollaire 4.2 et du théorème 5.2, on déduit facilement :

Théorème 7.2. — Soient π une forme de Pfister, q une voisine de π et q′ une forme

quadratique anisotrope sur F . Alors,

(a) q ≈ π.

(b) q′ 4 q ⇔ q′ est semblable à une sous-forme de π.

(c) q′ ≈ q ⇐ q′ est voisine de π.

En fait l’implication ⇒ dans (c) est également vraie, mais c’est un résultat plus

profond, cas particulier immédiat du théorème de Hoffmann qui suit.
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7.2. Théorème de Hoffmann

C’est le suivant :

Théorème 7.3. — Si q 4 q′, alors l(q) 6 l(q′) (cf. notation 6.13). En d’autres

termes, s’il existe n tel que dim q′ 6 2n < dim q, alors q′F (q) est anisotrope.

Pour la démonstation originelle on pourra se reporter à [21] ; une démonstration un

peu plus simple, mais dans le même esprit, se trouve dans [23]. On peut aussi déduire

ce théorème de la formule du degré de Rost [46, th. 5.3.1] (cette observation est due à

Rost). Nous déduirons au §8 le théorème de Hoffmann de résultats plus fins obtenus

ultérieurement (corollaire 8.3 et théorème 8.5).

Corollaire 7.4. — Pour toute q anisotrope, on a dimes q > 2l(q)−1.

Pour voir ceci, prendre une sous-forme q′ 6 q de dimension 2l(q)−1 et appliquer le

lemme 7.1 (c) et le théorème 7.3. On a même [21, 23] :

Proposition 7.5. — Pour q anisotrope, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) dimes q = 2l(q)−1 + 1 ;

(ii) il existeK/F tel que qK soit voisine d’uneK-forme de Pfister et ht(qK) = ht(q).

Une forme vérifiant les propriétés de la proposition 7.5 est dite à déploiement maxi-

mal (i1(q) prend la plus grande valeur possible) : ces formes sont donc « stablement »
des voisines de Pfister, mais on a des exemples de formes à déploiement maximal qui ne

sont pas des voisines de Pfister (par exemple de dimension 5). Un phénomène curieux,

toutefois, est que quand dim q est « proche » de 2l(q), une forme à déploiement maxi-

mal est une voisine de Pfister. Conjecturalement c’est le cas quand dim q > 5 ·2l(q)−3,

ce qui est connu pour l(q) 6 4 ; pour l(q) > 4, c’est le cas quand dim q > 2l(q) − 7 [26,

th. 1.7].

8. QUATRE RÉSULTATS FONDAMENTAUX

Jusqu’à maintenant, les résultats énoncés avaient été obtenus par des méthodes

ne faisant intervenir que des résultats élémentaires d’algèbre commutative, voire de

théorie des corps. Par contre, la démonstration des suivants utilise les correspondances

algébriques, quoique de manière élémentaire pour une large part.

8.1. Dimension des formes dans In

Théorème 8.1. — Soit q ∈ InF , anisotrope. Alors

– soit dim q > 2n+1 (et dim q est paire) ;

– soit dim q est de la forme 2n+1 − 2i pour un entier i ∈ [1, n].

De plus, toutes les dimensions visées sont atteintes.
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Ce théorème généralise le théorème d’Arason-Pfister ; il avait été conjecturé par

Vishik. La dernière partie est relativement facile. Il est dû à Vishik et à Karpenko, seule

la démonstration de Karpenko étant rédigée [38]. Le cas particulier disant que dim q >

2n ⇒ dim q > 2n + 2n−1 avait été démontré par Pfister pour n = 3, par Hoffmann

pour n = 4 et par Vishik pour tout n [63, th. 6.4] en utilisant le théorème 11.31 ci-

dessous. Voir aussi dans [40, th. 4.4] une démonstration de ce cas particulier due à

Hoffmann et ne reposant que sur le corollaire 8.3 ci-dessous. Le théorème 8.1 rappelle

de manière frappante le comportement des premières classes de Stiefel-Whitney non

nulles d’un fibré quadratique (ou réel), cf. [28, prop. 1.1 (c)].

8.2. Dimension essentielle des quadriques

Théorème 8.2. — Soient X une quadrique anisotrope et Y une F -variété propre

(éventuellement singulière) dont tous les points fermés sont de degré pair. Supposons

que YF (X) ait un point fermé de degré impair. Alors

(1) dim(Y ) > dimes(X) ;

(2) si dim(Y ) = dimes(X), XF (Y ) est isotrope.

Corollaire 8.3. — Soient q, q′ deux formes quadratiques anisotropes telles que

q 4 q′. Alors

(1) dimes q 6 dimes q
′ ;

(2) dimes q = dimes q
′ ⇒ q ≈ q′.

Ces résultats sont dus à Karpenko-Merkurjev [40] ; le corollaire 8.3 avait été conjec-

turé par Izhboldin. Mutatis mutandis, l’énoncé du théorème 8.2 est exactement le

même que celui d’un résultat annoncé par Voevodsky dans une lettre à Rost [30,

th. 9.3](6). Plus précisément, chez Voevodsky :

– Y est lisse ;

– F est de caractéristique 0 ;

– l’énoncé vaut pour un nombre premier l quelconque ;

– X est supposé être une « (vn, l)-variété » (voir loc. cit. ) et la conclusion de (1)

est dim Y > dimX .

(Une quadrique de dimension d est une (vn, 2)-variété si et seulement si d = 2n−1 :

pour l = 2, le théorème 8.2 n’est donc pas recouvert par celui de Voevodsky, même

pour i1(X) = 1 et même sous les hypothèses additionnelles de ce dernier sur F

et Y .)

(6)Dans loc. cit., il faut lire « tout morphisme au-dessus de Z(l) ».
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Le cas particulier suivant avait été obtenu antérieurement par Vishik ([63, cor. 4.9],

cf. §11.4 ci-dessous) :

Corollaire 8.4. — q ≈ q′ ⇒ dimes q = dimes q
′.

L’hypothèse est en particulier vérifiée si q 6 q′ et q′ 4 q, ce qui fournit la réciproque

promise du lemme 6.5.

Pour la démonstration du théorème 8.2, voir §12.1.

8.3. Une borne pour i1(q)

Théorème 8.5. — Pour toute forme anisotrope q, on a i1(q) 6 | dimes q − 1|−1
2 , où

| |2 est la valuation dyadique.

Ce théorème est dû à Karpenko [37] ; il avait été conjecturé par Hoffmann. En

particulier, i1(q) = 1 si dimes q est paire. Une autre formulation est la suivante : il

existe un entier n tel que i1(q) − 1 soit le reste de la division de dim q − 1 par 2n.

Pour tout entier m, notons

mes = m− 1 + |m− 1|−1
2 .

Un peu d’arithmétique élémentaire montre que l(m) = l(mes) (cf. notation 6.13) :

ainsi, le théorème 8.5 implique le corollaire 7.4. Il en découle que le corollaire 8.3

et le théorème 8.5 impliquent le théorème de Hoffmann 7.3. (Leurs démonstrations

n’utilisent pas ce théorème !)

Pour la démonstration du théorème 8.5, voir §12.2.

8.4. Une relation entre les indices de Witt supérieurs

Théorème 8.6. — Soit q une forme quadratique de hauteur h, et soient i1, . . . , ih
ses indices de Witt supérieurs. Notons v2 la valuation dyadique. Alors, pour tout

q ∈ [1, h− 1], on a

v2(iq) > inf (v2(iq+1), . . . , v2(ih)) − 1.

Si de plus dim q est paire et l’entier iq + 2(iq+1 + · · · + ih) n’est pas une puissance

de 2, on a

v2(iq) 6 sup (v2(iq+1), . . . , v2(ih)) .

Ce théorème est dû à Karpenko [32]. Il en déduit une autre démonstration du

théorème 8.1 : si q est un contre-exemple à ce théorème, on se ramène en montant dans

sa tour de déploiement générique à supposer que q1, . . . , qh en vérifient la conclusion,

ce qui contredit la borne inférieure du théorème 8.6.
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9. TROIS APPLICATIONS

9.1. Dimension des formes de hauteur 2

Théorème 9.1. — Soit q une forme anisotrope de hauteur 2 et de degré n > 0. Alors

(a) Si n = 0, dim q est de la forme 2a−2b +1 et i1(q) est de la forme 2a−1−2b +1

pour a > b > 1 (le cas a = b+ 1 est permis).

(b) Si n > 0, on a

dim q ∈ {2n + 2n−1, 2n+1, 2r+1 − 2n(r > n)}.

Ce théorème est dû à Vishik [62, th. 3.1]. Donnons-en une autre démontration,

reposant sur les théorèmes 8.5 et 8.6 :

Démonstration. — Traitons (b) : le cas de (a) se traite de même. D’après la proposi-

tion 6.6, on a dim q1 = dim q − 2i1(q) = 2n. Appliquons le théorème 8.5 : il existe r

tel que i1(q) 6 2r et dim q − 1 ≡ i1(q) − 1 (mod 2r). Deux cas se présentent :

(1) r > n. Alors i1(q) = 2r − 2n, donc dim q = 2r+1 − 2n.

(2) r 6 n. On a i1(q) ≡ 0 (mod 2r), donc i1(q) = 2r et dim q = 2n + 2r+1.

Cette alternative avait été obtenue antérieurement par Vishik dans sa thèse, au

moins quand −1 est un carré [61, Statement 6.2]. On applique maintenant le théo-

rème 8.6, qui montre que (2) n’est possible que pour r > n−2 (noter que, pour r = n,

on retrouve le cas r = n+ 1 de (1)).

Plus précisément, on conjecture (par exemple [61, Question 6.4]) :

Conjecture 9.2. — Une forme anisotrope q de hauteur 2 et de degré n > 0 est d’un

des trois types suivants :

(i) excellente ;

(ii) q ' ϕ⊗ ψ, où ϕ est une (n− 1)-forme de Pfister et dimψ = 4, ψ 6∈ I2F ;

(iii) q ' ϕ⊗ψ, où ϕ est une (n−2)-forme de Pfister et dimψ = 6, ψ ∈ I2F (on dit

que ψ est une forme d’Albert).

Cette conjecture est connue pour n = 1 (Knebusch, [44, §10]) et pour n = 2 [29].

Remarque 9.3 (Cette remarque et le lemme qui la suit sont entièrement dus à Hoff-

mann)

Dans le cas n = 0, la situation est un peu différente. D’après Knebusch [43, §10],

q est excellente dès que sa forme dominante est définie sur F : il obtient ainsi le

théorème 9.1 (a) dans ce cas particulier. D’autre part, si dim q = 5, elle est de hauteur 2

mais pas excellente en général (par exemple si q est une sous-forme d’une forme

d’Albert anisotrope, cf. conjecture 9.2 (iiii)). Mais par ailleurs, le théorème 9.1 (a)

entrâıne que q est à déploiement maximal si a > b+1. Pour a = b+1, q est excellente

d’après le lemme 9.4 ci-dessous. La conjecture mentionnée à la fin du §7 implique

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2006



132 B. KAHN

ainsi que q doit être excellente en toute dimension 6= 5. C’est par exemple vrai pour

a 6 4 ou pour b 6 3.

Lemme 9.4. — Soit q une forme de hauteur 2 et de dimension 2b + 1, avec b > 3.

Alors q est excellente.

Démonstration. — Comme q est de hauteur 2, il existe un scalaire u ∈ F ∗
1 tel que

q1⊥〈u〉 soit semblable à une b-forme de Pfister (proposition 6.6). En fait, la classe de

carrés u est définie sur F (pour le voir, on peut l’interpréter comme le discriminant

de q1, et donc de q). Soit q′ = q⊥〈u〉. Notons que q′∈I2F , donc que deg(q′) > 2. Évi-

demment, on a deg(q′) 6 b. Supposons que deg(q′) < b. Alors il existe une extension L

telle que

4 6 diman(q′L) 6 2b−1

et donc

1 < 3 6 diman(qL) 6 2b−1 + 1 < 2b − 1 (car b > 3)

Or par hypothèse, les seules dimensions « anisotropes » possibles de q sont 1, 2b−1,

2b + 1. D’où une contradiction.

Par conséquent, deg(q′)=b. Comme b>3, le théorème 8.1 implique que diman q
′=2b

(observer qu’a priori diman(q′) > 2b par construction de q′). Ainsi q = q′′ + 〈−u〉

avec q′′ semblable à une b-forme de Pfister.

9.2. Une borne pour l’indice de Witt

Théorème 9.5. — Supposons que q 4 q′ où q et q′ sont deux formes anisotropes.

Alors

i(q′F (q)) − i1(q
′) 6 dimes q

′ − dimes q.

Ce théorème est dû à Karpenko-Merkurjev [40, cor. 4.2] ; une variante tout aussi

frappante est dim q′−i(q′F (q))+1 > dimes q. Voici leur démonstration : posonsX = Xq

et Y = Xq′ . Si dimes(X) = 0, l’énoncé est trivial. Sinon, soit Y ′ une sous-quadrique

de Y de dimension dimes(X) − 1. Puisque dimes(Y
′) < dim(Y ′) < dimes(X), la

quadrique Y ′ reste anisotrope sur F (X) par la première partie du corollaire 8.3. Donc,

d’après le lemme 2.3 (b), on a i(YF (X)) 6 codimY (Y ′) = dim(Y )−dimes(X)+1, d’où

l’inégalité.

9.3. Degré de transcendance d’un corps d’isotropie générique

Par définition, un corps d’isotropie générique d’une forme anisotrope q est un corps

de type K1, où (Ki) est une tour de déploiement générique au sens de la définition 6.3.

Théorème 9.6. — Le plus petit degré de transcendance d’un corps d’isotropie géné-

rique K de q est égal à dimes(Xq)(= dimes(q) − 2).
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Ce théorème est encore dû à Karpenko-Merkurjev [40, th. 4.3] (ils utilisent la ter-

minologie « corps de déploiement générique », attribuée par Knebusch au corps Kh

de la définition 6.3). Il le déduisent facilement du théorème 8.2 : nous renvoyons à

loc. cit. pour les détails.

PARTIE II

CYCLES ALGÉBRIQUES

10. FORMES QUADRATIQUES ET MOTIFS : RÉSULTATS DE

BASE

10.1. Motifs de Chow

Nous nous dispenserons de rappeler en détail la construction de la catégorie des

motifs de Chow, celle-ci étant maintenant bien connue et ayant fait l’objet d’excel-

lentes expositions, y compris dans ce Séminaire [47, 14, 57, 1]. Rappelons seulement

que :

(1) On part de la catégorie des F -variétés projectives lisses.

(2) On « agrandit » celle-ci en gardant les mêmes objets mais en prenant comme

morphismes les correspondances de Chow : Si X est purement de dimension d, les

correspondances de X vers une autre variété Y sont les éléments du groupe de Chow

CHd(X × Y ). La catégorie obtenue est additive. Elle est munie d’une structure mo-

nöıdale symétrique, induite par le produit des variétés, et bilinéaire par rapport à

l’addition des correspondances (on dira qu’elle est tensorielle). La correspondance

« graphe d’un morphisme » définit un foncteur (covariant, avec nos conventions) de

la catégorie de (1) vers cette catégorie.

(3) On agrandit la catégorie de (2) en adjoignant des noyaux aux endomorphismes

idempotents (enveloppe pseudo-abélienne ou karoubienne). La catégorie obtenue est

celle des motifs de Chow effectifs. Elles est encore tensorielle et notée Moteff(F ). Si

X est une variété projective lisse, on note h(X) son image dans Moteff(F ).

(4) Dans Moteff(F ), on a une décomposition canonique h(P1) = 1 ⊕ L, où 1 =

h(SpecF ) et L est le motif de Lefschetz. On passe de Moteff(F ) à Mot(F ), catégorie

des motifs de Chow, en inversant L pour la structure monöıdale. Si M ∈ Mot(F ) et

n ∈ Z, nous noterons ici

M(n) := M ⊗ L⊗n.
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La catégorie Mot(F ) est rigide, ce qui signifie qu’elle porte une dualité parfaite

relativement à sa structure tensorielle : on notera M∨ le dual d’un motif M (7). Dans

les applications arithmético-géométriques des motifs, il est fréquent de tensoriser les

groupes de morphismes par Q : ici, au contraire, il est très important de les considérer

à coefficients entiers. En fait nous aurons à considérer des variantes à coefficients finis :

si p est un nombre premier, on note

Moteff(F,Fp), Mot(F,Fp)

les catégories définies comme ci-dessus en prenant comme groupes de correspondances

les groupes CHd(X × Y )/p. La catégorie Mot(F,Fp) est encore rigide.

Notation 10.1. — Pour M ∈ Mot(F ), on note δ(M) ∈ Z la dimension de M ( au sens

des catégories rigides : c’est la trace de l’identité). De même pour M ∈ Mot(F,Fp) ;

on a alors δ(M) ∈ Fp.

On sait que, si M = h(X) pour une variété projective lisse X , δ(h(X)) est la carac-

téristique d’Euler-Poincaré de X par rapport à une cohomologie de Weil quelconque.

10.2. Variétés cellulaires et motifs de Tate purs

Soit X une variété projective lisse de dimension d admettant une décomposition

cellulaire : cela signifie que X admet une stratification par des espaces affines. Le

motif de X a alors une description très simple : les groupes de Chow de X sont libres

de type fini et

(10.1) h(X) '
d⊕

n=0
CHn(X) ⊗ Ln.

De plus, les accouplements CHn(X) × CHd−n(X) → Z donnés par le produit

d’intersection sont parfaits. La première assertion (vraie sans supposer X projective

ni lisse) se montre par dévissage et récurrence sur le nombre de cellules (c’est un cas

très particulier de la proposition 10.7 ci-dessous) ; la seconde, qui revient à une formule

de Künneth via le principe d’identité de Manin, se démontre de la même manière ;

enfin la troisième se déduit de (10.1) par dualité (voir ci-dessous). Ainsi, h(X) est

somme directe de motifs de la forme Ln : on dit que h(X) est un motif de Tate pur.

La sous-catégorie pleine des motifs de Tate purs est très simple : on a

(10.2) Hom(Lm, Ln) =

{
Z si m = n

0 si m 6= n.

(7)On prendra garde au fait que, dans [63], Vishik utilise cette notation dans un sens différent : si N

est un facteur direct du motif d’une quadrique de dimension d, ce qu’il note N∨ correspond à ce que

nous notons N∨(d).
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Ainsi, les Hom sont des groupes abéliens libres de type fini, et sont invariants par

extension des scalaires. Il est également clair que

(10.3) δ(Ln) = 1 pour tout n (cf. notation (10.1)).

Plus généralement, soit X une variété projective lisse telle que h(X) soit un motif

de Tate pur. Alors les groupes de Chow de X sont des Z-modules libres de type fini,

comme le montre la formule

Hom(Ln, h(X)) = CHn(X).

Ces groupes sont en dualité parfaite, comme il résulte des formules (10.2) et de la

dualité sur h(X).

Si F est séparablement clos et que l est un nombre premier différent de la caracté-

ristique de F , on a Hj
ét(X,Zl) = 0 pour j impair et la classe de cycle CHi(X)⊗Zl →

H2i
ét (X,Zl(i)) est bijective : c’est évident en considérant le foncteur de réalisation

l-adique. Les groupes de Chow forment donc (pour une telle X) une « cohomologie

de Weil » à coefficients entiers. De plus, l’équivalence rationnelle cöıncide avec l’équi-

valence numérique.

On peut pousser plus loin l’analogie : on a des isomorphismes de Künneth pour

toute autre variété projective lisse Y (évidents en considérant une fois de plus le motif

de X) :

(10.4) CHn(X × Y ) '
⊕

i+j=n

CHi(X) ⊗ CHj(Y ).

En tenant compte de la dualité sur les groupes de Chow de X donnée ci-dessus, on

obtient ainsi une desciption canonique de Hom(h(X), h(Y )) :

(10.5) Hom(h(X), h(Y )) '
∏

i>0

Hom(CHi(X),CHi(Y )).

10.3. Motifs géométriquement de Tate purs

Définition 10.2. — Un motif M ∈ Mot(F ) est géométriquement de Tate pur si

M ∈ Mot(F ) est un motif de Tate pur. On note Mot(F )tate la sous-catégorie pleine

de Mot(F ) formée des motifs géométriquement de Tate purs. Si p est un nombre

premier, on définit de même la catégorie Mot(F,Fp)tate.

La catégorie Mot(F )tate est visiblement une sous-catégorie rigide de Mot(F ), stable

par facteurs directs, de même que Mot(F,Fp)tate dans Mot(F,Fp).

De même que, dans le cas classique, on peut définir l’équivalence numérique dans

Mot(F,Fp) et Mot(F,Fp)tate : pour M,N ∈ Mot(F,Fp), introduisons

N (M,N) = {f : M → N | ∀ g : N →M, tr(gf) = 0}

où tr est la trace, donnée par la structure rigide de Mot(F,Fp) : c’est un idéal monöıdal

de cette catégorie (cf. [2, lemme 7.1.1]) et on définit Motnum(F,Fp) comme l’enveloppe

pseudo-abélienne de Mot(F,Fp)/N , et de même pour Motnum(F,Fp)tate.
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Donnons-nous un nombre premier p. Si F est séparablement clos, le foncteur cano-

nique Mot(F,Fp)tate → Motnum(F,Fp)tate est une équivalence de catégories (N = 0).

On prendra garde au fait que le foncteur d’extension des scalaires

H : Mot(F,Fp)tate −→ Mot(F ,Fp)tate

n’induit pas un foncteur de Motnum(F,Fp)tate vers Motnum(F ,Fp)tate (voir ci-

dessous). L’analogie avec la situation classique est tentante : définissons l’équivalence

homologique sur Mot(F,Fp)tate comme le noyau de H , et Mothom(F,Fp)tate comme

l’enveloppe pseudo-abélienne de Mot(F,Fp)tate/Ker(H). On est donc dans la situa-

tion suivante :

(10.6)

Mot(F,Fp)tate
H

//

Π
��

Mot(F ,Fp)tate

o
��

Mothom(F,Fp)tate
H

//

��

Motnum(F ,Fp)tate

Motnum(F,Fp)tate

où le foncteur H est (par définition) fidèle. L’argument de Jannsen [27] (cf. aussi [1,

prop. 2.6] ou [3, th. 1]) donne :

Proposition 10.3. — La catégorie Motnum(F,Fp)tate est abélienne semi-simple.

Malheureusement, pour M ∈ Mothom(F,Fp)tate, il n’est pas vrai en général que

N (M,M) soit égal au radical de End(M) ; c’est même loin d’être le cas :

Proposition 10.4. — Soit X une quadrique anisotrope. Alors l’image de h(X) dans

Motnum(F,F2)tate est égale à 0.

Démonstration. — Il suffit de voir que tout endomorphisme de h(X) dans

Mot(F,F2)tate est de trace nulle. Cela découle immédiatement du fait que tout

0-cycle sur X ×X est de degré pair, ce qui résulte du théorème 3.2.

Ceci limite fortement l’intérêt de la proposition 10.3. Néanmoins, la proposition 10.4

a une conséquence intéressante :

Lemme 10.5. — Soit N un facteur direct de h(X), où X est une quadrique aniso-

trope. Alors δ(N) est pair (voir notation 10.1).

En effet, δ(N) = tr(πN ), où πN ∈ End(h(X)) est le projecteur définissant N ; le

lemme résulte donc immédiatement de la proposition 10.4.

D’après (10.3), cela veut dire que le nombre de motifs de Tate intervenant dans

H(N) est pair.
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10.4. Variétés projectives homogènes

Soit X une variété projective homogène sous un groupe réductif connexe G. Si G

est déployé, X admet une décomposition cellulaire [13] et on est dans la situation du

§10.2. C’est par exemple le cas si X est une quadrique hyperbolique. En général on est

dans la situation du §10.3.

Si G n’est pas déployé mais que X a un point rationnel, on peut décomposer

partiellement le motif de X . Par exemple, si X est une quadrique isotrope définie par

la forme quadratique q ' H ⊥ q′, on a

(10.7) h(X) ' 1⊕ h(X ′)(1) ⊕ Ld

où d = dimX et X ′ est la quadrique d’équation q′ = 0. Ce résultat est dû à Rost [53].

Il montre que h(X) « contient » l’indice de Witt i = i(q) : en itérant, on obtient une

décomposition

(10.8) h(X) ' 1⊕ L⊕ · · · ⊕ Li−1 ⊕ h(Y )(i) ⊕ Ld−i+1 ⊕ · · · ⊕ Ld

où Y est une quadrique dont l’équation est donnée par la partie anisotrope de q. De

plus,

Lemme 10.6. — h(X) ne contient pas Li en facteur direct.

En effet

Hom(Li, h(X)) = Hom(1, h(Y )) = CH0(Y )

Hom(h(X), Li) = Hom(h(Y ),1) = CH0(Y ).et

La composition des correspondances

Hom(h(X), Li) × Hom(Li, h(X)) −→ Hom(1,1)

correspond au produit d’intersection CH0(Y ) × CH0(Y ) → Z. Or le théorème 3.2

montre que ce produit est d’image 2Z.

La décomposition (10.7) a été généralisée par Karpenko, puis par Chernousov-

Gille-Merkurjev au cas d’une variété projective homogène quelconque ayant un point

rationnel :

Proposition 10.7 ([34, th. 6.5 et cor. 6.11] ; [12, th. 7.1]). — Soit X une variété

projective lisse admettant une filtration

∅ = X−1 ⊂ X0 ⊂ · · · ⊂ Xn = X

où les Xi sont fermés et où, pour tout i ∈ [0, n], Xi −Xi−1 est fibré sur une variété

projective lisse Yi à fibres des espaces affines de dimension constante ai. Alors on a

un isomorphisme canonique dans Mot(F )

h(X) '
n⊕

i=0

h(Yi)(ai).
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La manière la plus agréable (mais certainement pas la moins chère) de comprendre

la démonstration de cette proposition est de se placer dans la catégorie triangulée des

motifs géométriques DM eff
gm(F ) de Voevodsky ([65], voir aussi l’exposé Bourbaki de

Friedlander [18, §3]) : rappelons que dans cette catégorie, le motif M(U) d’une variété

lisse U est défini et que la catégorie Moteff(F ) s’y plonge de manière pleinement fidèle

d’après [64]. Traitons le cas n = 1 : c’est de toute façon le cas essentiel. On a le

triangle exact de Gysin

M(X −X0) −→M(X) −→M(X0)(c)[2c]
+

−→ .

Soit p : X − X0 → Y1 la projection de l’énoncé. Par invariance homotopique, le

morphisme M(p) est un isomorphisme. Le point est alors que l’adhérence dans X×Y0

du graphe de p fournit une correspondance de Chow qui scinde ce triangle exact. On

obtient ensuite la proposition en dualisant.

Il en résulte :

Théorème 10.8 ([12, th. 7.4]). — Soit X une variété projective homogène ayant un

point rationnel. Écrivons X = G/P , où G est semi-simple adjoint et P est un sous-

groupe parabolique de G défini sur F (c’est toujours possible). Alors on a un isomor-

phisme canonique dans Mot(F ), de la forme

h(X) =
⊕

δ∈∆

h(Zδ)(l(δ))

où ∆ est l’ensemble (fini) des cöınvariants de l’action de Galois sur (P\X)(F ) et

où l(δ), Zδ sont un certain entier > 0 et une certaine variété projective homogène

associés à δ.

Karpenko avait obtenu auparavant ce théorème dans le cas où G est classique [34].

En itérant, il en résulte que le motif de Chow d’une variété projective homogène est

somme directe canonique de tordus à la Tate de motifs de Chow de variétés projectives

homogènes anisotropes.

10.5. Le théorème de nilpotence de Rost

Notation 10.9. — On note Mot(F )hmg la sous-catégorie épaisse ( c’est-à-dire pleine,

additive et stable par facteurs directs) de Mot(F ) engendrée par les h(X)(n), où

n ∈ Z et X est une variété projective homogène. On note de même Mot(F,Fp)hmg la

catégorie correspondante à coefficients Fp.

La catégorie Mot(F )hmg est visiblement stable par produit tensoriel et par dual ;

d’après les remarques du début du §10.4, c’est une sous-catégorie pleine de Mot(F )tate.

Mêmes remarques à coefficients finis.
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Théorème 10.10. — Pour M,N ∈ Mot(F )hmg, notons I(M,N) l’ensemble des ho-

momorphismes f de M vers N tels que fF = 0. Alors, pour tout M ∈ Mot(F )hmg,

I(M,M) est un nilidéal de End(M).(8)

Ce théorème est dû à Chernousov–Gille–Merkurjev [12, th. 8.2] ; dans le cas où M

est le motif d’une quadrique, c’est le célèbre théorème de nilpotence de Rost. Pour

le démontrer, on peut visiblement supposer que M est somme de motifs de la forme

h(X)(n) pour X projective homogène (cas que considèrent les auteurs). En utilisant

le théorème 10.8, on se ramène facilement au théorème suivant :

Théorème 10.11. — Soient X,Y deux variétés projectives lisses et f ∈ Endh(X).

Supposons que f agisse trivialement sur CH∗(XF (y)) pour tout point y ∈ Y . Alors

fdim Y +1 agit trivialement sur CH∗(Y ×X).

Ce théorème est dû à Brosnan [10, th. 3.1] ; le cas CHdim Y (Y ×X) avait été démon-

tré par Rost. Soit (Fn CH∗(Y ×X))n>0 la filtration de CH∗(Y ×X) par la dimension

du support de Y . Si (grn)n>0 est le gradué associé, il suffit de montrer que f agit

trivialement sur grn pour tout n. Brosnan le démontre en généralisant légèrement la

composition classique des correspondances, autorisant trois variétés X1, X2, X3 quel-

conques à condition que la variété intermédiaire X2 soit projective lisse. Pour ce faire,

il utilise la formule

f ◦ g = (p13)∗ϕ
!(g ⊗ f)

où ϕ est l’immersion régulière X1 ×X2 ×X3 → X1 ×X2 ×X2 × X3 donnée par la

diagonale de X2 et ϕ! est le morphisme de Gysin correspondant [19, ch. 6]. Essen-

tiellement, cela lui permet de faire opérer la correspondance f sur la suite spectrale

de niveau qui aboutit à la filtration (Fn) (9). Rost, quant à lui, utilisait une suite

spectrale obtenue à l’aide de sa théorie des modules de cycles.

Remarques 10.12

(a) Comme le groupe End(MF ) est libre de type fini, I(M) est aussi le sous-groupe

de torsion de End(M) comme le montre un argument de transfert bien connu.

(b) Les théorèmes 10.8 et 10.10 s’étendent aux motifs à coefficients dans Fp, avec

les mêmes démonstrations.

(c) J’ignore si le théorème 10.10 s’étend à tous les objets de Mot(F )tate. Même

perplexité à coefficients finis.

(8)La démonstration donne même qu’il existe un entier d ne dépendant que de M tel que fd = 0

pour tout f ∈ I = I(M, M). Contrairement à ce qui était indiqué dans la version diffusée lors de

l’exposé, on ne peut pas en déduire que I est nilpotent, car le lemme de Nagata et Higman invoqué

dans cette version (cf. [2, lemme 7.2.8]) ne s’applique qu’aux Q-algèbres. J’ignore si I est nilpotent ;

heureusement cela n’a pas d’importance pour l’application aux corollaires 10.13 et 10.14.
(9)Sa formulation est plus élémentaire.
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Puisque les Hom dans Mot(F ,Fp)tate sont de dimension finie, la remarque 10.12

(b) entrâıne, via [54, pp. 40/41, 235, 241/242] :

Corollaire 10.13. — Soit p un nombre premier. Alors pour tout objet M ∈

Mot(F,Fp)hmg, l’anneau End(M) est extension d’une Fp-algèbre semi-simple par un

nilidéal. En particulier le théorème de Krull-Schmidt est vrai : tout objet est somme

directe d’un nombre fini d’objets indécomposables, uniques à isomorphisme près.

Corollaire 10.14 (cf. [12, cor. 8.3]). — Soit M ∈ Mot(F )hmg, soit K/F une exten-

sion, et soit (pi) ∈ Im (End(M) → End(MK)) une famille de projecteurs orthogonaux

de somme 1. Alors les pi se relèvent en une famille de projecteurs orthogonaux de

somme 1 de End(M), de manière unique à conjugaison près.

Cet énoncé reste vrai à coefficients finis.

On aimerait pouvoir également démontrer que le foncteur d’extension des scalaires

Mot(F ) → Mot(F ) est conservatif. Il faut faire un peu attention car ce foncteur n’est

pas plein. Le problème est de montrer que, si f est un morphisme tel que fK soit un

isomorphisme, l’inverse de fK est défini sur F : on s’en tire essentiellement quand on

sait ceci a priori ou quand la source et le but de f sont égaux. Ce problème est de même

nature que pour la conjecture standard B. Cela donne l’énoncé un peu désagréable

suivant.

Corollaire 10.15

(a) Soient M,N ∈ Mot(F )hmg, K/F une extension, et f : M → N , g : N → M

deux morphismes tels que (gf)K soit un isomorphisme. Alors gf est un isomorphisme.

Si (fg)K est également un isomorphisme, alors f et g sont des isomorphismes.

(b) Si N est indécomposable, il suffit de demander que (gf)K soit un isomorphisme

pour que f et g soient des isomorphismes.

(c) [12, cor. 8.4] Soient X,Y deux variétés projectives homogènes, K/F une exten-

sion et f ∈ Hom(h(X), h(Y )). Si fK est un isomorphisme, alors f est un isomor-

phisme.

Ces énoncés restent vrais à coefficients finis.

Démonstration

(a) On se ramène immédiatement au cas M = N, g = 1. Quitte à agrandir K,

on peut supposer que MK est un motif de Tate mixte. Alors End(MK) est produit

d’algèbres de matrices Mi sur Z ; en observant que le terme constant du polynôme

caractéristique de l’image de fK dans Mi est égal à ±1 (c’est le déterminant), on voit

que l’inverse de fK est donné par un polynôme Q(fK). En considérant fQ(f), on se

ramène au cas où fK = 1 ; alors f est unipotent, donc inversible.

(b) En utilisant (a), on se ramène au cas où (gf)K = 1. Alors (fg)K est idempotent,

donc égal à 0 ou 1 par hypothèse. Mais (fg)K = 0 est impossible : cela impliquerait

que gK = (gfg)K = 0, contredisant (gf)K = 1.
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(c) On peut encore supposer que X et Y sont déployées sur K. En considérant

le motif de Tate de poids maximal intervenant dans h(XK) et h(YK), on remarque

que nécessairement dimX = dimY . Alors la transposée de f définit un morphisme

g : h(Y ) → h(X) et gK est évidemment un isomorphisme. On est donc ramené au

cas (a).

Dans la veine de (10.6), la définition suivante clarifie bien les choses et sera utile

plus loin :

Définition 10.16

(a) On note Mothom(F )hmg le quotient de la catégorie Mot(F )hmg par l’idéal I du

théorème 10.10.

(b) Soit p un nombre premier. On note Mothom(F,Fp)hmg l’image essentielle de

Mot(F,Fp)hmg dans Mothom(F,Fp)tate (cf. (10.6) et notation 10.9).

Par définition, les morphismes dans la catégorie

Mothom(F )hmg (resp. Mothom(F,Fp)hmg),

entre des motifs de variétés h(X) et h(Y ), disons, sont formés de l’image de

CHdim X(X × Y ) dans CHdim X(X × Y ) (resp. dans CHdim X(X × Y )/p).

Le théorème 10.10 et sa version modulo pmontrent, comme ci-dessus, que les foncteurs

Mot(F )hmg −→ Mothom(F )hmg et Mot(F,Fp)hmg −→ Mothom(F,Fp)hmg

sont conservatifs et que l’image d’un motif indécomposable est indécomposable. Le

corollaire 10.15 et les remarques le précédant concernent la conservativité partielle (?)

des foncteurs

Mothom(F )hmg −→ Mothom(F )hmg et Mothom(F,Fp)hmg −→ Mothom(F ,Fp)hmg.

10.6. La multiplicité d’une correspondance

Soit α : h(X) → h(Y ) une correspondance entre variétés projectives lisses. Il

existe un unique entier µ(α) tel que (pY )∗ ◦ α = µ(α)(pX )∗, où pX et pY sont les

morphismes structuraux : c’est la multiplicité de α. Cette fonction a les propriétés

évidentes suivantes :

(1) µ(α+ β) = µ(α) + µ(β).

(2) µ(α ◦ β) = µ(α)µ(β).

(3) µ(α⊗ β) = µ(α)µ(β).

(4) Si α est le graphe d’une application rationnelle, µ(α) = 1.
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En particulier, si X = Y et que π est une correspondance idempotente, on a

µ(π) = 0 ou 1 ; le second cas se produit si et seulement si la composition

N −→ h(X) −→ 1,

où N est le facteur direct défini par π, est non triviale.

On peut aussi définir la multiplicité d’une correspondance α ∈ CHdim X(X × Y ),

où X et Y sont des variétés quelconques avec Y propre : c’est l’entier µ(α) tel que

p∗α = µ(α)[X ] ∈ CHdim X(X), où p est la projection X × Y → Y . Elle cöıncide avec

la précédente dans le cas projectif lisse.

10.7. Opérations de Steenrod sur les groupes de Chow

Dans [67], Voevodsky définit des opérations de Steenrod en cohomologie motivique

modulo p : pour p = 2, ces opérations jouent un rôle essentiel dans sa preuve de la

conjecture de Milnor ([66], voir aussi [30, §6]). En comptant les degrés, on observe

que les plus importantes d’entre elles préservent les groupes de Chow modulo p

CHi(X)/p = H2i(X,Z/p(i))

pour X une F -variété lisse. Il est tentant d’essayer de les définir directement dans

ce cadre, en évitant la théorie homotopique des schémas : cela correspond d’ailleurs

à une question de Fulton [19, ex. 19.2.8]. C’est ce qu’a fait Brosnan dans sa thèse

[11]. Sa construction et les propriétés principales de ces opérations (pour p = 2) sont

exposées lucidement et succinctement par Karpenko dans [37, §2] :

Au moins pour les variétés quasi-projectives lisses X , Brosnan suit exactement la

construction de Steenrod, en utilisant les groupes de Chow équivariants définis par

Edidin et Graham [16] (voir aussi Totaro [60]). Il obtient ainsi des opérations

Si : CHn(X)/2 −→ CHn+i(X)/2

(en cohomologie modulo 2, Si correspondrait à l’opération de Steenrod Sq2i). Ces

opérations ont les propriétés suivantes :

(1) L’opération de Steenrod totale S =
∑
Si est un endomorphisme de l’anneau

CH∗(X)/2.

(2) S est contravariant pour les morphismes quelconques. Compte tenu de (1), cela

fournit la formule de Cartan pour les cross-produits de cycles.

(3) Sur CHn(X)/2, Si est égal à

– 0 pour n < i ;

– l’élévation au carré pour n = i.

(4) Si = 0 pour i < 0 ; S0 est l’identité.

(5) Formule de Riemann-Roch : si f : Y → X est un morphisme propre et α ∈

CH∗(Y )/2, on a

f∗(S(α) · c(−TY )) = S(f∗α) · c(−TX)
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où TX et TY sont respectivement les fibrés tangents de X et Y et c désigne la classe

de Chern totale (les expressions −TX et −TY ayant un sens dans K0(X) et K0(Y )).

Dans le cas où f est une immersion fermée et où α est la classe de Y , la formule

de Riemann-Roch se réduit à la formule de Wu :

(10.9) S([Y ]) = f∗c(N)

où N est le fibré normal de l’immersion f .

10.8. Le motif d’une quadrique déployée

Soit X une quadrique déployée de dimension d et d’équation q = 0. L’anneau de

Chow de X admet une description très simple : on a

(10.10) CHi(X) =





Zhi si i < d/2

Zld−i si i > d/2

Zl1 ⊕ Zl2 si i = d/2

où h est la classe d’une section hyperplane de X et, si j < d/2, lj désigne la classe

d’un sous-espace projectif de X de dimension j. Pour j = d/2 (donc d pair), on a

deux telles familles de sous-espaces l1 et l2, qui sont conjuguées sous l’action de O(q).

Plus précisément :

Lemme 10.17

(a) Soit u ∈ O(q). Alors u opère trivialement sur CHi(X) si i 6= d/2. Si i = d/2,

u opère trivialement sur CHi(X) si u ∈ SO(q) et échange l1 et l2 si u 6∈ SO(q).

(b) L’application naturelle O(q) → End(h(X)) est triviale si d est impair et se

factorise (non trivialement) à travers le déterminant si d est pair.

(Il suffit de tester (a) sur les réflexions puisque celles-ci engendrent O(q), ce qui

est facile ; (b) résulte de (a) puisque End(h(X)) opère fidèlement sur les CHi(X),

cf. (10.5) ci-dessous.)

On a de plus les relations (cf. par exemple [33])

hi = 2ld−i (i > d/2)

hd/2 = l1 + l2 si d est pair

〈hi, ld−i〉 = 1 (i < d/2)

〈l1, l2〉 =

{
0 si d ≡ 0 (mod 4)

1 si d ≡ 2 (mod 4)
(10.11)

〈la, la〉 =

{
1 si d ≡ 0 (mod 4)

0 si d ≡ 2 (mod 4)
pour a = 1, 2.
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Ceci permet de donner une formule explicite pour les « projecteurs de Künneth »
πi de X selon la décomposition (10.4) (πi projette sur CHi(X)) :

(10.12) πi =





li × hi si i < d/2

hd−i × ld−i si i > d/2

l1 × l1 + l2 × l2 si i = d/2 et d ≡ 0 (mod 4)

l1 × l2 + l2 × l1 si i = d/2 et d ≡ 2 (mod 4).

Bien entendu, tous ces calculs restent valables modulo 2.

Remarque 10.18. — (10.10) et (10.11) sont des cas particuliers de [51, prop. 1], qui

permettrait de généraliser la formule (10.12) à une variété projective homogène dé-

ployée quelconque.

Les opérations de Steenrod opèrent de la manière suivante sur les images de h et

des li dans les groupes de Chow modulo 2 :

S(hi) = hi(1 + h)i (i > 0)(10.13)

S(ld−i) = ld−i(1 + h)i+1 (i > d/2).

(La première formule se réduit au cas i = 1 par la propriété (1) du §10.7 ; elle

est alors évidente compte tenu de (3) et (4). Quant à la deuxième formule, elle est

démontrée par exemple par Karpenko dans [37, cor. 3.3] au moyen de la formule de

Wu (10.9). Noter également que hi = 0 pour i > d/2 d’après les relations (10.11), de

sorte que la contradiction entre les deux formules pour i = d/2 quand d est pair n’est

qu’apparente !)

11. FORMES QUADRATIQUES ET MOTIFS : THÉORIES DE

ROST ET DE VISHIK

Dans cette section, nous exposons les résultats de Rost et Vishik sur la structure

du motif d’une quadrique. Ils reposent sur le théorème de nilpotence de Rost (théo-

rème 10.10), que Rost a démontré pour calculer le motif d’une quadrique de Pfister

(théorème 11.14). Ce calcul a ensuite été vastement généralisé par Vishik dans sa thèse

[61]. Vishik y travaille apparemment dans la catégorie DM eff
− (F ) des motifs triangu-

lés de Voevodsky, mais l’article [63], sur lequel nous nous reposons, clarifie les choses

et montre que tout se passe en fait dans la catégorie des motifs purs et résulte de

calculs remarquablement élémentaires (à l’exception d’un résultat, le théorème 11.31

qui utilise les opérations de Steenrod motiviques).
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11.1. Facteurs directs du motif d’une quadrique, d’après Vishik

Soit X une quadrique anisotrope de dimension d. Notons

– h(X) son motif dans Mot(F )hmg ;

– h(X,F2) son motif dans Mot(F,F2)hmg ;

– hhom(X) son motif dans Mothom(F )hmg ;

– hhom(X,F2) son motif dans Mothom(F,F2)hmg.

On notera aussiX = X×FF et on ne distinguera pas h(X) et hhom(X), ni h(X,F2)

et hhom(X,F2).

D’après le corollaire 10.14, les facteurs directs de h(X) (resp. de h(X,F2)) sont

en correspondance bijective, à isomorphisme près, avec ceux de hhom(X) (resp. de

hhom(X,F2)). Vishik démontre de plus que les facteurs directs de hhom(X) et de

hhom(X,F2) sont aussi en correspondance bijective. Son raisonnement pour relever

des projecteurs modulo 2 en des projecteurs entiers est assez délicat dans le cas où d

est pair : nous en donnons l’essentiel en 11.1.2. En réalité, toutes les applications aux

formes quadratiques utilisent les groupes de Chow modulo 2 : la distinction entre le

cas entier et le cas modulo 2 n’a donc pas une grande importance en pratique.

11.1.1. Le cas de dimension impaire. — Si d est impair, la situation est relativement

simple : pour tout i ∈ [0, d], la correspondance 2πi (cf. (10.12)) est rationnelle sur F ,

représentée par le cycle hd−i × hi. En particulier, End(hhom(X)) = Im(End(h(X)) →

End(h(X))) contient 2 End(h(X)). Pour comprendre cette image on peut donc réduire

modulo 2 ; d’après (10.5), on a un isomorphisme d’anneaux

End(h(X,F2)) '
d∏

i=0

F2.

L’image End(hhom(X,F2)) de End(hhom(X)) dans cet anneau correspond donc à

une partition P de {0, . . . , d}, et tout idempotent de End(hhom(X,F2)) se relève en

un idempotent de End(hhom(X)), unique puisque cette algèbre est commutative.

Explicitement, soit I une partie de {0, . . . , d} telle que la correspondance πI :=∑
i∈I πi soit définie sur F : alors les I minimaux forment la partition en question. En

appliquant le corollaire 10.14, on obtient que les (πI)I∈P se relèvent en des projecteurs

orthogonaux π̃I de somme 1 dans End(h(X)), de manière unique à conjugaison près.

En particulier, les π̃I définissent une décomposition

h(X) '
⊕
I∈P

N(I)

en somme directe de motifs indécomposables, unique à isomorphisme près. On a

N(I)F '
⊕
i∈I

L⊗i.

Vishik note N 7→ Λ(N) la bijection inverse de I 7→ N(I) : il appelle Λ(N) le support

du facteur direct indécomposable N .
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Énonçons une partie de ce qui précède :

Proposition 11.1. — Supposons d impair. Alors l’algèbre End(hhom(X,F2)) est

commutative et semi-simple. En particulier,

(i) Tout facteur direct indécomposable de hhom(X,F2) apparâıt avec multiplicité 1.

(ii) Si N,N ′ sont deux facteurs directs indécomposables non isomorphes de

hhom(X,F2), on a Hom(N,N ′) = 0.

11.1.2. Le cas de dimension paire. — Le premier résultat difficile de Vishik est que

la description précédente s’étend (essentiellement) au cas pair.

Théorème 11.2. — Soit X une quadrique non hyperbolique de dimension paire d.

Alors

(a) Le radical de End(hhom(X,F2)) est engendré par θ := 1−τ , où τ est (le graphe

d’)une réflexion quelconque.

(b) L’algèbre quotient est commutative.

(c) Tout système d’idempotents orthogonaux de somme 1 de End(hhom(X,F2)) se

relève dans End(hhom(X)), de manière unique à conjugaison près.

En particulier, tout facteur direct indécomposable de h(X) apparâıt avec multipli-

cité 1.

Ce théorème est (essentiellement) le contenu de [63, Sublemma 5.11]. Voici une

démonstration de (a) et (b) : d’après (10.5), End(h(X)) est une sous-algèbre de

d∏

i=0

End(CHi(X)/2) =
∏

i6=d/2

F2 ×M2(F2).

L’image de θ dans cette algèbre est nulle dans chaque facteur F2, et vaut θ =
(

1 1
1 1

)

dans M2(F2) (lemme 10.17).

Comme X n’est pas hyperbolique, tous les éléments de CHd/2(X)/2 sont de degré

pair (cf. remarques suivant (10.7)). En particulier, pour tout ψ ∈ End(h(X)), ψ(hd/2)

est de degré pair ; autrement dit, si
(

a b
c d

)
est l’image de ψ dans M2(F2), on a a+ b+

c+ d = 0. Notons A la sous-algèbre de M2(F2) définie par cette condition.

Lemme 11.3 (Vishik). — Pour x ∈ A, soit x, soit x+ θ est idempotent.

Ce lemme entrâıne que soit ψ, soit ψ + θ est idempotent. Pour conclure la preuve

de (a) et (b), il suffit de montrer que θ est dans le radical de End(h(X)) : mais il est

clair que θ est de carré nul et que son produit avec toute matrice de A est un multiple

de θ.

Quant à (c), il n’apparâıt pas sous cette forme dans [63], mais voici une manière

de le déduire des calculs qui y sont faits. Tout d’abord, l’énoncé de (c) est vrai pour
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l’homomorphisme End(h(X)) → End(h(X,F2)) (vérification facile) ; ceci implique (c)

au cas ou l’on a

(11.1) 2 End(h(X)) ⊂ End(hhom(X)).

Lemme 11.4. — (11.1) est vrai dans les cas suivants :

(i) End(hhom(X)) contient un élément ψ tel que tr(ψ | CHd/2(X)) soit impair.

(ii) Le groupe de Galois absolu GF opère non trivialement sur CH∗(X) (c’est-à-dire

sur CHd/2(X)).

Démonstration. — (i) est [63, sublemma 5.7] : nous renvoyons à loc. cit. pour la dé-

monstration, très technique. (ii) Si l’action de GF n’est pas triviale, GF permute

l1 et l2, donc opère comme O(q) ; alors EndGF
(CHd/2(X)) = Z ⊕ Zθ et (11.1) est

vérifié.

Déduisons-en (c) : le cas intéressant est celui où la condition du lemme 11.4 n’est

pas vérifiée. Soit ε ∈ End(hhom(X,F2)) un idempotent. L’hypothèse implique que la

trace de ε opérant sur CHd/2(X)/2 est égale à 0. Donc ε opère sur ce groupe comme 0

ou l’identité. Quitte à le remplacer par 1−ε, on peut supposer qu’il opère trivialement.

Or X est déployée par une extension multiquadratique de F : il existe donc un entier s

tel que 2s End(h(X))GF = 2s End(h(X)) ⊂ End(hhom(X)).

Soit As l’image de End(hhom(X)) dans End(h(X))/2s. Comme le noyau de As →

End(hhom(X,F2)) est nilpotent, ε se relève en un idempotent εs ∈ As, dont l’ac-

tion sur CHd/2(X)/2s est nécessairement triviale. Par conséquent, l’image de εs dans

End(h(X))/2s se relève en un idempotent ε de End(h(X)), et on a automatiquement

ε ∈ End(hhom(X)).

Pour compléter cette description, il faut encore étudier les homomorphismes entre

facteurs directs indécomposables. Notons π1
d/2 et π2

d/2 les deux idempotents de A de

somme 1 (voir la définition de A juste avant le lemme 11.3)

π1
d/2 =

(
1 1

0 0

)
, π2

d/2 =

(
0 1

0 1

)
.

On a

π1
d/2θ = 0, π2

d/2θ = θ, θπ1
d/2 = θ, θπ2

d/2 = 0.

Deux cas se présentent donc :

Proposition 11.5

(a) Supposons que, dans End(h(X))/〈θ〉, un idempotent indécomposable ε

contienne π1
d/2 + π2

d/2. Alors, si Nε est le facteur direct correspondant de h(X),

on a End(Nε) = F2 ⊕ F2εθε. Pour tout autre facteur direct indécomposable N ,

on a End(N) = F2, et Hom(N,N ′) = 0 si N et N ′ sont deux facteurs directs

indécomposables non isomorphes.
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(b) Supposons que, dans End(h(X))/〈θ〉, un idempotent indécomposable ε1
contienne π1

d/2 et qu’un autre idempotent indécomposable ε2 contienne π2
d/2. Soient

N1 et N2 les facteurs directs de h(X) correspondants. Alors, pour tout facteur direct

indécomposable N de h(X), on a End(N) = F2. Si N,N ′ sont deux facteurs directs

indécomposables non isomorphes, on a Hom(N,N ′) = 0, sauf si (N,N ′) = (N1, N2)

auquel cas Hom(N1, N2) = π2
d/2θπ

1
d/2F2 6= 0.

Remarque 11.6. — Comme me l’a fait observer Vishik, il est facile de donner un

exemple de deux facteurs directs indécomposables M,N de motifs de quadriques (dif-

férentes) tels que dimHom(M,N) > 3 dans Mothom(F,F2)hmg : prenons une forme

quadratique q de dimension d + 2 avec d > 5, de quadrique associée X , telle que

N = hhom(X,F2) soit indécomposable (par exemple q générique). On voit facilement

que Im(CH2(X ×X) → CH2(X ×X)/2 a pour base (h2 × 1, h× h, 1 × h2) où h est

une section hyperplane. Mais

Hom(N(d− 2), N) = Hom(N(d− 2), N∨(d)) = Hom(N ⊗N,L2)

est égal à ce groupe. (Noter que N(d − 2) est facteur direct de h(Y ), où Y est la

quadrique définie par q ⊥ (d− 2)H, cf. (10.8).)

11.1.3. Les diagrammes de Vishik. — On a vu en 11.1.1 que, si la dimension d de

la quadrique X est impaire, les facteurs directs indécomposables de h(X) sont en

bijection avec une certaine partition de l’ensemble des motifs de Tate intervenant dans

H(h(X)), qui peut être identifié à {0, . . . , d}. Lorsque d est pair, le même énoncé est

vrai d’après 11.1.2, mais on ne peut plus identifier cet ensemble à un ensemble d’entiers

puisque Ld/2 intervient avec multiplicité 2. En fait, comme le remarque Vishik, ces

deux facteurs sont dissymétriques. Plus précisément, il fait le choix suivant :

πup = l1 × (l1 + l2)

πlo = πd/2 − πup (cf. (10.12)).

(Ainsi, πup opère comme π2
d/2 sur CH2(X)/2 si d ≡ 2 (mod 4) et comme π2

d/2 + θ

si d ≡ 0 (mod 4).) Il note Lup et Llo les deux facteurs directs correspondants : la

restriction de degX à CHd/2(L
up) (cf. 11.1.4) est nulle tandis que sa restriction à

CHd/2(Llo) est non nulle. Il note Λ(X) l’ensemble de ces motifs de Tate : ainsi, pour

tout facteur direct M de h(X), on peut identifier l’ensemble Λ(M) des motifs de Tate

intervenant dans H(X) à un sous-ensemble de Λ(X), et M est déterminé par Λ(M)

à isomorphisme près. Énonçons ceci explicitement, pour référence ultérieure :

Proposition 11.7. — Soient N,N ′ deux facteurs directs du motif d’une même qua-

drique. Si Λ(N) ∩ Λ(N ′) 6= ∅, alors N ' N ′.

Pour représenter la décomposition de h(X) en facteurs directs indécomposables,

Vishik dessine des diagrammes fondés sur cette description. Ainsi, voici un diagramme
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représentant la décomposition motivique d’une quadrique définie par une 3-forme de

Pfister :
•

• • • • • •

•

11.1.4. Le caractère de Vishik. — Vishik a introduit un critère très pratique pour

démontrer un isomorphisme entre motifs indécomposables :

Définition 11.8. — Soit X une quadrique. On note degX l’homomorphisme

degX : CH∗(X)/2 −→ F2

prenant la valeur 1 sur tous les générateurs apparaissant dans (10.10). C’est le ca-

ractère de Vishik.

On a le lemme trivial suivant :

Lemme 11.9. — Si dimX est paire, degX ◦θ = 0, où θ est comme dans le théorème

11.2.

On en déduit :

Théorème 11.10 ([63, th. 3.8]). — Soient X1, X2 deux quadriques et a1, a2 deux en-

tiers > 0. Soient α : h(X1)(a1) → h(X2)(a2) et β : h(X2)(a2) → h(X1)(a1) deux

morphismes de Mot(F,F2), et soit r > 0 tels que (degX1
◦β ◦α)|CHr(X1)/2 6= 0. Alors

il existe des facteurs directs indécomposables N1 et N2 de h(X1)(a1) et h(X2)(a2),

isomorphes, tels que Lr ∈ Λ(N1) et Lr ∈ Λ(N2).

Démonstration. — Tout d’abord, on peut se ramener à a1 = a2 = 0 en remplacant

X1 et X2 par X ′
1 et X ′

2, où X ′
i est d’équation aiH ⊥ qi si Xi est d’équation qi

(cf. (10.8)). Choisissons maintenant des décompositions en somme de facteurs directs

indécomposables

h(X1) '
⊕
s∈S

N1
s , h(X2) '

⊕
t∈T

N2
t .

Travaillons dans Mothom(F,F2)hmg. Sur les décompositions ci-dessus, les mor-

phismes Π(α) et Π(β) ont des écritures matricielles (αst) et (βts) (voir (10.6) pour

se rappeler la définition des foncteurs H et Π). De même, Π(β ◦ α) a une écriture

matricielle ((β ◦ α)ss′ ). De plus, la proposition 11.5 implique que, modulo θ si dimX

est paire, cette matrice est diagonale. L’hypothèse et le lemme 11.9 impliquent donc

qu’il existe s0 tel que

(β ◦ α)s0s0 =
∑

t∈T

βts0αs0t ≡ 1 (mod 〈θ〉).

Par conséquent, il existe aussi un t0 tel que βt0s0αs0t0 ≡ 1 (mod 〈θ〉). Soient N1 =

N1
s0

et N2 = N2
t0 : le corollaire 10.15 (b) implique que N1 ' N2. De plus, l’hypothèse

implique immédiatement que Lr ∈ Λ(N1) et Lr ∈ Λ(N2).
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11.2. Premières applications

Définition 11.11. — Pour toute quadrique anisotrope X, on note N0(X) l’unique

facteur direct indécomposable de h(X) tel que 1 ∈ Λ(N0(X)) : c’est le motif initial

de X.

Théorème 11.12. — Soient X,Y deux quadriques anisotropes. Alors X ≈ Y ⇔

N0(X) ' N0(Y ).

L’implication ⇒ est le corollaire 3.9 de [63]. Voici la démonstration de Vishik :

choisissons un point rationnel p ∈ Y (F (X)) et un point rationnel q ∈ X(F (Y )). Alors

p et q correspondent à des appplications rationnelles p : X  Y et q : Y  X .

Soient α : h(X) → h(Y ) et β : h(Y ) → h(X) les correspondances données respective-

ment par (l’adhérence du) graphe de p et de q. Il est immédiat que la condition du

théorème 11.10 est vérifiée avec r = 0.

Je n’ai pas trouvé l’implication ⇐ dans [63], mais sa démonstration est facile : soit

ϕ : N0(X) → N0(Y ) un isomorphisme. Il induit un morphisme

h(X) −→ N0(X)
ϕ

−−→ N0(Y ) −→ h(Y )

qui induit évidemment un isomorphisme CH0(X)
∼
−→ CH0(Y ). Par le théorème 3.2,

tout point rationnel de X (sur une extension de F ) fournit un point rationnel de Y ,

donc X 4 Y , et de même Y 4 X .

Théorème 11.13. — Soit X une quadrique anisotrope. Alors h(X) contient

i1(X)−1⊕
i=0

N0(X)(i)

en facteur direct (cf. la définition 6.1 pour se rappeler la définition de i1(X)).

C’est le corollaire 3.10 de [63]. Vishik le démontre ainsi : comme les N0(X)(i)

sont visiblement deux à deux non isomorphes, il suffit de montrer que chacun est

facteur direct de h(X). Fixons i < i1(X). Dans XF (X), choisissons un sous-espace

projectif L de dimension i. Son adhérence dans X × X définit une correspondance

α : h(X)(i) → h(X). D’autre part, considérons une section plane de codimension i

de X , et plongeons-la diagonalement dans X × X : cela définit une correspondance

β : h(X) → h(X)(i). Il est alors facile de voir que la condition du théorème 11.10 est

vérifiée avec r = i.

11.3. Le motif de Rost

Théorème 11.14. — Soit ϕ une n-forme de Pfister anisotrope, et soit X = Xϕ la

quadrique associée. Alors il existe un unique motif M = Mϕ tel que

(i) MF ' 1⊕ L⊗(2n−1−1) ;

(ii) h(X) '
⊕2n−1−1

i=0 M(i).
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Ce théorème est dû à Rost [53]. Le motif Mϕ est appelé le motif de Rost associé

à ϕ : il joue un rôle clé dans la démonstration par Voevodsky de la conjecture de

Milnor (cf. [30, §8.1]).

Voici comment Vishik le déduit du théorème 11.13 : nous allons voir que Mϕ =

N0(Xϕ). Partons de ce dernier motif (noté N pour simplifier). Comme i1(Xϕ) = 2n−1,

h(Xϕ) contient

M =
2n−1−1⊕

i=0

N(i)

en facteur direct. D’autre part, le lemme 10.5 implique que H(N) contient au moins

deux motifs de Tate. En comptant, on voit successivement que

– le nombre de motifs de Tate intervenant dans M est > le nombre de motifs de

Tate intervenant dans h(X) ;

– M = h(X) ;

– H(N) contient exactement deux motifs de Tate ;

– le motif de Tate 6= 1 intervenant dans H(N) est nécessairement L2n−1−1.

On a le complément suivant :

Lemme 11.15. — Posons d = 2n − 2 = dimX. Alors le facteur Ld/2 contenu dans

Λ(Mϕ) est Lup.

C’est le point clé du contenu de [63, §5.7] (démonstration de la proposi-

tion 4.8). Le raisonnement de Vishik est le suivant : Λ(Mϕ(d/2)) contient Ld,

donc CHd(H(Mϕ(d/2))) = CHd(X) = CH0(X), dont le générateur est évidemment

défini sur le corps de base. Il en est donc de même pour le générateur de

CHd/2(H(Mϕ)) = CHd(H(Mϕ(d/2))). Comme X n’est pas hyperbolique, ce géné-

rateur est nécessairement hd/2, et donc degX(CHd/2(H(Mϕ))) = 0.

Avant d’énoncer un corollaire, donnons une définition :

Définition 11.16. — Soit N un facteur direct de h(X). On note :

– a(N) le plus petit entier a tel que La ∈ Λ(N).

– b(N) le plus grand entier b tel que Lb ∈ Λ(N).

– t(N) = b(N) − a(N) (c’est la taille de N).

Corollaire 11.17. — Soit X une quadrique anisotrope de dimension d. Soit

a < i1(X), et soit N un facteur direct indécomposable de h(X) tel que La ∈ Λ(N).

Si a < d/2, on a N ' N0(X)(a). Si a = d/2, on a N ' N0(X)(a) ou N ' N0(X)

selon que La = Llo ou que La = Lup.

Cet énoncé recouvre le contenu de [63, §5.7]. Pour le démontrer, rappelons que

N0(X)(a) est facteur direct de h(X) d’après le théorème 11.13. Si a < d/2, Λ(N) ∩

Λ(N0(X)(a)) 6= ∅, d’où l’assertion. Supposons maintenant a = d/2. Alors d/2 <

i1(X), donc d’après la proposition 6.6, X est définie par une forme de Pfister. D’après

le théorème 11.14, h(X) contient exactement deux motifs indécomposables N ′ tels
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que Ld/2 ∈ Λ(N ′), à savoir N ′ = N0(X) et N ′ = N0(X)(d/2). L’énoncé résulte donc

du lemme 11.15.

11.4. La taille du motif initial

Théorème 11.18. — Soit X une quadrique anisotrope. Alors :

(a) t(N0(X)) = dimes(X).

(b) N0(X) ' N0(X)∨(dimes(X)).

La première partie de ce théorème est le corollaire 4.7 de [63] ; la deuxième partie

est un cas particulier du théorème 4.19 de loc. cit. La démonstration se fait en deux

étapes :

(1) Le cas i1(X) = 1.

(2) Réduction au cas (1).

Pour l’étape (1), nous proposons la démonstration suivante, différente de celle de

Vishik : posons N = N0(X) et K = F (X). D’après (10.7), on a

h(X)K ' 1⊕ h(X1)(1) ⊕ Ld

où X1 est la quadrique anisotrope définie par q1. On a aussi

NK ' 1 ⊕N ′.

D’autre part,

δ(N) = δ(NK) = 1 + δ(N ′)

est pair (lemme 10.5), donc δ(N ′) est impair. En réappliquant le lemme 10.5, il en

résulte que N ′ n’est pas facteur direct de h(X1)(1). Mais alors on a forcément Ld ∈

Λ(N), ce qui démontre (a).

Pour (b), on observe que N∨(d) est facteur direct de h(X)∨(d) ' h(X) et que,

d’après (a), Λ(N) ∩ Λ(N∨(d)) 6= ∅ et on conclut par la proposition 11.7.

L’étape (2) est une méthode devenue classique dans le sujet. Il y a plusieurs

manières de faire cette réduction : dans [25, dém. du lemme 7.9], Izhboldin utilise

une technique générique. Vishik, pour sa part, démontre que X contient une sous-

quadrique Y telle que X ≈ Y et i1(Y ) = 1 [63, sublemma 5.25]. Si i1(X) = 1, il

n’y a rien à démontrer. Supposons que i1(X) > 1. Alors toute sous-quadrique Z de

codimension 1 est stablement birationnellement équivalente à X (lemme 7.1 (c)) et

on s’en tire par récurrence sur d = dimX .

Le théorème 11.12 montre maintenant que N0(X) ' N0(Y ). D’après le théo-

rème 11.13, N0(X)(i1(X) − 1) est facteur direct de h(X), ce qui implique a priori

que b = b(N0(X)) 6 dimes(X). Pour montrer l’inégalité inverse, Vishik observe que le

lemme 10.6 implique d’abord que b > d/2, puis que b > d− i1(X) parce que NF (X),

et donc h(X)F (X), contient un facteur direct isomorphe à Lb.

Le corollaire 8.4 découle immédiatement des théorèmes 11.12 et 11.18. On déduit

aussi du théorème 11.18 le corollaire suivant, dû à Karpenko [35, th. 6.4] :
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Corollaire 11.19. — Soit α une correspondance de X vers elle-même, où X est

une quadrique anisotrope telle que i1(X) = 1. Alors µ(α) ≡ µ(αt) (mod 2), où αt est

la correspondance transposée et µ est la multiplicité (cf. 10.6).

Démonstration. — Soit π le projecteur définissant N0(X) : on a µ(π) = 1 (cf. fin

de 10.6). On a donc par 10.6 (2)

µ(α) = µ(παπ).

Le théorème 11.18 implique en particulier que π = πt. On a donc

(παπ)t = παtπ.

Rappelons que End(N0(X)) = F2 ou F2 ⊕ F2θ, où θ = 1 − τ ∈ End(h(X))

est l’élément du théorème 11.2 (proposition 11.5). Soit A = End(N0(X)) dans le

premier cas et A = End(N0(X))/〈θ〉 dans le second. Remarquons que θt = θ, donc la

transposition induit une involution de A ' F2, et cette involution est nécessairement

l’identité. Ainsi

(παπ)t = παπ dans A.

D’autre part, µ(θ) = µ(1) − µ(τ∗) = 0 par 10.6 (4). On obtient donc finalement,

modulo 2 :

µ(α) = µ(παπ) = µ((παπ)t) = µ(παtπ) = µ(αt)

comme demandé.

11.5. Motifs supérieurs

Soit X une quadrique anisotrope de dimension d, d’équation q = 0, et soit

(i1, . . . , ih) sa suite de déploiement (définition 6.1). Pour 0 6 r 6 h, posons également

Ir =

r∑

t=1

it.

Ainsi Ir est l’indice de Witt de qFr
(voir encore définition 6.1).

Théorème 11.20. — Soit r ∈ [0, h[. Supposons qu’il existe un facteur direct indé-

composable N de h(X) tel que a(N) ∈ [Ir , Ir+1[. Alors :

(a) Pour tout j ∈ [Ir, Ir+1[, N(j − a(N)) est facteur direct de h(X).

(b) On a t(N) = dimes(Xr).

(c) On a N ' N∨(2a(N) − dimes(Xr)).

Ce théorème est équivalent à [63, th. 4.13 et cor. 4.14]. Pour démontrer (a), Vishik

distingue deux cas : j > a(N) et j 6 a(N). Dans le premier, la démonstration est

analogue à celle du théorème 11.13 ([63, §5.8] ; il utilise les motifs des grassmanniennes

quadratiques du §6.2). Ensuite, il ramène le deuxième au premier par dualité.

Nous proposons la démonstration suivante de (b), un peu différente de celle de

Vishik : dans le cas r = 0, c’est déjà connu (théorème 11.13, corollaire 11.17, théo-

rème 11.18). À partir de là, on procède par récurrence sur r de la manière suivante.
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Lemme 11.21 (cf. [63, sublemma 5.29]). — b(N) 6 d− Ir.

En effet, supposons le contraire. Alors a(N∨(d)) = d − b(N) < ir. Observons que

N∨(d) est facteur direct (indécomposable) de h(X)∨(d) ' h(X). Par récurrence, on a

t(N) = t(N∨(d)) = dimes(Xs) = d− Is + 1

pour un s < r. Mais alors

b(N) = a(N) + d− Is + 1 > d+ Ir − Is + 1 > d+ 1

ce qui est impossible.

Le lemme 11.21 implique que NFr
est un facteur direct de h(Xr)(Ir). Par consé-

quent, N ′ = NFr
(−Ir) est facteur direct de h(Xr), et a(N ′) < i1(Xr). Il résulte

du corollaire 11.17 que N ′ contient N0(Xr)(a(N
′)) en facteur direct, et d’après le

théorème 11.18 que

t(N) = t(N ′) > dimes(Xr).

Grâce à la partie (a) du théorème 11.20, on peut supposer que a(N) = Ir+1 − 1.

Alors t(N) > dimes(Xr) ⇒ b(N) > Ir+1+dim(Xr)−ir+1 = d−Ir, donc b(N) = d−Ir
grâce au lemme 11.21, d’où (b). Enfin, pour (c), on remarque que d−b(N) ∈ [Ir, Ir+1[

et on applique la proposition 11.7.

Corollaire 11.22. — Pour N comme dans le théorème 11.20, on a b(N) > d/2.

En effet, on a

b(N) = a(N) + t(N) > Ir + dimesXr = Ir + d− 2Ir − ir+1 + 1 = d− Ir+1 + 1

et cet entier est toujours > d/2.

Le corollaire 11.22 implique par dualité que a(N) 6 d/2 pour tout facteur direct

indécomposable N de h(X) : ainsi le théorème 11.20 décrit tous ces facteurs directs.

En particulier :

Corollaire 11.23 ([63, th. 4.19]). — Tout facteur direct indécomposable N du mo-

tif d’une quadrique est polarisable : il existe un entier r tel que N∨ ' N(r).

On en déduit :

Corollaire 11.24. — Soient N,N ′ deux facteurs directs indécomposables de mo-

tifs de quadriques et soit f : N → N ′ un morphisme. Supposons que fK soit un

isomorphisme, où K/F est une extension. Alors f est un isomorphisme.

Démonstration. — En tenant compte du corollaire 11.23, c’est la même que celle

du corollaire 10.15 (c) (on observe d’abord que, nécessairement, a(N) = a(N ′) et

b(N) = b(N ′)).
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Remarque 11.25. — Vishik m’a donné un exemple où, bien que t(N) = dimes(Xr)

dans le théorème 11.20, NFr
n’est pas isomorphe à un twist de N0(Xr) : il prend

une sous-forme q de codimension 1 d’une forme p de dimension 12 telle que p ∈ I3F .

Si X est la quadrique correspondante (de dimension 9), on a h(X) = N0(X) ⊕ N

où N est indécomposable (avec Λ(N) = {L,L3, L6, L8}). Mais q1 est une voisine de

Pfister (ce résulat est dû à Izhboldin), donc N0(X1) est un motif binaire d’après le

théorème 11.14, ce qui montre que NF1 est décomposable. cf. [63, p. 77].

11.6. Équivalence motivique

Théorème 11.26. — Soient q, p deux formes quadratiques, m,n > 0 et X,Y les qua-

driques associées. Supposons que, pour toute extension K/F , les conditions i(pK) > n

et i(qK) > m soient équivalentes. Supposons que h(Y ) admette un facteur direct indé-

composable N tel que a(N) = n. Alors h(X) admet N(m− n) comme facteur direct.

C’est le théorème 4.17 de [63]. Sa preuve est dans [63, §5.9] : c’est une généralisa-

tion de celle de l’implication ⇒ dans le théorème 11.12, qui repose également sur le

théorème 11.10 et utilise les grassmanniennes quadratiques. En voici deux corollaires :

Corollaire 11.27. — Soit X une quadrique anisotrope, et soit r ∈ [0, h[ où h est

la hauteur de X. On prend les notations de la définition 6.1. Supposons qu’il existe

une quadrique anisotrope Y telle que Y ≈ X(r+1), où X(r+1) est une grassmannienne

quadratique de corps des fonctions équivalent à Fr+1 (cf. § 6.2). Alors l’hypothèse du

théorème 11.20 est vérifiée.

C’est le cas particulier n = 0 du théorème 11.26.

Corollaire 11.28 (Équivalence motivique). — Soient X,Y deux quadriques aniso-

tropes de la même dimension. Alors h(X) ' h(Y ) si et seulement si i(XK) = i(YK)

pour toute extension K/F .

C’est l’un des plus beaux résultats de Vishik, le théorème 4.18 de [63]. La néces-

sité résulte facilement du théorème 11.26 ; pour la suffisance, Vishik remarque sim-

plement que le motif de X (ou celui de Y ) « code » les indices de Witt supérieurs

(cf. lemme 10.6).

Izhboldin a remarqué :

Proposition 11.29 ([24, cor. 2.9]). — Si dans le corollaire 11.28 la dimension com-

mune de X et Y est impaire, alors ses deux conditions équivalentes équivalent encore

à X ' Y .

En effet, choisissons deux équations q, q′ de X et Y . Quitte à multiplier q′ par

un scalaire, on peut supposer que q ⊥ −q′ ∈ I2F (lemme 4.4). Par hypothèse, le

corps F1 = F (q) est un corps d’isotropie générique commun à q et q′. Par récurrence

sur la hauteur commune de q et q′, on peut supposer que q1 ' q′1 ; autrement dit,
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(q ⊥ −q′)F1 ∼ 0. En appliquant le théorème 6.12 de Fitzgerald (ou la version plus

faible obtenue plus élémentairement par Izhboldin dans [24, cor. 1.2]), on en déduit

que q ⊥ −q′ est soit hyperbolique, soit semblable à une forme de Pfister. Mais le

deuxième cas est impossible puisque dim q = dim q′ est impaire.

11.7. La taille d’un motif binaire

Définition 11.30. — Un motif N ∈ Mot(F )tate est binaire si H(N) est de la forme

La ⊕ Lb.

Le théorème suivant est l’un des résultats les plus profonds de Vishik :

Théorème 11.31 ([63, th. 4.20]). — Soit N un motif binaire, facteur direct du motif

d’une quadrique anisotrope X. Alors t(N) est de la forme 2n − 1.

Sa démonstration originelle [61, dém. de Statement 6.1] utilise les opérations de

Steenrod motiviques de Voevodsky : elle est reproduite dans [26, th. 6.1]. Plus récem-

ment, Karpenko et Merkurjev ont donné dans [39] une démonstration n’utilisant que

les opérations construites par Brosnan (cf. 10.7).

Remarque 11.32. — Vishik prouve plus : si dimesX = 2n − 1 (cas auquel on peut

toujours se ramener), alors Ker(Hn+1(F,Z/2) → Hn+1(F (X),Z/2)) 6= 0. Karpenko

et Merkurjev ne retrouvent pas ce complément. Il est directement lié à la conjecture

ci-dessous (cf. [31, « conjecture » énoncée après le corollaire 2 de l’introduction] : cette

conjecture prédit que le noyau précédent est engendré par un symbole (a1, . . . , an+1)).

Pour des compléments là-dessus, nous renvoyons à l’article [26] d’Izhboldin et Vishik.

Conjecture 11.33. — Soit N un facteur direct indécomposable binaire du motif

d’une quadrique, de taille 2n − 1. Alors il existe une (n+ 1)-forme de Pfister ϕ telle

que N soit de la forme N0(Xϕ)(a).

C’est la conjecture 4.21 de [63], cf. aussi [36, conj. 1.6] : elle implique que, si tous

les facteurs indécomposables de h(X) sont binaires, la quadrique anisotrope X est

définie par une forme excellente. Elle est connue pour n 6 2 (facilement) et pour

n = 3 (Karpenko [36]).

11.8. Compléments sur le motif initial

Soit X une quadrique anisotrope. La proposition 11.7 montre que les termes de

Λ(N0(X)) contrôlent dans une certaine mesure quels motifs supérieurs interviennent

dans le théorème 11.20, et présentent donc une interaction avec la suite de déploiement

de X . Vishik a explicité cette observation dans un certain nombre de théorèmes.

Notation 11.34. — Gardons les notations du théorème 11.20. Soit r ∈ ]1, h]. On note

Λr(X) = {n ∈ [Ir, Ir+1[ | L
n ∈ Λ(N0(X))}.

(Vishik emploie le terme r-th shell pour désigner l’ensemble [Ir , Ir+1[.)
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Théorème 11.35

(a) Soit r ∈ ]1, h]. Si ir < i1, alors Λr(X) = ∅.

(b) Si i2 n’est pas divisible par i1, alors Λ2(X) = ∅.

Théorème 11.36. — Supposons que Λr(X) = ∅ pour tout r > 0. Alors N0(X) est

binaire.

Théorème 11.37. — Supposons que h(X1) '
⊕i2−1

l=0 N0(X1)(l) (on pourrait dire que

h(X1) est engendré par N0(X1)). Alors soit h(X) '
⊕i1−1

l=0 N0(X)(l), soit N0(X) est

binaire (les deux cas étant possibles simultanément).

Ce sont respectivement les théorèmes 7.7, 7.8 et 7.9 de [63] : ils se démontrent par

des arguments de comptage. Nous renvoyons à [63, §7] pour les démonstrations, ou

laissons au lecteur le plaisir de les reconstituer à partir des résultats exposés précé-

demment. Nous leur ajoutons :

Théorème 11.38. — Supposons que, pour r ∈ [1, h], il existe un facteur direct indé-

composable N de h(X) tel que a(N) ∈ [Ir, Ir+1[. Alors tous les N0(Xr) sont binaires.

La démonstration est du même tonneau.

À tous ces résultats on peut bien sûr ajouter ceux sur la taille des motifs supérieurs

(théorème 11.18) et d’un motif binaire (théorème 11.31). Dans [63, §7], Vishik utilise

ceci en conjonction avec des théorèmes de structure d’autres auteurs pour déterminer

toutes les suites de déploiement possibles pour les formes de dimension paire 6 12 ou

impaire 6 21. (Hoffmann [22] avait auparavant traité le cas de toutes les formes de

dimension 6 10.)

12. QUELQUES DÉMONSTRATIONS

12.1. Démonstration du théorème 8.2

Cette démonstration n’utilise pas les opérations de Steenrod ni la théorie de Vi-

shik ; nous allons la simplifier très légèrement en utilisant cette théorie, ce qui nous

permet de considérer le corollaire 8.4 comme connu, cf. remarque juste avant le co-

rollaire 11.19, ainsi que ce dernier énoncé. Le corollaire 8.4 montre que l’énoncé du

théorème 8.2 est stablement birationnel en X , et la réciproque du lemme 6.5 nous

réduit alors au cas où i1(X) = 1, ce que font Karpenko et Merkurjev plus élémen-

tairement. Ils démontrent alors (1) et (2) simultanément par double récurrence sur

n = dimX + dim Y , le cas n = 0 étant trivial.

Soit α ∈ CHd(X × Y ) la correspondance donnée par le graphe Z de l’application

rationnelle X  Y déduite d’un point fermé de YF (X) de degré impair : alors µ(α)

est impair.
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Supposons d’abord dimX = dim Y =: d et démontrons (2) : nous allons en fait

montrer que µ(αt) est impair. Supposons le contraire, et soit x ∈ X un point de

degré 2 : quitte à modifier α par un multiple de x × Y , on peut alors supposer que

µ(αt) = 0. Comme deg : CH0(XF (Y )) → Z est injectif (théorème 3.2), cela implique

que α provient d’une correspondance α′ ∈ CHd(X × Y ′) avec Y ′ un fermé propre de

Y , et µ(α′) = µ(α) est impair. Choisissant un cycle représentant α′, on peut supposer

ce cycle irréductible et donc aussi Y ′. Mais dimY ′ < dimY = dimX , ce qui contredit

(1) par récurrence sur n.

Cette partie de la démonstration utilise seulement le fait que X est une quadrique,

mais pas encore l’hypothèse i1(X) = 1 ; elle va intervenir maintenant.

Démontrons maintenant (1). Supposons au contraire que dimY < dimX . Kar-

penko et Merkurjev se ramènent d’abord au cas où Z → Y est surjectif en remplaçant

Y par l’image de Z. Leur stratégie est alors la suivante :

(i) Produire une correspondance γ : Y → X de multiplicité impaire.

(ii) À l’aide de α et γ, fabriquer une correspondance δ : X → X telle que µ(δ) soit

impaire mais µ(δt) = 0, ce qui contredira le corollaire 11.19.

Pour (i), ils font intervenir une astuce : quitte à faire une extension transcen-

dante pure, ce qui ne change pas la situation, on peut supposer que X contient une

sous-quadrique X ′ de même dimension que Y et vérifiant encore i1(X) = 1 (cette

construction est due à Izhboldin ; nous y avons fait allusion au §11.4). Si ι : X ′ → X

est l’immersion fermée correspondante, ils prennent

γ = ι∗ι
∗(αt)

qui est bien de multiplicité impaire grâce à (2), par récurrence.

Pour (ii), comme dans la démonstration de (2) on peut « extraire » de γ une cor-

respondance γ′ de support T irréductible, tel que la projection T → Y soit surjective

de degré générique impair. Choisissons maintenant une variété propre S munie de

morphismes S → T, S → Z génériquement finis, le second étant de degré générique

impair (prendre pour S une composante irréductible convenable de T ×Y Z). Les deux

projections (passant par Z et par T ) S → X fournissent la correspondance δ cherchée

(on a µ(δt) = 0 parce que γ n’est pas dominante).

(Comme ils le remarquent, si Y est lisse il suffit de prendre la composée γ ◦ α ; on

s’en tire dans le cas général en approximant cette construction, parce que le problème

est birationnel.)

12.2. Démonstration du théorème 8.5

Cette démonstration utilise les opérations de Steenrod (plus précisément une opéra-

tion) et, implicitement, la théorie de Vishik, mais Karpenko exprime sa démonstration

en termes de cycles algébriques sans parler de motifs. Nous allons la résumer. Cela

donnera une idée de sa démonstration du théorème 8.6, qui est de la même eau mais

en plus compliqué.
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Karpenko raisonne par l’absurde en supposant qu’il existe une quadrique aniso-

trope X de dimension d telle que i1 := i1(X) > 2r, où r = v2(d − i1 + 2). Quitte

à prendre une section hyperplane itérée, on peut supposer i1 = 2r + 1 sans changer

d− i1 (réciproque du lemme 6.5). En particulier, on remarque que d est impair.

Posons

ei =

{
hi si i < d/2

ld−i si i > d/2

cf. (10.10). Dans CHd−2r

(X ×X)/2, tout cycle α s’écrit

α =

d∑

i=0

αie
i × ed−2r−i, αi ∈ F2.

Karpenko exhibe un cycle α, défini sur F , tel que αd−2r = 1 : pour cela il prend le

même cycle que Vishik dans la démonstration du théorème 11.13, à savoir l’adhérence

dans X × X d’un sous-espace projectif de dimension 2r de XF (X). Observant que

ei × ed−2r−i = hi × hd−2r−i est défini sur F pour d/2− 2r < i < d/2, il modifie α de

façon à assurer αi = 0 pour ces valeurs de i.

Comme 2r < i1 6 d/2, e2
r

est défini sur F . Le cycle β = α · (e0 × e2
r

) s’écrit∑
βie

i × ed−i, avec βi = αi pour i ∈ [0, d − 2r] : ceci résulte de la normalisation ci-

dessus et des formules (10.11). Considérant maintenant β comme une correspondance

de X vers lui-même, les théorèmes 11.13 et 11.18 impliquent

(12.1) βi = βd−i1+1+i = βd−2r+i pour i ∈ [0, 2r].

Comme on a évidemment βi = 0 pour i ∈ [d−2r +1, d], (12.1) implique que βi = 0

pour i ∈ [1, 2r], et donc que

(12.2) α1 = · · · = α2r = 0

(remarquer que 2r 6 d− 2r).

Karpenko considère maintenant la correspondance de degré 0 γ = S2r

(α). Il va

obtenir une contradiction en montrant par un calcul que (avec des notations analogues

aux précédentes) γd = 0, et par un autre calcul que γd = 1.

Pour le premier calcul, en réappliquant (12.1), il suffit de montrer que γ2r = 0 :

mais cela découle trivialement de (12.2) en appliquant simplement les propriétés (2)

(formule de Cartan), (3) (pour n = 0) et (4) des opérations de Steenrod (§10.7). Pour

le second calcul, l’égalité αd−2r = 1 (qui n’a pas encore été utilisée !) implique que

S2r

(ed−2r

×e0) = γd(e
d×e0), et donc que S2r

(ed−2r

) = γde
d ou encore S2r

(l2r ) = γdl0.

Mais en appliquant (10.13), on obtient

S2d

(l2r ) =

(
d− 2r + 1

2r

)
l0

et

(
d− 2r + 1

2r

)
est impair.
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