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LA THÉORIE DE L'HOMOTOPIE DE GROTHENDIECK 

Georges Maltsiniotis 

Resume. — Le but de ce livre est d'exposer la tres belle theorie de l'homotopie 
developpee par Grothendieck dans « A la poursuite des champs » . II s'agit 
de caracteriser les categories de prefaisceaux qui permettent de modeliser les 
types d'homotopie, generalisant ainsi la theorie des ensembles simpliciaux. Les 
criteres degages par Grothendieck montrent que de telles categories, appelees des 
modelisateurs elementaires, abondent. On expose une construction categorique des 
extensions de Kan homotopiques a gauche, generalisant une construction des colimites 
homotopiques par Thomason. On etudie deux classes remarquables de foncteurs, les 
foncteurs propres et les foncteurs lisses, notions duales l'une de F autre. Ces foncteurs 
sont caracterises par des proprietes cohomologiques, inspirees des theoremes de 
changement de base propre ou lisse, en geometrie algebrique. 

Abstract (Grothendieck's homotopy theory). — The aim of this book is to explain 
the very beautiful homotopy theory developed by Grothendieck in "Pursuing Stacks". 
The question is to characterize categories of presheaves that modelize homotopy types, 
thus generalizing the theory of simplicial sets. The criteria discovered by Grothendieck 
show that there are pretty many such categories, called elementary modelizers. We 
describe a categorical construction of left homotopy Kan extensions, generalizing a 
construction of homotopy colimits by Thomason. We study two remarkable classes 
of functors, proper and smooth functors, these two notions being mutually dual. 
These functors are characterized by cohomological properties inspired by the proper 
or smooth base change theorem in algebraic geometry. 

© As te r i sque 3 0 1 , S M F 2005 
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PRÉFACE 

Le but de ce livre est de rendre accessible la tres belle theorie de l'homotopie de 
Grothendieck, telle qu'elle est developpee dans « Pursuing Stacks » ( « A la poursuite 
des champs » ) . Son origine est une suite d'exposes que j 'a i faits au groupe de travail 
« Algebre et topologie homotopiques » a l'lnstitut de Mathematiques de Jussieu. Les 
idees, notions, propositions, theoremes, et demonstrations de ce travail sont fortement 
inspires par le texte de Grothendieck. Neanmoins, un travail tres important de de-
blayage, et de mise au point a ete necessaire. Dans un prochain volume d'Asterisque, 
qui peut etre considere comme la suite de cet ouvrage, Denis-Charles Cisinski prouve 
deux conjectures enoncees par Grothendieck, et poursuit le developpement de la theo
rie. II utilise pour cela les resultats de Grothendieck exposes dans le present volume, et 
les techniques recentes de localisation des categories de modeles de Quillen. II s'inspire 
aussi grandement de la theorie des derivateurs de Grothendieck, meme si ce concept 
n'est pas explicitement utilise. 

La lecture de ce livre ne remplace evidemment pas celle de « Pursuing Stacks » . 
Son ambition est de rendre cette derniere plus facile, en donnant une exposition plus 
systematique (et plus « bourbachique » ) des idees de Grothendieck. Tous les sujets 
traites dans « la poursuite » ne sont pas couverts par ces notes. En particulier, il n'est 
pas fait mention d'infini-groupoi'des, ni d'abelianisation, ou schematisation des types 
d'homotopie, et l'aspect toposique n'est considere que dans l'introduction. En outre, 
la structure de journal « intime » mathematique, qui fait de « Pursuing Stacks » une 
lecture passionnante, pleine de surprises, et precieuse pour la comprehension de la 
genese des concepts, est perdue. 

Je voudrais remercier Alain Bruguieres, Albert Burroni, Bruno Kahn, Bernhard 
Keller et Fabien Morel pour les innombrables discussions que j 'a i eues avec eux, ainsi 
que tous les participants du groupe de travail « du mercredi soir » . Je voudrais plus par-
ticulierement exprimer ma reconnaissance a Denis-Charles Cisinski pour notre longue 
et fructueuse collaboration autour de la these qu'il a preparee sous ma direction. Une 



2 P R E F A C E 

grande partie de ce livre a ete ecrite sur l'ile de Patmos. Je voudrais exprimer ma 
gratitude a la famille Vamvakos qui m'heberge sur cette ile, et m'epargne tout souci 
materiel. 

Patmos, Paris, Port-en-Bessin, 1997-2005 
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INTRODUCTION 

La categorie homotopique Hot 

La categorie homotopique Hot est definie classiquement comme etant la catego
rie dont les objets sont les CW-complexes, et les morphismes les classes d'homotopie 
d'applications continues entre CW-complexes. On demontre qu'on obtient une cate
gorie equivalente en localisant la categorie Top de tous les espaces topologiques et 
applications continues, relativement aux equivalences faibles topologiques. 

On rappelle que si M designe une categorie et W une partie de la classe F I ( M ) 
des fleches de M , il existe (quitte a eventuellement agrandir l'univers de base) une 
categorie W~lM (localisee de M relativement a W) et un foncteur 7 : M —> W~XM 
(foncteur de localisation) tel que pour tout w G W , 7 ( w ) soit un isomorphisme de 
M ^ - 1 M , et qui sont universels pour cette propriete. Autrement dit, pour tout foncteur 
F : M —> M' tel que pour tout w G W, F(w) soit inversible, il existe un unique 
foncteur F : W~XM —> M' tel que F = F 7 . 

M 
7 

W~lM 

F 
F 

M' 

La categorie W~lM est construite en inversant formellement les morphismes appar-
tenant a W. 

Si Ton note la partie de F\(Top) formee des equivalences faibles topologiques, 
autrement dit, des applications continues / : X —> Y telles que 

(a) 7 T o ( / ) : TTO(X) — > T T O ( ^ ) s°it une application bijective, 
(b) pour tout n ^ 1, et tout x G X , 7 r n ( / , x) : 7 r n ( X , x) —> irN(Y, f(x)) soit un 

isomorphisme de groupes, 

alors la categorie homotopique Hot est equivalente a la categorie W^Top. 
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La definition simpliciale 

La categorie homotopique peut etre egalement definie, a equivalence de categories 
pres, en termes d'ensembles simpliciaux. La categorie des ensembles simpliciaux est 
la categorie A des prefaisceaux (foncteurs contravariants a valeurs dans la categorie 
Ens des ensembles) sur la categorie A des simplexes, categorie dont les objets sont les 
ensembles 

Am = { 0 , 1 , . . . , m } , m G N , 

ordonnes par l'ordre naturel, et les morphismes les applications croissantes. Les sim
plexes topologiques standard 

4 ? = { K x l r . . x f n ) 6 R m + 1 
i=0 

xi = 1, xi > 0,0<i<m} 

forment un espace topologique cosimplicial ATop (foncteur covariant de A dans Top), 
en defmissant, pour tout morphisme cp : Am —> An de A , une application continue 

ATop • ATop v ATop 

par 

A^p(x^,xi,... ,xm) = (2/0,2/1, • ,2/n) , oil 2/j = 
<p(i)=j 

Xi , 0 ^ j ^ n . 

On en deduit un unique (a isomorphisme unique pres) couple de foncteurs adjoints 

I . I : A — > Top , S : Top — > A 

(le foncteur de realisation topologique, et le foncteur ensemble simplicial singulier) tel 
que la restriction de | . | a la categorie A (identinee a une sous-categorie pleine de A , 
par le plongement de Yoneda) soit isomorphe au foncteur ATop : A —> Top. Pour tout 
ensemble simplicial K, l'espace topologique \K\ est le quotient 

\K\ = \\A^xKm/~ , 
m ' 

oil l'ensemble Km est considere comme espace topologique discret, et ~ est la relation 
d'equivalence engendree par les relations elementaires 

(x, Kv(y)) ~ (A^(x), y), <p : Am -> An G F I ( A ) , x e A^> , y G Kn . 

Pour tout espace topologique X, l'ensemble simplicial S(X) est defini par 

(S(X))m = HomTop(A%p,X) , m^O . 

Une equivalence faible simpliciale est un morphisme d'ensembles simpliciaux dont la 
realisation topologique est une equivalence d'homotopie. Si Ton note W o o la partie de 
F I ( A ) formee des equivalences faibles, on demontre que la categorie localisee W ^ A 
est equivalente a la categorie homotopique Hot. De fagon plus precise, les foncteurs 
I . I et S sont compatibles aux equivalences faibles, et induisent des equivalences de 
categories 

VJ^A-^W-1 Top et W-'Top-^W^A 

quasi-inverses l'une de l'autre (voir par exemple [9]). 
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La definition categorique 

La categorie homotopique Hot peut etre enfin obtenue, a equivalence de catego
ries pres, comme localisation de la categorie Cat des petites categories. L'inclusion 
AC—yCat, definie en associant a l'ensemble ordonne Z\m, m ^ 0, la categorie corres-
pondante, fournit un objet cosimplicial de Cat, d'ou un couple de foncteurs adjoints 

c : A — > Cat , N : Cat — > A 

(le foncteur de realisation categorique, et le foncteur nerf) tel que la restriction de c a 
A soit l'inclusion AC—yCat. Pour toute petite categorie C, l'ensemble simplicial N ( C ) 
(nerf de C) est defini par 

( N ( C ) ) m = HomCat(A»,C) , m ^ O , 

l'ensemble ordonne zAm etant considere comme une categorie. Plus concretement, 
( N ( C ) ) m est l'ensemble forme des suites de m fleches composables de C. Une equiva
lence faible categorique est un foncteur entre petites categories dont le nerf est une 
equivalence faible simpliciale. Si Ton note W o o la partie de F l (Cat) formee des equi
valences faibles, on demontre que la categorie localisee W^Cat est equivalente a la 
categorie homotopique Hot. De fagon plus precise, le foncteur nerf est compatible aux 
equivalences faibles et induit une equivalence de categories 

W^Cat — • » W ^ A 

(voir par exemple [13] ou [14]). En revanche, contrairement au foncteur de realisation 
topologique, le foncteur de realisation categorique n'est pas compatible aux equiva
lences faibles. Pour construire un quasi-inverse a 1'equivalence de categories definie 
par le foncteur nerf, on peut proceder comme suit. On defmit un foncteur 

S i m p l : A — > Cat 

en associant a un ensemble simplicial K sa categorie des simplexes S i m p l ( K ) , dont 
l'ensemble des objets est la somme disjointe 

O b ( S i m p l ( / 0 ) = \lKm , 
m 

un morphisme de x G Km vers y G Kn etant une application croissante tp : Z\m —> An 
telle que x — K(f(y). On montre qu'on a l'egalite 

W 0 0 = S i m P r 1 ( W 0 o ) , 

et que le foncteur S i m p l defmit une equivalence de categories 

W-1a ^ ->W-1aCat , 

quasi-inverse a celle induite par le foncteur nerf (voir par exemple [13] ou [14]). 

SOCIETE MATH EM ATI QUE DE FRANCE 2005 
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La definition toposique 

Les equivalences faibles categoriques admettent aussi une caracterisation en termes 
de cohomologie a coefficients localement constants. Si u : A —> B est un foncteur entre 
petites categories, alors u est une equivalence faible si et seulement si le morphisme 
de topos (u*,u^) : A —> B (ou : B —> A designe le foncteur image inverse de 
prefaisceaux F I—> u*(F) = Fu, F G Ob ( JB) , et : A —> B son adjoint a droite) est 
une equivalence d'Artin-Mazur. Un morphisme de topos = (i/j*,ip*) : X —> Y est 
une equivalence d'Artin-Mazur [3] si pour tout m ^ 0, le morphisme 

Hm(Y,n — • Hm(X^*m) , 

induit par ip, est un isomorphisme pour tout faisceau localement constant T sur Y, 
d'ensembles si m = 0, de groupes si m = 1, de groupes abeliens si m ^ 2. 

Une demonstration detaillee de cette caracterisation des equivalences faibles cate
goriques est exposee dans [17]. L'idee de la demonstration est de comparer l'espace 
classifiant | N ( A ) | , realisation topologique du nerf d'une petite categorie A, a son topos 
classifiant A. Pour cela, on defmit un morphisme de topos, fonctoriel en A, 

N ( . A ) | ) >• A , 

ou pour tout espace topologique X , T(X) designe le topos des faisceaux d'ensembles 
sur X, et on demontre que ce morphisme est une equivalence d'Artin-Mazur. En-
suite, on montre que pour tout espace topologique « gentil » X, par exemple un CW-
complexe, la cohomologie du topos T(X) est canoniquement isomorphe a celle de 
l'espace topologique X. Enfin, un theoreme de Whitehead donne une caracterisa
tion cohomologique des equivalences faibles topologiques, analogue a la definition des 
equivalences d'Artin-Mazur (les conditions sur le TTQ et le ix\ etant equivalentes aux 
conditions sur le H° et le H1 non abelien), ce qui permet d'affirmer qu'une application 
continue / : X —> Y entre CW-complexes est une equivalence faible topologique si 
et seulement si le morphisme correspondant de topos T(X) —> T(Y), defini par les 
foncteurs image inverse et image directe de faisceaux, est une equivalence d'Artin-
Mazur. On termine la demonstration, grace a une propriete du type « deux sur trois » 
pour les equivalences d'Artin-Mazur, en consider ant, pour un morphisme A —> B de 
Cat. le carre commutatif de morphismes de topos 

T ( | N ( A ) | ) A 

T ( | N ( B ) | ) B 

dont les fleches horizontales sont des equivalences d'Artin-Mazur. 
En conclusion, on dispose done de plusieurs categories, Top, A , Cat, dont les objets 

peuvent servir comme « modeles » pour les types d'homotopie. 
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Les modelisateurs et les categories tes t 

Le defi que Grothendieck se pose dans « Pursuing Stacks » [10] est de chercher 
toutes les categories dont les objets sont des « modeles » pour les types d'homotopie. 
De fagon plus precise, il s'agit de determiner les couples ( M , W), ou M est une cate
gorie, et W une partie de F I ( M ) , tels que la localisation de M par W soit equivalente 
a la categorie homotopique Hot. Grothendieck appelle modelisateur un tel couple, et 
equivalences faibles les fleches appartenant a W. II s'interesse plus particulierement a 
la recherche des modelisateurs canoniques, autrement dit ceux dont les equivalences 
faibles sont determinees canoniquement par la structure meme de la categorie sous-
jacente. S'il ne parvient certes pas a donner une reponse complete a une question aussi 
generale, il obtient, moyennant quelques hypotheses restrictives, une caracterisation 
des modelisateurs (M, W) dans le cas ou M est une categorie de prefaisceaux sur 
une petite categorie. Cela le conduit naturellement a degager la tres belle theorie des 
categories test, generalisant celle des ensembles simpliciaux. 

Les equivalences d'Artin-Mazur permettent de definir canoniquement une notion 
d'equivalence faible pour les morphismes d'un topos. Soit X un topos. Pour tout 
objet x de X, on note X/x le topos des objets de X « au-dessus » de x. On dit qu'un 
morphisme (p : x —> x' de X est une equivalence faible de X si le morphisme de topos 
X/x —> X/x', induit par (p, est une equivalence d'Artin-Mazur. En particulier, si A 
est une petite categorie, et X — A est le topos des prefaisceaux sur A, un morphisme 
de prefaisceaux (p : F —> F' est une equivalence faible de A si le morphisme de topos 

A/F = X/F —> X/F' = A/F' 

est une equivalence d'Artin-Mazur. Or, pour tout prefaisceau F sur A, on a un iso
morphisme canonique A/F CK A/F, ou A/F designe la categorie des objets de A, 
considered comme prefaisceaux representables sur A, au-dessus de F. Ainsi, un mor
phisme ip : F —> F' de A est une equivalence faible si et seulement si le morphisme de 
topos A/F —> A/F' est une equivalence d'Artin-Mazur, autrement dit, si le foncteur 
A/F —> A/F', induit par p, est dans W o o - On obtient ainsi une definition elementaire 
des equivalences faibles de A, independante de toute consideration toposique. On note 
WA la partie de F\(A) formee des equivalences faibles de A. Si l'on note iA : A —> Cat 
le foncteur associant a un prefaisceau F la categorie A/F, et a un morphisme de pre
faisceaux p) : F —> F' le foncteur A/F —> A/F', induit par p, alors W ^ = ^ 1 ( W 0 0 ) . 
On remarque que si A — A, alors le foncteur Z A est canoniquement isomorphe au 
foncteur S i m p l , et par suite que W ^ = W o o -

La question que Grothendieck se pose est de degager des conditions necessaires et 
suffisantes sur une petite categorie A pour que le foncteur 

iA : WAlA — > W^Cat = H o t , 

induit par iA, soit une equivalence de categories. Mais il constate qu'il est difficile de 
trouver des criteres pour caracteriser les categories satisfaisant a cette propriete. II 

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2005 



8 INTRODUCTION 

renforce done cette derniere en demandant en outre que le foncteur 

iA : Cat A , C H ( Q H HomCat{A/a, C)) , 

adjoint a droite de iA, respecte les equivalences faibles (autrement dit, que Ton ait 
( W o o ) C VV^) . La categorie A est alors appelee une categorie test faible. Dans ce 

cas, le foncteur 

%\ : H o t = W^Cat —rW^A , 

induit par iA, est une equivalence de categories quasi-inverse de iA. De plus, Grothen
dieck obtient une caracterisation simple des categories test faibles : pour qu'une petite 
categorie A soit une categorie test faible, il faut et il suffit que pour toute petite cate
gorie C admettant un objet final, le prefaisceau iA(C) soit aspherique (on dit qu'un 
prefaisceau F sur A est aspherique si l'unique foncteur de la categorie iA(F) — A/F 
vers la categorie ponctuelle est dans W o o ) - H observe cependant que cette notion n'est 
pas locale, dans le sens que si A est une categorie test faible, il n'en est pas necessaire-
ment de meme pour A/a, a e. 0 b ( ^ 4 ) . Ainsi, il appelle categorie test locale une petite 
categorie A telle que pour tout objet a de A, A/a soit une categorie test faible. Enfin, 
il dit que A est une categorie test, et que A est un modelisateur elementaire, si A 
est a la fois une categorie test locale et une categorie test faible. Ce sont les notions 
de categorie test locale et de categorie test qui s'averent etre les plus importantes. 
Ces categories admettent des caracterisations etonnamment simples. Si on note A\ la 
categorie correspondant a l'ensemble ordonne { 0 ̂  1 } , alors pour qu'une petite cate
gorie A soit une categorie test locale, il faut et il suffit que le prefaisceau i\(A\) (qui 
est Fob jet de Lawvere du topos A, representant le foncteur F I—> {sous-objets de F}) 
soit localement aspherique (on dit qu'un prefaisceau F sur A est localement asphe
rique si pour tout objet a de A, la restriction de F a A/a est un prefaisceau aspherique 
sur A/a). De plus, une categorie test locale est une categorie test si et seulement si 
l'unique foncteur de A vers la categorie ponctuelle est dans W o o (on dit alors que A 
est aspherique). Ces criteres permettent facilement de trouver un grand nombre de 
categories test et de categories test locales. On peut par exemple en deduire que le 
produit d'une categorie test par une petite categorie aspherique (resp. arbitraire) est 
une categorie test (resp. test locale). En particulier, tout type d'homotopie peut etre 
represents par une categorie test locale. La categorie des simplexes A est, comme on 
s'y attend, un exemple de categorie test, et celle des ensembles simpliciaux A un exem
ple de modelisateur elementaire. II en est de meme pour la categorie des cubes et celle 
des ensembles cubiques [7]. Le slogan de Grothendieck est que toute categorie test est 
aussi « bonne » que celle des ensembles simpliciaux pour « faire de Fhomotopie » . 

La derniere (et plus forte) variante de categorie test, introduite par Grothendieck, 
est celle de categorie test stride. Une categorie test stricte est une categorie test A 
telle que le foncteur iA : A —> Cat soit compatible aux produits finis, a equivalence 
faible pres. Cela revient aussi a demander que le foncteur de localisation A —> \N~~~A 
commute aux produits finis. On dit alors que la categorie A des prefaisceaux sur A 
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LES FONCTEURS T E S T 9 

est un modelisateur elementaire strict. Ainsi, dans un modelisateur elementaire strict, 
le produit cartesien represente le produit des types d'homotopie. Toute petite sous-
categorie pleine de Cat formee de categories non vides, stable par produits finis, et 
ayant un objet qui soit une categorie comportant au moins deux objets (meme even
tuellement isomorphes) est une categorie test stricte. Cela montre que les categories 
test strictes abondent. Par exemple, une petite categorie equivalente a celle des en
sembles finis non vides, ou a celle des ensembles ordonnes finis non vides, ou encore 
a celle des categories finies non vides est une categorie test stricte. La categorie des 
simplexes A est egalement une categorie test stricte, et celle des ensembles simpliciaux 
A un modelisateur elementaire strict. En revanche, la categorie des cubes n'est pas 
une categorie test stricte. 

Les foncteurs test 

Les foncteurs test generalisent, dans le cadre des categories test, le foncteur nerf de 
la theorie simpliciale. Si A est une categorie test faible, on aimerait appeler foncteur 
test faible un foncteur i : A —> Cat tel que si on note i* le foncteur 

i* : Cat A , C\—> ( a n Hom c a £ ( z ( a ) , C ) ) , 

on ait z * ( W o o ) C WA, et le foncteur z * : H o t = W^Cat — > W ^ 1 ! , induit par i*, 
soit une equivalence de categories. Par exemple, le foncteur a I—> A/a satisfait a ces 
proprietes, puisque alors est le foncteur iA, deja considere, et si A est la categorie 
des simplexes A , le foncteur d'inclusion i : AC—yCat satisfait aussi a ces conditions, 
puisque alors i* est le foncteur nerf N. Neanmoins, il n'y a pas de caracterisation 
simple des foncteurs satisfaisant a ces proprietes. Or, on remarque que si le foncteur i 
est pleinement fidele, alors ces conditions impliquent que pour tout objet a de A, 
la categorie i(a) est aspherique. Grothendieck ajoute cette derniere condition a la 
definition d'un foncteur test faible, et il obtient ainsi une notion qui peut etre aisement 
caracterisee. 

Plus precisement, il defmit un foncteur test faible comme etant un foncteur 
i : A —> Cat, d'une categorie test faible A vers la categorie des petites categories, 
tel que pour tout objet a de A, i(a) soit une categorie aspherique, et tel que 
2 * ( W o o ) C WA. I I demontre qu'alors le foncteur V : H o t = W^Cat — > W ^ 1 ^ , induit 
par z* , est automatiquement une equivalence de categories, quasi-inverse de iA, et 
il prouve le critere suivant. Soient A une categorie test faible, et i : A —> Cat un 
foncteur tel que pour tout objet a de A, la categorie i(a) soit aspherique. Alors les 
deux conditions suivantes sont equivalentes : 

(i) i est un foncteur test faible ; 

(ii) pour toute petite categorie aspherique C, le prefaisceau z*(C) est aspherique. 
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Ensuite, il defmit un foncteur test local comme etant un foncteur i : A —> Cat, de 
source une categorie test locale, tel que pour tout objet a de A, le foncteur A/a —> Cat, 
induit par i, soit un foncteur test faible, et il obtient la caracterisation suivante. 
Soient A une petite categorie arbitraire, et i : A —> Cat un foncteur tel que pour tout 
objet a de A, la categorie i(a) soit aspherique. Alors les deux conditions suivantes 
sont equivalentes : 

(i) A est une categorie test locale, et i un foncteur test local; 
(ii) pour toute petite categorie aspherique C, le prefaisceau i*(C) est localement 

aspherique. 

Si en outre pour tout objet a de A, la categorie i(a) possede un objet final (ce qui 
est une condition suffisante d'asphericite), alors ces deux conditions sont aussi equi
valentes a la condition suivante : 

(hi) i*(A\) est un prefaisceau localement aspherique. 

Cette derniere condition est en general tres facile a verifier, et cette caracterisation 
est un outil puissant pour trouver des categories test locales, et des foncteurs test 
locaux. Enfin, il demontre que si A est une categorie test, et i' : A —> Cat un foncteur 
test local, alors i est aussi un foncteur test faible. On dit alors que i est un foncteur 
test. 

Le paradigme de foncteur test est l'inclusion i : AC—>Cat, qui donne naissance 
au foncteur nerf N = i*. Les criteres ci-dessus montrent facilement que si A est une 
petite sous-categorie pleine de Cat formee de categories ayant un objet final, stable 
par produits finis, et telle que la categorie correspondant a l'ensemble ordonne A\ soit 
un objet de A, alors l'inclusion At—^Cat est un foncteur test. De meme, si A est la 
sous-categorie pleine de la categorie des ensembles, formee des ensembles { 0 , 1 , . . . , m } , 
m ^ 0, le foncteur associant a un tel ensemble la categorie correspondant a l'ensemble 
ordonne (par inclusion) des ses parties non vides est un foncteur test. En revanche, 
si A ' designe la sous-categorie (non pleine) de A , ayant memes objets que A , mais 
dont les morphismes sont les applications strictement croissantes, alors l'inclusion 
i' : A'C—yCat est un foncteur test faible mais pas un foncteur test, et A ' est une 
categorie test faible mais pas une categorie test. 

Les localisateurs fondamentaux 

Dans son etude des categories test, Grothendieck observe que ses demonstrations 
n'utilisent pas la definition meme de W o o , mais seulement quelques proprietes for-
melles de cette classe de fleches, dont la plus importante est le theoreme A de Quillen : 
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Si u : A — 7 B est un morphisme de Cat tel que pour tout objet b de B, 
u/b : A/b —> B/b ^ soit dans W o o , alors u est dans W o o [19]. 

Grothendieck remarque que dans le contexte toposique, ce result at est extremement 
naturel. En effet, si I/J : X —> Y est un morphisme de topos, on dit que i\) est aspherique 
si pour tout objet y de Y, le morphisme de topos ip/y : X/y —> Y/y, induit par -0, 
est une equivalence d'Artin-Mazur. Un argument cohomologique standard montre que 
pour verifier l'asphericite de ip, on peut se limiter a des y appartenant a une famille 
generatrice du topos Y. En particulier, si u : A —> B est un morphisme de Cat, et 
si X — A, Y = B, et ip — ( ^ * , ^ * ) , comme les objets de B forment une famille 
generatrice du topos Y, pour montrer que ijj est aspherique, il suffit de verifier que 
pour tout objet b de B, 

X/b = A/b ~ A/b —>B/b~ B/b = Y/b 

est une equivalence d'Artin-Mazur, autrement dit, que A/b—>B/b est dans W o o -
Ainsi, cette derniere condition implique l'asphericite du morphisme de topos 
0 : X —> Y", et en particulier, en prenant l'objet final de Y — B, on en deduit 
que A —> B est une equivalence d'Artin-Mazur, autrement dit que u : A —> B est 
dans W o o , ce qui donne une esquisse de preuve cohomologique du theoreme A de 
Quillen. 

Un localisateur fondamental faible est une partie W de Fl(Cat) satisfaisant aux 
conditions suivantes : 

La (Saturation faible.) Les identites sont dans W . Si deux des trois fleches d'un 
triangle commutatif sont dans W , il en est de meme pour la troisieme. Si un morphisme 
1 de Cat admet une retraction r telle que ir soit dans W , alors i est dans W . 

Lb (Objet final.) Si A est une petite categorie admettant un objet final, alors 
l'unique foncteur de A vers la categorie ponctuelle est dans W . 

Lc (Theoreme A de Quillen.) Si u : A —> B est un morphisme de Cat tel que pour 
tout objet b de B, u/b : A/b —> B/b soit dans W , alors u est dans W . 

Grothendieck reprend, dans ce cadre, la theorie des categories test, en prenant 
comme equivalences faibles les fleches de Cat appartenant a W , et en introduisant la 
categorie homotopique relative a W , H o t w ; = W~lCat, et les notions de W-categorie 
test, de W-categorie test faible ou locale, de W-foncteur test etc. I I verifie qu'on 
obtient les memes resultats, avec les memes demonstrations. 

(1 Pour tout foncteur F : C y V, et tou t objet d de X>, on note C/d la categorie des ob je ts de C 

au-dessus de d, autrement d i t , la categorie dont les ob je ts sont les couples (c, s : F(c) —> d), c etant 

u n objet de C, et s un morph i sme de £>, et dont les fleches (c, s) —> {c',s') sont les m o r p h i s m e s 

g : c —y c' de C t e l s que s'F(g) = s. E n par t icu l ie r , pour toute categorie T>, et tout objet d, on 

obt ient a ins i la categorie V/d des ob je ts de V au-dessus de d, en considerant le foncteur identique 

IT) : V 7 V. L e foncteur F : C > V i n d u i t a lo rs un foncteur F/d : C/d > V/d. 
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L'avantage de cette approche axiomatique est d'une part, sa grande clarte, et 
d'autre part, le fait qu'elle s'applique a d'autres contextes que celui de la catego
rie homotopique classique. Elle s'applique, en particulier, a l'homotopie rationnelle, 
et plus generalement, a toutes sortes d'equivalences faibles definies par des conditions 
cohomologiques. Grothendieck propose de considerer les parties W de F\(Cai), defi
nies exactement comme W o o , mais en remplagant les equivalences d'Artin-Mazur par 
d'autres classes de morphismes de topos, definies par des conditions cohomologiques. 
Par exemple, si k designe un anneau commutatif (on pense plus particulierement a 
k — Z, Z / n Z , Q ) , on peut demander que le morphisme de topos ip : X —> Y induise 
un isomorphisme sur la cohomologie a coefficients dans k, ou a coefficients dans un 
/c-module arbitraire, ou dans les faisceaux localement constants de ^-modules. On 
peut varier en prenant une famille d'anneaux ki, ou une famille de groupes com-
mutatifs constants, par exemple Z / n Z , pour n premier a un ensemble de nombres 
premiers, conditions qu'on peut eventuellement combiner avec des conditions sur la 
1-cohomologie non-abelienne a coefficients dans des faisceaux localement constants de 
groupes.. . 

Tous ces localisateurs fondamentaux faibles satisfont a une version relative du 
theoreme A de Quillen exprimant que si une fleche de Cat est une equivalence faible 
localement au-dessus d'une base, alors elle est une equivalence faible : 

L C (Theoreme A de Quillen relatif.) Si 

A 
u 

B 

V w 

c 
designe un triangle commutatif de Cat, et si pour tout objet c de C, le foncteur 
u/c : A/c —> B/c, induit par u, est dans W , alors u est dans W . 

Un localisateur fondamental est un localisateur fondamental faible satisfaisant a cette 
condition (qui implique la condition L c ) . Cette hypothese plus forte sur W est utile 
pour certains resultats plus fins que la simple caracterisation des categories test. Elle 
sert, par exemple, pour demontrer que l'image directe d'une equivalence faible de 
prefaisceaux par un monomorphisme est une equivalence faible, ou pour montrer que la 
classe formee des equivalences faibles de prefaisceaux, qui sont des monomorphismes, 
est stable par images directes. Elle sert aussi pour prouver que les equivalences faibles 
(entre categories ou prefaisceaux) sont stables par limites inductives filtrantes, ou par 
retractes. Elle permet egalement d'etablir l'existence des colirnites homotopiques, et 
plus generalement des extensions de Kan homotopiques a gauche, dans Cat. Enfin, elle 
fournit le cadre naturel pour etudier deux classes importantes de morphismes de Cat, 
les foncteurs propres et les foncteurs lisses, qui sont caracterises par des proprietes 
cohomologiques inspirees des theorernes de changement de base propre ou lisse en 
geometrie algebrique. 
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Dans « Pursuing Stacks » , Grothendieck conjecture que W o o est le plus petit lo
calisateur fondamental. Cette conjecture, permettant une caracterisation purement 
axiomatique de W o o , a ete demontree par Cisinski dans sa these. I I a depuis ameliore 
ce result at, en prouvant que W o o est le plus petit localisateur fondamental faible [7]. 

Les extensions de K a n homotopiques 

Le fil conducteur de la theorie de l'homotopie de Grothendieck est le concept d'ex-
tension de Kan homotopique, conduisant a la theorie des derivateurs [11], [12], [15]. 
Un localisateur est un couple (M, W) forme d'une categorie M, et d'une partie W 
de F I ( M ) (2). Etant donne un tel localisateur, on associe a toute petite categorie I, 
la categorie Hot ^ M ^ ( 1 ) , localisee de la categorie des foncteurs de I vers M , rela
tivement a la classe des morphismes de foncteurs qui sont dans W argument par 
argument. Pour tout foncteur entre petites categories u : / —> J, on en deduit un 
foncteur image inverse u* : Y\ol^MW^(J) —> Hot ( M M / ) ( / ) , induit par la composition 
par u. Une extension de Kan homotopique a gauche ou a droite est un adjoint a gauche 
ou a droite de u*. Un cas particulier important, correspondant aux colimites ou li-
mites homotopiques, est celui ou la categorie J est reduite a la categorie ponctuelle. 
Un theoreme de Cisinski [8] affirme que si le localisateur (M, W) est Quillenisable, 
autrement dit, s'il existe une structure de categorie de modeles fermee [18] sur M 
dont les equivalences faibles sont exactement les fleches de M appartenant a W, et 
si la categorie M admet des petites limites inductives (resp. projectives), alors les 
extensions de Kan homotopiques a gauche (resp. a droite) existent. D'autre part, un 
theoreme de Thomason assure que le localisateur (Cat, W o o ) est Quillenisable [22], ce 
qui prouve l'existence des extensions homotopiques a gauche et a droite dans ce cas. 

En fait, l'existence des extensions de Kan homotopiques a gauche pour ce loca
lisateur est bien plus elementaire, et se generalise aisement au cas d'un localisateur 
fondamental arbitraire W . Pour toute petite categorie I, notons plus simplement 
Hotw (7) la categorie Y\ot^Cat^(I), localisation de la categorie des foncteurs de I 
vers la categorie Cat des petites categories par les morphismes de foncteurs qui sont 
dans W argument par argument. Pour tout foncteur F : I —> Cat, on designe par 
J F —> I la categorie cofibree sur I definie par ce foncteur, a l'aide de la « construc
tion de Grothendieck » . Si u : I —> J designe un morphisme de Cat, on en deduit un 
morphisme compose f F —> J, d'ou un foncteur 

J • Cat , j (IF)/J • 
On demontre que ce procede, associant a F le foncteur j \—> (J F)/j, induit par 
localisation un foncteur u} : Hotw ( / ) — > Hotw ( J ) , et que ce dernier est un adjoint a 

(2)Quand il n'y a aucune ambiguite sur la categorie M, on dit parfois que W est un localisateur. 
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gauche du foncteur image inverse u* : Hotw ( J ) —> Hotw (7) . On generalise ainsi une 
construction des colimites homotopiques par Thomason [21]. 

La categorie de modeles conjecturee par Grothendieck 

Le probleme de l'existence des extensions de Kan homotopiques a droite, pour 
un localisateur fondamental arbitraire, est bien plus delicat. Pour essayer de traiter 
ce probleme, Grothendieck conjecture que pour toute W-categorie test, il existe une 
structure de categorie de modeles fermee sur la categorie des prefaisceaux sur A, 
dont les equivalences faibles sont les morphismes de A appartenant a W ^ , et dont les 
cofibrations sont les monomorphismes de A. En fait, cette conjecture n'est verifiee que 
moyennant une hypothese, au demeurant assez anodine, d'accessibility du localisateur 
fondamental W . 

Soit a un cardinal. On dit qu'un ensemble ordonne I est a-filtrant si toute partie de 
I de cardinalite inferieure ou egale a a admet un major ant dans I. Une limite inductive 
a-filtrante est une limite inductive indexee par un ensemble ordonne a-filtrant. Soit 
C une categorie admettant des limites inductives a-filtrantes. On dit qu'un objet X 
de C est a-presentable si le foncteur 

C Ens , Y H o m C ( X , F ) 

commute aux limites inductives a-filtrantes. Une categorie a-accessible est une ca
tegorie C admettant des limites inductives a-filtrantes, telle que tout objet soit li
mite inductive a-filtrante d'objets a-presentables. et telle que la sous-categorie pleine 
formee des objets a-presentables soit essentiellement petite (equivalente a une pe
tite categorie). Une categorie C est accessible s'il existe un cardinal a tel que C soit 
a-accessible. Un foncteur F : C —> T), entre categories accessibles, est accessible s'il 
existe un cardinal a tel que le foncteur F commute aux limites inductives a-filtrantes. 
Une classe d'objets d'une categorie accessible est accessible si la sous-categorie pleine 
formee de ces objets est accessible, et si le foncteur d'inclusion est accessible. Une 
classe de fleches d'une categorie accessible est accessible si la classe correspondante 
d'objets de la categorie des fleches est accessible. 

La categorie des prefaisceaux sur une petite categorie, ainsi que la categorie des pe
tites categories, sont accessibles. On dit qu'un localisateur fondamental est accessible 
s'il est accessible comme classe de fleches de Cat. Si W est un localisateur fondamental 
accessible, il resulte aussitot de la theorie generale de l'accessibilite (voir par exem
ple [1]) que pour toute petite categorie A, la classe W ^ = ^ ( W ) de fleches de A 
est accessible. Un theoreme de Jeffrey Smith (voir [4]) implique alors facilement que 
si A est une W-categorie test locale (et a plus forte raison si elle est une W-categorie 
test), alors il existe une structure de categorie de modeles fermee a engendrement 
coflbrant sur A, dont les equivalences faibles sont les elements de W ^ , et dont les 
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cofibrations sont les monomorphismes de A, ce qui prouve en particulier la conjecture 
de Grothendieck dans ce cas. 

L'inconvenient de cette approche est que l'hypothese qu'un localisateur fondamen
tal W soit accessible est a premiere vue difficile a verifier. C'est grace a la belle theorie 
developpee par Cisinski [7] que cette difficulte est surmontee. II demontre la conjec
ture de Grothendieck en supposant simplement qu'il existe un ensemble de fleches 
de Cat tel que W soit le plus petit localisateur fondamental contenant cet ensemble, 
hypothese bien plus facile a verifier. II appelle un tel localisateur accessible, et il re-
sulte de sa theorie que cette definition est finalement equivalente a la precedente, le 
theoreme difficile etant justement cette equivalence. II montre aussi une reciproque : 
si W est un localisateur fondamental, et s'il existe une categorie test locale non vide A 
telle que A admette une structure de categorie de modeles fermee, a engendrement 
cofibrant, dont la classe des equivalences faibles est VV^, et dont les cofibrations sont 
les monomorphismes, alors W est accessible. 

En fait, l'hypothese qu'un localisateur fondamental soit accessible n'est pas tres 
restrictive. II semble en effet qu'on peut montrer, moyennant un axiome de grands 
cardinaux connu sous le nom de principe de Vopenka, que tout localisateur fondamen
tal est accessible (en utilisant les resultats de [5], ou de [6], ou encore de [20]). On ne 
s'attend done pas a trouver un localisateur fondamental non accessible en utilisant uni-
quement les axiomes de ZFC (Zermelo-Fraenkel plus l'axiome du choix). En revanche, 
si Ton suppose qu'il n'existe pas de cardinaux mesurables, alors on peut construire un 
localisateur fondamental non accessible [6]. En particulier, l'axiome de constructibilite 
de Godel implique l'existence de tels localisateurs, puisque tout cardinal mesurable 
est (fortement) inaccessible. Ainsi, l'afflrmation « tout localisateur fondamental est 
accessible » aurait le meme statut qu'un axiome de grands cardinaux. 

Foncteurs propres, foncteurs lisses 

Dans « Pursuing Stacks » [10], Grothendieck a introduit les notions de foncteur 
propre et de foncteur lisse, en s'inspirant des proprietes cohomologiques des morphis
mes propres et des morphismes lisses de schemas en geometrie algebrique. Une etude 
systematique de ces foncteurs a ete entreprise par lui dans « Les derivateurs » [11]. 
La construction des extensions de Kan homotopiques a gauche a l'aide des categories 
cofibrees, exposee precedemment, rend cette theorie elementaire. 

Soit W un localisateur fondamental. On dit qu'un foncteur entre petites categories 
u : A —r B (resp. v : B' —> B) est W-propre (resp. W-lisse) si pour tout carre 
cartesien 

A' 
w 

A 

u' u 

B' B V 
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le morphisme de changement de base 

/ * 
U\W - » V*U\ 

(ou u{ : Hotw ( A ) —> Hotw (B) et u\ : Hotw ( ^ / ) —> Hotw(B') designent les exten
sions de Kan homotopiques a gauche relatives a W ) est un isomorphisme, et cette 
propriete reste vraie apres tout changement de base. Grothendieck obtient des ca-
racterisations simples des foncteurs W-propres et des foncteurs W-lisses, et il est 
emerveille par la decouverte du fait qu'un foncteur u : A —> B est W-propre si et 
seulement si le foncteur « dual » u° : A° —> B°, entre les categories opposees, est 
W-lisse, phenomene qui n'a bien entendu aucun analogue en geometrie algebrique. Si 
le foncteur u : A —> B fait de A une categorie cofibree sur B, alors u est un exemple 
de foncteur W-propre. Dualement, si A est une categorie fibree sur B, alors u est 
un foncteur W-lisse. Neanmoins, pour tout localisateur fondamental W , il existe des 
foncteurs W-propres qui ne sont pas des cofibrations (au sens des categories cofibrees), 
et des foncteurs W-lisses qui ne sont pas des fibrations (au sens des categories fibrees). 
La manipulation des changements de base par des foncteurs propres ou lisses s'avere 
un outil de calcul extremement puissant en theorie de l'homotopie, ainsi qu'en algebre 
homologique. 

La theorie des foncteurs propres et des foncteurs lisses peut, en fait, etre developpee 
dans un cadre beaucoup plus general, celui des structures d'asphericite, permettant 
d'englober aussi la theorie des categories cofibrees et des categories fibrees [16]. 

Le plan du livre 

Le premier chapitre est consacre a l'etude des categories test et des foncteurs test. 
Dans le premier paragraphe, on introduit le concept de localisateur fondamental faible, 
ainsi que les notions qui s'y attachent directement : equivalences faibles, categories 
aspheriques, foncteurs aspheriques ou localement aspheriques, et on etudie les proprie
tes elementaires de ces notions. On demontre qu'un localisateur fondamental faible est 
stable par le foncteur « passage a la categorie opposee » , ce qui permet d'introduire les 
notions, « duales » aux precedentes, de foncteur coaspherique et de foncteur colocale-
ment coaspherique. On prouve qu'un adjoint a gauche (resp. a droite) est aspherique 
(resp. coaspherique), et qu'une cofibration (resp. fibration) a fibres aspheriques est un 
foncteur aspherique (resp. coaspherique). Un lemme « a la Mayer-Vietoris » est etabli. 
Des exemples de localisateurs fondamentaux faibles sont presentes. 

Dans le deuxieme paragraphe, on defmit les equivalences faibles et les morphismes 
aspheriques de prefaisceaux, et on introduit les notions de prefaisceau aspherique et 
localement aspherique. Une caracterisation des foncteurs aspheriques en termes de 
prefaisceaux est demontree, et une version prefaisceautique du lemme de « Mayer-
Vietoris » est etablie. 
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Dans le paragraphe 3, on definit la categorie homotopique relative a un localisateur 
fondamental, et on introduit les notions de pseudo-categorie test et de categorie test 
faible. Plusieurs caracterisations des categories test faibles sont presentees. 

Le paragraphe 4 est consacre aux « outils homotopiques » . On introduit les notions 
de segment, de segment separant, et on definit la relation d'homotopie relative a un 
ensemble de segments et les notions associees d'homotopisme et d'objet contractile. 
On etablit le « lemme d'homotopie » qui relie les notions d'homotopie et d'equivalence 
faible. On presente l'exemple du segment de Lawvere, crucial pour la suite. On termine 
par l'etude de la relation d'homotopie dans la categorie des petites categories. 

Dans le paragraphe 5, on introduit les notions importantes de categorie test locale 
et de categorie test, et on en donne plusieurs caracterisations. On etablit une condition 
suffisante pour qu'une petite categorie, admettant des produits finis, soit une categorie 
test, ce qui permet de presenter une multitude d'exemples. On termine en demontrant 
que la categorie des simplexes est une categorie test. 

Dans le paragraphe 6, on etudie la variante la plus forte de categorie test, celle 
de categorie test stricte. Dans ce but, on introduit la notion de petite categorie to-
talement aspherique, caracterisee par plusieurs conditions equivalentes, une categorie 
test stricte etant une categorie test qui est totalement aspherique. On constate que 
la plupart des exemples de categories test du paragraphe precedent sont en fait des 
categories test strictes, et on presente des exemples de categories test qui ne sont pas 
strictes. On definit le concept de contracteur, cas particulier de categorie test stricte, 
et on demontre que la categorie des simplexes est un contracteur. 

Le paragraphe 7 est consacre a l'etude des foncteurs test. On introduit la notion 
de foncteur aspherique d'une petite categorie vers la categorie des petites categories 
(notion a ne pas confondre avec celle de foncteur aspherique entre petites categories), 
et on en donne plusieurs caracterisations. On en deduit les notions de foncteur test 
faible, de foncteur test local et de foncteur test, ainsi que des caracterisations de 
ces foncteurs. On presente plusieurs exemples de foncteurs test, dont l'inclusion de 
la categorie des simplexes dans la categorie des petites categories, ce qui permet 
de retrouver la theorie du foncteur nerf. Enfin, on montre que la sous-categorie de la 
categorie des simplexes, ayant les memes objets, et comme morphismes les applications 
strictement croissantes, est une categorie test faible, mais n'est pas une categorie test. 

Le deuxieme chapitre est consacre au concept de localisateur fondamental (version 
renforcee de la notion de localisateur fondamental faible). Dans le premier paragraphe, 
on introduit ce concept, et on presente plusieurs definitions equivalentes. On demontre 
que la categorie homotopique correspondante admet des produits finis, des sommes 
finies, et que le foncteur de localisation y commute. 

Dans le deuxieme paragraphe, on rappelle la « construction de Grothendieck » , 
associant a un foncteur, a valeurs dans la categorie des petites categories, une categorie 
cofibree, qui est la « 2-limite inductive » de ce foncteur. Dans le paragraphe suivant, 

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2005 



1 8 INTRODUCTION 

on utilise cette construction pour prouver que pour tout localisateur fondamental, 
l'image directe d'une equivalence faible de prefaisceaux par un monomorphisme est 
une equivalence faible, et que la classe formee des equivalences faibles de prefaisceaux, 
qui sont des monomorphismes, est stable par images directes et composes transfinis. 
Dans le dernier paragraphe de ce chapitre, on montre que les categories filtrantes sont 
aspheriques, et que tout localisateur fondamental est stable par limites inductives 
filtrantes. 

Dans le troisieme chapitre, on presente certains aspects elementaires de la theo
rie de l'homotopie dans la categorie des petites categories. Le premier paragraphe 
est consacre aux extensions de Kan homotopiques a gauche relatives a un localisa
teur fondamental arbitraire, et leur construction a l'aide des categories cofibrees. On 
obtient une caracterisation des equivalences faibles en termes de colimites homoto
piques, et un critere d'asphericite pour les foncteurs, en termes d'extensions de Kan 
homotopiques a gauche. 

Dans le second paragraphe, on introduit la notion de foncteur propre, ainsi que la 
notion duale de foncteur lisse, en adoptant une definition elementaire ne faisant pas in-
tervenir des extensions de Kan homotopiques. On demontre des proprietes de stabilite, 
et on en donne plusieurs caracterisations. En utilisant les proprietes des morphismes 
propres, on trouve une nouvelle caracterisation des morphismes coaspheriques. Enfin, 
on demontre des theoremes de changement de base, pour les morphismes propres ou 
lisses, analogues a ceux de la geometrie algebrique. 

Notat ions 

Les notations suivantes seront utilisees librement, sans autre explication. Pour toute 
categorie C, on notera O b ( C ) la classe des objets de C, F I (C) la classe des fleches, ou 
morphismes, de C, et C° la categorie opposee. Si c, d sont deux objets de C, l'en
semble des morphismes de c vers d sera note H o m c ( c , d). Si V designe une deuxieme 
categorie, on notera H o m ( C , V) la categorie des foncteurs de C vers V. Si F : C —> V 
est un foncteur admettant une limite inductive (resp. projective), l i m F (resp. l i m F ) 
designera un objet de V representant cette limite. Pour toute petite categorie A, on 
notera A la categorie Hom ( A ° , Ens) des prefaisceaux sur A a valeurs dans la categorie 
des ensembles 8ns. Pour tout ensemble E, le cardinal de E sera note card ( i ? ) . 
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CHAPITRE 1 

LA THEORIE DES CATEGORIES TEST 

1.1. Les localisateurs fondamentaux faibles 

1,1,1. — Soit M une categorie. On dit qu'une partie W de F I ( M ) est faiblement 
saturee si elle satisfait aux conditions suivantes : 

FS1 Les identites sont dans W. 
FS2 Si deux des trois fleches d'un triangle commutatif sont dans W , il en est de 

meme de la troisieme. 
FS3 Si i : X' —> X et r : X —> X' sont deux morphismes de M tels que ri — l x ' , 

et si ir est dans W, il en est de meme de r (done aussi de z, en vertu de FSl et FS2). 

II resulte de FSl et FS3 que les isomorphismes sont dans W. 

On dit qu'un morphisme u : A —> B de M est universellement dans W si : 

( i ) u est quarrable (autrement dit, pour tout morphisme B' —> B, le produit fibre 
B' XB A est representable dans M); 

(ii) pour tout carre cartesien 

A' A 

u u 

B' B 

le morphisme v! est dans W. 

1,1,2. — Notons Cat la categorie des petites categories, et e un objet final de Cat 
(une categorie ayant un seul objet, et l'identite de cet objet comme seul morphisme). 
On appelle localisateur fondamental faible une partie W de F\(Cat) satisfaisant aux 
conditions suivantes : 

La La partie W de F\(Cat) est faiblement saturee. 
aLb Si A est une petite categorie admettant un objet final, alors A —> e est dans W . 
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Lc Si u : A —> B est un morphisme de Cat tel que pour tout objet b de B, le 
morphisme u/b : A/b —> B/b soit dans W , alors u est dans W . 

On rappelle que A/b designe la categorie dont les objets sont les couples 
(a,p:u(a)—>b), ou a est un objet de A et p un morphisme de B, un mor
phisme de (a ,p) dans un deuxieme objet {a!,p') de A / 6 etant une fleche / : a —> a' 
de A telle que p = pfu(f). Le morphisme u/b est le foncteur induit par u. 

Les elements de W sont appeles des W - equivalences, ou des equivalences faibles. 
On dit qu'un morphisme w : A —>• i? de Cat est W-aspherique, ou plus simplement 
aspherique, si pour tout objet 6 de £?, ii/6 : A/b —> B/b est une equivalence faible. 
La condition (Lc) ci-dessus peut done s'enoncer : un morphisme aspherique de Cat 
est une equivalence faible. On dit qu'une petite categorie A est W-aspherique, ou 
plus simplement aspherique, si le foncteur A —> e est aspherique, ou de fagon equi-
valente une equivalence faible. La condition (Lb) affirme done qu'une petite categorie 
admettant un objet final est aspherique. 

Dans la suite, on se fixe, une fois pour toutes, un localisateur fondamental faible W. 

Proposition 1.1.3. — Soit u : A —> B un morphisme de Cat. 

(a) Le foncteur u est aspherique si et seulement si, pour tout objet b de B, la 
categorie A/b est aspherique. 

(b) Si u est universellement dans W, alors u est aspherique. 

Demonstration. — Pour tout objet b de B, la categorie B/b admet un objet final 
(6, lb). II resulte done des conditions (La) et (Lb) que u/b : A/b —> B/b est une 
equivalence faible si et seulement si A/b —> e Test, ce qui prouve l'assertion ( a ) . 
L'assertion (b) resulte de Tobservation que le carre 

A/b A 

u/b u 

B/b B 

ou les fleches horizontales designent les foncteurs canoniques, est cartesien. • 

Proposition 1.1.4. — Soit A une petite categorie. Les conditions suivantes sont equi-
valentes : 

(a) A —> e est une equivalence faible ; 
(b) A —> e est aspherique (autrement dit, A est aspherique); 
(c) A —> e est universellement dans W. 

Demonstration. — L'equivalence de (a ) et (b) est evidente. L'implication ( c ) ^> (6) 
resulte de la proposition 1.1.3, (b). Montrons que ( a ) implique ( c ) . II s'agit de montrer 
que pour toute petite categorie B, la deuxieme projection A x B —> B est une equi
valence faible. En vertu de (Lc) et de la proposition 1.1.3, ( a ) , il suffit de montrer que 
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pour tout objet b de B, la categorie (AxB)/b est aspherique. Or, on a un isomorphisme 
de categories (A x B)/b ~ A x (B/b), et comme par hypothese A est aspherique, il 
suffit, en vertu de ( L a ) , de montrer que la premiere projection A x B/b —> A est une 
equivalence faible. En vertu de (Lc) et de la proposition 1.1.3, (a), il suffit done de 
montrer que pour tout objet a de A, la categorie (A x B/b)/a est aspherique. Comme 
on a un isomorphisme (A x B/b)/a ~ A/a x B/b, cela resulte de ( L b ) , puisque la 
categorie A/a x B/b admet un objet final. • 

Corollaire 1.1.5. — Le produit de deux petites categories aspheriques est une categorie 
aspherique. 

Demonstration. — Soient A et B deux petites categories aspheriques. En vertu de la 
proposition 1.1.4, la deuxieme projection Ax B —> B est une equivalence faible, done 
par ( L a ) , A x B —> e est une equivalence faible, ce qui prouve le corollaire. • 

Corollaire 1.1.6. — Soient u : A —> B, u' : A' —> B' deux morphismes aspheriques 
de Cat. Alors le foncteur u x u' : A x A' —> B x B' est aspherique. 

Demonstration. — II s'agit de montrer que pour tout objet (b, b') de B x B', la cate
gorie (A x Af)/(b, bf) est aspherique. Or, (A x Af)/(b, bf) est canoniquement isomorphe 
a (A/b) x (A1 /b'), et par hypothese, A/b et A'/b' sont aspheriques. L'assertion resulte 
done du corollaire 1.1.5. • 

Lemme 1.1.7. — Soit A—^ B —> C un couple de morphismes composables de Cat. 
Si u est aspherique, pour tout objet c de C, le morphisme u/c : A/c —> B/c induit 
par u est aspherique. 

Demonstration. — On verifie aussitot que pour tout objet (b,p : v(b) —> c) de B/c, la 
categorie (A/c)/(b,p) est canoniquement isomorphe a A/b, qui est aspherique puisque 
u est aspherique, ce qui prouve que u/c est aspherique. • 

Proposition 1.1.8. — Soit A B C un couple de morphismes composables de 
Cat. Si u est aspherique, vu est aspherique si et seulement si v Vest. 

Demonstration. — Pour tout objet c de C, on a un triangle commutatif 

A/c-
u/c 

B/c 

\ 
vu/c v/c 

C/c 

et, en vertu du lemme 1.1.7, u/c est aspherique et en particulier une equivalence faible 
( L c ) . On en deduit (La) que v/c est une equivalence faible si et seulement si vu/c Test, 
ce qui prouve que v est aspherique si et seulement si vu Test. • 
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Proposition 1.1.9. — Soit u : A —> B un morphisme de Cat. Si u admet un adjoint a 
droite, alors u est aspherique. 

Demonstration. — Si v : B —> A designe un adjoint a droite de u, la bijection fonc-
torielle 

H o m B ( w ( a ) , b)) ~ H o r r u ( a , v(b)), a e Ob(A), b e Ob{B), 

implique que pour tout objet b de B, la categorie A/b est isomorphe a la categorie 
A/v(b) qui admet un objet final. On en deduit que A/b est aspherique, ce qui prouve 
la proposition. • 

Corollaire 1.1.10. — Une equivalence de petites categories est aspherique. 

Corollaire 1.1.11. — Une petite categorie A admettant un objet initial est aspherique. 

Demonstration. — Soient pA : A —> e l'unique foncteur de A vers l'objet final de 
Cat, et sA : e —> A le foncteur associant a l'unique objet de e un objet initial de A. 
On verifie aussitot que pA est un adjoint a droite de sA. On en deduit que sA est 
aspherique (1.1.9), done une equivalence faible ( L c ) . Comme pAsA = le, il resulte de 
(La) que pA est une equivalence faible, ce qui prouve l'assertion. • 

1.1.12. — On dit qu'un morphisme u : A —> B de Cat est localement W-aspherique, 
ou plus simplement localement aspherique, si pour tout objet a de A, le morphisme 

A/a B/b , b u(a) , 

induit par u est aspherique. 

Exemples 1.1.13 
a) Un foncteur aspherique pleinement fidele est localement aspherique. 

b) Pour toute petite categorie C, le foncteur C —> e est localement aspherique. 

Proposition 1.1.14 
a) Soit u : A —> B un morphisme de Cat. Pour que u soit localement aspherique, 

il faut et il suffit que pour tout objet b de B, le foncteur u/b : A/b —> B/b, induit par 
u, le soit. 

b) Soit A —> B —> C un couple de morphismes composables de Cat. Siu et v sont 
localement aspheriques, il en est de meme de vu. 

c) Soient u : A —> B, v! : A! —> B' deux morphismes localement aspheriques de 
Cat. Alors le foncteur u x u' : A x A! —> B x B' est localement aspherique. 

Demonstration. — La premiere assertion est immediate, la deuxieme resulte de la 
proposition 1.1.8, et la troisieme du corollaire 1.1.6. • 
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1.1.15. — Soit u : A —> B un foncteur. On rappelle que la fibre de u au-dessus d'un 
objet b de B est la sous-categorie (non pleine) At, de A dont les objets sont les ob-
jets a de A tels que u(a) — fr, et dont les morphismes sont les Heches f de A telles que 
u(f) = Soit c : a —> a' un morphisme de A. On dit que c est cocartesien (relative-
ment au, ou au-dessus de JB) si pour tout morphisme / : a —> a" tel que u(f) — u(c), 
il existe un unique morphisme g : a! —> a" tel que u(g) = lu(a') e^ f — 9C-

a" 
f 

I 9 

a a' c 

On dit que u est une precofibration si pour tout morphisme p : b —> b' de B, et tout 
objet a de A au-dessus de b (u(a) — 6), il existe un morphisme cocartesien c : a —> a' 
au-dessus de p (u(c) = p). On dit que u est une coftbration si u est une precofibration, 
et si le compose de deux morphismes cocartesiens composables de A est un morphisme 
cocartesien. 

Dualement, on dit qu'un morphisme de A est cartesien (relativement a u, ou au-
dessus de B) si le morphisme correspondant de A° (categorie opposee de A) est cocar
tesien (relativement a u° : A° —> B°). On dit que le foncteur u est une prefibration 
(resp. une fibration) si le foncteur u° est une precofibration (resp. une cofibration). 

Lemme 1.1.16. — Un foncteur u : A —> B est une precofibration si et seulement si 
pour tout objet b de B, le foncteur canonique A^ —> A/b, associant a un objet a de 
la fibre At, de u au-dessus de b Vobjet (a, I t ) de A/b, admet un adjoint a gauche. 

La demonstration est laissee au lecteur. 

Proposition 1.1.17. — Soit u : A —> B un morphisme de Cat, et supposons que u soit 
une precofibration. Pour que le foncteur u soit aspherique, il faut et il suffit que pour 
tout objet b de B, la fibre A^ de u au-dessus de b soit aspherique. 

Demonstration. — En vertu du lemme precedent, pour tout objet b de B, le foncteur 

ib : Ab A/b 

a l (a, lb) 

admet un adjoint a gauche 
jb:A/b Ab . 

II resulte alors de la proposition 1 .1 .9 que le foncteur jb est aspherique, done qu'il est 
une equivalence faible, ce qui prouve la proposition. • 

1.1.18. — Soit A une categorie. On definit une categorie S(A) comme suit : 

Ob(S(A)) = F\(A) , 
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et si / : a —> b et f : a' —> bf sont deux objets de S(A), l'ensemble Homs(A){f, / ' ) 
est forme des couples (g,h), g : a' —> a, h : b —> b'', tels que le diagramme : 

a > b 

9 h f = hfg 
f 

a' • 6 ' 

soit commutatif. L'identite de / est definie par 1/ = ( la , et si 

( g , h ) : / — • / ' et (g>,h'):f'—+f" 

sont des morphismes de S(A), 

(g',h')o(g,h) = (gg',h'h) . 

On definit deux foncteurs : 

A° 
SA S(A) tA 

A 

en posant pour tout objet / de S(A), 

SA(f) = source de / comme morphisme de A, 

^A(I) = but de / comme morphisme de A, 

et pour tout morphisme (g, h) de S(A), 

$A{g,h)=g , tA(g,h) = h . 

On verifie aussitot que 

/ : S(A) • S{A°) 

f f , / e Ob(S(A)) , 

(9,h) >(h,g) , (g,h) G F\(S(A)) , 

definit un isomorphisme de categories tel que 

SA° I — tA et tA°I — SA 

Lemme 1.1.19. — Pour toute categorie A, les foncteurs SA ' S(A) —> A° et 
tA S(A) —> A sont des cofibrations. 

Demonstration. — Montrons que tA est une cofibration. Soient h : b —> b' un mor
phisme de A, et / : a —> b un objet de S(A) tel que ^ ( / ) = b. Notons h*(f) l'objet 
M / ) = hf : a —> bf de 5 ( A ) , et c(ft, / ) le morphisme c(h, f) = ( la , h) : / —> K(f) 
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de S(A). 

la a i - a 

f\ hf c(h,f):f^>h*(f) 
h 

b~ b' 

h 
b- V 

On a tA(c(h,f)) = h, et on verifie aussitot que le morphisme c(/i, / ) est cocartesien 
(relativement a tA), ce qui prouve que tA est une precofibration. En remarquant que 
pour tout morphisme h! : b' —> b" de A, on a 

(h'hUf) = h'hf = h'Mf)) 

et 

c(h\ h,(f))c(h, f) = ( la , h')(la, h) = ( la , h'h) = c{h'h, /) , 

on en deduit que tA est une cofibration. 

En appliquant ce qui precede a la categorie opposee, on en deduit que sA = tAoI 

est aussi une cofibration, ce qui prouve le lemme. • 

Lemme LI.20. — Pour toute petite categorie A, les foncteurs sA : S(A) —> A° et 
tA : S(A) —> A sont aspheriques. 

Demonstration. — On verifie aussitot que les fibres de sA et tA admettent un objet 
initial. L'assertion resulte alors du corollaire 1.1.11, du lemme 1.1.19 et de la propo
sition 1.1.17. • 

1.1.21. — Soit u : A —> B un foncteur. On en deduit un foncteur 

S(u) : S(A) S(B) 

f I u{f) , / e 0 b ( 5 ( A ) ) , 

(g,h) (u(g),u{h)) , (g,h)eF\(S(A)) , 

rendant commutatif le diagramme suivant : 

SA tA 
A° S(A) A 

(1.1.21.1) u° S(u) u 

B° S(B) B 
SB tB 

Proposition 1.1.22. — Soient u : A —> B un morphisme de Cat, et u° : A° —> B° le 
foncteur oppose. Alors u est une equivalence faible si et seulement si u° Vest. 
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Démonstration. — Considérons le diagramme commutât if 1.1.21.1 ci-dessus. En vertu 

du lemme 1.1.20 et de ( L e ) , les morphismes t^, SA et SB sont des équivalences 

faibles. En utilisant la propriété de saturation ( L a ) , on en déduit que u est une équi

valence faible si et seulement si S(u) l'est, et S(u) est une équivalence faible si et 

seulement si u° l'est, ce qui prouve la proposition. • 

Corollaire 1.1.23. — Soit A une petite catégorie. Alors A est asphérique si et seule

ment si la catégorie opposée A° l'est. 

Corollaire 1.1.24. — Soit u : A —> B un morphisme de Cat, et supposons que u soit 

une préfibration et que pour tout objet b de B, la fibre A^ de u au-dessus de b soit 

asphérique. Alors u est une équivalence faible. 

Démonstration. — Par définition, u étant une préfibration, le foncteur u° : A° —> B° 

est une précofibration, et comme pour tout b G Ob{B), (A°)b — (Ab)°, l'assertion 

résulte du corollaire 1.1.23, de la proposition 1.1.17, de (Le) et de la proposition 

1.1.22. • 

Remarque 1.1.25. — La situation paraît dissymétrique. Cela vient du fait qu'on a pri

vilégié les foncteurs asphériques, ce qui correspond à privilégier la cohomologie par 

rapport à l'homologie. Pour rétablir la symétrie, il suffit d'introduire la notion de fonc

teur coasphérique. On dit qu'un morphisme u : A—> B de Cat est W-coasphérique, 

ou plus simplement coasphérique, si le morphisme u° : A° —> B° est asphérique. 

Pour tout objet b de B, notons b\A la catégorie dont les objets sont les couples 

(a,p : b —> u(a)), où a est un objet de A et p un morphisme de B, un morphisme de 

(a,p) vers un deuxième objet (a\pf) de b\A étant un morphisme / : a —> a' de A tel 

que le triangle 

b 

p p' 

u(a) - u(a!) 

soit commutatif. On a un isomorphisme canonique A° jb ~ (b\A)°, et le foncteur 

b\u : b\A —> b\B , 

induit par u, s'identifie au foncteur 

(u°/b)° : (A°/b)° (B°/b)° . 

Il résulte alors de la proposition 1.1.22 (resp. du corollaire 1.1.23 et de la proposition 

1.1.3, ( a ) ) que u : A —> B est coasphérique si et seulement si, pour tout objet b de B, 

le foncteur b\u : b\A —> b\B est une équivalence faible (resp. la catégorie b\A est 

asphérique). En vertu de (Le) et de la proposition 1.1.22, un foncteur coasphérique 

est une équivalence faible. En vertu de la proposition 1.1.9, un foncteur admettant 

un adjoint à gauche est coasphérique. Enfin, il résulte de la proposition 1.1.17 et du 
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corollaire 1.1.23 que si u est une prefibration, alors u est coaspherique si et seulement 
s'il est a fibres aspheriques. On dit qu'un morphisme u : A —> B de Cat est colocale-
ment W-coaspherique, ou plus simplement colocalement coaspherique, si le morphisme 
u° : A° —> B° est localement aspherique. Le foncteur u est colocalement coaspherique 
si et seulement si pour tout objet a de A, le foncteur a\A —> u(a)\B, induit par u, 
est coaspherique. 

1.1.26. — Soit A une categorie. On rappelle qu'un crible de A est une sous-categorie 
pleine U de A, telle que pour tout morphisme a' —> a de A, si a est un objet de U, 
il en est de meme de a'. Un cocrible de A est une sous-categorie pleine F de A telle 
que F° soit un crible de A°, autrement dit, telle que pour tout morphisme a —> a' 
de A, si a est un objet de F, il en est de meme de a!. Si A\ designe la categorie 
correspondant a Tensemble ordonne { 0 ^ 1 } , alors pour tout foncteur u : A —> A\, 
u~l(0) (resp. u~l(l)) est un crible (resp. un cocrible) de A, et l'application : 

u I u-1(O) (resp. u u - \ l ) ) 

etablit une bijection de la classe des foncteurs de A vers A\ sur celle des cribles (resp. 
cocribles) de A. 

Proposition 1.1.27'. — Soient A une petite categorie, et U\, U2 deux cribles de A tels 
que A = U\ UL^. Alors si U\, U2 et U\ CMJ2 sont aspheriques, il en est de meme de A. 

Demonstration. — Se donner un crible de A equivaut a se donner un foncteur 
A —> Ai, le crible etant l'image reciproque de 0. La donnee des cribles U\ et U2 de A 
equivaut a la donnee d'un foncteur A —> A\ x A\, et dire que A est la reunion des 
cribles U\ et U2 equivaut a dire que ce foncteur se factorise par la sous-categorie 

(0,1) ' 

B •- (0,0) 

(1,0) 

de AixAi, et alors Ux ~ ,4 / (0 ,1) , t/2 - -4/(1,0) et Ui fl C/2 - -4/ (0 ,0) . L'hypothese 
que C7i, C/2 et Ui C\ U2 sont aspheriques implique done que le foncteur A —> B est 
aspherique. Comme B admet un objet initial, il resulte du corollaire 1.1.11 que B 
est aspherique. II resulte alors de (Lc) et (La) que A est aspherique, ce qui prouve la 
proposition. • 

Corollaire 1.1.28. — Soient A une petite categorie, et F\, F2 deux cocribles de A tels 
que A — F\VJ F2. Alors si F\, F2 et F\ H i ^ sont aspheriques, il en est de meme de A. 

Demonstration. — Le corollaire resulte, en vertu de 1.1.23, de la proposition 1.1.27, 
appliquee a la categorie opposee A°. • 
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Exemple 1.1.29. — La classe F\(Cat) de toutes les fleches de Cat est un localisateur 
fondamental faible appele localisateur fondamental trivial. On dit qu'un localisateur 
fondamental faible W est non trivial si W 7^ F\(Cat). 

Proposition 1.1.30. — Si le localisateur fondamental faible W n'est pas trivial, alors 
toute categorie aspherique est non vide. 

Demonstration. — En effet, supposons que la categorie vide 0 soit aspherique. Pour 
toute petite categorie C, le carre 

0 - > 0 

C - e 

etant cartesien, il resulte de la proposition 1.1.4 que 0 — > C est une equivalence faible, 
ce qui implique que la categorie C est aspherique. Ainsi, toute petite categorie est 
aspherique, et on en deduit, par la condition de saturation ( L a ) , que tout morphisme 
de Cat est une equivalence faible, ce qui contredit la non trivialite de W . • 

Exemple 1.1.31. — La partie Wgr de F l (Cat) formee du foncteur identique de la cate
gorie vide, et de tous les foncteurs de source (done aussi de but) une categorie non vide 
est un localisateur fondamental faible. On dit qu'un localisateur fondamental faible 
W est grossier s'il contient Wgr- II resulte immediatement de la proposition 1.1.30 
que les seuls localisateurs fondamentaux faibles grossiers sont Wgr et le localisateur 
fondamental trivial Fl (Cat). 

Exemple 1.1.32. — Soit TT0 le foncteur de Cat vers la categorie des ensembles, associant 
a une petite categorie l'ensemble de ses composantes connexes. Pour toute petite 
categorie A, l'ensemble TT0(A) est le quotient de l'ensemble Ob(A) par la relation 
d'equivalence engendree par la relation 

a ~ a' HomA(a,a')^0 , a,a'eOb(A) . 

Le foncteur 7r0 est adjoint a gauche du foncteur associant a un ensemble E la categorie 
discrete correspondante, autrement dit, la categorie ayant E comme ensemble d'objets 
et les identites de ces objets comme seuls morphismes. En particulier, le foncteur TT0 
commute aux limites inductives. On pose 

W0 = {u e f\(Cat) I TT0(U) est bijectif} . 

Alors W0 est un localisateur fondamental faible. En effet, les conditions (La) et (Lb) 
sont evidentes, et la condition (Lc) resulte de la commutativite du foncteur TT0 aux 
limites inductives, et de l'observation que pour toute fleche u : A —> B de Cat, on a 
un isomorphisme canonique 

lim A/b 
beOb(B) 

A , 
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où la limite inductive ci-dessus désigne, par abus de notations, la limite inductive du 

foncteur 

Fu : B > Cat , b l—> A/b . 

Exemple 1.1.33. — Il résulte aussitôt du théorème A de Quillen [19] que la partie 

W o o de FI (Cat) formée des équivalences faibles usuelles de Cat, autrement dit, des 

morphismes de Cat induisant une équivalence d'homotopie des espaces classifiants 

correspondants, est un localisateur fondamental faible. On démontre que W o o est le 

plus petit localisateur fondamental faible [7]. 

Exemple 1.1.34. — Soit n un entier, n ^ 0. On dit qu'une flèche de Cat est une 

n-équivalence si elle appartient à W 0 , et si pour tout entier m, 1 ^ m ^ n, elle 

induit un isomorphisme des ra-ièmes groupes d'homotopie des espaces classifiants 

correspondants, et ceci pour tout choix de point base. Alors si l'on note W n la partie 

de FI (Cat) formée des n-équi valences, W n est un localisateur fondamental faible [7]. 

1.2. Les équivalences faibles dans une catégorie de préfaisceaux 

Dans ce paragraphe, on se fixe, une fois pour toutes, un localisateur fondamental 

faible W . 

1.2.1. — On se fixe une petite catégorie A. On note A la catégorie des préfais

ceaux d'ensembles sur A. Pour tout objet a de A , on note aussi a le préfaisceau 

x l—> Hoirie ( x , a) représenté par a, et on identifie A à une sous-catégorie pleine de A. 

On définit un couple de foncteurs : 

iA : A > Cat , i\ : Cat —> A 

F A/F , C n ( a H HomCat{A/a, C)) 

et des morphismes de foncteurs : 

s : iAi\ > Icat , T]:1Â >iAiA . 

Pour toute petite catégorie C , le foncteur : 

ec : A/i*A(C) —> C 

est défini par : 

(a, A/a^C) v(a,la) , 

et pour tout préfaisceau F , et tout objet a de A, l'application : 

rjF(a) : F (a) HomCat(A/a,A/F) 

est définie par : 

(a->F) (A/a^A/F) , 
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ou est defini par : 

(x,p : x —> a) > (x, sp : x —> F) 

Proposition 1.2.2. — Le couple des foncteurs (ij^,i\) est un couple de foncteurs ad-
joints (le foncteur iA est adjoint a gauche du foncteur i\) et les morphismes de 
foncteurs 

(1.2.2.1) e : ij\i\ > Icat 5 n:1A->i*AiA 

sont les morphismes d'adjonction. 

La demonstration est laissee au lecteur. 

1.2.3. — On dit qu'un morphisme de prefaisceaux sur A : 

ip:F —> G 

est une equivalence faible, ou une W-equivalence, si le foncteur correspondant : 

iA(<p) : A/F A/G 

est une equivalence faible. On note la classe des equivalences faibles de A : 

(1.2.3.1) WA = iAl(W) . 

L'ensemble des equivalences faibles de A est une partie faiblement saturee de F I ( A ) . 
On dit qu'un morphisme de prefaisceaux : 

(f : F - G 

est W-aspherique, ou plus simplement aspherique, si le foncteur correspondant : 

iAfr) : A/F — ^ A/G 

est aspherique. En vertu de (Lc) (1.1.2), un morphisme aspherique de prefaisceaux 
est une equivalence faible. 

Proposition 1.2.4. — Soit ip : F —> G un morphisme de prefaisceaux. Les conditions 

suivantes sont equivalentes : 

(a) ip est aspherique ; 
(b) pour tout objet a de A, et tout morphisme a —> G de A, la categorie Aj(axcF) 

est aspherique; 
(c) p est universellement dans (1.1.1). 

Demonstration. — Dire que <p est aspherique signifie que le foncteur A/F —> A/G 
est aspherique, autrement dit, que pour tout objet (a, s : a —> G) de A/G, la categorie 
(A/F)/(a, s) ~ A/(a xG F) est aspherique (1.1.3), ce qui prouve l'equivalence de (a) 
et (b). 

Si (p est universellement dans VV^, en particulier, pour tout morphisme a —> G, 
avec a objet de A, le morphisme a X Q F —> a est dans >V^, done le foncteur 
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AI (a XG F) —> A Ja est une equivalence faible, et comme A/a admet un objet final, 
il en resulte que A/(a xG F) est aspherique, ce qui prouve (c ) => (6) . 

Supposons maintenant <p aspherique, et soit G' —> G un morphisme arbitraire de 
prefaisceaux. Montrons que G' XQ F —> G1 est dans VV^. II suffit de montrer qu'il 
est aspherique, autrement dit, en vertu de 1'implication (b) => ( a ) , que pour tout 
morphisme a —> Gr de A, A/(a XQ> G' XQF) ~ A/(a xG F) est aspherique, ce qui 
resulte de l'asphericite de <p et de 1'implication (a) => (b). On a done (a) => (c). • 

7.2.5. — Soit F un objet de A. On dit que F est W-aspherique, ou plus simplement 
aspherique, si la categorie A/F est aspherique, autrement dit si i^(F) est aspherique. 
Si F est un prefaisceau representable, la categorie A/F admet un objet final, et il 
en resulte que F est aspherique. En vertu de la proposition 1.2.4, un morphisme 
u : F —> G de A est aspherique si et seulement si pour tout morphisme a —> G de 
A, avec a objet de A, le prefaisceau a XQ F est aspherique. 

1.2.6. — Pour toute petite categorie A, on note e~ un objet final de A. Considerons 
les proprietes : 

(a) le prefaisceau F est aspherique; 
(b) le morphisme F —> e~ est une equivalence faible; 
(c ) le morphisme F —> e~ est aspherique; 
(d ) le morphisme F —> e~ est universellement dans . 

En vertu de la proposition 1.2.4, les conditions (c ) et (d) sont equivalentes, et en 
vertu de (Lc) (1.1.2), ces conditions impliquent la condition (b) qui est, en general, 
strictement plus faible. Si la categorie A n'est pas aspherique aucune des conditions 
(b), (c), (d) n'implique la condition ( a ) . Si A est aspherique, ce qui equivaut a affirmer 
que e~ est aspherique, alors les conditions (a) et (b) sont equivalentes (et l'equivalence 
de ces conditions pour tout F equivaut a l'asphericite de A), mais toujours plus 
faibles, en general, que les conditions equivalentes (c ) et (d). On verra que ces quatre 
conditions sont equivalentes si et seulement si A est totalement aspherique (1.6.2). On 
dit que F est localement W-aspherique, ou plus simplement localement aspherique, 
s'il satisfait aux conditions equivalentes (c ) et ( d ) . 

Cette terminologie est justifiee par l'observation suivante : un prefaisceau F est 
localement aspherique si et seulement si, pour tout a G Ob(A), le prefaisceau F\(A/a), 
induit par F sur A/a, est aspherique. En effet, on a des isomorphismes canoniques 

(A/a)/(F\(A/a)) ~ A/(a x F ) ~ A/{a xe_ F) . 
A 

Plus generalement, on dit qu'un morphisme cp : F —> G de prefaisceaux sur A est une 
W-equivalence locale, ou une equivalence faible locale, si pour tout objet a de A, le 
morphisme de prefaisceaux 

<p\(A/a):F\(A/a)^G\(A/a) , 

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2005 



3 2 C H A P I T R E 1. L A T H E O R I E DES CATEGORIES T E S T 

induit par p, est une equivalence faible de A/a, autrement dit, si pour tout objet a 
de A, le morphisme 

la x (p : a x F > a x G 

est une equivalence faible de A. On remarque qu'un prefaisceau F sur A est localement 
aspherique si et seulement si le morphisme F —> e ~ est une equivalence faible locale. 

Proposition 1.2.7. — Soient A une petite categorie, F un prefaisceau sur A, et F\ et 
F2 deux sous-prefaisceaux de F tels que F = F\ U F2. Si les prefaisceaux F\, F2 et 
Fi fl F2 sont aspheriques, il en est de meme du prefaisceau F. 

Demonstration. — II s'agit de montrer que la categorie A/F est aspherique. Par hy-
pothese, les categories A/F\, A/F2 et A/F\ fl F2 sont aspheriques. Or, A/F\ et A/F2 
s'identifient a des cribles de A/F, A/F\ DF2 s'identiflant au crible intersection. L'hy-
pothese F = F\ U F2 implique que A/F est la reunion des cribles A/F\ et A/F2. 
L'assertion resulte done de la proposition 1.1.27. • 

1.2.8. — Soit maintenant u : A —> B un morphisme de Cat. On note u* : B —> A le 
foncteur « image reciproque par u » , associant a un prefaisceau F de B le prefaisceau 
F o u de A. Pour tout prefaisceau F de B, le foncteur w : A —> B induit un foncteur 

u/F : A/F = A/u*(F) > B/F 

( a , a h-> (u(a) , u(a) F ) 

(en considerant, par Yoneda, 5 comme un element de u*(F)(a) — F(u(a))). On definit 
ainsi un morphisme de foncteurs 

A := Xu : iAu* > iB , 

en posant Xp = u/F, pour F objet de B. 

Proposition 1.2.9. — Les conditions suivantes sont equivalentes : 

(a) u est aspherique ; 
(b) pour qu Jun prefaisceau F de B soit aspherique, il faut et il suffit que le pre

faisceau u*(F) de A soit aspherique; 
(b ' ) si F est un prefaisceau aspherique de B, alors u*(F) est un prefaisceau asphe

rique de A ; 
(b'f) pour tout objet b de B, le prefaisceau u*(b) de A est aspherique; 
(c) pour tout prefaisceau F de B, le foncteur \p : A/u*(F) —> B/F est une 

equivalence faible ; 
(c;) pour tout prefaisceau F de B, le foncteur \p : A/u*(F) —> B/F est asphe

rique ; 
(c7/) pour tout objet b de B, le foncteur A5 : A/u*(b) —> B/b est une equivalence 

faible ; 

et si ces conditions sont satisfaites, on a : 
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(d) pour qu 'un morphisme (p de B soit une équivalence faible, il faut et il suffit 

que u*(ip) soit une équivalence faible de A. 

De plus, si A et B sont asphériques, les conditions (a) à (d) sont équivalentes, et 

équivalentes à la condition : 

(d ' ) si if est une équivalence faible de B, alors u*(ip) est une équivalence faible 

de A. 

Démonstration. — L'implication (6) (bf) est évidente, l'implication (bf) => (b") 

résulte du fait qu'un préfaisceau représentable est asphérique (1.2.5), l'implication 

{b") => (c") de La et Lb, (1.1.2), l'implication {c") => ( c ' ) de l'observation que pour 

tout préfaisceau F de B, et tout objet (6, b F) de B/F, on a des isomorphismes 

canoniques (B/F)/(b,s) ~ B/b et (A/u*(F))/{b,s) ~ A/b = A/u*(b), l'implication 

( c ' ) ( c ) de Le (1.1.2), et l'implication (c ) =4> (b) de La (1.1.2). Enfin, on remarque 

que {c") est une paraphrase de ( a ) , ce qui prouve l'équivalence des conditions (a) 

à (c"). 

L'implication (c ) =4> (d) résulte de la commutativité du carré 

A/u*(F) 
iA(u*(C)) 

A/u*{G) 

XF XG 

B/F- + B/G 
iB(f) 

pour ip : F —> G morphisme de B, et de la condition de saturation La (1.1.2). 

Si A et B sont asphériques, montrons l'implication {d') (bf). Soit donc 

F un préfaisceau asphérique de B. Comme B est asphérique, le morphisme 

canonique ip : F —> e~ est une équivalence faible de B, et en vertu de (c?7), 

u*(ip) : u*(F) —> u*{eg) = eA est une équivalence faible de A. Comme A est 

asphérique, on en déduit que u*(F) est asphérique. L'implication [d) (d1) étant 

évidente, ceci prouve, sous l'hypothèse de l'asphéricité de A et B, l'équivalence des 

conditions (a ) à (c?'), et achève la démonstration de la proposition. • 

Corollaire 1.2.10. — Soit u : A —> B un morphisme localement asphérique de Cat. 

(a) Pour tout préfaisceau localement asphérique F de B, u*(F) est un préfaisceau 

localement asphérique de A. 

(b) Pour toute équivalence faible locale (p de B, u*((p) est une équivalence faible 

locale de A. 

Si de plus le foncteur u induit une surjection sur les objets, alors on a les assertions 

suivantes. 

(a;) Pour qu'un préfaisceau F de B soit localement asphérique, il faut et il suffit 

que le préfaisceau u*(F) de A le soit. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2005 



34 C H A P I T R E 1. L A T H E O R I E DES CATEGORIES T E S T 

(b ' ) Pour qu'un morphisme p de B soit une equivalence faible locale, il faut et il 
suffit que le morphisme U*(LP) de A le soit. 

Demonstration. — Le corollaire est consequence immediate de la proposition prece
dent e, et du fait que pour tout prefaisceau F sur B, et tout objet a de A, on a un 
isomorphisme 

u*(F)\A/a ~ (u/a)*{F\B/u(a)) 

A/a- > A 

u/a u 

B/u(a) > B 

fonctoriel en F. 

1.2.11. — Soient maintenant A et B deux petites categories. On definit un foncteur 

M : A x B > Ax~B 

(F, G) I—> pr{{F) x pr^{G) , 

ou 
Ax B 

pri pr2 

A B 
designent les projections. On verifie aussitot qu'on a un isomorphisme fonctoriel ca-
nonique : 

i A x B ( F M G) = A x B/F ^ G A/F x B/G = iA{F) x iB{G) . 

Proposition 1.2.12. — a) Soient F, G des prefaisceaux sur A, B respectivement. Si F 
et G sont aspheriques (resp. localement aspheriques), il en est de meme de FMG. 

b) Soient u : F —> F1', v : G —> G' des morphismes de prefaisceaux sur A, B 
respectivement. Si les morphismes u et v sont aspheriques, il en est de meme de uMv. 

Demonstration. — La proposition resulte aussitot de ce qui precede et des corollaires 
1.1.5 et 1.1.6. • 

1.3. Les categories tes t faibles 

Dans ce paragraphe, on se fixe, une fois pour toutes, un localisateur fondamental 
faible W . 

1.3.1. — Soient M une categorie, et W une partie de F I ( M ) . On rappelle qu'il 
existe (quitte a agrandir l'univers de base) une categorie W~lM et un foncteur 
7 : M —> W~lM tel que, pour tout w G W, ^{w) soit un isomorphisme de W~lM, 
et qui soient universels pour cette propriete. Autrement dit, pour tout foncteur 
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F : M —> M' tel que, pour tout w G W , F(w) soit inversible, il existe un unique 
foncteur F : W~XM — » M ' tel que F = F 7 . 

M -
7 W-1W 

F F 

M' 

On dit que W~XM est la categorie des fractions de M relativement a W', ou la 
localisation de M par W, et que 7 est le foncteur de localisation. On dit que la 
partie W de F I ( M ) est fortement saturee si W est formee exactement des fleches 
qui deviennent inversibles par le foncteur de localisation. On verifie aussitot qu'une 
partie fortement saturee de F I ( M ) est aussi faiblement saturee {cf. 1 . 1 . 1 ) . On dit que 
le localisateur fondamental faible W est un localisateur fondamental faible fortement 
sature si la partie W de F\(Cat) est fortement saturee. 

1.3.2. — On appelle categorie homotopique relative au localisateur fondamental faible 
W , ou plus simplement categorie homotopique, et on note Hotw, ou plus simplement 
Hot , la categorie W~1Cat. On appelle foncteur de localisation canonique et on note 
7W, ou plus simplement 7, le foncteur de localisation 7 : Cat —> Hot. 

Si W est le localisateur fondamental trivial ( 1 . 1 . 2 9 ) , W = F\(Cat), alors la categorie 
homotopique Hotyv est equivalente a l'objet final de Cat. Si W = Wgr ( 1 . 1 . 3 1 ) , alors 
la categorie Hotw est equivalente a la categorie A\ = { 0 — > 1 } . Si W = W0 ( 1 . 1 . 3 2 ) , 
alors la categorie Hotw est equivalente a la categorie des ensembles, et le foncteur de 
localisation canonique s'identifie au foncteur ir0. Si W = W o o est forme des equiva
lences faibles usuelles ( 1 . 1 . 3 3 ) , alors la categorie Hotw est equivalente a la categorie 
homotopique usuelle des CW-complexes. Si n est un entier, n > 0 , et si W = W n 
est forme des n-equivalences ( 1 . 1 . 3 4 ) , alors la categorie Hotyy est equivalente a la 
categorie des n-types d'homotopie. 

1.3.3. — On appelle W-modelisateur, ou plus simplement modelisateur, un couple 
( M , W ) , ou M est une categorie et W une partie faiblement saturee de F I ( M ) , tel que 
la categorie des fractions W~XM soit equivalente a la categorie homotopique Hot. Si 
( M , W) et ( M ' , W) sont deux modelisateurs, on dit qu'un foncteur F : M —> M' est 
un morphisme de modelisateurs si : 

(a ) W = F~1(W'); 
(b) le foncteur F : W~XM —> W'~lM', induit par F, est une equivalence de 

categories. 

Le couple (Cat,VV) est un modelisateur, appele le modelisateur fondamental. 

1.3.4. — On se fixe une petite categorie A. On rappelle que 

iA : A > Cat 
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designe le foncteur canonique : 

F A/F 

(cf. 1.2.1), et que 

WA = iAl{W) 

designe la classe des equivalences faibles de A (cf. 1.2.3). On note Ho ty^ , ou plus 
simplement Hot A , la categorie des fractions W - 1 ^ et ^A : A —> Hot^ le foncteur de 
localisation. On dit que A est une Ys)-pseudo-categorie test, ou plus simplement une 
pseudo-categorie test, si : 

(a) A est aspherique; 
(b) le foncteur : 

iA : HotA = W^A —> W~lCat = Hot 

induit par iA est une equivalence de categories. 

Proposition 1.3.5. — SiW est un localisateur fondamental faible fortement sature, les 
conditions suivantes sont equivalentes : 

(a) A est une pseudo-categorie test; 
(b) (A, WA) est un modelisateur, et le foncteur iA est un morphisme de modelisa

teurs vers le modelisateur fondamental (Cat,W). 

Demonstration. — L'implication (a)=>(6) est evidente. Pour montrer rimplication 
(&)=>(a), il suffit de montrer que la condition (b) implique que A est aspherique, 
autrement dit que le foncteur canonique A —> e, oil e designe la categorie ponctuelle, 
est une equivalence faible. Considerons le diagramme commutatif : 

iA 
A~ Cat 

lA 1 

HotA •Hot • iA 

Le localisateur fondamental faible W etant fortement sature, il suffit de montrer que 
j(A) —> 7 (e ) est un isomorphisme. Or, on a A ~ ^/eA — ou eA designe 

l'objet final de A, et 7 ( A ) ~ 7^A(eA) — ̂ A^A^A)' e^ comme Par hypothese iA est une 
equivalence de categories, l'assertion resulte du fait que l'image d'un objet final par 
une equivalence de categories est un objet final, et du lemme suivant. • 

Lemme 1.3.6. — Soient M une categorie, W une classe de fleches de M, et 
7M : M —> W~XM le foncteur de localisation. Si CM est un objet final de M, 
alors 7 M ( e M ) est un objet final de W~XM. 

La demonstration est laissee au lecteur. 
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1.3.7. — Dans la definition d'une pseudo-categorie test, on a privilegie le foncteur iA 
par rapport a son adjoint a droite i*A (cf. 1.2.2). De fagon plus symetrique, on appelle 
W-categorie test faible, ou plus simplement categorie test faible, une petite categorie 
A telle qu'il existe une partie faiblement saturee W de f\(A) telle que : 

(a) (A, W) soit un modelisateur; 
(b) iA et iA soient des morphismes de modelisateurs 

iA-(A,W) (Cat, W) , i*A: (Cat, W) (A,W) ; 

(c ) pour toute petite categorie C G Ob(Cat), on ait ec G W, et pour tout prefais
ceau F G Ob(A), on ait r]F G W, ou 

e : iAiA — > lCat , V • 1^ — > 

designent les morphismes d'adjonction (1.2.2.1). 

On remarque que la condition (b) implique en particulier que W — iAX(W) — WA , 
et que W = i\~l(W) = iA~1(yVA)- En fait, les conditions (a), (b), (c) ci-dessus sont 
largement redondantes. 

Lemme 1.3.8. — Soient i : M —> M', j : M' —> M un couple de foncteurs adjoints, 

e : ij 1 M ' , V ' 1 M ji 

les morphismes d'adjonction, et W (resp. Wf) une partie faiblement saturee de F I ( M ) 
(resp. F I ( M ' ) ) . Alors les deux conditions suivantes sont equivalentes : 

(a) W = i~1(W/), et pour tout a' G Ob(M'), le morphisme ea, : ij(a') —> a' est 
dans Wf ; 

(a7) W — j~l(W), et pour tout a G Ob(M), le morphisme r]a : a > ji(a) est 

dans W ; 

ces deux conditions impliquant la condition : 

(b) i(W) C W, j(W) CW et les foncteurs : 

i:W~lM—>W lM' , j-.W'^M'—>W-XM , 

induits pari et j , sont des equivalences de categories quasi-inverses Vune de Vautre, 
les isomorphismes d'adjonction etant deduits de e et rj. 

De plus, si les parties W et W sont fortement saturees, les conditions ( a ) , (a;) et (b) 
sont equivalentes. 

Demonstration. — Montrons que (a) => (a1). Pour tout a G O b ( M ) , on a : 

£i(a) Oi0/a) = U(a) 

i(a) 
i(na) 

iji(a) 
ei(a) 

i(a) , 
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et comme G W', on en deduit par saturation faible que i(r)a) G W , d'ou ?7a G W . 
Montrons que W = j~1(W). Soit / ' : a' —> b' une fleche de M'. On a un diagramme 
commutatif : 

ij(a') 
£a' 

a' 

ij(f') f' 

ij(b') b' , 
Eb' 

et comme ea,, eb, G W', la saturation faible implique que f G W si et seulement si 
ij(f') G W'. Or, par hypothese, on a ij(f') G W si et seulement si j(f') G W, ce qui 
prouve (a1). 

L'implication (a') ( a ) resulte de l'implication precedente, appliquee aux catego
ries opposees. 

Les autres assertions sont evidentes. • 

Proposition 1.3.9. — Soit A une petite categorie. Les conditions suivantes sont equi
valentes : 

( i ) A est une categorie test faible ; 
(ii) A satisfait aux conditions suivantes : 

(a) A est aspherique ; 
(b) i*A(W) C WA (autrement dit iAi*A(W) CW); 

(iii) pour toute petite categorie C, le foncteur ec : iAiA(C) > C est une equiva
lence faible; 

{iii) pour toute petite categorie C, le foncteur ec : iAiA(C) > C est aspherique; 
(iii') pour toute petite categorie C ayant un objet final, le prefaisceau iA(C) est 

aspherique. 
( i i i ' " ) pour toute petite categorie aspherique C, le prefaisceau iA(C) est aspherique. 

Demonstration. — L'implication (i) (ii), (b) est immediate. Pour demontrer 
que (i) => (ii), (a), on remarque que la condition (i) implique que le morphisme 
ee : iAiA(e) —> e est une equivalence faible. Or, iA etant un adjoint a droite, il trans-
forme un objet final en objet final. On a done iA(e) ~ et iAiA(e) ~ iA(eA) — A, 
ce qui montre que A est aspherique, et prouve l'implication (i) (ii). Montrons 
l'implication (ii) (iii'"). Soit C une petite categorie aspherique. Le morphisme 
C —> e est une equivalence faible, et en vertu de (ii), (b), il en est de meme de 
iAiA(C) —> ^A^A(6) — A- ^ resulte done de (ii), (a) et ( L a ) , (1.1.2) que i*A(C) est 
un prefaisceau aspherique. L'implication (Hi'") => (iii") resulte de ( L b ) , (1.1.2), 
l'implication (iii") (Hi1) de l'observation que pour toute petite categorie C et tout 
c G Ob(C), iAiA(C)/c ~ iAiA(C/c), l'implication (iii') (iii) de ( L c ) , (1.1.2), et 
l'implication (iii) (i) du lemme 1.3.8, ce qui prouve la proposition. • 
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Remarque 13.10. — II resulte, en particulier, de la proposition precedente qu'une 
categorie test faible est une pseudo-categorie test. 

1.4. Segments et homotopie dans une categorie 

1.4.1. — Soit M une categorie admettant un objet final eM. On appelle segment de M 
un triplet I = (/, <90, <9i), ou I est un objet de M , et <90, d\ : eM zz^ / des morphismes 
de M. Si M admet un objet initial 0 M , on dit qu'un segment I = (/, <90,<9i) est 
separant si le morphisme canonique 0 M —> eM est un noyau de la double fleche 
(do, di) : eM = | L Soient I = (/, <90, <9i) et f = ( / ' , d { ) deux segments de M . On 
appelle morphisme de segments de I vers V un morphisme ip : I —> V de M tel que 
8Q = <£>d0 et d[ = (̂ <9i. 

7.4.2. — On suppose dans la suite que M admet des produits finis. Soient I = 
(/, do,d\) un segment de M , et / , g : X Y deux morphismes de M. On dit que / 
est 1-homotope de facon elementaire a g s'il existe un morphisme h : I x X —> Y tel 
que / = h(d0 x 1^) et g = h(di x lx) 

I x X 
d0xlx d!Xlx 

X^ h X 

f 9 

Y 

et on dit que h est une 1-homotopie de / a g (ou par abus de langage une /-homotopie). 
On remarque que 1/ est une I-homotopie de do a d\ (en identifiant / x eM a / ) . Plus 
generalement, un morphisme de segments <p : 1 — (I,do,di) — > I ' — (I'^d^d^) est 
une I-homotopie de dfQ a d[. 

Soit X un ensemble de segments de M. On appelle relation de X-homotopie la 
relation d'equivalence engendree par la relation : « il existe un segment I appartenant 
a X tel que / soit I-homotope a g de fagon elementaire » . On dit que deux morphismes 
sont X-homotopes (ou I-homotopes si X = {!}) s'ils sont en relation par la relation 
de X-homotopie. Si X = { ( / , 9o, d\)}, on dira parfois, par abus de langage, qu'ils sont 
7-homotopes. 

1.4.3. — On verifie immediatement que la relation de X-homotopie est compatible a 
la composition et au produit de morphismes : 

a) Si / o , / i X y , go,gi : Y zz^ Z sont des morphismes de M , et si /o est 
X-homotope a f\ et go X-homotope a g\, alors gofo est X-homotope a g\f\. 

b) Si /o , fi : X z ^ fo,f[ : X7 zz^ Yf sont des morphismes de M, et si /o est 
X-homotope a / i et f0 X-homotope a / { , alors /0 x / Q est X-homotope a fi x / { . 
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En vertu de la propriete ( a ) , il existe une categorie Mj ayant memes objets que M , 
et telle que pour tous objets X et Y, Y\orciMT(X,Y) soit le quotient de l'ensemble 
Hom A / ( X , Y) par la relation de X-homotopie, la composition dans Mj etant deduite 
de celle de M par passage au quotient, ainsi qu'un foncteur Qx induisant l'identite 
sur les ensembles des objets, associant a une fleche de M sa classe de X-homotopie, 
et jouissant de la propriete universelle suivante. Pour toute categorie M ' , et tout 
foncteur F : M —> M' tel que pour tout couple de morphismes X-homotopes de M , 
on ait F(f) = F(g), il existe un foncteur unique F : M j —> M' rendant commutatif 
le triangle : 

M 

Qx 
F 

MI > Mf • 
F 

L'assertion (b) implique que Mj admet des produits finis, et que le foncteur Qx 
commute a ces produits. 

On dit qu'un morphisme / de M est un X-homotopisme, ou une 1-equivalence 
d'homotopie (ou un 1-homotopisme, ou une 1-equivalence d'homotopie si X = { I } ) , si 
Qi{f) est un isomorphisme de Mj. On dit qu'un objet X de M est X-contractile (ou 
1-contractile si X = { ! } ) si Qj(X) est un objet final de M j , ou de fagon equivalente, 
si le morphisme canonique X —> eM est un X-homotopisme. Pour cela, il faut et 
il suffit que l'identite de X soit X-homotope a un endomorphisme constant de X (se 
factorisant par Fob jet final eM de M). Si X = { ( / , <9o, <9i)}, on parlera parfois, par abus 
de langage, de 7-homotopisme, de /-equivalence d'homotopie, ou d'objet /-contractile. 

1.4.4. — On note X la classe des segments I = (I,do,d\) de M tels que do et d\ 
soient X-homotopes. On a X C X (c/. 1.4.2), et il resulte de l'assertion ( a ) ci-dessus 
que la relation de X-homotopie coincide avec la relation de X-homotopie, et X est la 
plus grande classe de segments ayant cette propriete. On a Mj = Mx, Qx = QXl et 
en particulier, pour qu'un morphisme de M soit un X-homotopisme, il faut et il suffit 
qu'il soit un X-homotopisme, et pour qu'un objet de M soit X-contractile, il faut et il 
suffit qu'il soit X-contractile. 

Si M admet des sommes amalgamees (il suffit des sommes amalgamees sous e M ) , 
et si les foncteurs produit par un objet respectent les carres cocartesiens, alors deux 
fleches f,g:X : z | Y de M sont X-homotopes si et seulement s'il existe un segment I 
appartenant a X et une E-homotopie de / kg. 

Si X' est une deuxieme classe de segments de M , la relation de X-homotopie est 
plus fine que celle de X'-homotopie si et seulement si pour tout segment I = (/, <9o, d\) 
appartenant a X, do et d\ sont X'-homotopes, autrement dit, si X c X'', et alors 
un X-homotopisme est aussi un X'-homotopisme, et un objet X-contractile est aussi 
X'-contractile. 
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1.4.5. — Soient M et M' des categories admettant des objets finaux eM et eM, res
pectivement, et F : M—> M' un foncteur tel que F(eM) = eM,. Pour tout seg
ment I = (I,d0,di) de M , ( F ( J ) , F(d0), est un segment de M ' , note F(I) . 
Supposons que M et M ' admettent des produits finis, et que le foncteur F y com
mute. Alors si / , g : X zz£ Y sont deux morphismes de M , et /i : I x X —)> Y une 
I-homotopie de / a g, 

F ( / i ) : F(I) x F ( X ) ~ F ( J x X) F ( Y ) 

est une F(I)-homotopie de F(f) a On en deduit que si X est une classe de 
segments de M , et X' la classe des segments de M' formee des segments F(I), pour 
I segment appartenant a X, et si / , g : X zz£ Y sont deux morphismes X-homotopes 
de M , alors F(f) et sont X'-homotopes. Ainsi, en vertu de la propriete univer-
selle de la categorie M j , le foncteur F induit un foncteur F : M? —> M'z, rendant 
commutatif le diagramme : 

M 
F 

M' 

Qx Qx' 

Mx M'I' . 
F 

En particulier, si / est un X-homotopisme de M, alors F(f) est un X'-homotopisme 
de M ' , et si X est un objet X-contractile de M , F(X) est un objet X'-contractile 
de M'. 

Lemme 1.4.6 (d'homotopie). — Soient M une categorie admettant des produits finis, 
W une partie faiblement saturee de F\(M), et X un ensemble de segments de M, 
tel que pour tout segment I = (I,do,di) appartenant a X, le morphisme canonique 
pT : I —> eM, ou eM designe Vobjet final de M, soit universellement dans W. Si 
f\g : X zz£ y sont deux morphismes X-homotopes de M, alors : 

(a) 7 ( / ) = 7 (# ) , ou 7 : M —> T Y _ 1 M designe le foncteur canonique de localisa
tion ; 

(b) / est dans W si et seulement si g Vest; 
(c) si f est un isomorphisme, et g un morphisme constant (se factorisant par Vobjet 

final eM), alors le morphisme canonique X —> eM (etY —> eM) est universellement 
dans W. 

Demonstration. — Pour demontrer ( a ) et (6) , on peut supposer qu'il existe un seg
ment I = (/, do,di) appartenant a X, et une I-homotopie h : I x X —> Y de / a g, de 
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sorte que le diagramme 

I xX 
doXlx y dixlx 

X h X 

f g 
Y 

soit commutatif. Comme le morphisme canonique pl : / —> eM est universellement 
dans W, pr2 = pT x l x : I x X —> X est dans W , et comme 

(1.4.6.1) p r 2 o (50 x l x ) = lx = pr2 ° (#i x l x ) , 

on a 

7(pr2)7(S0 x l x ) = l 7 ( x ) = 7 ^ 2 ) 7 ( ^ 1 x l x ) , 

d'ou 

7(<9o x l x ) = 7(#L x l x ) , 

ce qui implique que 

7 ( / ) = 7 ( ^ ) 7 ( ^ 0 x l x ) = 7 ( ^ ) 7 ( ^ 1 x l x ) = 7(0) > 

et prouve l'assertion ( a ) . 

De meme, l'egalite 1.4.6.1 implique, en vertu des conditions FS1 et FS2 de la 
saturation, que do x l x et d\ x l x sont dans W. On en deduit que / (resp. g) est dans 
W si et seulement si h Test (condition FS2 de la saturation), ce qui prouve l'assertion 

Montrons l'assertion ( c ) . Par hypothese, g = sp, oil p : X —> eM designe le mor
phisme canonique et s : eM —> Y un morphisme de M. I I s'agit de montrer que pour 
tout objet T de M , la deuxieme projection pr2 = p x 1? : X x T —> T est dans W. 
Or, en vertu de 1.4.3, (6) , f x IT est homotope a g x IT = {s x 1T)(P X I T ) , et comme 
/ est un isomorphisme, il en est de meme de / x 1T qui est done dans W (conditions 
FS1 et FS3 de la saturation). I I resulte done de (6) que (s x 1T)(P X I T ) est dans W, 
et comme (p x IT)(S X IT) = I T , P X I T est dans W (condition FS3 de la saturation), 
ce qui acheve la demonstration. • 

Remarque 1.4.7. — Dans la demonstration de 1.4.6, ( c ) , on utilise pour la premiere 
fois de fagon essentielle la condition FS3 de la saturation. Jusqu'a present, la seule 
consequence utilisee de cette condition (combinee avec la condition FS1) etait que les 
isomorphismes sont dans W. 

Proposition 1.4.8. — Soient M une categorie admettant des produits finis, W une par-
tie faiblement saturee de F\(M), et X un ensemble de segments de M, tel que pour 
tout segment 1 = ( / , do,di) appartenant a X, le morphisme canonique pj : I —> eM, 

(b). 
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ou eM designe Vobjet final de M, soit universellement dans W. Si X est un ob
jet X-contractile de M, alors le morphisme canonique X —> eM est universellement 
dans W. 

Demonstration. — C'est une consequence immediate du lemme 1.4.6 ( c ) . • 

1.4.9. — On appelle segment multiplicatif d'une categorie M admettant des produits 
finis, un segment L = ( L , Ao, A I ) de M , muni d'une loi de composition 

A.LxL —> L 

admettant Ao comme unite a gauche et Ai comme zero a gauche, autrement dit, telle 
que les diagrammes suivants soient commutatifs 

eM x L 
X0xlL 

Lx L 

IL 
A 

' L 

eM x L 
X1x1L 

Lx L 

A 

EM 
Ai 

> L 

En particulier, A est une L-homotopie de l'identite de L a un endomorphisme constant, 
et L est un objet L-contractile de M. 

Lemme 1.4.10. — Soient M une categorie admettant des produits finis, d'objet final 
eM, W une partie faiblement saturee de F\(M), I — ( / , 9o,<9i) un segment de M tel 
que le morphisme canonique 1 —> eM soit universellement dans W, et (L , A ) , L = 
( L , Ao, A i ) , un segment multiplicatif. S'il existe un morphisme de segments cp : I —> h , 
alors le morphisme canonique pL : L —> eM est universellement dans W. 

Demonstration. — Posons h = A(cp x 1^) : L x L —> L 

I x L 
ipXlL 

Lx L- _A 
L . 

On a 

h{d0 x lL) = A(p x lL){d0 x 1 L ) = A(A0 x 1 L ) = 1 L 

et 

h{d1 x 1 L ) = A ( ^ x lL)(di x 1 L ) = A(Ai x 1 L ) = XIPL , 

autrement dit, I L et XipL sont I-homotopes. I I resulte done du lemme 1.4.6, ( c ) que 
pL : L —> eM est universellement dans W. • 

Remarque 1.4.11. — Voici une demonstration plus conceptuelle de ce lemme. Le mor
phisme de segments (p definit une I-homotopie de Ao a Ai (cf. 1 .4.2) , et le segment L 
appartient done a { 1 } (cf 1.4.4). Comme L est L-contractile (cf. 1.4.9), on en deduit 
qu'il est aussi l-contractile (1.4.4) , et on conclut par la proposition 1.4.8. 
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Exemple 1.4.12. — Soit M une categorie admettant des limites projectives finies, un 
objet initial strict 0 M (on dit qu'un objet initial est strict si tout morphisme de but 
cet objet est un isomorphisme), et un objet de Lawvere L (un objet de M representant 
le prefaisceau X I—> {sous-objets de X}). Comme 0 M est un objet initial strict, pour 
tout objet X de M , le morphisme canonique 0 M —> X est un monomorphisme. Si 
eM designe l'objet final de M, les monomorphismes le : eM —> eM et 0 M —> eM 
definissent deux morphismes A0 : eM —> L et Ai : eM —> L, d'ou un segment L = 
( L , A o , A i ) , appele segment de Lawvere de M. On remarque que l'intersection des 
sous-objets 

( X ' e ^ X , X"^X)\—> (X' xx X"(-+X) 

definit une loi de composition sur L 

A : L x L — > L . 

Lemme 1.4.13. — Le segment L est separant, (L, A ) est un segment multiplicatif, et 
pour tout segment separant 1 = (I,do,d\) de M, il existe un morphisme de segments 
(fi : I — > L (non necessairement unique). 

Demonstration. — Montrons que L est separant. En effet, supposons que le carre 

(1.4.13.1) 

EM 

X 

Ao 

L 

Ai eM 

soit commutatif. Comme les carres 

(1.4.13.2) 

X- eM 

l x 

x - eM 

0 M - 0M 

x - • EM 

sont cartesiens (le second parce que 0 M est un objet initial strict), la commutativite 
de 1.4.13.1 implique que lx X —> X et 0 M —> X representent le meme sous-objet 
de X , autrement dit, que 0 M —> X est un isomorphisme, ce qui prouve l'assertion. 

Pour montrer que A0 (resp. A i ) est une unite (resp. un zero) a gauche pour A, 
comme les carres 1.4.13.2 sont cartesiens, il suffit de remarquer que pour tout objet X 
de M , l'intersection du sous-objet « plein » (resp. « vide » ) de X avec un sous-objet 
arbitraire X' de X est le sous-objet X' (resp. vide). 

Montrons que pour tout segment separant I = ( / , do ,# i ) , il existe un morphisme 
de segments fi : 1 —> L. II s'agit de montrer qu'il existe un morphisme fi : I —> L 
de M tel que 

(1.4.13.3) A0 = fid0 , Ai = fidi . 
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Soit (p : / —> L le morphisme correspondant au sous-objet do : eM —> I de / . Les 
egalites 1.4.13.3 resultent alors du fait que les carres suivants sont cartesiens : 

eM eM 

do 

EM ~ I 
do 

0M ~ eM 

do 

EM I dl 

(le deuxieme puisque I est separant). 

Proposition 1.4.14. — Soit M une categorie admettant des limites projectives finies, 
un objet initial strict, et un objet de Lawvere L, et soit W une partie faiblement saturee 
de F I ( M ) . Notons eM un objet final de M. Les conditions suivantes sont equivalentes : 

(a) Le morphisme canonique L —> eM est universellement dans W ; 
(b) il existe un segment separant I = (I,do,di) de M tel que le morphisme cano

nique L —> eM soit universellement dans W. 

Demonstration. — La proposition resulte aussitot des lemmes 1.4.13 et 1.4.10. • 

Exemple 1.4.15. — Supposons que M — Cat, notons A\ la categorie correspondant 
a l'ensemble ordonne { 0 ^ 1 } , et e 0 , e 1 : e A\ les foncteurs definis par 0 et 1 
(correspondant aux cribles « plein » et « vide » de e (cf. 1.1.26)). On verifie imme-
diatement que A i : = (Ai,eo,ex) est un segment separant de Cat, et on remarque 
que si UQ,U\ : A zz^ B sont deux fleches de Cat, les Ai-homotopies de uo a u\ 
correspondent biunivoquement aux morphismes de foncteurs de UQ vers u\. On en de-
duit facilement que les segments appartenant a { A i } (cf. 1.4.4) sont exactement les 
segments I = (L,do,d\) tels que les images de do et d\ appartiennent a une meme com-
posante connexe de / , et que deux fleches uo,u\ : A zz£ B de Cat sont Ai-homotopes 
si et seulement s'il existe un segment I = (I,do,di) de Cat, avec / connexe, et une 
I-homotopie h : 1 x A —> B de î o a u\. On dira plus simplement que uo et u\ sont 
homotopes. De meme, on dira qu'une fleche de Cat est un homotopisme, pour A i -
homotopisme, et qu'une categorie est contractile, pour Ai-contractile. 

Proposition 1.4.16. — Si C est une petite categorie admettant un objet final (ou ini
tial), alors C est contractile. 

Demonstration. — Soient e c un objet final de C, s : e —> C le foncteur defini par cet 
objet, et p : C —> e le foncteur canonique. On a ps = l e , et si pour tout objet c de C, 
ac : c —> e c designe la fleche canonique, a :1c —> $P est un morphisme de foncteurs 
qui correspond a une Ai-homotopie de l c a sp, ce qui prouve la proposition. • 

1.4.17. — Le segment A i admet une structure de segment multiplicatif. En effet, A\ 
represente le prefaisceau 

C l — > {cribles de C } 
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sur Cat (1.1.26), et le morphisme de C vers A\ se factorisant par e0 (resp. ex) cor

respond au crible plein (resp. vide) de C. On en déduit que la loi de composition 

sur A\ représentant l'intersection de deux cribles définit une structure de segment 

multiplicatif sur A i . Explicitement, cette loi de composition est définie par 

Ai x Ai —> Ai 

(a, b) l—>a + b-ab , a, b G O b ( A i ) = { 0 , 1 } . 

C'est le morphisme qui correspond au crible { ( 0 , 0 ) } de Ai x A\. 

Proposition 1.4.18. — Pour tout localisateur fondamental faible W', une catégorie 

contractile est W-asphérique. 

Démonstration. — En vertu de Lb (1.1.2), et de la proposition 1.1.4, Ai —> e est 

universellement dans W . Comme en vertu de La (1.1.2), W est faiblement saturé, la 

proposition 1.4.18 résulte de la proposition 1.4.8. • 

1.5. Les catégories test 

Dans ce paragraphe, on se fixe, une fois pour toutes, un localisateur fondamental 

faible W . 

1.5.1. — La propriété d'être une catégorie test faible n'est pas une propriété locale : 

si A est une catégorie test faible, la catégorie A/a, pour a objet de A, n'est pas 

nécessairement une catégorie test faible, et si A est une petite catégorie telle que pour 

tout objet a de A, A/a soit une catégorie test faible, A n'est pas nécessairement une 

catégorie test faible. On est ainsi conduit à poser la définition suivante. 

Définition 1.5.2. — On dit qu'une petite catégorie A est une W-catégorie test locale, 

ou plus simplement une catégorie test locale, si pour tout objet a de A, A/a est une 

catégorie test faible. On dit que A est une W-catégorie test, ou plus simplement une 

catégorie test, si elle est à la fois une W-catégorie test locale et une W-catégorie test 

faible. 

Proposition 1.5.3. — Soit A une petite catégorie. Les conditions suivantes sont équi

valentes : 

(a) A est une catégorie test locale ; 

(b) pour toute petite catégorie C admettant un objet final, i\(C) est un préfaisceau 

localement asphérique {cf. 1.2.6); 

(c) pour toute petite catégorie asphérique C, i\(C) est un préfaisceau localement 

asphérique ; 

(d) pour toute équivalence faible u de Cat, i\(u) est une équivalence faible locale 

de préfaisceaux sur A (cf. 1.2.6). 
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Démonstration. — On remarque que pour toute petite catégorie (7, on a un isomor-

phisme fonctoriel iA(C)\(A/a) c± iA/a(C). La proposition résulte donc de l'équivalence 

des conditions (z ) , ( m " ) , (iii'") et (ii) de la proposition 1.3.9. • 

Remarque 1.5.4 

a) Une petite catégorie A est une catégorie test si et seulement si elle est une caté

gorie test locale asphérique. En effet, en vertu de la proposition 1.3.9, pour démontrer 

que sous ces hypothèses A est une catégorie test faible, il suffit de montrer que pour 

toute petite catégorie C ayant un objet final, A/i\(C) —> A est asphérique, ce qui 

résulte de la proposition 1.5.3. Pour caractériser donc les catégories test, il suffit de 

caractériser les catégories test locales. 

b) Si A est une catégorie test locale, alors pour tout préfaisceau F de A, la catégorie 

A/F est une catégorie test locale. En effet, pour tout objet (a,p : a —> F) de AjF, 

on a un isomorphisme canonique (A/F) / (a,p) — Aja. Si de plus F est asphérique, il 

résulte de (a) que AjF est une catégorie test. 

7.5.5. — Soit A une petite catégorie. On pose LA — i\(A\\ où A\ désigne la caté

gorie correspondant à l'ensemble ordonné { 0 ^ 1 } . On remarque que si F désigne un 

préfaisceau sur A, on a des bijections fonctorielles 

H o m ^ ( F , LA) = H o m ^ ( F , i\(A\)) ~ HomCat(i A(F), A i ) 

— Hoïr\cat(A/F, A\) ~ {cribles de A/F} ~ {sous-objets de F} . 

On en déduit que LA représente le foncteur 

F I—> {sous-objets de F} , 

autrement dit, que LA est un objet de Lawvere de À. 

Théorème 1.5.6. — Soit A une petite catégorie. Les conditions suivantes sont équiva

lentes : 

(a) A est une catégorie test locale ; 

(b) LA est localement asphérique; 

(c) il existe un segment séparant I = ( / , do,di) de A tel que I soit localement 

asphérique. 

Démonstration. — Comme A\ admet un objet final, l'implication (a) ^ (b) résulte 

de la proposition 1.5.3. Pour montrer l'implication (b) => ( a ) , supposons que LA 

soit localement asphérique, autrement dit, que le morphisme canonique LA —> eA , 

où eA désigne l'objet final de A, soit universellement dans WA . Soit C une petite 

catégorie admettant un objet final. En vertu de la proposition 1.4.16, la catégorie C est 

Ai-contractile, où A i désigne le segment ( Z \ i , e o , e i ) (cf. 1.4.15). Comme le foncteur 

iA, étant un adjoint à droite, commute aux limites projectives, on en déduit que h A : = 

(LA, iA(eo), ^ ( e i ) ) est un segment de A, et que iA(C) est -contractile (cf. 1.4.5). 

Il résulte donc de la proposition 1.4.8 que le morphisme canonique iA{C) —> eA est 
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universellement dans W ^ , autrement dit que i\(C) est localement asphérique, ce 

qui prouve, en vertu de la proposition 1.5.3, que A est une catégorie test locale. 

L'équivalence de (b) et (c) résulte de la proposition 1.4.14. • 

Corollaire 1.5.7. — Soit A une petite catégorie admettant des produits finis. S'il existe 

un segment séparant 1 — ( I , do,d\) de A tel que I soit représentable, alors A est une 

catégorie test. 

Démonstration. — Comme A admet des produits finis, elle admet, en particulier, un 

objet final e^, et elle est donc asphérique. Comme le préfaisceau I est représentable, 

pour tout objet a de A, le préfaisceau a x I est aussi représentable, donc asphérique 

(1.2.5) , ce qui implique que le morphisme I —> de A est asphérique (1.2.5) , au

trement dit, que le préfaisceau I est localement asphérique (1.2.6). Il résulte donc du 

théorème 1.5.6 que A est une catégorie test locale, et comme elle est asphérique, elle 

est une catégorie test (1.5.4, ( a ) ) . • 

Remarque 1.5.8. — Si A est une petite catégorie admettant un objet final e^, un 

segment séparant (J, do,di) de A, tel que I soit représentable, n'est rien d'autre qu'une 

double flèche do,d\ : eA zz£ I de A telle qu'il n'y ait aucun diagramme commutatif 

dans A de la forme 

eA 
do 

X I 

01 
eA 

En particulier, cela exclut l'existence d'un objet initial dans A. 

Exemples 1.5.9. — Le corollaire 1.5.7 fournit un grand nombre d'exemples de catégo

ries test : 

a) La catégorie dont les objets sont les ensembles 

{ 0 , 1 , . . . , n } , n ^ O , 

et dont les morphismes sont toutes les applications entre ces ensembles (catégorie 

équivalente à celle des ensembles finis non vides) est une catégorie test. 

b) Une petite catégorie équivalente à la catégorie des ensembles ordonnés (ou pré

ordonnés) finis non vides est une catégorie test. 

c) Une petite catégorie équivalente à celle des catégories finies non vides est une 

catégorie test. 

d) Plus généralement, soit A une petite sous-catégorie pleine de Cat stable par 

produits finis. On suppose : 

(i) la catégorie vide n'est pas un objet de A ; 

(ii) il existe une catégorie ayant au moins deux objets, et qui est un objet de A. 
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Alors A est une catégorie test. En effet, soit / un objet de A ayant au moins deux 

objets distincts eo, e\. Alors les flèches <9o,$i e ^$ L, définies par eo, ei , définissent 

en vertu de la remarque 1.5.8, un segment séparant de A, et l'assertion résulte du 

corollaire 1.5.7. On remarque que les exemples précédents peuvent être considérés 

comme des cas particuliers. 

e) La sous-catégorie (non pleine) de la catégorie des ensembles dont les objets sont 

les puissances { 0 , l } n , n ^ 0, de l'ensemble { 0 , 1 } , et les morphismes les applications 

<p = (<Pu...,<pn): { 0 , l } m — > { 0 , 1 } " , & : { 0 , 1 } ™ — > { 0 , 1 } , 

où pour tout i, 0 ^ Î^ n, tpt est une projection ou une application constante, est une 

catégorie test. 

Corollaire 1.5.10. — Soient A une catégorie test locale (resp. une catégorie test), et 

B une petite catégorie arbitraire (resp. asphérique). Alors la catégorie AxB est une 

catégorie test locale (resp. une catégorie test). 

Démonstration. — Soient A une catégorie test locale, B une catégorie arbitraire, et 

notons pr\ : AxB —> A la première projection. En vertu du théorème 1.5.6, il existe 

un segment séparant I = ( J , do,di) de A tel que I soit localement asphérique. Comme 

le foncteur pr\ : A —> A x B est exact, (pr\(I),pr\(dç>),prl(d\)) est un segment 

séparant de A x B, et il résulte de la proposition 1.2.12 que pr\(I) = J l e ^ (où 

e^ désigne l'objet final de B) est localement asphérique. Le théorème 1.5.6 implique 

donc que A x B est une catégorie test locale, ce qui prouve l'assertion relative aux 

catégories test locales. L'assertion relative aux catégories test en résulte, grâce à la 

remarque 1.5.4, (a) et au corollaire 1.1.5. • 

Exemple 1.5.11. — Notons A la catégorie des simplexes, sous-catégorie pleine de la 

catégorie des ensembles ordonnés dont les objets sont les ensembles 

An = { 0 , 1 , . . . , n } , n £ N , 

ordonnés par l'ordre naturel, de sorte que A soit la catégorie des ensembles simpli-

ciaux. 

Lemme 1.5.12. — L'objet A\ de A est localement asphérique. 

Démonstration. — Pour montrer que A\ est localement asphérique, autrement dit, 

que le morphisme A\ —> = Ao de A est asphérique (1.2.6), il suffit, en vertu de 

1.2.5, de montrer que pour tout m, m ^ 0, le préfaisceau Am x Ai est asphérique. 

Notons 

ipk : Am+1 —> Am x Ai , 0 < k ^ m , 

le morphisme de A défini par les morphismes 

A n + i — > Am , y'I : Am+i — > Ai 
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de A , définis par 

* 4 ( 0 = 
l , 0 ^ l < k , 

/ - 1 , /c < / ^ m + 1 , 
^ ( 0 = 

' 0 , 0 ^ l ^ k , 

1 , k < l ^ ra + 1 . 

Notons F/e le préfaisceau image de (fk- Comme le morphisme <p>k est un monomor-

phisme de A , on en déduit que Fk est isomorphe à A m + i , et en particulier, Fk est 

représentable, donc asphérique (1.2.5). 

On pose 

Gk 
o<i<k 

Fi , 0 ^ k ^ m . 

On va montrer 

(a) Am x A i = Gm ; 

(6) Gfc H F/ ,+1 - Am , 0 ^ k < m. 

La condition (b) impliquera, par récurrence, que pour tout /c, 0 ^ k ^ m, G& est 

asphérique (car Go = Fo est asphérique, et si Gk est asphérique (pour un entier /c, 

0 ^ k < m ) , Gfc+i = Gk U Ffc+i est asphérique, en vertu de (6) et de la proposition 

1.2.7), et la condition (a) impliquera alors que Am x A i est asphérique. 

Or, la condition (a) est immédiate. Pour montrer la condition (6) , considérons le 

morphisme 

ipk : Am —> Am x A i , 0 ^ k < m , 

de A défini par les morphismes 

^ : Am > Am , i)'k' : Am > Ax 

de A , définis par 

- 1Arri > m) 
' 0 , 0 ^ / < A: , 

1 , k < l ^ m . 

Notons F^ le préfaisceau image de T / ^ . Comme le morphisme ipk est un monomor-

phisme de A , on en déduit que F'k est isomorphe à Am. D'autre part, on vérifie 

aussitôt que 

F£ = Gfc n , 0 O < m , 

ce qui prouve la condition (6) , et achève la démonstration. 

Proposition 1.5.13. — La catégorie A est une catégorie test. 

Démonstration. — Comme la catégorie A admet un objet final A o , elle est asphérique. 

Pour montrer donc que A est une catégorie test, il suffit, en vertu de 1.5.4, ( a ) , de 

montrer qu'elle est une catégorie test locale. Notons 

e0, ei : A0 ^ i 
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les morphismes définis par 

e0(0) = 0, ei(0) = l . 

En vertu du théorème 1.5.6, pour montrer que A est une catégorie test locale, il 

suffit de montrer que (Z \ i , e0 , e i ) est un segment séparant de A , et que Ai est un 

objet localement asphérique de A . La première assertion résulte immédiatement de 

la remarque 1.5.8, et la deuxième du lemme 1.5.12. • 

Exemple 1.5.14. — Si W est le localisateur fondamental trivial (1.1.29), alors toute 

petite catégorie est une W-catégorie test. Si W est le localisateur fondamental faible 

grossier non trivial Wgr (1.1.31), pour qu'une petite catégorie soit une VV^-catégorie 

test, il faut et il suffit qu'elle soit non vide. En effet, il résulte aussitôt de la proposition 

1.1.30 qu'une petite catégorie est Wgr-asphérique si et seulement si elle est non vide, 

et l'assertion est donc conséquence immédiate de la proposition 1.5.3. 

1.6. Les catégories test strictes 

Dans ce paragraphe, on se fixe, une fois pour toutes, un localisateur fondamental 

faible W. 

Proposition 1.6.1. — Soit A une petite catégorie. Les conditions suivantes sont équi

valentes : 

(a) pour tous objets a et b de A, le produit a x b dans A est un préfaisceau asphé

rique ; 

(a ' ) le produit de deux préfaisceaux asphériques de A est asphérique; 

(b) le foncteur ij± A —> Cat commute aux produits binaires, à équivalence faible 

près, autrement dit, pour tous préfaisceaux F et G de A, le morphisme canonique 

A/(F xG) —> A/F x A/G 

est une équivalence faible ; 

(b ' ) pour tous préfaisceaux F et G de A, le morphisme canonique 

A/(F x G ) — > A/F x A/G 

est asphérique ; 

(c) tout préfaisceau représentable de A est localement asphérique ; 

(c ' ) tout préfaisceau asphérique de A est localement asphérique ; 

(d) le foncteur diagonal A —> A x A est asphérique. 

De plus, si A est non vide, chacune de ces conditions implique que la catégorie A est 

asphérique. 
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Démonstration. — L'implication (a ) => (&') résulte de l'observation que pour tous 

objets (a, p : a —> F) et (6, q : b —> G) de A/F et A / G respectivement, on a un 

isomorphisme canonique 

{A/(FxG))/((a,p),(b,q))~A/axb . 

L'implication (b') => (b) est évidente, et l'implication (b) =^> {a') résulte du corol

laire 1.1.5. Dire qu'un préfaisceau F de A est localement asphérique, c'est dire que 

pour tout objet a de A, le préfaisceau a x F est asphérique, ce qui montre l'impli

cation {a') (c1). Les implications ( V ) => (c ) et ( c ) (a) sont immédiates, ce qui 

prouve l'équivalence des six premières conditions. L'équivalence de ( a ) et (d) résulte 

de l'observation que pour tout objet (a, b) de A x A, on a un isomorphisme canonique 

A/(a,b) ~ A/a x 6. 

Montrons que si A est non vide, ces conditions impliquent que A est asphérique. 

Soit a un objet de A. En vertu de la condition ( c ) , le morphisme canonique a —> de 

A, où désigne l'objet final de A, est asphérique, ce qui implique que le préfaisceau 

est asphérique, autrement dit que la catégorie A est asphérique. • 

Définition 1.6.2. — Soit A une petite catégorie. On dit que A est totalement W-asphé

rique, ou plus simplement totalement asphérique, si elle est asphérique, et si pour tous 

objets a et b de A, le préfaisceau a x b de A est asphérique. 

Remarque 1.6.3. — Une catégorie totalement asphérique est donc une petite catégorie 

satisfaisant aux conditions équivalentes de la proposition 1.6.1 et qui est asphérique, et 

pour cela il suffit qu'elle soit non vide. En vertu de la proposition 1.1.30, si le localisa-

teur fondamental faible W est non trivial, les catégories totalement asphériques sont 

exactement les petites catégories non vides satisfaisant aux conditions équivalentes 

de la proposition 1.6.1. Si A est une catégorie totalement asphérique, il résulte de 

l'équivalence des conditions (a) et {c') de la proposition 1.6.1 et de l'asphéricité de A 

qu'un préfaisceau de A est asphérique si et seulement si il est localement asphérique. 

Exemple 1.6.4. — Une petite catégorie admettant des produits finis est totalement 

asphérique. 

Proposition 1.6.5. — a) Un produit fini de petites catégories totalement asphériques 

est une catégorie totalement asphérique. 

b) Soit u : A —> B un morphisme asphérique de Cat. Si A est totalement asphé

rique, il en est de même de B. 

Démonstration. — a) Comme la catégorie ponctuelle e est totalement asphérique, il 

suffit de montrer que le produit de deux catégories totalement asphériques A et B est 

totalement asphérique. Comme A x B est asphérique (1.1.5), il suffit, en vertu de la 

proposition 1.6.1, de montrer que le foncteur diagonal 

AAXB : AX B — > A x B x A x B 
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est asphérique. Or, ce foncteur est le composé de A ^ x A g (où : A —> A x A et 

A B ' B —> B x B désignent les foncteurs diagonaux) et de l'isomorphisme 

Ax Ax Bx B —> AxBx AxB 

permutant les deux facteurs du milieu. Comme A et B sont totalement asphériques, 

les foncteurs A ^ et A # sont asphériques (1.6.1), donc aussi A ^ x A # (1.1.6), ce qui 

prouve l'assertion. 

b) Comme u est une équivalence faible et A asphérique, B est aussi asphérique. 

Pour montrer qu'elle est totalement asphérique, considérons le diagramme commutatif 

A-
u 

B 

AA AB 

AxA B x B ' 
uXu 

où A A et A B désignent les foncteurs diagonaux. Les foncteurs A A et u x u sont 

asphériques, en vertu de 1.6.1 et 1.1.6 respectivement. Comme u est aussi asphérique, 

il en est de même de A B (1.1.8), ce qui achève la démonstration (1.6.1). • 

Proposition 1.6.6. — Soit A une petite catégorie. On suppose qu'il existe une classe X 

de segments de A telle que pour tout segment 1 = ( / , <9o, d\) de A appartenant à X, le 

préfaisceau I soit localement asphérique, et telle que tout préfaisceau représentable soit 

X-contractile. Alors A satisfait aux conditions équivalentes de la proposition 1.6.1. En 

particulier, si de plus A est non vide ou asphérique, alors A est totalement asphérique. 

Démonstration. — En vertu de la proposition 1.4.8, pour tout objet a de A, le pré

faisceau représenté par a est localement asphérique, autrement dit, A satisfait à la 

condition (c ) de la proposition 1.6.1. En vertu de cette même proposition, si A est 

de plus non vide, A est asphérique, donc totalement asphérique, ce qui achève la 

démonstration. • 

Définition 1.6.7. — On appelle W-catégorie test stricte, ou plus simplement catégorie 

test stricte, une catégorie test totalement asphérique. 

Proposition 1.6.8. — Soit A une petite catégorie totalement asphérique. Les conditions 

suivantes sont équivalentes : 

(a) A est une catégorie test faible ; 

(b) A est une catégorie test locale; 

(c) A est une catégorie test; 

(d) A est une catégorie test stricte ; 

(e) il existe un segment séparant I = ( / , 9o ,9 i ) de A tel que I soit asphérique; 

( f ) Vobjet de Lawvere LA = i\(A\) de A est asphérique. 
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Démonstration. — Comme A est totalement asphérique, l'équivalence (c) (d) est 

tautologique. L'équivalence des conditions (b), ( e ) et ( / ) résulte du théorème 1.5.6 

et de la remarque 1.6.3. La catégorie A étant asphérique, l'équivalence (b) <^ (c) 

résulte de la remarque 1.5.4, (a). L'implication (c ) (a) est évidente. Il reste à 

prouver l'implication (a) =^> (b). Soit C une petite catégorie admettant un objet final. 

En vertu de la proposition 1.3.9, le préfaisceau i\(C) est asphérique. Comme A est 

totalement asphérique, il résulte de la proposition 1.6.1 que i\(C) est localement 

asphérique. E]n vertu de la proposition 1.5.3, la catégorie A est donc une catégorie 

test locale. • 

Corollaire 1.6.9. — Soit A une petite catégorie totalement asphérique. S'il existe un 

segment séparant 1 — (I,do,di) de A tel que I soit représentable, alors A est une 

catégorie test stricte. 

Ce corollaire, qui est conséquence immédiate de la proposition 1.6.8, généralise et 

précise le corollaire 1.5.7. 

Corollaire 1.6.10 

a) Soient A une catégorie test stricte, et B une catégorie totalement asphérique. 

Alors la catégorie A x B est une catégorie test stricte. 

b) Soit u : A —> B un morphisme asphérique de Cat. Si A est totalement asphérique 

et B une catégorie test locale, alors A et B sont des catégories test strictes. 

Démonstration. — L'assertion (a) résulte de la proposition 1.6.5, ( a ) , et du corollaire 

1.5.10. Montrons l'assertion (b). En vertu de la proposition 1.6.5, (6) , B est totalement 

asphérique. Elle est donc une catégorie test stricte (1.6.8). On en déduit qu'il existe 

un segment séparant (/,<9o,<9i) de B tel que / soit un préfaisceau asphérique (1.6.8). 

Comme u est asphérique, u*(I) est un préfaisceau asphérique de A (1.2.9), et comme 

est un foncteur exact, ( ? / * ( / ) , U*(ÔQ), u*(di)) est un segment séparant de A. Donc 

A est aussi une catégorie test stricte (1.6.8), ce qui prouve le corollaire. • 

Exemple 1.6.11. — Les catégories test des exemples 1.5.9, (a) - ( e ) sont des catégories 

test strictes, car elles admettent des produits finis (1.6.4). 

Lemme 1.6.12. — Tout objet Am de A est un objet Ai-contracti le de A, où A i dé

signe le segment (Ai, eo, e\) de A (e$ et e\ étant défi,nis par 0 l—> 0 et 0 l—> 1 respec

tivement). 

Démonstration. — Le morphisme 

h : Ai x Am —» Am 

correspondant à l'application croissante 

(i,k) k i = 0 

m i = 1 
0 ^ k ^ m 
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est une Ai-homotopie de l'identité de Am à l'endomorphisme constant de Am défini 

par l'application croissante constante 

k l > m , 0 ^ k < m , 

ce qui prouve le lemme. 

Proposition 1.6.13. — La catégorie A est une catégorie test stricte. 

Démonstration. — Comme A est une catégorie test (proposition 1.5.13), il suffit de 

montrer que A est totalement asphérique. Comme le préfaisceau de A représenté par 

Ai est localement asphérique (lemme 1.5.12), cela résulte de la proposition 1.6.6 et 

du lemme 1.6.12. • 

Exemple 1.6.14. — La catégorie A étant une catégorie test, elle est en particulier une 

catégorie test locale, autrement dit, pour tout m, m G N, la catégorie A/Am est aussi 

une catégorie test. Néanmoins, si le localisateur fondamental faible W est non trivial, 

et si m / 0, la catégorie A/Z\m n'est pas une catégorie test stricte. En effet, soit 

ai = (zAo, Si : AQ —> Am) l'objet de A/Z\m défini par s^(0) = i, 0 ^ i ^ m. Comme 

m ^ 1, le produit ao x am dans A/Ani est le préfaisceau vide, objet initial de A/Am, la 

catégorie A/ao x am est donc la catégorie vide, et comme le localisateur fondamental 

faible W est non trivial, cette catégorie n'est pas asphérique (proposition 1.1.30). 

Exemple 1.6.15. — Plus généralement, si A est une catégorie test arbitraire, en vertu 

du théorème 1.5.6, il existe un segment séparant (I,do,di) de A tel que / soit lo

calement asphérique, donc asphérique (puisque A est asphérique). On en déduit que 

A/I est une catégorie test (1.5.4, (b)). Néanmoins, si le localisateur fondamental 

faible W n'est pas trivial, A/I n'est pas une catégorie test stricte. En effet, les ob

jets (e^,<9o) et (e^,d\) de A/I ~ A/I sont des préfaisceaux asphériques de A/I, car 

(A/1)/(e^, di) ~ A/e^ ~ A, i = 0,1, mais leur produit dans A/I est le préfaisceau 

vide, qui n'est pas asphérique (proposition 1.1.30), ce qui contredit la condition (a') 

de la proposition 1.6.1. 

Définition 1.6.16. — Soit A une petite catégorie non vide, et notons TA l'ensemble des 

segments 

l=(I1d0,di) , Ooidi :eÂ = 4 / , 

de Â, tels que / soit un objet de A. On dit que A est un précontracteur si tout 

préfaisceau représentable de A est X^-contractile. On dit que A est un W-contracteur, 

ou plus simplement un contracteur, si A est à la fois un précontracteur et une catégorie 

totalement asphérique. On remarque que la notion de précontracteur (contrairement 

à celle de contracteur) est indépendante du choix d'un localisateur fondamental faible. 

Exemple 1.6.17. — La catégorie vide est un précontracteur. La catégorie ponctuelle 

est un contracteur. 
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Proposition 1.6.18. — Soit A un précontracteur non trivial (non vide, et non équi

valent à la catégorie finale). Alors il existe un segment séparant 1 — (I,do,di) de A, 

avec I objet de A. Si de plus A est un contracteur, alors A est une catégorie test 

stricte. 

Démonstration. — Notons TA l'ensemble des segments I — ( / , ôo, d\) de A tels que / 

soit un objet de A. Soit F un préfaisceau de A. Si F est non vide, il existe une flèche 

a —> F de A, avec a objet de A. Comme a est X^-contractile, il existe, en particulier, 

un morphisme —> a, d'où un morphisme —> F. On en déduit que si Ft—y 

est un sous-objet de e^, alors F est vide ou égal à e^. En effet, en vertu de ce qui 

précède, si F est non vide, il existe une flèche —> F , ce qui implique que F^—y 

est un isomorphisme. Soit donc I = (I,do,di) un segment appartenant à T A - Alors 

Ker(<9o, d\) est vide ou égal à e^, autrement dit, ou bien le segment I est séparant, ou 

bien do = d\. Si aucun segment de TA n'était séparant, la relation de Z^-homotopie 

serait donc l'égalité, et les X^-homotopismes les isomorphismes. Comme les objets 

de A sont Z^-contractiles, les objets de A seraient isomorphes à l'objet final, ce qui 

est contraire à l'hypothèse de non-trivialité de A, et prouve la première assertion. La 

deuxième en résulte, grâce à la proposition 1.6.8. • 

Exemple 1.6.19. — La catégorie A est un contracteur. En effet, en vertu du lemme 

1.6.12, la catégorie A est un précontracteur, et en vertu de la proposition 1.6.13, elle 

est totalement asphérique. 

Exemple 1.6.20. — Si W est le localisateur fondamental trivial (1.1.29), alors toute 

petite catégorie est une W-catégorie test stricte, et tout précontracteur est un 

W-contracteur. Si W est le localisateur fondamental faible grossier non trivial Wgr 

(1.1.31), pour qu'une petite catégorie A soit une VV^-catégorie test stricte, il faut et 

il suffit qu'elle soit W^-totalement asphérique, autrement dit, qu'elle soit non vide, 

et que pour tous objets ax et a2 de A, il existe un objet a de A, et des flèches a —> aY 

et a —> a2 de A (exemple 1.5.14, et proposition 1.6.8). Pour qu'un précontracteur 

soit un Wgr-contracteur, il faut et il suffit qu'il soit non vide. En effet, si A est un 

précontracteur et al5 a2 des objets de A, comme ax et a2 sont TA-contractiles, il 

existe des flèches —> al5 e^ —> a2 de A, et par suite, pour tout objet a de A, des 

flèches a —> al5 a —> a2 de A. 

1.7. Les foncteurs tes t 

Dans ce paragraphe, on se fixe, une fois pour toutes, un localisateur fondamental 

faible W. 

Définition 1.7.1. — Soient A une petite catégorie, i : A —> Cat un foncteur, et 

i* : Cat > A C > (a HomCat(i(a>),C)) 
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le foncteur correspondant. On dit que i est un fondeur W-asphérique, ou plus sim

plement un foncteur asphérique, si les deux conditions suivantes sont satisfaites : 

(a) pour tout objet a de A, la catégorie i(a) est asphérique; 

(b) pour qu'une petite catégorie C soit asphérique, il faut et il suffit que le préfais

ceau i* ( C ) soit asphérique. 

Remarque 1.7.2. — Cette notion de foncteur asphérique, de source une petite caté

gorie et à valeurs dans Cat, ne doit pas être confondue avec la notion de morphisme 

asphérique de Cat. Le lien entre ces deux notions vient de la proposition 1.2.9 qui af

firme (entre autres) qu'un morphisme u : A —> B de Cat est asphérique si et seulement 

si les préfaisceaux asphériques de B sont exactement ceux dont l'image réciproque par 

u est un préfaisceau asphérique de A. 

Exemple 1.7.3. — Soit A une catégorie test faible. Alors le foncteur iA : A —> Cat, 

a\—> A/a, est un foncteur asphérique. En effet, pour tout objet a de A, iA(a) = A/a 

admet un objet final, et est donc une catégorie asphérique. D'autre part, en vertu 

de la proposition 1.3.9, pour toute petite catégorie C, le morphisme d'adjonction 

zAz^ (C) —> C est une équivalence faible. On en déduit que la catégorie C est asphé

rique si et seulement si le préfaisceau iA(C) l'est, ce qui prouve que le foncteur iA est 

asphérique. On remarque que réciproquement, si A est une petite catégorie telle que 

le foncteur iA soit asphérique, la proposition 1.3.9 implique que A est une catégorie 

test faible. 

Lemme 1.7.4. — Soient u : A —> B un morphisme de Cat, j : B —> Cat un foncteur, 

et posons i = ju : A —> Cat. On suppose que pour tout objet b de B, la catégorie j(b) 

est asphérique. 

a) Si u est un morphisme asphérique de Cat, le foncteur j : B —> Cat est asphérique 

si et seulement si le foncteur i : A —> Cat l'est. 

b) Si le foncteur j est pleinement fidèle et i asphérique, alors u est un morphisme 

asphérique de Cat et j un foncteur asphérique. 

Démonstration. — On vérifie immédiatement qu'on a un triangle commutatif 

(1.7.4.1) 

Cat 

/ i* 

B A U* 

(où « l'étoile en haut » de i et j a un sens légèrement différent de celle de u). 

a) Si u est asphérique, il résulte de la proposition 1.2.9 qu'un préfaisceau F de 

B est asphérique si et seulement si le préfaisceau u*F de A l'est. L'équivalence de 

l'asphéricité des foncteurs i et j résulte alors immédiatement de la commutativité du 

triangle 1.7.4.1. 
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b) Supposons le foncteur j pleinement fidèle et i asphérique. Pour tout objet b de B, 

la pleine fidélité de j implique que j*j(b) est isomorphe à 6, d'où u*(b) ~ u*j*j(b) = 

i*j(b). Comme j(b) est une catégorie asphérique et i un foncteur asphérique, u*(b) ~ 

i*j(b) est un préfaisceau asphérique, ce qui prouve que le morphisme u est asphérique 

(1.2.9). Il résulte alors de (a) que j est un foncteur asphérique, ce qui achève la 

démonstration. • 

7.7.5. — Soient A une petite catégorie, i : A —> Cat un foncteur tel que pour tout 

objet a de A, i(a) soit asphérique, AQ une catégorie test faible, et B une petite sous-

catégorie pleine de Cat contenant i(A) et ÎAO(AQ), et formée de catégories asphériques. 

Les foncteurs i et iA se factorisent par B, et on obtient ainsi un diagramme commutatif 

(1.7.5.1) 

A-
U B 

UQ 

A0 

3 
i LA0 

Cat 

Comme AQ est une catégorie test faible, iAo est un foncteur asphérique (1.7.3), et 

il résulte du lemme 1.7.4, (b) que UQ est un morphisme asphérique de Cat, et j un 

foncteur asphérique. En vertu du lemme 1.7.4, (a) et (6) , on en déduit que le foncteur i 

est asphérique si et seulement si u est un morphisme asphérique de Cat. Le diagramme 

commutatif 1.7.5.1 permet de former un « 2-diagramme » 

(1.7.5.2) 

Cat 

i i*AO 
j* 

A u* u* 

- B~ >Â0 xu -> Xuo <-
iB iA %A0 

Cat 

dont les deux triangles supérieurs sont commutatifs, et les deux triangles inférieurs 

indiquent simplement les morphismes de foncteurs 

\u : iAu* > iB , XUQ : ÏA0UO ^ ? 

définis dans 1.2.8. On en déduit une chaîne de morphismes d'endofoncteurs de Cat 

(1.7.5.3) 
iAi* xu*j* 

iBj* Ait() *j 

LA0LA0 

£A0 
^Cat 1 

6A étant le morphisme d'adjonction (cf. 1.2.1), et pour toute petite catégorie C, des 

morphismes de Cat 

(1.7.5.4) 
iAi*(C) A u ( j * ( C ) ) 

iBnc) 
Au0 U*(C)) iAoi*Ao(C) 

EAo(C) 
C, 
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les deux derniers étant des équivalences faibles (\Uo(j* (C)) en vertu de la proposition 

1.2.9, puisque le morphisme uo est asphérique, et 6A0 en vertu de la proposition 1.3.9, 

puisque AQ est une catégorie test faible). Si i est un foncteur asphérique, À u ( j * ( C ) ) 

est aussi une équivalence faible, car u est alors un morphisme asphérique. 

Proposition 1.7.6. — Soient A une petite catégorie, et i : A —> Cat un foncteur tel que 

pour tout objet a de A , la catégorie i(a) soit asphérique. 

(a) Les conditions suivantes sont équivalentes : 

( i ) i est asphérique ; 

(ii) pour toute petite catégorie asphérique C, le préfaisceau z*(C) est asphé

rique ; 

(iii) A est asphérique, et un morphisme w de Cat est une équivalence faible 

si et seulement si i*(w) est une équivalence faible de préfaisceaux ; 

( iv) A est asphérique, et pour toute équivalence faible w de Cat, i*(w) est une 

équivalence faible de préfaisceaux. 

(b) Ces conditions équivalentes impliquent la condition : 

( v ) i*(W) C WA, et le foncteur ¥ : W~1Cat —> induit par i*, est 

un quasi-inverse à droite du foncteur ïA : W^A —> W~1Cat, induit par iA ; 

et cette condition est équivalente aux précédentes si le localisateur fondamental faible 

W est fortement saturé (cf. 1.3.1). 

(c) Si pour tout objet a de A , la catégorie i(a) est, non seulement asphérique, mais 

même contractile, alors les conditions équivalentes ( i ) - ( iv) sont aussi équivalentes à 

la condition : 

(ii7) pour toute petite catégorie contractile C, le préfaisceau i*(C) est asphé

rique. 

(d) Si pour tout objet a de A , la catégorie i(a) admet même un objet final ea, alors 

les conditions équivalentes ( i ) - ( iv) sont aussi équivalentes à la condition : 

( i i " ) pour toute petite catégorie C admettant un objet final, le préfaisceau 

z*(C) est asphérique; 

et si Von note 

a : > lCat 

le morphisme de foncteurs défini par 

ac:iAi*(C)—>C, ( a , t ( a ) A c ) H î ; ( e û ) , C G Ob(Cat), a G Ob(A), 

les deux conditions suivantes sont encore équivalentes aux précédentes : 

(a) pour toute petite catégorie C, le foncteur ac : iAi*(C) —> C est une 

équivalence faible ; 

(af) pour toute petite catégorie C, le foncteur ac : i A i * ( C ) —> C est asphé

rique. 
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Démonstration. — On choisit une catégorie test faible A$ (par exemple une des caté

gories test de l'exemple 1.5.9, ou la catégorie des simplexes A (cf. 1.5.13)). On note B 

la sous-catégorie pleine de Cat dont l'ensemble des objets est la réunion de l'ensemble 

des images par i des objets de A, et de l'ensemble des images par iA des objets de AQ, 

et on désigne par j : Bt—y Cat l'inclusion. On en déduit ainsi un diagramme 1.7.5.1, 

et on peut appliquer les considérations de 1.7.5, puisque B est formée de catégories 

asphériques. De plus, on remarque que si pour tout objet a de A, i(a) est une catégorie 

contractile (resp. admettant un objet final), alors B est formée de catégories contrac

tiles (resp. admettant un objet final), puisque pour tout objet a de AQ, la catégorie 

zAo(a) possède un objet final, et est en particulier contractile (1.4.16). 

Les implications (i) (ii) => (ii') (ii") sont évidentes (1.4.18, 1.4.16). Montrons 

l'implication (ii) =^> (i). En gardant les notations du diagramme 1.7.5.1, comme j est 

pleinement fidèle, pour tout objet b de B, on a un isomorphisme u*(b) ~ u*j*j(b) = 

i*(j(b)). Comme j(b) est une catégorie asphérique, il en est de même, en vertu de 

l'hypothèse (ii), de u*(b) ~ i*(j(b)). On en déduit que u est un morphisme asphérique 

de Cat (1.2.9), et par suite, que i est un foncteur asphérique (cf. 1.7.5). En vertu de la 

remarque précédente, le même argument prouve que si pour tout objet a de A, i(a) 

est une catégorie contractile (resp. admettant un objet final), alors la condition (ii1) 

(resp. (ii") ) implique la condition (i). 

Montrons l'implication (i) => (iii). Supposons donc que le foncteur i soit asphé

rique. En vertu de 1.7.5, pour toute flèche w : C —> C de Cat, on a un diagramme 

commutatif 

(1.7.6.1) 

iAi*(C) A „ ( J * ( C ) ) iBj*(C) , A p e r c e ) ) iAoiAo(C) EAo(C) 
C 

iAi*{w) iBj*(w) iAoi*Ao(w) w 

iAi*{C) 
A « ( j * ( C ' ) ) 

iBj*(C) 

A « 0 (ne)) 
iAoi*Ao(C') 

EAo(C') 
C' 

dont les flèches horizontales sont des équivalences faibles. On en déduit que w est 

une équivalence faible si et seulement si iAi*(w) l'est, autrement dit si i*(w) est 

une équivalence faible de préfaisceaux. Il reste à prouver que A est une catégorie 

asphérique, et cela résulte de l'isomorphisme A ~ iAi*(e). 

L'implication (iii) => (iv) est évidente. Montrons l'implication (iv) ^> (ii). Soit 

C une catégorie asphérique. Alors le morphisme C —> e de Cat est une équivalence 

faible, et par (iv), i\(C) —> i\(^) — ^A est une équivalence faible de préfaisceaux. 

Comme A est asphérique, eA est un préfaisceau asphérique, donc iA(C) aussi. Ceci 

achève la démonstration des assertions (a) et (c). 

Démontrons que les conditions équivalentes (i) - (iv) impliquent la condi

tion (v). Supposons donc ces conditions satisfaites. La condition (iv) implique 

que z*(VV) C WA . Si l'on note 7 : Cat —> H o t = W~lCat le foncteur de localisation, 
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le diagramme commutatif 1.7.6.1, dont les flèches horizontales sont des équivalences 

faibles, montre que 

C H - • 7 (^0 (C) )7 (Auo(r (^ ) ) ) -17 (A„( j* (C) ) ) 

définit un isomorphisme du foncteur %A i* et du foncteur identique lhot- Réciproque

ment, pour montrer que si le localisateur fondamental faible W est fortement saturé, 

la condition (v) implique la condition (iv), il suffit de montrer que la condition (v) 

implique alors que A est asphérique. Or, A ~ iAi*(e), et par hypothèse, j(iAi*(e)) — 

U î * ( 7 ( e ) ) est isomorphe à 7 (e ) , qui est un objet final de Hot (1.3.6). On en déduit 

que 7 ( A ) est aussi un objet final de Hot, et que l'image par 7 du morphisme canonique 

A —> e est un isomorphisme. L'hypothèse que le localisateur fondamental faible W est 

fortement saturé implique alors que A —> e est une équivalence faible, ce qui achève 

la démonstration de l'assertion (b). 

Il reste à prouver que, sous les hypothèses de (d), les conditions (ii"), (a) et 

(a') sont équivalentes (puisque l'équivalence, sous ces hypothèses, de (i) et (ii") a 

déjà été établie). Les implications (a') (a) (ii") sont évidentes. L'implication 

(ii") => (af) résulte de l'observation que pour toute petite catégorie C, et tout objet c 

de C, on a un isomorphisme canonique (iAi*(C))/c ~ iAi*(C/c). Ceci achève la 

démonstration de la proposition. • 

Corollaire 1.7.7. — Soient A une petite catégorie, et i : A —> Cat un foncteur asphé

rique tel que pour tout objet a de A, la catégorie i(a) admette un objet final. Si M 

est une sous-catégorie pleine de Cat telle que le foncteur iAi* : Cat —> Cat se facto

rise par M, alors ( M , W H F I ( M ) ) est un modélisateur, et l'inclusion de M dans Cat 

un morphisme de modélisateurs de (M, W n F I ( M ) ) vers le modélisateur fondamental 

(Cat,W). 

Démonstration. — Comme, en vertu de la proposition 1.7.6, (d), il existe un mor

phisme de foncteurs a : iAi* —> \cat tel que pour toute petite catégorie C, le foncteur 

ac : iAi*(C) —> C soit une équivalence faible, le corollaire résulte aussitôt du lemme 

suivant. • 

Lemme 1.7.8. — Soient N une catégorie, W une partie faiblement saturée de F\(N), 

f : N —> N un foncteur, a : f — > I N un morphisme de foncteurs tel que pour tout 

objet a de N, aa G W, M une sous-catégorie pleine de N, et i : M —> N le foncteur 

d'inclusion. On suppose que le foncteur f se factorise par M, de sorte qu'on ait un 

triangle commutatif 

N-
f N 

9 X i 

M 
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Alors les foncteurs g et i induisent des équivalences de catégories 

g: W~lN > (W H F\(M))~1M et ï : (W H F I ( M ) ) _ 1 M • W~lN 

quasi-invers es Vune de Vautre. 

Démonstration. — Pour toute flèche u : a —> a' de iV, on a un carré commutatif 

g{a) = f(a) 
& a 

> a 
i 

g(u) = f(u) u 

9(a') = Ha') 
aa' 

a' 

Si u e W, comme aa,aa> G W, on a par saturation g(u) G VF D F I ( M ) , et g induit 

un foncteur g : W~1N — > (W H F I ( M ) ) - 1 M . De même, comme i(W H F I ( M ) ) C W, 

le foncteur i induit un foncteur 1 : (W D F I ( M ) ) _ 1 M > W~1N. Le morphisme de 

foncteurs a définit un isomorphisme de foncteurs 07 : i~g —> I ^ - I A / , et la restriction de 

a k M induit un morphisme de foncteurs (5 : gi —> 1 M , qui définit un isomorphisme 

de foncteurs (3 :gï—ï l(wnf\(M))-^M • • 

Corollaire 1.7.9. — Soient A une catégorie test faible, et M la sous-catégorie pleine de 

Cat dont les objets sont les petites catégories C localement isomorphes à A, autrement 

dit, telles que pour tout objet c de C, il existe un objet a de A tel que les catégories C/c 

et A/a soient isomorphes. Alors ( M , W H F I ( M ) ) est un modélisateur, et Vinclusion 

de M dans Cat un morphisme de modélisateur s. 

Démonstration. — On applique le corollaire 1.7.7 au foncteur asphérique 

i = iA : A > Cat , a i >A/a , 

( 1 . 7 . 3 ) , en remarquant que pour tout préfaisceau F de À, la catégorie A/F est loca

lement isomorphe à A. • 

Corollaire 1.7.10. — Soient A une pseudo-catégorie test, et i : A —> Cat un foncteur 

tel que pour tout objet a de A, la catégorie i(a) soit asphérique. Alors le foncteur i 

est asphérique si et seulement si i* : Cat —y A est un morphisme de modélisateur s, du 

modélisateur fondamental (Cat,W) vers le modélisateur (A,WA), autrement dit, si 

(a) W = i*-1(WÂ); 

(b) le foncteur i* induit une équivalence de catégories : 

: W~lCat — > W^Â . 
A 

Démonstration. — Si le foncteur i est asphérique, en vertu de la proposition 

1.7.6, ( m ) , on a W = ^ * _ 1 ( W ^ ) , et en vertu de 1.7.6 (v), le foncteur z*, induit par 

i*, est un quasi-inverse à droite du foncteur IA-, induit par iA. La catégorie A étant 

une pseudo-catégorie test, le foncteur ÏA est une équivalence de catégories, et il en est 

donc de même de 2*. La réciproque résulte du fait que la condition W = i* ( W T ) 
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implique la condition (iii) de la proposition 1.7.6, puisque une pseudo-catégorie test 

est, par définition, asphérique. • 

Ce corollaire justifie la terminologie suivante. 

Définition 1.7.11. — On appelle W-pseudo-foncteur test (resp. W-foncteur test 

faible), ou plus simplement pseudo-foncteur test (resp. foncteur test faible), un 

foncteur asphérique dont la catégorie source est une pseudo-catégorie test (resp. une 

catégorie test faible). On appelle W-foncteur test local, ou plus simplement foncteur 

test local, un foncteur i : A —> Cat tel que pour tout objet a de A, le foncteur 

A/a —> Cat, induit par i, soit un foncteur test faible, autrement dit, si A est une 

catégorie test locale, et pour tout objet a de A, A/a —> Cat un foncteur asphérique. 

On dit que le foncteur i : A —> Cat est un W-foncteur test, ou plus simplement 

un foncteur test, s'il est à la fois un foncteur test local et un foncteur test faible, 

autrement dit, si A est une catégorie test, et les foncteurs A —> Cat et A/a —y Cat, 

a G Ob(A), asphériques. 

Exemple 1.7.12. — Il résulte de l'exemple 1.7.3 que si A est une catégorie test 

faible (resp. une catégorie test locale, resp. une catégorie test), alors le foncteur 

iA : A—> Cat, a\—> A/a, est un foncteur test faible (resp. un foncteur test local, 

resp. un foncteur test). 

Théorème 1.7.13. — Soient A une petite catégorie, i : A —> Cat un foncteur tel que 

pour tout objet a de A, i(a) soit une catégorie asphérique, et 

i*:Cat—> A , C l — y ( a R H o m c a t ( i ( a ) , C ) ) 

le foncteur correspondant. 

(a) Les conditions suivantes sont équivalentes : 

( i ) A est une catégorie test locale,^ et i est un foncteur test local; 

(ii) pour toute petite catégorie asphérique C, le préfaisceau i*(C) est locale

ment asphérique ; 

(iii) pour toute équivalence faible w de Cat, i*(w) est une équivalence faible 

locale de préfaisceaux (cf. 1.2.6) ; 

( iv) pour tout objet a de A, le foncteur i\A/a : A/a —> Cat est asphérique. 

De plus, si ces conditions sont satisfaites, les conditions suivantes sont équivalentes : 

(1) A est une catégorie test,^ et i un foncteur test; 

(2) i est un foncteur asphérique ; 

(3) A est une catégorie asphérique. 

(b) Si pour tout objet a de A, la catégorie i(a) est, non seulement asphérique, mais 

même contractile, alors les conditions équivalentes ( i ) - ( iv ) sont aussi équivalentes aux 

conditions équivalentes suivantes : 

(^p léonasme volonta i re 
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(ii7) pour toute petite catégorie contractile C, le préfaisceau i*(C) est locale
ment asphérique; 

(ii") pour toute petite catégorie C admettant un objet final, le préfaisceau 
i*(C) est localement asphérique; 

(ii"7) i*(Ai) est un préfaisceau localement asphérique. 

Démonstration. — En vertu de l'équivalence des conditions (i) et (ii) de la proposi

tion 1.7.6, le foncteur i\A/a : A/a —> Cat, a G Ob(A), est asphérique si et seulement 

si pour toute petite catégorie asphérique C, i*(C)\A/a est un préfaisceau asphérique, 

ce qui prouve l'équivalence des conditions (ii) et (iv) du théorème (cf. 1.2.6). Pour 

montrer l'équivalence des conditions (i) et (ii), il suffit donc de montrer que la condi

tion (ii) implique que A est une catégorie test locale. Pour cela, on peut supposer 

que le localisateur fondamental faible W n'est pas trivial, ce qui implique que pour 

tout objet a de A, la catégorie i(a) est non vide (1.1.30). Notons eo,ei : e z z | A\ 

les morphismes définis par 0 et 1 respectivement. On remarque que A i = (A\, eo, e\) 

est un segment séparant de Cat (cf. 1.4.15). D'autre part, le foncteur z* commute aux 

limites projectives, et comme pour tout objet a de A, i(a) est une catégorie non vide, 

i* commute aux objets initiaux. On en déduit que f ( A i ) = (i*(Ai), z*(eo), i*(ei)) 

est un segment séparant de A. Comme la condition (ii) implique que le préfaisceau 

i*(A\) est localement asphérique, il résulte du théorème 1.5.6 que A est une catégo

rie test locale, ce qui démontre l'équivalence des conditions (i) et (ii). L'équivalence 

des conditions (ii) et (iii) résulte aussitôt de celle des conditions (ii) et (iv) de la 

proposition 1.7.6. 

Supposons que les conditions équivalentes (i)-(iv) de (a) sont satisfaites, et mon

trons l'équivalence des conditions (1) , (2) et (3) . La condition (ii) implique en parti

culier que pour toute petite catégorie asphérique C, i*(C) —> eA est une équivalence 

faible de préfaisceaux. Si A est une catégorie asphérique, cela implique que le pré

faisceau z*(C) est asphérique. En vertu de la proposition 1.7.6, le foncteur i est donc 

asphérique, ce qui prouve l'implication (3) => (2) . Comme le foncteur i est déjà par 

hypothèse un foncteur test local, et comme une catégorie test locale asphérique est 

une catégorie test (1.5.4, (a)), on en déduit aussi l'implication (3) => (1) . L'implica

tion (1) => (2) étant évidente, et l'implication (2) => (3) résultant de la proposition 

1.7.6, cela achève la démonstration de l'assertion (a). 

Pour montrer l'assertion (b), on remarque que, sous les hypothèses de (b), l'équi

valence de (ii) et (ii') résulte de la proposition 1.7.6 ( c ) , appliquée aux foncteurs 

i\A/a : A/a—> Cat, a G Ob(A). L'implication (ii1) =$> (ii") résulte de la proposi

tion 1.4.16, et l'implication (ii") (ii'") est évidente. Pour montrer l'implication 

(ii'") =>• (iif), on remarque que si C est une catégorie contractile, elle est par définition 

Ai-contractile, où A i désigne le segment (Ai, eo, ex). Comme le foncteur i* commute 

aux limites projectives, on en déduit que le préfaisceau i*(C) est z*(Ai)-contractile, 

où i * ( A i ) = (i*(Ai),i*(eo),i*(e\)) (1.4.5). Comme en vertu de la condition (ii'"), le 
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préfaisceau i*(A\) est localement asphérique, il en est de même de z*(C) (1.4.8). Ceci 

achève la démonstration du théorème. • 

Corollaire 1.7.14. — Soient u : A —> B un morphisme localement asphérique de Cat, 

j : B —> Cat un Joncteur, et i = ju : A —> Cat le foncteur composé. 

(a) Si j est un foncteur test local, il en est de même de i, et en particulier A est 

une catégorie test locale. 

(b) Si i est un foncteur test local, et si u induit une surjection sur les objets, alors 

j est un foncteur test local, et en particulier B est une catégorie test locale. 

Démonstration. — C'est une conséquence immédiate de la caractérisation (ii) des 

foncteurs test locaux du théorème 1.7.13, et du corollaire 1.2.10. • 

Corollaire 1.7.15. — Soit u : A —> B un morphisme localement asphérique de Cat. 

(a) Si B est une catégorie test locale, il en est de même de A. 

(b) Si B est une catégorie test, et u une équivalence faible, alors A est une catégorie 

test. 

(c) Si B est une catégorie test stricte, u pleinement fidèle, et A non vide ou asphé

rique, alors A est une catégorie test stricte. 

Démonstration. — L'assertion (a) résulte aussitôt du corollaire 1.7.14, ( a ) , appliqué 

au foncteur test local iB. L'assertion (b) est conséquence immédiate de l'assertion 

(a), et de la remarque 1.5.4, (a). En vertu de ( a ) , et de la proposition 1.6.8, pour 

prouver ( c ) , il reste à montrer que, sous les hypothèses de ( c ) , la catégorie A est 

totalement asphérique. Le foncteur u étant pleinement fidèle, il en est de même de 

l'adjoint à gauche u} : A —> B de u*. On en déduit que pour tout objet a de A, on a 

des isomorphismes 

a ~ u*Ui(o>) — u*u(a) 

Comme la catégorie B est totalement asphérique, le préfaisceau représentable u(a) de 

B est localement asphérique (1.6.1), et il résulte du corollaire 1.2.10 que le préfaisceau 

u*u(a) ~ a de A est localement asphérique, ce qui achève la démonstration. • 

Corollaire 1.7.16. — Soient A une petite catégorie, i : A —> Cat un foncteur tel que 

pour tout objet a de A, i(a) soit une catégorie contractile, et 

ir.Â—ïCat , z* : Cat —>> Â 

le couple de foncteurs adjoints correspondant à i, z, étant l'unique (à isomorphisme 

unique près) foncteur prolongeant i et commutant aux limites inductives. On suppose 

que A admet un objet final eA, que i(eA) = AQ = e, objet final de Cat, et qu'il existe 

un segment 1 = ( / , do,di) de A tel que I soit localement asphérique, et un morphisme 

de segments de Cat 

^ : z ! ( I ) = ( i ! ( / ) ,z ! (ô0) ,z ! (â1)) • A i = (zAi ,e0 ,e i ) 
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(eo et ei étant définis par 0 l—> 0 et 0 I—> 1 respectivement). Alors A est une catégorie 

test,™ eti un foncteur test. 

Démonstration. — Comme A admet un objet final, elle est asphérique. En vertu 

du théorème 1.7.13, (a) et (b), il suffit donc de montrer que le préfaisceau i*(Ai) 

est localement asphérique. Le morphisme ip définit par adjonction un morphisme de 

segments ip : I —> z * ( A i ) = (i*(Ai), i*(e0), i*(ei)) de A. En vertu du lemme 1.4.10, 

il suffit donc de montrer que f ( A i ) admet une structure de segment multiplicatif. 

Comme le foncteur i* commute aux limites projectives, cela résulte de 1.4.17. • 

Exemple 1.7.17. — Soient A la catégorie test de l'exemple 1.5.9, (a), sous-catégorie 

pleine de la catégorie des ensembles ayant pour objets les ensembles 

{ 0 , 1 , . . . , n } , n G N , 

et i : A —> Cat le foncteur associant à un objet a de A la catégorie associée à l'en

semble ordonné formé des parties non vides de a, ordonnées par inclusion. Pour tout 

objet a de A, la catégorie i(a) est contractile, puisqu'elle admet un objet final (1.4.16), 

et le corollaire 1.7.16 montre que i est un foncteur test. Considérons, en effet, le seg

ment ( { 0 , 1 } , do, di) de A, do et d\ étant définis par 0 l—> 0 et 0 I—> 1 respectivement. 

Comme A est une catégorie test stricte (1.6.11), les préfaisceaux représentables, et 

en particulier celui représenté par { 0 , 1 } , sont localement asphériques (1.6.1). Pour 

pouvoir appliquer le corollaire, il suffit donc de définir un foncteur 

^ : 2 , ( { 0 , 1 } ) = Z ( { 0 , 1 } ) — 

induisant un morphisme de segments. Or, 

i ( { 0 , l } ) 

{0} 

{ 0 , 1 } 

{ 1 } ' 

et il suffit donc de définir cp par 

^ ( { 0 } ) = 0 , ¥ > ( { ! } ) = V> ( { 0 , 1 } ) = 1 • 

Exemple 1.7.18. — Soit i : A —> Cat l'inclusion canonique de la catégorie des sim-

plexes (1.5.11) dans la catégorie des petites catégories. Alors i* : Cat —> A est le 

foncteur nerf, et i est un foncteur test. En effet, pour tout m, m G N , i(Am) — Z\m 

admet un objet final, et est donc contractile (1.4.16), et en particulier asphérique 

(1.4.18). D'autre part, i*(A\) n'est autre que le préfaisceau représenté par Ai, et en 

vertu du lemme 1.5.12, ce préfaisceau est localement asphérique, et l'assertion résulte 

du théorème 1.7.13, (a) et (b). De plus, le théorème 1.7.13 implique alors que pour 

(2) pléonasme volonta i re 
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tout m, m G N, z'*(Am), qui n'est autre que le préfaisceau représenté par Am, est 

localement asphérique, ce qui, en vertu de la proposition 1.6.1, fournit une deuxième 

démonstration du fait que A est une catégorie test stricte (1.6.13). 

Exemple 1.7.19. — Soit A une petite sous-catégorie pleine de Cat formée de catégories 

contractiles, stable par produits finis, et telle que A i soit un objet de A. Alors le 

foncteur d'inclusion i : A —> Cat est un foncteur test. En effet, comme une catégorie 

contractile est non vide, la catégorie vide n'est pas un objet de A. La catégorie A est 

donc une catégorie test stricte (cf. 1.5.9, (d) et 1.6.11). On en déduit que le préfaisceau 

z*(Z\ i ) , qui est représentable (puisque A\ est un objet de A), est localement asphérique 

(1.6.1), ce qui prouve que i est un foncteur test local (1.7.13, (b)), donc un foncteur 

test (1.7.13, (a)). 

Exemple 1.7.20. — Plus généralement, si A est une petite sous-catégorie pleine de 

Cat formée de catégories contractiles, stable par produits finis, et satisfaisant à la 

condition : 

(H) il existe une petite catégorie C appartenant à 0b(^4) et possédant deux objets 

co et ci tels qu'il n'y ait aucune flèche de C de source c\ et de but co ; 

alors le foncteur d'inclusion i : A —> Cat est un foncteur test. En effet, A est alors 

une catégorie test stricte (cf. 1.5.9, (d) et 1.6.11), et le préfaisceau représentable 

de A représenté par C est localement asphérique (1.6.1). Considérons le segment 

I = (C, c\), d\) de A, où les foncteurs <9o, d\ : e zz^ C sont définis par les objets co et c\ 

respectivement. Le crible de C engendré par co (sous-catégorie pleine de C formée des 

objets c tels qu'il existe une flèche c —> co de C) définit un foncteur i}(C) — C —> A\ 

(1.1.26), qui en vertu de l'hypothèse ( H ) , est un morphisme de segments 

i,(î) = (C,do,di) — > A i = (Z \ i , e0 , e i ) 

(eo et ei étant définis respectivement par les objets 0 et 1 de A i ) . L'assertion résulte 

alors du corollaire 1.7.16. 

Exemple 1.7.21. — Dans l'exemple précédent, l'hypothèse (H) est essentielle. En effet, 

soit par exemple A la sous-catégorie pleine de Cat dont les objets sont les catégories 7m, 

m ^ O , où / = { 0 zz^ 1} désigne la catégorie ayant comme objets 0 et 1 et équivalente 

à la catégorie e, objet final de Cat (autrement dit, les seuls morphismes non identiques 

de / sont deux isomorphismes inverses l'un de l'autre 0 —> 1 et 1 —> 0) . On vérifie 

facilement que cette catégorie est formée de catégories contractiles. D'autre part, elle 

satisfait aux conditions de 1.5.9, (d) et est donc une catégorie test stricte (1.6.11). 

Montrons que si le localisateur fondamental faible W n'est pas grossier (1.1.31), le 

foncteur d'inclusion i : At—y Cat n'est pas un foncteur test (ni même un foncteur test 

faible). Pour cela, il suffit de montrer que le préfaisceau i*(A\) n'est pas asphérique. 

Or, i*(Ai) est le préfaisceau 

Im l—> HomCat( /m, A i ) ~ {cribles de Im} 
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(1.1.26), et on a donc i*(Ai) ~ eAlleA (où eA désigne l'objet final de A), car les seuls 

cribles de 7m sont le crible plein et le crible vide. On en déduit que iAi*(Ai) ~ AU A, 

et il résulte du lemme suivant que i*(Ai) n'est pas asphérique. 

Lemme 1.7.22. — Si le localisateur fondamental faible W n'est pas grossier, alors toute 

catégorie asphérique est 0-connexe (connexe non vide). 

Démonstration. — Soit C une catégorie asphérique. Le localisateur fondamental 

faible W n'étant pas grossier, il est a fortiori non trivial, et il résulte de la proposi

tion 1.1.30 que la catégorie C est non vide. Montrons qu'elle est connexe. Supposons 

que C = Co II C i , avec Co,Ci ^ 0 , choisissons des objets co et c\ de Co et Ci 

respectivement, et notons c\> : e —> C et d\ : e —> C les morphismes définis par co 

et ci respectivement, où e désigne l'objet final de Cat. On définit ainsi un segment 

I = (C, do,d\). Soit A une catégorie non vide, p : A —> e le foncteur canonique, a un 

objet de A, s : e —> A le morphisme défini par l'objet a, et c = sp l'endomorphisme 

constant correspondant de A. Notons 

po : C0 x A —> A et p1 : Ci x A —> A 

les premières projections. On définit un foncteur 

h : C x A = (C0 x A) I I (Ci x A) —> A 

par 

h | C0 x A = po et h \ C\ x A = cpi . 

On constate immédiatement que h est une I-homotopie de 1A vers c, autrement dit, 

la catégorie A est I-contractile. Comme la catégorie C est asphérique, il résulte des 

propositions 1.1.4 et 1.4.8 que A est asphérique. Ainsi, on a montré que toute catégorie 

non vide est asphérique, ce qui implique que tout foncteur entre catégories non vides 

est une équivalence faible, et contredit l'hypothèse que le localisateur fondamental 

faible W n'est pas grossier. • 

Exemple 1.7.23. — Notons A ; la sous-catégorie (non pleine) de A ayant mêmes objets 

que A , et dont les morphismes sont les applications strictement croissantes. 

Lemme 1.7.24. — La catégorie A' est asphérique. 

Démonstration. — On définit un foncteur D : A ' —> A7, en posant pour tout m, 

m G N , 

DAm — Am+i , 

et en définissant, pour toute application strictement croissante (f : Am —> An , D((p) 

par 

D(f)(k) 
(f(k) , 0 k ^ m , 

n + 1 , k — m -f 1 . 
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L'inclusion AmC—y Am+i définit un morphisme fonctoriel 1A' —> D, et l'application 

A0 — > Am+i , 0 l—> m + 1 , 

un morphisme fonctoriel de l'endofoncteur constant de A ' , de valeur A o , vers D. La 

catégorie A ' est donc contractile, et le lemme résulte de la proposition 1.4.18. • 

Proposition 1.7.25. — La catégorie A' est une catégorie test faible, et le foncteur d'in

clusion i' : A ' (—> Cat est un foncteur test faible. 

Démonstration. — Considérons les foncteurs 

A ' > A > A > Cat , 

où A désigne la catégorie test de l'exemple 1.5.9, ( a ) , sous-catégorie pleine de la caté

gorie des ensembles, ayant mêmes objets que A (mais comme morphismes toutes les 

applications, au lieu de seulement les applications croissantes), et où u et v désignent 

les foncteurs d'inclusion et i le foncteur test de l'exemple 1.7.17, associant à un ob

jet E de A l'ensemble ordonné formé des parties non vides de E. On remarque que le 

foncteur 
iA, : A' —> Cat 

Am I > A'/Am 

est canoniquement isomorphe à ivu. Pour montrer que A' est une catégorie test faible, 

il suffit de montrer que le foncteur iA, est asphérique (cf. 1.7.3). Le foncteur i étant 

un foncteur test, et en particulier un foncteur asphérique, il suffit donc de montrer 

que v et u sont des morphismes asphériques de Cat (1.7.4, (a)). Comme l'inclusion 

i' : A'C—y Cat est le composé du foncteur u suivi de l'inclusion AC—y Cat, qui est un 

foncteur test (1.7.18), donc un foncteur asphérique, cela prouvera aussi que i' est un 

foncteur test faible (1.7.4, (a)). 

a) Le morphisme v de Cat est asphérique. En vertu de la proposition 1.2.9, il suffit 

de montrer que pour tout objet E de A , le préfaisceau 

F = v*(E) , A m ^ H o m A ( A m , £ ) = H o m £ n s ( A m , £ ) , 

de A est asphérique. Comme E est non vide, on choisit a e E, et on définit un 

morphisme de préfaisceaux 

h:AxxF—>F 

comme suit. Pour tout m-simplexe ip : Am —> Ai de A i , et tout m-simplexe 

ip : Am —> E de F , le m-simplexe hUp, ïp) : Am —> E de F est défini par 

h{tp,il))(k) 
> ( f c ) si ip(k) = 0 

a si (p(k) — 1 
0 ^ k ^ m . 

Notons I le segment ( A i , e 0 , e i ) de Â (e0 et e\ étant définis par 0 h-> 0 et 0 1 

respectivement). On remarque que h est une I-homotopie de l'identité de F vers un 
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endomorphisme constant de F , ce qui implique que F est E-contractile. Comme A i 

est localement asphérique (1.5.12), il résulte de la proposition 1.4.8 que F est un 

préfaisceau localement asphérique, donc asphérique, de A , ce qui prouve l'assertion. 

b) Le morphisme u de Cat est asphérique. Il s'agit de montrer que pour tout m, 

m G N , A'/u*(Am) est une catégorie asphérique. Notons A' la catégorie obtenue en 

adjoignant un objet initial 0 à A ' . Ainsi A ' s'identifie au cocrible A7 — { 0 } de A7. 

Notons 

0N = ( 0 , 0 , . . . , 0 ) 

n fois 

l'objet initial de A / n , n ^ 1. On définit un isomorphisme de catégories 

A'/u*(Am) — > A ' m + 1 - {0m+1} 

de A ; / i x * ( A m ) sur le cocrible A / m + — { 0 m + i } de A/7n+ , en associant à tout objet 

(An,(/? : An —> A7n) de A'/u*(Am), l'objet ( a 0 , a i , . . . ,am) de A / m + - { 0 m + i } , où 

a i = 

^card(f-1{i})-1 si f-1{i}#0 

0 sinon 
0 ^ i ^ m . 

Il suffit donc de prouver que la catégorie A ' m+1_ { 0 M + 1 } est asphérique. On raisonne 

par récurrence sur m. Pour m = 0, A7 — { 0 } s'identifie à A ' qui est asphérique 

(lemme 1.7.24). Supposons donc que A/m— { 0 M } soit asphérique, et montrons que 

A7 — { 0 m + i } 1 est aussi. La catégorie A' — { 0 m + i } est reunion des cocribles 

A ' m x (A7 — { 0 } ) et (A/7n— {0m}) x A7, et l'intersection de ces deux cocribles 

est (AfTn — {0m}) x (Ar — { 0 } ) - Ces trois cocribles sont asphériques, en vertu de 

l'hypothèse de récurrence, du lemme 1.7.24, et des corollaires 1.1.5 et 1.1.11. Il résulte 

alors du corollaire 1.1.28 que A7 m+ — { 0 m + i } est asphérique, ce qui prouve l'assertion, 

et achève la démonstration. • 

Remarque 1.7.26. — Si le localisateur fondamental faible W n'est pas grossier, alors 

A ; n'est pas une catégorie test. En effet, si A' était une catégorie test, il en serait 

de même de A7/Ao — e. Or, pour toute petite catégorie C, i e i* (C) est la catégorie 

discrète ayant même ensemble d'objets que C. Si e était une catégorie test, et en 

particulier une catégorie test faible, la catégorie discrète { 0 , 1 } = zez*(Ai ) serait 

asphérique (1.3.9), et le localisateur fondamental faible W serait grossier (1.7.22). 

Exemple 1.7.27. — Pour tout entier n, n ^ 0, on note A ^ n la sous-catégorie pleine 

de A formée des Am, pour 0 ^ m ^ n, et in : A ^ n —> A le foncteur d'inclusion. On 

démontre que si n ^ 1, et si W = W n - i , alors le foncteur in est Wn_i-asphérique 

[7]. Comme le foncteur in est pleinement fidèle, on en déduit qu'il est localement 

Wn-i-asphérique (cf. exemple 1.1.13, ( a ) ) , et il résulte de la proposition 1.6.13 et du 

corollaire 1.7.15, ( c ) que A<cn est une Wn_i-catégorie test stricte. 
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CHAPITRE 2 

LES LOCALISATEURS FONDAMENTAUX 

2 .1 . Les propriétés élémentaires des localisateurs fondamentaux 

2.1.1. — On appelle localisateur fondamental une partie W de F\(Cat) satisfaisant 

aux conditions suivantes : 

L A La partie W de F\{Cat) est faiblement saturée. 

LB Si A est une petite catégorie admettant un objet final, alors A —> e, où e 

désigne l'objet final de Cat, est dans W . 

L C Si 

A-
u 

B 

A w 

c 
désigne un triangle commutatif de Cat, et si pour tout objet c de C, le foncteur 

u/c : A/c —y B/c induit par u est dans W, alors u est dans W . 

On remarque qu'un localisateur fondamental est en particulier un localisateur fon

damental faible. En effet, les conditions La (1.1.2) et Lb (1.1.2) coïncident aux condi

tions L A et LB respectivement, et la condition Le (1.1.2) est le cas particulier de la 

condition LC correspondant à B = C et w = 1B (et v — u). 

Ainsi, on dispose, en particulier, des notions d'équivalence faible, de foncteur asphé

rique et de catégorie asphérique, introduites en 1.1.2. Si C est une petite catégorie, 

v : A — > C, w : B — > C deux objets de Cat/C et u : A —> B un morphisme de Cat/C, 

de sorte que v = wu, on dit que u est une W-équivalence (ou une équivalence faible) 

localement sur C si pour tout objet c de C, le foncteur u/c : A/c —> B/c, induit 

par u, est une équivalence faible. La condition LC affirme donc que pour toute pe

tite catégorie C, un foncteur qui est une équivalence faible localement sur C est une 

équivalence faible. Dualement, on dit que le foncteur u est une W-équivalence (ou 

une équivalence faible) colocalement sur C si u° est une W-équivalence localement 

sur C ° (A° et B° étant considérées comme catégories au-dessus de C ° par v° et w° 
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respectivement). Il résulte de la proposition 1 .1 .22 et de L C qu'un foncteur qui est 

une équivalence faible colocalement sur C est une équivalence faible. Le foncteur u est 

une équivalence faible colocalement sur C si et seulement si pour tout objet c de C, 

le foncteur c\u : c\A —> c\B, induit par u, est une équivalence faible (cf. 1 . 1 . 2 5 ) . 

On remarque qu'un foncteur entre petites catégories u : A —> B est asphérique 

(resp. coashérique) si et seulement s'il est une équivalence faible localement (resp. 

colocalement) sur B (A et B étant considérées comme catégories au-dessus de B par 

u et 1B respectivement). 

Soient C une petite catégorie, et A —> C un objet de Cat/C. On dit qu'un mor

phisme Lp : F —> G de préfaisceaux sur A est une W-équivalence (ou une équivalence 

faible) localement sur C si le morphisme 

A/F-
iA(f) 

• A/G 

U Y. 

C 

de Cat/C est une W-équivalence localement sur C. Il résulte de la condition LC que si 

le morphisme cp est une équivalence faible localement sur C, alors il est une équivalence 

faible. On remarque que p est une W-équivalence locale (cf. 1 .2 .6 ) si et seulement si 

p est une W-équivalence localement sur A, autrement dit, si le morphisme 

A/F 
IA((P) 

>A/G 

A 

de Cat/A est une W-équivalence localement sur A. Ainsi, la condition LC implique 

qu'une W-équivalence locale de préfaisceaux est une W-équivalence. 

Exemple 2.1.2. — On vérifie immédiatement que les localisateurs fondamentaux 

faibles des exemples 1 . 1 . 2 9 , 1 . 1 . 3 1 et 1 .1 .32 sont des localisateurs fondamentaux, et 

il résulte d'une version relative du théorème A de Quillen [7] qu'il en est de même 

de W o o (exemple 1 . 1 . 3 3 ) . Pour tout entier n, n ^ 0 , on démontre que W n (exemple 

1 . 1 . 3 4 ) est aussi un localisateur fondamental [7]. 

Dans la suite, on se fixe, une fois pour toutes, un localisateur fondamental. 

Proposition 2.1.3. — Un produit fini d'équivalences faibles de Cat est une équivalence 

faible. 

Démonstration. — Il suffit de montrer que le produit de deux équivalences faibles 

u\ : Ai —> B\, U2 : A2 —> B2 de Cat est une équivalence faible. Comme 

m x u2 = ( ! # ! x u2)(ui x 1Â2) , 
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il suffit de montrer que pour toute équivalence faible u : A —> B de Cat, et toute 

petite catégorie C, le morphisme u x le est une équivalence faible. On a un triangle 

commutatif 

Ax C 
uxlc 

>BxC 

p <7 

C 

où p et q désignent les deuxièmes projections. En vertu de LC, il suffit donc de montrer 

que pour tout objet c de C, le morphisme 

(AxC)/c~ AxC/c 
(uXlC)/c = UXlC/c 

Bx C/c~ {B x C)/c 

est une équivalence faible. Or, on a un carré commutatif 

A x C/c 
uxlc/c 

B x C/c 

A- u B 

où les flèches verticales désignent les premières projections qui sont des équivalences 

faibles, en vertu de LB et de 1.1.4. Comme u est une équivalence faible, on en déduit 

qu'il en est de même de u x le/a ce Qui achève la démonstration. • 

Proposition 2.1.4. — Une somme arbitraire d'équivalences faibles de Cat est une équi

valence faible. 

Démonstration. — Soit ui : Ai —> Bi, i G / , une famille d'équivalences faibles de Cat. 

Notons aussi I la catégorie discrète correspondant à l'ensemble / . On a un triangle 

commutatif évident 

A : 

iEI 
Ai. 

U= I I Ui 
iei 

iei 
BZ = B 

I 

et on remarque que pour tout objet i de / , le morphisme u/i : A/i —> B/i s'identifie 

à Ui : A% —y Bi. En vertu de LC, u est donc une équivalence faible, ce qui démontre 

la proposition. • 

2.1.5. — Soient M une catégorie, W une partie de FI ( M ) , et 7 : M —> W~1M le 

foncteur de localisation (cf. 1.3.1). On rappelle que la propriété universelle du foncteur 

de localisation 7 (cf. 1.3.1) se précise par la propriété « 2-universelle » suivante : Pour 

toute catégorie N, le foncteur 

H o m ( ^ " 1 M , N) ——» H o m ( M , TV) 
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de la catégorie des foncteurs de W~1M vers TV dans celle des foncteurs de M vers TV, 

associant à un foncteur F le foncteur F 7 , et à un morphisme de foncteurs a le mor-

phisme de foncteurs a * 7 , établit un isomorphisme de la catégorie Y\on\(W~lM, TV) 

sur la sous-catégorie pleine HomH/(M, TV) de HomfM, TV) formée des foncteurs 

G : M —> TV tels que, pour tout w G W, G ( w ) soit un isomorphisme de TV. On pose 

Horrv(M,TV) - Ob ( H o n r y ( M , N)). 

Lemme 2.1.6. — Soient un couple de foncteurs adjoints, i : M—> M', 

i:M'—> M. 

e : ij > lM> , r] : 1M > ji 

les morphismes d'adjonction, et W, W des parties de FI (M) et F I (M' ) respectivement 

telles que 

i{W) C W et j(W) C W . 

Notons 7 : M > W~lM et 7' : M' > W'~lM' les foncteurs de localisation, et 

% : W~lM > W'~lM' et j : W'~lM' > W~XM les foncteurs induits par i et j 

respectivement, de sorte qu'on ait des carrés commutatifs 

M 
i 

M' 

7 1' 

W~lM 
1 W'~lM' 

M' 
j M 

1' 7 

W'~lM' 
J 

4r 

W~lM 

Alors est un couple de foncteurs adjoints, les morphismes d'adjonction étant 

déduits de e et rj. 

Démonstration. — Le lemme est une conséquence formelle de la « 2-fonctorialité » 

de la localisation, elle même conséquence de la propriété « 2-universelle » . Les détails 

sont laissés au lecteur. • 

Lemme 2.1.7. — Soient I un ensemble fini, (Mi)iei une famille de catégories, et pour 

tout i, i £ I, Wi une partie de FI(M^) contenant les identités. Alors le foncteur 

canonique 

S e / 
Wi 

-1 
-L X 

iei 
M, X X 

(Wi-1Mi) 

est un isomorphisme de catégories. 

Démonstration. — Le lemme étant évident pour un ensemble / vide, ou ayant un seul 

élément, il suffit, par récurrence, de l'établir pour I = { 1 , 2 } . Or, pour toute catégorie 

TV, on a des bijections fonctorielles : 

H o m Q ^ M i x W2~lM2,N) ~ Hom(VFf xMi, Hom(VK2"1M2, TV)) 

~ H o m ^ f lMllHom.W2{M2,N)) ~ WomWl (MU H o m ^ (M2, TV)) 

~ HomWlXW2(Mi x M2,TV) ~ Hom((Wi x W2)~1(Ml x M2),TV) , 
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l'avant dernière résultant de l'hypothèse que W\ et W2 contiennent les identités, ce 

qui prouve le lemme. • 

Proposition 2.1.8. — Soient M une catégorie admettant des produits (resp. des som

mes) binaires, et W une partie de FI ( M ) contenant les identités et stable par produit 

(resp. somme) de deux flèches. Alors W~1M admet des produits (resp. des sommes) 

binaires, et le foncteur de localisation 7 : M —> W~lM commute à ces produits (resp. 

sommes). 

Démonstration. — Si la catégorie M admet des produits binaires, le foncteur diagonal 

A : M —> MxM admet un adjoint à droite I I : MxM —> M (foncteur produit). On a 

A(W) C W x W, et comme W est stable par produit de deux flèches, 1 1 ( 1 ^ x W) C W. 

En vertu du lemme 2.1.6, les foncteurs 

A : W'lM —> (W x W)-\M x M) , U : (W x W)~l{M x M) —> W~lM , 

induits par A et I I respectivement, forment un couple de foncteurs adjoints. Or, en 

vertu du lemme 2.1.7, la catégorie (W x W)~1(M x M) est canoniquement isomorphe 

au produit W~1M x W~1M, et on vérifie facilement que A s'identifie par cet isomor

phisme au foncteur diagonal. On en déduit que VF-1 M admet des produits binaires, 

II étant un foncteur produit, ce qui achève la démonstration, la partie concernant les 

sommes se déduisant par passage aux catégories opposées. • 

Proposition 2.1.9. — La catégorie H o t = Hotyy ; = W~lCat admet des produits finis et 

des sommes finies, et le foncteur de localisation canonique 7 : Cat —> Hot y commute. 

Démonstration. — La proposition résulte des propositions 2.1.8, 2.1.3, 2.1.4, du 

lemme 1.3.6, et de son dual. • 

Proposition 2.1.10. — Soit 

A-
u B 

V w 

c 

un triangle commutatif de Cat. On suppose que pour tout objet c de C, le morphisme 

uc : Ac —> Bc, induit par u dans les fibres, est une équivalence faible. 

(a) Si v et w sont des précofibrations, alors le foncteur u est une équivalence faible 

localement sur C. 

(b) Si v et w sont des préfibrations, alors le foncteur u est une équivalence faible 

colocalement sur C. 

En particulier, dans les deux cas (a) ou (b), le foncteur u est une équivalence faible. 
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Démonstration. — Pour tout objet c de C, on a un carré commutatif dans Cat 

Ac uc Bc 

ic Je 

A/c 
u/c 

B/c •> 

où ic et jc désignent les foncteurs canoniques. Si v et w sont des précoflbrations, 

en vertu du lemme 1.1.16, les foncteurs ic et jc admettent des adjoints à gauche, et 

sont donc coasphériques, et en particulier des équivalences faibles (1.1.25). Comme 

par hypothèse uc est une équivalence faible, il en est de même de u/c, ce qui prouve 

l'assertion (a). L'assertion (b) en résulte par passage aux catégories opposées, en vertu 

de la proposition 1.1.22. • 

Théorème2.1.11. — Soit W une partie de F\(Cat). Les conditions suivantes sont équi

valentes : 

(a) W est un localisateur fondamental. 

(b) W satisfait aux conditions suivantes : 

L A ° La partie W de FI (Cat) est faiblement saturée. 

L B ° Si A est une petite catégorie admettant un objet initial, alors A —> e est 

dans W. 

L C ° Si 

A 
u 

B 

v w 

c 

est un triangle commutatif de Cat, et si pour tout objet c de C, le foncteur 

c\u : c\A —> c\B, induit par u, est dans W? alors u est dans W. 

(c) W satisfait aux conditions suivantes : 

La La partie W de F\(Cat) est faiblement saturée. 

L/3 Le morphisme canonique Ai —> e est dans W . 

L7 Si 

A 
u 

B 

p <7 

C 

est un triangle commutatif de Cat, p et q des cofibrations, u un foncteur cocar-

tésien (transformant morphismes cocartésiens en morphismes cocartésiens), et 

si pour tout objet c de C, le foncteur uc : Ac —> Bc, induit par u dans les fibres, 

est dans W, alors u est dans W . 

(d) W satisfait aux conditions suivantes : 
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La° La partie W de F\(Cat) est faiblement saturée. 

Lf3° Le morphisme canonique Ai —> e est dans W. 

L70 Si 

A-
u 

>B 

p q 

C 

est un triangle commutatif de Cat, p et q des fibrations, u un foncteur cartésien 

(transformant morphismes cartésiens en morphismes cartésiens), et si pour tout 

objet c de C, le foncteur uc : Ac —> Bc, induit par u dans les fibres, est dans 

W, alors u est dans W . 

Démonstration. — L'implication (a) ( c ) résulte de la proposition 2.1.10. Pour mon

trer l'implication (c ) (6) , soit W une partie de FI ( C a t ) satisfaisant aux conditions 

La , L/?, L7. La condition L A ° coïncide avec la condition La, et est donc satisfaite. 

Pour montrer les conditions LB° et L C ° , on procède par plusieurs étapes. 

i) Montrons que le morphisme canonique Ai —> e est universellement dans 

W , autrement dit, que pour toute petite catégorie A, la première projection 

pri : A x Ai —> A est dans W . On a un triangle commutatif 

A x Ai 
pri 

A 

pri \ 1 A 

A 

les flèches obliques étant des cofibrations, et la flèche horizontale un foncteur cocar-

tésien, induisant dans les fibres au-dessus d'un objet a de A un foncteur s'identifiant 

au foncteur canonique A\ —> e, qui est dans W en vertu de Lf3. Il résulte donc de L7 

que pri est dans W . 

U) Montrons que W satisfait à la condition L B ° , autrement dit, que pour toute 

petite catégorie A admettant un objet initial, le morphisme canonique A —> e est 

dans W . En effet, en vertu de la proposition 1.4.16, la catégorie A est contractile, et 

comme W est faiblement saturé, l'assertion résulte de (i) et de la proposition 1.4.8. 

iii) Introduisons une version relative de la catégorie S (A) introduite dans 1.1.18. 

Soit u : A —> B un morphisme de Cat. On définit une catégorie S(u) comme suit : 

Ob(S(u)) = { ( a , b, f) | a G Ob(A), b G Ob(B), f : b u ( a ) G F\(B)} , 

et si (a,b,f) et (a\b,,f/) sont deux objets de S(u), l'ensemble des morphismes 

Hom £ ( u ) ( ( a , b, f), (a1, bf, f')) est formé des couples (g,h), g : a—> a' G FI ( A ) , 
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h : b' —> b G Fl(i9) tels que le diagramme : 

b-
f 

u(a) 

h u(g) 

b' f' 
>u(a') 

f = u(g)fh 

soit commutatif. L'identité de (a,b,f) est définie par l(a,b,/) = ( la , U ) , et si 

(g,h):(a,b,f) (a',b\f) et (g',h'):(a',b',f) (a",b",f") 

sont des morphismes de S(u), 

(g\ h') o (g, h) = (g'g, hti) . 

On définit deux foncteurs : 

B<--S(u)-->A 

en posant pour tout objet (a, 6, / ) de S(u), 

su(a,b,f) = b , tu(a,bj) = a , 

et pour tout morphisme (g, h) de 5 (u ) , 

su{g,h) = h , tu{g,h)=g . 

(On remarque que la catégorie 5 ( A ) et les foncteurs s ,4 et introduits dans 1.1.18 

s'identifient à S(u), su et tu respectivement, pour A = B et u = 1 A - ) On vérifie facile

ment que les foncteurs su et tu sont des cofibrations, en remarquant qu'un morphisme 

(g, h) de S(u) est cocartésien relativement à su (resp. tu) si et seulement si g (resp. h) 

est un isomorphisme, et que si h : &' —>• 6 (resp. g : a —> a') est un morphisme de B 

(resp. A) et (a, 6 , / ) un objet de S(u) au-dessus de b (resp. a ) , alors 

( l a , / i ) : (a, bj) (a,b',fh) 

(resp. (g,h) • (a,b,f) (a'.b.u(g)f) ) 

est un morphisme cocartésien relativement à su (resp. tu) au-dessus de h (resp. g). On 

remarque que la fibre S(u)b (resp. S(u)a) de su (resp. tu), au-dessus d'un objet b (resp. 

a) de B° (resp. ^ 4 ) , est la catégorie b\A (resp. (B/u(a))° ~ u(a)\B°). En particulier, 

les fibres de tn possèdent un objet initial, ce qui implique, en vertu de (ii) et de L7, 

que tu est dans W . 

Soit 
A-

u 
B 

v w 

A' v' > B' 
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un carré commutatif de Cat. On définit un foncteur S(v,w) : S(u) —> S(u') comme 

suit : 

S(v,w)(a,b,f) = (v(a),w(b),w(f)) > (a,bJ)eOb(S(u)) , 

/ : b > u(a) , w(f) : w(b) > wu(a) — uv(a) , 

S(v,w)(g,h) = (v(g),w(h) , (g,h)eF\(S(u)) . 

On vérifie aussitôt qu'on a un diagramme commutatif 

B° 
SU 

S(u)-
tu 

A 
I 

W ° S(v,w) V 

B'° SU/ S(u>) tu' A1 • 

iv) Montrons que W satisfait à la condition L C ° . Soit donc 

A 
U B 

\ 

V w 

c 

un triangle commutatif de Cat, et supposons que pour tout objet c de (7, le foncteur 

c\u : c\A —> c\B, induit par u, est dans W . En vertu de ce qui précède, on a un 

diagramme commutatif 

C° 
sv 

S(v) 
tu 

A 

1v° S(u,lc) u 

c° < sw 
• S(w) • 

tw 
>B • 

En particulier, on a un triangle commutatif 

S(v)-
S(u,lc) 

S(w) 

sv sw 

c° 

où sv et sw sont des cofîbrations, et on vérifie immédiatement que 5(u, l e ) est un 

foncteur cocartésien. Comme pour tout objet c de C, S(u, l e ) induit un foncteur dans 

les fibres au-dessus de c s'identifiant à c\u : c\A —> c\B qui est par hypothèse dans 

W , il résulte de la condition L7 que S(u,lc) est dans W . Comme tv et tw sont dans 

W , il en est de même de u. Ceci achève la démonstration de l'implication (c ) => (b). 
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Montrons l'implication (b) =̂> (a). Soit donc W une partie de F\(Cat) satisfaisant 

aux conditions L A ° , L B ° et L C ° . Notons W ° la partie de FI (Cat) définie par 

W ° : = {u G Fl(Cat) \ u° G W } . 

Il est immédiat que W ° est un localisateur fondamental. En vertu de 1.1.11, une petite 

catégorie admettant un objet initial est W°-asphérique, ce qui implique la condition 

LB pour W . De même, pour toute petite catégorie C , un morphisme de Cat/C qui 

est une W°-équivalence colocalement sur C est dans W ° (cf. 2.1.1), ce qui implique 

la condition LC pour W , et achève la démonstration de l'équivalence des conditions 

(a), (b) et ( c ) . 

En appliquant cette équivalence à W ° , pour une partie W de FI (Cat), on déduit 

l'équivalence des conditions ( a ) , (b) et (a7) pour W , ce qui achève la démonstration 

du théorème. • 

2.2. Foncteurs d'intégration et de coïntégration 

2.2.7. — Soient I une petite catégorie, et F : I —> Cat un foncteur. On rappelle une 

construction de Grothendieck d'une catégorie J F et d'une cofibration 0F : J F —> I 

associées au foncteur F. Les objets de C = J F sont les couples ( z , a ) , où i est un 

objet de / et a un objet de F(i). Un morphisme de (z ,a ) vers (i',oJ) est un couple 

( A : , / ) , où k : i —> i' est un morphisme de I et / : F(k)(a) —> a' un morphisme 

de F(i'). Le composé d'un morphisme (k, f) : (i,a) —> (if,ar) et d'un morphisme 

(k'Jf) : ( z ' , a ' ) —> (ï',a") est défini par 

(k'J')o(kJ) = (kfkJ'oF{k')(f)) 

F(kfk)(a) = F(k')F(k)(a) 
^(fc'X/). 

F(k')(a') a" . 

Le foncteur 6F est défini par 

0F(i, a) = i , ( i , a) G O b ( C ) , 0F{k, f) = k , (k, f) G F I ( C ) . 

On vérifie facilement que les morphismes cocartésiens de C relativement à 6F sont 

les flèches (k, f) de C telles que / soit un isomorphisme, et que 0F : C —> I est une 

cofibration dont les fibres Cl s'identifient aux catégories F(i). Quand le foncteur F 

est donné par une formule explicite, la catégorie j F est parfois notée Jj F , ou encore 

SieOb(i) Pour indiquer le domaine de définition du foncteur F. 

Exemple 2.2.2. — Soient A une petite catégorie et H A le foncteur 

H A : A° x A • • Cat , (6, a) Hom (fr, a) , 

où l'ensemble Hom ^(£>,&) est considéré comme une catégorie discrète. Alors 

JHA s'identifie à la catégorie S (A) introduite dans 1.1.18, et la cofibration 

°HA IHA A° x A foncteur (sA,tA) : S (A) —> A° x A (cf. 1.1.18). Cela 

explique et redémontre le lemme 1.1.19, affirmant que SA et tA sont des cofibrations 
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(puisque les projections sont des cofibrations, et les cofibrations sont stables par 

composition). Plus généralement, si u : A —> B est un morphisme de Cat, et Hu le 

foncteur 

Hu: B° x A —>Cat , (b, a) l—> H o m ^ ( 6 , u(a)) , 

alors J Hu s'identifie à la catégorie S(u) considérée dans la démonstration du théo

rème 2 . 1 . 1 1 . 

2.2.3. — Soient / une petite catégorie, F : / —> Cat un foncteur, et C = J F. Pour 

tout objet i de / , on définit un foncteur 

h : F[i) C 

par 

k(a) = (i,a) , a G O b ( F ( z ) ) , 

W ) = ( l i , / ) , / € F I ( F ( Î ) ) , 

qui identifie F(i) à la fibre Q de 0F au-dessus de i. De plus, pour tout morphisme 

k : i —> i' de / , on définit un morphisme de foncteurs 

F(i) 
F(k) 

•F(i>) 

li 

Bk 

h' 

C 

Bk:li >h>F(k) 

par 

Pk,a = lF(k)(a)) • (i,Q) (i',F(k)(a)) , a G O b ( F ( i ) ) . 

On remarque que si k : i —> i', k' : if — » i" sont deux morphismes composables de J, 

on a la condition de cocycle : 

( 2 . 2 . 3 . 1 ) 0k>k = (Pk>*F(k))0k , Pu=lh • 

F(i)-
F(k) 

>F(i')-
F(k') 

F{i") 

li 
= > 

Bk' 
li'' 

C 

Ces données satisfont à la propriété universelle suivante, analogue à celle des limi

tes inductives. Pour toute catégorie D, toute famille de foncteurs rrti : F(i) —> D, 

i G 0 b ( 7 ) , et toute famille de morphismes de foncteurs 7^ : rrii —> m^F(fc ) , k : i —> i'', 

k G F l ( 7 ) , satisfaisant à la condition de cocycle 

Ik'k = (lk> * Fik))lk > 7 l< = 1 m . , 
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pour k : z —> z', k' : i' —> i" morphismes composables de f, il existe un foncteur 

unique i f : C —> D tel que 

(2.2.3.2) m* = HU , i G Ob(I) , et lk = H*f3k , fceFl(J) . 

Explicitement, on a 

H(i,a) = m*(a) , (z ,a) G Ob(C) , 

(2.2.3.3) 

H(kJ)=mi>(fhk,a , ( f c , / ) : ( M ) (z7,a') G F I ( C ) . 

En particulier, il existe un foncteur unique 

KF:{F > lim F 

tel que si Si : F(i) —> lim F , z G O b ( f ) , désigne le morphisme canonique, 

(2.2.3.4) Si = KF o k , i G O b ( i ) , et fO? • Pk = le* 7 & : z z'7 G FI(J) . 

Explicitement : 

(2.2.3.5) 

KF(i,a) = 6i(a) , ( z » G Ob(C) , 

KF(kJ) = eAf) , ( / c , / ) : (z ,a ) - • (z7,a7) G FI(C) . 

2.2.4. — La propriété universelle décrite dans 2.2.3 se précise par une propriété « 2-

universelle » faisant de C = f F une « 2-limite inductive » : Pour tout couple de 

foncteurs if, if7 : C zz£ C définissant 

rrii = HU , i G O b ( i ) , lk = H*pk , k G F l ( i ) , 

ra7 = i f 7ZZ , i G O b ( i ) , ik = H'*l3k , fcGFI(J) , 

et toute famille de morphismes de foncteurs 

ai : mi > ra7 , z G O b ( i ) , 

satisfaisant aux relations 

(2.2.4.1) y'kai=(ai'*F(k))yk , k : z z 7 G F I ( i ) , 

rrii 
7fe 

ml>F(k) 

ai a.^F(k) 

ra7 -

7fc 
• r a 7 , F ( / c ) 

il existe un unique morphisme de foncteurs c/ : i f —> if7 tel que 

(2.2.4.2) ai=a"*li i G Ob(f ) . 
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2.2.5. — Soient maintenant F' : 7 —> Cat un deuxième foncteur, 

0F, : C7 = (F' —> I 

la cofibration correspondante, et a : F —> F' un morphisme de foncteurs, de sorte 

que pour tout objet i de 7, ai : F(i) > F'(i) soit un foncteur. On définit un foncteur 

u — f a : C —> C en posant 

u(ia)=(i,ai(a)) , (i,a)eOb(C) , 

u(k,f)=(k,ai'(f)) ( A : , / ) E Homc ( ( i , a ) , ( i / , a / ) ) . 

(Comme ( A ; , / ) est un morphisme de C de ( i , a ) vers (i7,a7), f : F(k)(a) —> a' est un 

morphisme de F(i') et aif(f) : o^,F(/c)(a) — ) • ̂ / ( a ' ) un morphisme de F'(i'). Comme 

a est un morphisme de foncteurs, ai,F(k)(a) = F / ( /c )a i (a ) , donc (k1ai,(f)) est bien 

un morphisme de C", de ( i , a - ( a ) ) vers (i7, a-,(a7)).) On a un triangle commutatif de 

foncteurs 

C=fF 
u=f a 

\F' = C 

eF\ 0F' 

I 

et on vérifie facilement que u est un foncteur cocartésien (transformant morphismes 

cocartésiens en morphismes cocartésiens). 

Le foncteur u = J a peut être aussi défini par la propriété universelle de C. Notons 

l[ : F'(i) C , i € O b ( J ) , 

B'k:l'i l'i'F'(K) k : i - i ' e F l ( J ) , 

les foncteurs et morphismes de foncteurs canoniques correspondant au foncteur F7, et 

définissons 

rrii = l[ai , i G O b ( 7 ) , 
yk=B'k*ai, k:i 

• i G F l (7 ) , 

m-ai 
F'(i) 

m i F'(i) 
C' 

mi=l'ai 7fc=0k*Q!i li'F'(k)ai Vv<*vF{k) -mlfF{k) . 

Soient /c : i — ) • i7 et /c7 : z7 —> i" deux morphismes composables de 7. On a 

lk,k = P'k,k * a, = {{P'k> • F'(k))(3'K) * a< = (/37, * {F\k)at)) {(3'K • 

= * ( a ^ k ) ) ) ( /% • cO = ((/37, • a*,) * F(k))(p'k • a , ) = (m, , • F(fe))mfc 

et 

y1i =B'ai =1l'i*ai =1l'iai =1mi . 
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La propriété universelle de C implique par conséquent l'existence d'un unique foncteur 

u : C —> C tel que 

l'iai = uli , i G 0b(7) , et /3'k* OL{ = u* (5k , k : i - î ' e F I ( J ) , 

et on vérifie facilement que ce foncteur coïncide au foncteur J a défini précédemment. 

On a ainsi défini un foncteur d'intégration 

Jj = J : Hom(LCat) • Cat jl 

de source la catégorie des foncteurs de I vers Cat et de but celle des petites catégories 

au-dessus de 7, se factorisant par la sous-catégorie des catégories cofibrées sur I et 

des foncteurs cocartésiens. 

2.2.6. — Dualement, pour toute petite catégorie 7, on définit un foncteur de coïnté-

aration 

V T = V : Hom(rXat) - » Cat jl 

associant à un foncteur contravariant F : 7° —> Cat de 7 vers Cat la catégorie fibrée 

(F : V F —> I définie comme suit. Les objets de V F sont les couples ( z , a ) , où i est 

un objet de 7 et a un objet de F(i). Un morphisme de ( i , a) vers (i ; , a') est un couple 

( / c , / ) , où /c : i —> i' est un morphisme de 7 et / : a —> F(k)(a/) un morphisme 

de F(i). Le composé d'un morphisme (k, f) : ( i , a ) —> ( z ' , a ' ) et d'un morphisme 

( * ' , / ' ) : (Y, a7) —> ( z " , a " ) est défini par 

(k'J')o(kJ) = (k'k,F(k)(f)of) 

a 
f 

•F(k)(a') 
F(k)(f') 

F(k)F(k')(a") = F(k'k){a") . 

Le foncteur ÇF est défini par 

ÇF(i,a)=i, (i, a) G O b ( V F ) , CF(k,f) = k, {k. / ) G F I ( V F ) . 

Si F7 : 7° — C a t est un deuxième foncteur, et a : F —> F' un morphisme de foncteurs, 

on définit un foncteur V a 

V F -
V a 

-> V F ' 

SF SF' 

I 

cartésien au-dessus de 7 (transformant morphismes cartésiens en morphismes carté

siens) par 

V a ( i , a) = ( i , a{(a)) , 

V a ( f e , / ) = ( f c , a i ( / ) ) , 

( i , a ) € O b ( V F ) , 

( f c , / ) e H o m v f ( ( î , a ) , ( î ' , a ' ) ) • 

On vérifie facilement que pour tout foncteur F : 1° —> Cat, on a 

VIF = (fIOF°)° et ÇF = (ÔF«)0 , 
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où par abus de notations, F° ne désigne pas le foncteur opposé à F, mais le foncteur 

composé de F : 1° —> Cat et de Vautomorphisme ?° : Cat —> Cat associant à une petite 

catégorie la catégorie opposée. En revanche, (0Fo)° désigne bien le foncteur opposé au 

foncteur 6FO : J*/0 F° —> 1°. De façon plus précise, on a un diagramme commutatif 

de foncteurs 

(2.2.6.1) 

Horn(/°, Cat) 
V f 

•> Cat/I 

Hom( l /0 ,?° ) ?°/I 

Hom( I°Xat) -» Cat/T 
Iio 

dont les flèches verticales sont des isomorphismes de catégories induits par l'invo-

lution ?°. On laisse le soin au lecteur d'énoncer et vérifier la propriété universelle 

satisfaite par la coïntégration. 

2 .3 . Images directes et composés transfinis d'équivalences faibles 

Dans ce paragraphe, on se fixe, une fois pour toutes, un localisateur fondamental W. 

Proposition 2.3.1. — Soient I une petite catégorie, F, Ff : I Cat deux foncteurs, et 

a : F —> F' un morphisme de foncteurs. Si a est une équivalence faible argument par 

argument, autrement dit, si pour tout objet i de I, le foncteur ai : F(i) —> F'{i) est 

une équivalence faible, alors J a : f F —> f F' est une équivalence faible localement 

sur I, et en particulier, une équivalence faible. 

Démonstration. — La proposition est une conséquence immédiate de 2.2.5, et de la 

proposition 2.1.10. • 

2.3.2. — Dans la suite, on va s'intéresser au cas où la catégorie I est la catégorie 

engendrée par le graphe 

0 2 

1 

de sorte que la donnée d'un foncteur I —> Cat équivaut à la donnée d'un diagramme 

C0 
U2 

C2 

Ui 

Ci 

de Cat. Si on pose 

C 

Co —y C2 

"il 
C i 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2005 



8 6 CHAPITRE 2 . LES LOCALISATEURS FONDAMENTAUX 

on a 

O b ( C ) = { ( i , a) | i = 0 , 1 , 2 , a G O b ( C t ) } , 

Homc(( ï , a ) , (z, a ' ) ) ~ Homc,t (a, a ') , i = 0,1, 2, a, a' G Ob(C, ) , 

H o m c ( ( 0 , a ) , ( i , 6 ) ) ~ H o m C i ( ^ ( a ) , 6) , z = 1, 2, a G Ob(C0) , 6 G Ob(C, ) , 

Homc(( i , a ) , ( j , b)) = 0 sinon. 

En vertu des considérations du numéro 2.2.3, on a un « 2-diagramme » 

C0 
U2 

C2 

Ui 

4= 

02 

lo 
l2 

C1 l1 C , 

et dans ce cas particulier, la propriété universelle affirme que pour tout « 2-diagramme » 

C0-
U2 

4 C 2 

Ul 

7i 

72 

mo m2 

Ci — m i D , 

il existe un foncteur unique g : C — > D tel que 

mi= g k , i = 0,1,2, yi=g*Bi , i=1,2. 

La propriété « 2-universelle » (c/. 2.2.4) affirme que si on a un deuxième « 2-

diagramme » 

Co U2 
+ C2 

Ul 

7i 

y'2 

m'o m2 

C i -
m'i 

D ' 

définissant un foncteur : C — ) - D tel que 

(2.3.2.1) ra- = g ' k , z = 0,1,2, -y'i=9'*Pi , « = 1,2, 
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alors pour tout triplet de morphismes de foncteurs 

Cb 

m0 
*0 ] m0 

D 

a1 

mA « i m'1 

D 

C2 

m 2 
a2 

m2 

D 

tels que 

(2.3.2.2) 7 ^ o = ( ^ * ^ i ) 7 i , z = l ,2 , 

il existe un morphisme de foncteurs unique a' : g —> g' tel que 

(2.3.2.3) a • = a' * k , z = 0 , l , 2 . 

Proposition 2.3.3. — En gardant les notations ci-dessus, si u\ est une équivalence 

faible, il en est de même de l2. 

Démonstration. — Le foncteur l2 est le composé 

c2 
ï2 CQ —y c2 

'Coi 
C0 

fa ' CQ )• C2 

C i 

où V2 est le morphisme canonique, et a est le morphisme de foncteurs 

Cb 
u2 

•C2 
lc0 v 1 ^ Jc2 

C0 C0 
U2 

C2 

u1 Ui 

Ci 

Comme ui, lc0 et lc2 sont des équivalences faibles, il résulte de la proposition 2.3.1 

que J a est une équivalence faible. 

Il suffit donc de montrer que V2 est une équivalence faible. Or, le diagramme com-

mutatif 

C0-
U2 

C2 

lc0 
u2 

lc2 

C0- U2 
c2 

définit en vertu de la propriété universelle (cf. 2.3.2), un foncteur 

Ni 
C0 

r c2 
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tel que si 

C0-
U2 

>C2 

1co 
02. 

B'1 
l'o Ï2 

C0- l'1 C' 

désigne le « 2-diagramme » canonique associé à 

C--
• C0 

'coi 
^C2 

on ait 

rl'0 = u2 = rl[ , rl'2 = lc2 , r * j3[ lU2=r*f3'2 . 

En particulier, r est une rétraction de l2. On va montrer que l2r est I-homotope à 

l e , où II = ( I , 81,82), les foncteurs di,d2 : e I étant définis par les objets 1 et 2 

de / . Pour définir une I-homotopie 

o 

î 

• 2 f Ca 

l'col 

C0 

C2 
h 

f C0 

CQ 

^C2 

il suffit, en vertu de l'identification 

H o m ( J x C " , C " ) ~ H o m ( / , H o m ( C / , C / ) ) , 

de définir des foncteurs 

ht : C 
C' , i 

0,1,2 , 

et des morphismes de foncteurs 

a3 : hQ hj , j 1,2 . 

En vertu de la propriété universelle (cf. 2.3.2), h\ = l e est défini par le 

« 2-diagramme » 

Co-
U2 

>C2 

lc0 
01 

B'2 

i'o ï2 

C0-
l1 

• C ' 
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ho = loV est défini par le « 2-diagramme » 

C0 

u2 
C2 

lc0 l'2u2 l'2 

Co — 
^2U2 

• C" ' 

et on définit h o par le « 2-diagramme » 

Co U2 >c2 

!c0 

A 
i'o 

v2 

C 0 - i'0 
C' 

Les trois morphismes de foncteurs 

Co 

lo il 

c 

Co 

l'o 0', l'i 

C" 

c2 

l'2 l'2 

C " 

vérifient les relations 2.3.2.2 de la propriété « 2-universelle » , et définissent ainsi un 

morphisme de foncteurs a 1 : h o —¥ h \ . De même, les trois morphismes de foncteurs 

Co 

l'o Ëk l2u2 

C 

Co 

l'o 
B'2 

| ^2U2 

C 

c2 

l'2 l>2 

C' 

permettent de définir un morphisme de foncteurs a2 : ho —> h2, par la propriété 

« 2-universelle » . On a donc prouvé que l e est I-homotope à l'2r. Or, / admet un objet 

initial, et est donc asphérique (1.1.11). On en déduit que / —> e est universellement 

dans W (proposition 1.1.4), et il résulte donc du lemme d'homotopie 1.4.6, (b) que V2r 

est une équivalence faible. Comme rl'2 = lc27 cela prouve, en vertu de la propriété de 

saturation faible FS3, que l2 est une équivalence faible, et achève la démonstration. • 

Remarque 2.3.4. — Au cours de la démonstration précédente, on a montré en parti

culier que si u\ est un isomorphisme, alors l2 est un homotopisme (cf. 1.4.15). 
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2.3.5. — Revenons au cas où / est une petite catégorie arbitraire. Soient A une petite 

catégorie, et F : I —> A un foncteur noté indiciellement : 

Fi •= F(i) , i e 0 b ( / ) , Fk := F{k) , k e Fl(7) . 

On se propose d'étudier le foncteur canonique (cf. 2.2.3) 

K = KiAF:C= fiAF \hniAF~iA(F') = A/F' , 

où F' désigne la limite inductive l i m F . Explicitons le foncteur K. Pour tout z, 

i G 0 b ( / ) , notons E{ : Fi —> F' le morphisme canonique, de sorte que pour tout 

morphisme k : i —> i' de / , le triangle 

Fi-
Fk 

F* 

Ei Ei' 

F' 

soit commutatif. Un objet de C est un triplet (z ,a ,x : a—> F i ) , où i G 0 b ( / ) , 

a G Ob{A), x e F\(Â). On a 

K(i, a,x : a —> Ft) - (a, 6{X : a —> F') 

a 
X 

Ft Ei F' 

Un morphisme 

(i, a, x : a —> Fi) (k,f) (i',a',x' : a1 Fi') 

de C est un couple ( / c , / ) , où k : i —> i' est une flèche de / , et / : a —> a' une flèche 

de A, rendant commutatif le diagramme 

a — 
f 

a' 

X x' 

Fi Fk • Fi' 

On a 

K(k,f) = f , 

a f a' 

Eix 
Ei' X 

F1 

^i'X f — Ei'FfcX — £jX 

Proposition 2.3.6. — Le foncteur K : J iAF —> limiAF est une fibration. 

Démonstration. — On vérifie facilement qu'un morphisme (k, f) de C = j iAF est 

cartésien relativement à K si et seulement si k est un isomorphisme. En particulier, la 
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partie de FI(C) formée des morphismes cartésiens est stable par composition. Soient 
maintenant (i , a, x : a —> Fi) un objet de C et 

a! • 
f 

> a 

Eix 
F' 

un morphisme de A/F', F' = h m F , de but l'image de cet objet par K. Alors 

( z , a ' , x / : a' —• Fi) 
(li,f) 

(i, a, x : a —>• F ; ) 

est un morphisme cartésien de C dont le but est l'objet donné de C, et dont l'image 
par K est le morphisme donné de A/F', ce qui démontre la proposition. • 

2.3.7. — Soit (a, s : a —> F') un objet de A/F'. On se propose d'étudier la fibre 

Cs = (fiAF)s 

du foncteur K au-dessus de cet objet. Les objets de Cs sont les objets ( i , a, x : a —> Fi) 
de C tels que Six — s, et les morphismes entre tels objets, les morphismes 

(z, a, x : a —> Fi) 
( M a ) 

(z ' , a ,x ' : a —> F / ) 

de C (de sorte que le triangle 

a 
X . x' 

Ft- Fk F* 

soit commutatif). Pour tout objet i de / , considérons la fibre (A/Fl)s du morphisme 
iA(si) : A/Fi —> A/F' au-dessus de (a, s : a —> F'). Les objets de (A/Fi)s sont les 
couples (a, x : a —> Fi) tels que Six = 5, et les seuls morphismes sont les identités. 
Pour tout morphisme k : i —> i' de / , on en déduit un foncteur 

(A/Fi). 
( » A ( ^ ) ) « , (A/Fi,). , 

associant à un objet (a ,x : a —> Fi) de (A/Fi)s l'objet (a, FkX : a —> Fi>) de (A/Fi>)s. 
On définit ainsi un foncteur (iAF)s : I —> Cat, et par suite, on peut former la catégorie 

{(iAF)s , 

dont les objets sont les triplets (i,a,x : a —> Fi), i G 0b(7) , tels que (a, x : a —> Fi) 
soit un objet de (A/Fi)Sl autrement dit tels que Six = s, et les morphismes les couples 

(z ,a ,x : a —y F , ) ( M a ) (i', a, x' : a — » F ^ ) , k : i - i ' G F I ( / ) , 
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(puisque les seuls morphismes de (A/Fi')s sont les identités) tels que le triangle 

a 
X \x' 

Fi Fk >Ft, 

soit commutatif. On a donc démontré : 

Lemme 2.3.8. — Soit (a, s : a —> F') un objet de A/F'. Alors on a un isomorphisme 

canonique 

U*AF)S J(iAF)s • 

2.3.9. — Supposons maintenant que la catégorie I soit la catégorie engendrée par le 

graphe 

0 - •2 

1 

de sorte que la donnée du foncteur F : I —> A soit équivalente à la donnée d'un 

diagramme 

F0 
¥>2 

F2 

f1 

Fx 

de À, la limite inductive F' du foncteur F étant la somme amalgamée, de sorte qu'on 

ait un carré cocartésien 

F0 
<-P2 

F2 

f1 e2 

Fi 
Si 

>F' 

Proposition 2.3.10. — En gardant les notations ci-dessus, si tpx est un monomor-

phisme, alors le foncteur canonique 

K : C 
A/FQ • 

A/F! 

A/F2 

A/F' 

est une fibration à fibres contractiles. 

Démonstration. - Comme en vertu de la proposition 2.3.6, le foncteur K est une 

fibration, il suffit de montrer que pour tout objet (a, s : A —> F') de A/F', la fibre 

Cs de K au-dessus de cet objet est contractile. En vertu du lemme 2.3.8, on a 

Cs 
(A/F0)s 

{A/F,), 

{A/F2)S 
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En considérant s comme un élément de F'(a) = Fi (a) IIFo(a) ^ ( a ) , on distingue deux 

cas. 

a) L'élément s de F'(a) n'appartient pas à l'image de Fo(a) dans F'{a). Alors on 

vérifie immédiatement que 

cs 
0 —y 0 

i 
e 

O U Cs-
0 —y e 

i 
0 

et Cs est réduite à la catégorie ayant un seul objet, et l'identité de cet objet comme 

seul morphisme. 

b) L'élément s de F'{a) appartient à l'image de Fo(a) dans F'{a). Alors on vérifie 

facilement que (A/FQ)S —>• (A/Fi)s est un isomorphisme (on utilise que (px : Fo —> F\ 

est un monomorphisme). En vertu de la remarque 2.3.4, le morphisme canonique 

(A/F2)s 
(A/F0)S -

(A/F1)s 

(A/F2)S 

Cs 

est donc un homotopisme. Or, le morphisme £2 F2 —> F' est un monomorphisme 

(car (p1 est un monomorphisme), et par suite (A/F2)s est la catégorie ponctuelle. On 

en déduit que la catégorie Cs est contractile, ce qui prouve la proposition. • 

Remarque 2.3.11. — En vertu de la proposition 1.4.18, si <p1 est un monomorphisme, 

le foncteur K ci-dessus est donc coasphérique (cf. 1.1.25), et en particulier une équi

valence faible. 

Corollaire 2.3.12. — Soient A une petite catégorie, 

F0 
^2 

F2 

f1 £-2 

Fi Si 
F' 

un carré cocartésien de A, et supposons que Lpx soit un monomorphisme. Alors si (px 

(resp. (f2) est une équivalence faible, il en est de même de £2 (resp. £ \ ) . 

Démonstration. — Considérons le diagramme 

A/F0 

u2=iA(f2) 
>A/F2 

u1=iA(f1) l2 

A/Fx-
l1 * A/F0 

A/F, 

> A/F2 
iA(E2) 

K 
iA(E1) 

A/F' , 
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où li, I2 et K désignent les foncteurs canoniques (cf. 2.3.2 et 2.3.5), et dont les deux 

triangles sont commutatifs (mais pas le carré). Si Lpx (resp. ip2) est une équivalence 

faible, alors u\ (resp. u2) est une équivalence faible, et en vertu de la proposition 2.3.3, 

il en est de même de l2 (resp. l\). Or, comme (f1 est un monomorphisme, en vertu 

de la remarque précédente, K est une équivalence faible. On en déduit que iA(s2) 

(resp. iA(si)) est une équivalence faible de Cat, autrement dit, que e2 (resp. e\) est 

une équivalence faible de A , ce qui achève la démonstration. • 

Corollaire 2.3.13. — Soient A une petite catégorie, et 

F0 
¥2 

•F2 
E2 

xo 
f1 

Fi 
£1 F' 

G0-

Xi 
^ 2 , 

x2 

G2 
112 

x 

f1 
G\ -

ni 

G' 

un cube commutatif de A dont les faces horizontales sont cocartésiennes, et tel que 

iply tpi soient des monomorphismes, et \o, Xi? X2 des équivalences faibles. Alors x' 

est une équivalence faible. 

Démonstration. — On a un carré commutatif 

« A/F0 

A/F, 

• A/F2 
K 

>A/F' 

fiA*x iA(x') 

r A/Go -

A/G, 

•> A/G2 

K' 
• AI G' 

où \ désigne le morphisme de foncteurs défini par %0, X\-> X2> e^ K e^ ^ ês foncteurs 

canoniques (cf. 2.3.5). En vertu de la proposition 2.3.1 et de la remarque 2.3.11, les 

foncteurs f iA *x, K e^ K' sont des équivalences faible, et il en est donc de même de 

iA(x')1 ce qui prouve le corollaire. • 

Proposition 2.3.14. — Soient I un ensemble bien ordonné, A une petite catégorie, et 

F : I —> A un fondeur (où I désigne aussi la catégorie associée à Vensemble or

donné I) tel que pour tout i ^ j , le morphisme Fi —> Fj soit un monomorphisme. 

Alors le fondeur canonique 

K:C = JzAF A/F' , 

où F' — l i m F ; est une fibration à fibres contractiles. 
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Démonstration. — Soit (a, s : a —> F') un objet de A/F', et considérons s comme 

élément de F'(a). Comme les morphismes de transition Fi —> Fj sont des monomor-

phismes, F'(a) s'identifie à la réunion croissante des Fi (a). Comme / est bien ordonné, 

il existe un plus petit élément is de / tel que s e Fi (a). Alors on vérifie facilement 

que la fibre Cs de K au-dessus de l'objet (a, s : a —> Ff) s'identifie à la catégorie 

correspondant à l'ensemble ordonné formé des i E I tels que is ^ i. Cette catégorie 

ayant un objet initial, elle est contractile (1.4.16). Comme en vertu de la proposition 

2.3.6, K est une fibration, cela achève la démonstration. • 

Remarque 2.3.15. — En vertu de la proposition 1.4.18, le foncteur K ci-dessus est 

donc coasphérique (cf. 1.1.25), et en particulier une équivalence faible. 

Corollaire 2.3.16. — Soient I une catégorie correspondant à un ensemble bien or

donné, A une petite catégorie, F,G : I A deux foncteurs, et (f : F —> G un 

morphisme de foncteurs. On suppose : 

(a) pour tout i et j dans I, si i ^ j , les morphismes Fi —> Fj et Gi —> Gj sont 

des monomorphismes ; 

(b) pour tout i dans I, le morphisme ipi : Fi —> Gi est une équivalence faible. 

Alors lim cp : fini F —> lim G est une équivalence faible. 

Démonstration. — En effet, on a un carré commutatif de Cat 

{iAF A/\jmF 

f IA~K^ iA (lim tp) 

{iAG •» A/ lim G 

dont les flèches horizontales sont, en vertu de la remarque précédente, des équivalences 

faibles. Comme J iA*(p est une équivalence faible (proposition 2.3.1), il en est de même 

de i4(limy?), ce qui démontre le corollaire. • 

Corollaire2.3.17. — Pour toute petite catégorie A, la partie de f\(A) formée des 

flèches qui sont à la fois des équivalences faibles et des monomorphismes est stable 

par composition transfinie. Autrement dit, pour tout ensemble bien ordonné I, et tout 

foncteur F : / —> A tel que les morphismes Fi —> Fj, i ^ j , i,j G soient des mo

nomorphismes et des équivalences faibles, le morphisme canonique Fo —> lim F, où 0 

désigne le plus petit élément de I, est une équivalence faible (et un monomorphisme). 

Démonstration. — Le corollaire est une conséquence immédiate du corollaire précé

dent, appliqué au morphisme du foncteur constant de valeur Fo vers le foncteur F 

défini par les flèches F0 —> Fi, i £ L • 

Les corollaires 2.3.16 et 2.3.17 seront généralisés au paragraphe suivant. 
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2.4 . Catégories filtrantes et asphéricité 

2.4.1. — On rappelle qu'une catégorie pseudo-filtrante est une catégorie I satisfaisant 

aux deux conditions suivantes : 

P S I tout diagramme de I de la forme : 

l1 

i 

i2 

peut être inséré dans un diagramme commutatif : 

i1 

i i' 

i2 7 

PS2 pour toute double flèche kllk2 : i 3 de i", il existe une flèche l : j —> j ' 

de / telle que lkx = lk2. 

Une catégorie / est dite filtrante si elle est pseudo-filtrante, non vide, et connexe. 

On vérifie facilement qu'en présence de PS2, cela signifie que I est non vide, et que 

pour tout couple d'objets zl5 i2 de / , il existe un objet i de / , et des flèches i1 —> i 

et i2 —> i de / . Un ensemble ordonné est dit filtrant si la catégorie correspondante 

l'est. Si / est un ensemble ordonné non vide, il est filtrant si et seulement si pour 

tout couple d'éléments iXl i2 de / , il existe un élément i de / tel que i1 ^ i et i2 ^ i-

Tout ensemble totalement ordonné non vide est filtrant. Un ensemble ordonné fini est 

filtrant si et seulement si il admet un plus grand élément. 

2.4.2. — On rappelle qu'un foncteur cofinal est un foncteur u : I —> J tel que pour 

tout objet j de J, la catégorie j\I soit connexe non vide. En d'autres termes, un fonc

teur cofinal est un foncteur Wo-coasphérique, où Wo est le localisateur fondamental 

des exemples 1.1.32 et 2.1.2. 

Lemme 2.4.3. — Soit u : I —> J un foncteur. 

(a) Si la catégorie I est pseudo-filtrante, alors pour tout objet j de J, la catégorie 

j\I l'est aussi. 

(b) Si la catégorie I est pseudo-filtrante, et si le foncteur u est cofinal, alors pour 

tout objet j de J, la catégorie j\I est filtrante. 

Démonstration. — Une vérification immédiate prouve l'assertion ( a ) , et l'assertion 

(b) en résulte aussitôt. • 

Lemme 2.4.4. — Soit J un ensemble ordonné filtrant infini. Alors il existe un ensemble 

bien ordonné I, et une famille croissante (Jt)iei de sous-ensembles ordonnés filtrants 
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de J telle que 

J 
iei 

Ji card ( J ^ ) < card ( J ) , i e I . 

Démonstration. — On procède en plusieurs étapes. 

a) Il existe une application 

Filt : V(J) 
P(J) 

où V(J) désigne l'ensemble des parties de J, telle que pour toute partie E de J, 

F\\t(E) soit un sous-ensemble ordonné filtrant de J, contenant E, tel que 

card (Filt ( £ ) ) 
f fini si E est finie 

card ( E ) sinon 

En effet, si l'ensemble E est fini, on pose F i l t (2?) = E U {j}, où j est un majorant 

de E dans J (qui existe puisque J est filtrant et E fini). Si E est infini, on définit 

par récurrence une suite croissante (En)neN de parties de J, par EQ = E, En+i 

étant obtenue de EN par adjonction, pour chaque couple j , j ' d'éléments de EN, d'un 

majorant de j et j ' dans J. On pose 

Filt ( £ ) : 
n>o 

En 

et il est immédiat que Filt (E') est un sous-ensemble ordonné filtrant de J, et que 

card (F i l t (£7)) = card ( E ) . 

b) Il existe un ensemble bien ordonné I tel que card (i) = card ( J ) , et tel que pour 

tout i, i G / , 

card z ' G I \ i < i} < card ( J ) . 

En effet, en vertu du théorème de Zermelo, il existe une relation de bon ordre ^ sur 

l'ensemble sous-jacent à J. Si l'ensemble des éléments j de J tels que 

card { j ' e J | j' < j} = card ( J ) 

est vide, on peut prendre I = J muni de ce bon ordre. Si cet ensemble est non vide, 

il admet un plus petit élément JQ. On peut alors prendre I = {j G J \ j < jo}, muni 

du bon ordre induit, et remarquer que card ( J ) = card(J). 

c) On va définir, par récurrence transfinie, une famille croissante (Ji)iei de sous-

ensembles ordonnés filtrants de J telle que J — (J Ji, et 
tel 

(*) card (J i) 

fini si card { Y G I | i' < i} est fini 

card {i G / | i' < i} sinon 

ce qui prouvera le lemme. Pour cela, choisissons une bijection j : / —> J, i l—> ji. Soit 

i un élément de 7, et supposons qu'on a défini J^ pour i' < i. On pose 

Ji = Filt ((U Ji')u{3i}) • 
V i'<i J 
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La condition ( * ) se vérifie aussitôt par récurrence transfinie, ce qui achève la démons

tration. • 

Lemme 2.4.5. — Soit I une petite catégorie filtrante. Alors il existe un ensemble or

donné filtrant J, et un foncteur cofinal J —> I, Vensemble ordonné J étant identifié 

à la catégorie correspondante (Deligne, SGA4, I, Exposé 1, 8.1.6 [2]). 

Démonstration. — On suppose d'abord que l'ensemble préordonné O b ( J ) n'a pas de 

plus grand élément, autrement dit (puisque la catégorie I est filtrante) que pour tout 

objet i de 7 , il existe une flèche i —> i' de / telle qu'il n'y ait aucun morphisme de i' 

vers i. 

Un sous-graphe de I est un couple G — (S, F), où S est une partie de 0 b ( 7 ) et F 

une partie de FI (I) telles que la source et le but de toute flèche de I appartenant à 

F soient dans S. Un sommet de G est un objet de / appartenant à S, et une arête 

de G est une flèche de I appartenant à F. On ne suppose pas que le composé dans I 

des deux arêtes composables de G soit une arête de G, ni que l'identité dans / d'un 

sommet de G soit une arête de G. Si G = (S, F) est un sous-graphe de / , on dit qu'un 

sommet e de G est un sommet final de G si 

(a ) pour tout sommet s de G, il existe une arête unique fs : s —> e de G ; 

(b) pour toute arête / : s —> t de G, on a fs = ftf ; 

( C ) fe = le-

On remarque que si G\ — (S i , F\) et G2 — (S2, F2) sont deux sous-graphes de / , alors 

G\ U G2 = (Si U S2, F\ U F2) est un sous-graphe de / . 

Soit J l'ensemble des sous-graphes finis G de I ayant un unique sommet final eG, 

ordonné par inclusion 

(S , F ) c (S', F') S C S' et F C F' . 

Si G = (S , F) est un sous-graphe fini de 7 , il existe G' G J tel que G C G''. En effet, 

comme la catégorie I est filtrante, et comme S est fini, il existe un objet e0 de I 

et une famille gs : s —> e0, s G S , de morphismes de L Comme F est fini, il existe 

un morphisme g : e0 —> ex de I tel que pour toute arête / : s —> t de G, on ait 

99s — 99tf- Comme l'ensemble préordonné O b ( 7 ) n'a pas de plus grand élément, il 

existe un morphisme h : e1 —> e de I tel que e ^ S . Il suffit alors de prendre 

G' = ( S u { e } , F u { / s | 5 G S } U { l e } ) , où fs = hggs1 se S . 

On en déduit que l'ensemble ordonné J est filtrant : si G i , G2 G J, en vertu de ce qui 

précède, il existe G G J tel que G\ U G2 C G. 

On définit un foncteur u : J —> I par 

G-->eG (G C G') (eG-->eG') 
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où eG (resp. eG,) désigne Tunique sommet final de G (resp. G'), et eG —> eG, l'unique 

(en vertu de (a)) arête de G' de eG vers eG,. Il résulte alors facilement des conditions 

(b) et ( c ) qu'on définit ainsi un foncteur. Ce foncteur est cofinal : 

z ) Si i est un objet de 7, et si l'on pose G = ( { i } , alors G G J, et 1̂  est un 

morphisme de i vers u(G) = z, ce qui prouve que la catégorie i\J est non vide. 

zz ) Si z est un objet de 7, et (G1,g1 : i —> ^(G-J), (G2, #2 : ^ —^ U(G2)) deux objets 

de z \ J , en vertu de ce qui a été démontré précédemment, il existe G G J contenant 

le sous-graphe fini de 7 

{ z - » iz(Gi)} U { i — ) • z/(G2)} U Gi U G2 , 

où { z —y u(Gi)} et { z —y u(G2)} désignent par abus de notations les sous-graphes 

( { z , ufâi)}, {gi}) et ( { z , u(G2)}, {g2}) de 7. Les inclusions Gi C G et G2 C G 

définissent alors, par application du foncteur u, des morphismes u(G\) —y u(G) et 

u(G2) —y u(G) qui, en vertu de la condition (6) , rendent commutatif le carré 

u(Gi) 
Si 

1 \ 

e(G) 

32 

«(G2) 

ce qui prouve la connexité de la catégorie i\J. 

Cas général. La catégorie 7 x N (où N désigne la catégorie associée à l'ensemble ordonné 

des entiers naturels) est filtrante, et l'ensemble préordonné de ses objets n'a pas de 

plus grand élément. En vertu de ce qui précède, il existe donc un ensemble ordonné 

filtrant J, et un foncteur cofinal J —> I x N . Pour conclure, il suffit de considérer le 

composé de ce foncteur avec la première projection 7 x N —> 7, qui est un foncteur 

cofinal, et de remarquer que le composé de deux foncteurs cofinaux est cofinal. • 

Lemme 2.4.6. — Soient I une petite catégorie filtrante, et F : I —> Cat un foncteur. 

Alors les fibres du foncteur canonique (2.2.3) 

KF : JF > lim F 

sont des catégories filtrantes. 

Démonstration. — Pour tout objet i de 7, on note Si : F(i) —> lim F le foncteur 

canonique. On rappelle que pour tout objet ( i , a ) de J F, i e 0b(7) , a G O b ( F ( i ) ) , 

on a Kp(i1 a) — Ei(a), et pour toute flèche ( / c , / ) : (z, a) —y (z;, af) de J F , où /c : i —y i' 

est une flèche de 7, et / : F(k)(a) —> a' une flèche de F(zv), on a Kj?(k,f) = Si>(f). 

Soit b un objet de la catégorie lim F . 

a) La fibre ( J F)6 est non vide : il existe un objet i de 7, et un objet a de F ( z ) tels 

que b = £i(a) , ce qui implique que (z ,a) est un objet de ( J F)fo. 
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b) Soient (illal) et (z2,a2) deux objets de ( J F ) , de sorte que £i1(a1) — b = 

£i2(a2). Comme O b ( h m F ) = l ixnOb(F), et comme la catégorie I est filtrante, il existe 

un objet i de / , et des morphismes kx : ix —> z, k2 : z2 —> i tels que F(k1)(a1) = 

F(k2)(a2). Alors ( z , a ) , où a = F(/c1)(a1) = F{k2)(a2) est un objet de ( J F ) , et 

! J : ( h ^ i ) —•> ( M ) , O : fe»a2) —> ( M ) des morphismes de ( / F)fe. 

c) Soit une double flèche de (J* F)fc 

( z » 
(feiJi) 

(k2,f2) 
(i',a') 

de sorte que £i(a) = b — Si>(a') et £i'(fi) — lb — £i>{f2)- Comme la catégorie I est 

filtrante, il existe une flèche k' : i' —> i" de I telle que k'kx = k'k2, et on a 

ei(Fk)(f1))= M / i ) = lb = M / 2 ) = £i» W ) ( / 2 ) ) • 

Comme FI (lim F ) = lim FI ( F ) (puisque I est une catégorie filtrante), il existe donc 

une flèche k" : i" —> i'" de I telle que 

FikTWKU) = F(k")F(k')(f2) . 

Posons k = k"k'. Alors 

(i',a') 
(k>l F(fc)(«' ) ) 

!k ( i " ' , F ( f c ) ( a ' ) ) 

est une flèche de ( J F)6 , et 

(^ 1F(k)(a'))(klJl) = (kilF(k)(a>)){k2J2) , 

ce qui achève la démonstration. 

Dans la suite, on se fixe, une fois pour toutes, un localisateur fondamental faible W . 

Lemme 2.4.7. — Soient I un ensemble bien ordonné non vide, et F : I —> Cat un fonc

teur tel que pour tout couple i, j , i < j , d'éléments de I, le morphisme F(i) —> F ( j ) 

induise un isomorphisme de la catégorie F(i) sur un crible de la catégorie F(j). Si 

pour tout i, i e I, la catégorie F ( z ) est asphérique, il en est de même de la catégorie 

limite inductive lim F . 

Démonstration. — Considérons le diagramme de foncteurs canoniques 

F 

eF KF 

I lim F . 

Par hypothèse, 0F est une cofibration à fibres asphériques, et par suite, en vertu de 

la proposition 1.1.17, 0F est un foncteur asphérique, et en particulier une équivalence 

faible. D'autre part, on vérifie facilement que l'hypothèse faite sur le foncteur F im

plique que si l'on pose A = lim F , alors pour tout z, i G J, la catégorie F(i) s'identifie 
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à un crible de la catégorie A. Grâce à la bijection naturelle entre les cribles de A et 

les sous-préfaisceaux de l'objet final de A, on vérifie aussitôt que la proposition 2.3.14 

implique que Kp est une fibration à fibres contractiles, donc asphériques (1.4.18). On 

en déduit que Kp est un foncteur coasphérique, et en particulier une équivalence faible 

(1.1.25). Comme / est un ensemble bien ordonné non vide, la catégorie correspondante 

admet un objet initial, et elle est donc asphérique (1.1.11). Les morphismes 0F et Kp 

étant des équivalences faibles, cela prouve que la catégorie lim F est asphérique, et 

achève la démonstration. • 

Lemme 2.4.8. — Soit J un ensemble ordonné filtrant. Alors J, considéré comme petite 

catégorie, est une catégorie asphérique. 

Démonstration. — On raisonne par récurrence transfinie sur le cardinal de J. Si J 

est fini, J étant filtrant, il admet un plus grand élément, et la catégorie associée à J 

admet un objet final et est donc asphérique. Supposons donc que J soit infini, et que 

l'assertion soit établie pour tout ensemble ordonné filtrant de cardinal strictement plus 

petit que celui de J. En vertu du lemme 2.4.4, il existe un ensemble bien ordonné / , 

et une famille croissante {Jl)l^i de sous-ensembles ordonnés filtrants de J, telle que 

J = IJ Jl , ca rd ( J i ) < ca rd ( J ) , i e l . 
iei 

Par hypothèse de récurrence, pour tout i, i G / , la catégorie Ji est asphérique. Soit 

J[ le crible de J engendré par Ji 

J[ = {j' G J | il existe j G Ji tel que j ' ^ j] . 

Le foncteur d'inclusion Ji C—y J[ est coasphérique. En effet, pour tout objet j de J[, la 

catégorie j\Ji est un cocrible de Ĵ , qui est non vide, puisque J- est le crible engendré 

par Ji, et qui s'identifie donc à un sous-ensemble ordonné filtrant de Ji. L'hypothèse de 

récurrence implique donc que j \ Ji est asphérique. On en déduit que J[ est asphérique. 

Or, pour tout couple i, i' G / , i < i1', J[ est un crible de J-,, et J = lim J[. L'assertion 

résulte donc du lemme 2.4.7. ieI • 

Proposition 2.4.9. — Toute petite catégorie filtrante est asphérique. 

Démonstration. — Soit / une petite catégorie filtrante. En vertu du lemme 2.4.5, il 

existe un ensemble ordonné filtrant J et un foncteur cofinal u : J —> I. Pour tout 

objet i de / , la catégorie i\J est un ensemble ordonné filtrant. En effet, cette catégorie 

est filtrante d'après le lemme 2.4.3, (6 ) , et il est évident qu'elle est un ensemble 

ordonné. Il résulte donc du lemme précédent que le foncteur u est coasphérique. Une 

nouvelle application de ce lemme implique alors que / est asphérique. • 

2.4.10. — On rappelle qu'un objet de présentation finie d'une catégorie M est un 

objet X de M tel que le foncteur 

M 8ns , Y Hom M ( X , Y) 
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commute aux limites inductives filtrantes. On vérifie facilement que si M — Cat est la 
catégorie des petites catégories, alors toute catégorie finie est un objet de présentation 
finie de Cat (la réciproque étant fausse). 

Lemme 2.4.11. — // existe une catégorie test A, et un foncteur test i : A —> Cat tel 
que le foncteur 

z* : Cat > 1, , C (ah-> Hon\Cat{i(a),C)) 

commute aux limites inductives filtrantes. 

Démonstration. — Il suffît de choisir une catégorie test A, et un foncteur test 
i : A —> Cat tel que pour tout objet a de A, i(a) soit une catégorie de présentation 
finie, de sorte que le foncteur z* commute aux limites inductives filtrantes. On peut 
prendre par exemple A = A et i : AC—>Cat l'inclusion, z* étant alors le foncteur 
nerf (1.7.18), ou prendre pour A une petite sous-catégorie pleine de Cat formée de 
catégories finies contractiles, stable par produits finis, et telle que A\ soit un objet 
de A, et i : A^Cat l'inclusion (1.7.19). • 

Proposition 2.4.12 
a) Une petite limite inductive filtrante de petites catégories asphériques est asphé

rique. 

b) Si le localisateur fondamental faible W est un localisateur fondamental, alors 
il est stable par petites limites inductives filtrantes, et en particulier, par composition 
transfinie. 

Démonstration. —- En vertu du lemme précédent, on peut choisir une catégorie test A, 
et un foncteur test z : A —> Cat tel que le foncteur z* commute aux limites inductives 
filtrantes. En vertu de la proposition 2.3.6, pour toute petite catégorie / , et tout 
foncteur F : I —> Cat, le foncteur canonique 

KiAi*F ' JiAi*F limz4z*F 

est une fibration. Si en outre la catégorie I est filtrante, il résulte du lemme 2.4.6 que les 
fibres de ce foncteur sont des catégories filtrantes, et par suite qu'elles sont asphériques 
(proposition 2.4.9). On en déduit que le foncteur KIA1*F est alors coasphérique, et en 
particulier une équivalence faible (1.1.25). 

a) Soient / une petite catégorie filtrante, et F : I —> Cat un foncteur à valeurs des 
catégories asphériques. Pour montrer que lim F est une catégorie asphérique, il suffit 
de montrer que 

iAi*(\imF) ~ iA(\imi*F) ~ l imiez*F 
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l'est. Or, dans le diagramme de foncteurs canoniques 

oiai*F 
fiAi/F 

Kiai*F 

I limi Ai*F , 

on a vu que KiAi*p est une équivalence faible, et par hypothèse 0i^F est une co-

fibration à fibres asphériques, donc aussi une équivalence faible (1.1.17). L'assertion 

résulte donc de la proposition 2.4.9. 

b) Supposons que le localisateur fondamental faible W soit un localisateur fonda

mental, et soient I une petite catégorie filtrante, F, G : I —> Cat deux foncteurs, et 

a : F —> G un morphisme de foncteurs qui soit une équivalence faible argument par 

argument. Pour montrer que 

lim a : lim F > lim G 

est une équivalence faible, il suffit, en vertu de la proposition 1.7.6, ( a ) , de montrer 

que 

iAi*(lima) ~ i A lim(z* • a) ~ lim(iAi* • a) 

l'est. Or, on a un carré commutatif dont les lignes sont des équivalences faibles 

KiAi*F 
Si Ai* F • limiAi*F 

f i * i* *o 

SiAi*G- KiAi*G 

-Y 

lim iAi* G 

lim i A i* ira 

et il résulte des propositions 1.7.6 et 2.3.1 qu'il en est de même de la flèche verticale 

de gauche, ce qui prouve l'assertion. • 

Remarque 2.4.13. — On rappelle qu'un rétracte d'un objet X d'une catégorie M est 

un objet X' de M tel qu'il existe des morphismes i : X' —> X et r : X —y X' de M 

tels que ri = lx'> L'endomorphisme ir de X est alors un projecteur : (ir)2 — ir. Si 

/ désigne la catégorie ayant un seul objet, et un seul morphisme non identique tel 

que p2 — p, et F : / —> M le foncteur qui envoie l'unique objet de / sur X et la 

flèche p sur l'endomorphisme ir de X , alors la catégorie / est filtrante, et on a un 

isomorphisme lim F ^ X'. On dit qu'une classe d'objets d'une catégorie est stable par 

rétractes si tout rétracte d'un objet de cette classe appartient aussi à ladite classe. On 

dit qu'une classe de flèches est stable par rétractes si elle l'est comme classe d'objets 

de la catégorie des flèches. En vertu de ce qui précède, une classe d'objets ou de 

flèches qui est stable par limites inductives filtrantes l'est également par rétractes. 

Il résulte directement de l'axiome de saturation faible d'un localisateur fondamental 
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faible que la classe des catégories asphériques est stable par rétractes. L'assertion (b) 
de la proposition précédente implique le corollaire suivant. 

Corollaire 2.4.14. — Si le localisateur fondamental faible W est un localisateur fonda
mental, alors il est stable par rétractes. 
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CHAPITRE 3 

THÉORIE HOMOTOPIQUE ÉLÉMENTAIRE 
DES CATÉGORIES 

3 . 1 . Col imites et extensions de K a n homotopiques 

3.1.1. — Pour tout objet / de Cat, on note Cat/I la catégorie des petites catégories 

au-dessus de I, dont les objets sont les couples formés d'un objet A de Cat et d'un 

foncteur A —> I, et dont les morphismes sont les triangles commutatifs 

A- •A 

I 

Pour toute flèche w : J —> I de Cat, on note 

Cat/w :Cat/J -Cat/I 

le foncteur définit par 

A A 

V wv 

J I 

Pour toute petite catégorie / , on définit des foncteurs (cf. 2.2.5) 

Cat/I 
oI 

> Hom(LCat) Hom(IXat) 
o'I 

> Cat/I 

(A, A—,1) > {iY-ïA/i) F (fF,jF->I) 

Proposition 3.1.2. — Soit w : J —> I un foncteur entre petites catégories. Alors 

Cat/J • 
QioCat/w 

Hom(LCat) Hom(LCat) 
G j o Hom ( w,l cat ) 

•Cat/J 

est un couple de foncteurs adjoints. En particulier, pour J = I et w — lj, on obtient 

que ( O / , 0 j ) est un couple de foncteurs adjoints. 
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Démonstration. — On va définir des morphismes d'adjonction 

e : 6 / o Cat/w o 6 j o Hom fa, lCat) — > lHom (i.Cat) , 

^ : Icat /J — > © j ° Hom ( > , lcat) ° 6 / ° , 

et on va laisser le soin au lecteur de vérifier les relations d'adjonction. 

a) Définition de e. Soit F : I —> Cat un foncteur. Définissons un morphisme fonc-

toriel £Fl autrement dit, pour tout objet i de / , un foncteur 

EF,i:({Fw)/i-->F(i) , 

fonctoriel en i. Les objets de la catégorie (f Fw)/i sont les triplets (j, a,p : w(j) —> z) , 

où j est un objet de J, a un objet de Fw(j), et p une flèche de / . Un morphisme de 

(J Fw)/i, de source ( j , a,p : w(j) —> i) et de but (f, a'\p' : w(j') —> i ) , est un couple 

( / , / ) , où / : j —> j ' est une flèche de J, / : Fw(l)(a) —> a! une flèche de Fw{j'), telles 

que 

w(j) ™(0 

w(j')/ 

p / P ' 

i 

p = p'w(l) 

On définit le foncteur ePi par 

EF,i(j,a,p:(j) i) = F(p)(a) 

eF,S,f) = F(p')(f) : F(p')Fw(l)(a) = F ( p ) ( a ) >F(p')(a') 

On laisse le soin au lecteur de vérifier la compatibilité à la composition et aux identités, 

ainsi que la fonctorialité en z et en f . 

b) Définition de rj. Soit (A, v : A —> J) un objet de Cat/J. Définissons un foncteur, 

au-dessus de J, 

où 

lA,v G , 

G.J Cat 

désigne le foncteur 

j > A/w(j) . 

Les objets de J G sont les triplets (j,a,p : wv(a) —> où j est un objet de J, a 

un objet de A, et p une flèche de / . Un morphisme de ( j , a,p : wv(a) —> vers 

(jf,af,pf : wv(a') —> w(f)) est un couple ( / , / ) , où / : j —> j ' est une flèche de J, 

/ : a —> a' une flèche de A, telles que le carré 

wv(a) 
wv(f) 

• wv(af) 

p p' 

w(j) 
w(l) 

w(j') 
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soit commutatif. Pour tout objet a de A, on définit 

VA,v(a) = (v(a)i ai 1wv(a) - wv(a) —> wv(a)) , 

et pour toute flèche / : a —> a' de A, 

VA,v(ft = (v(f^f) : {v(a)^a^wv(a)) — > {v{a'),a\lwv{af)). 

On vérifie facilement la compatibilité à la composition et aux identités, ainsi que la 

fonctorialité en (A, v). • 

Dans la suite, on se fixe, une fois pour toutes, un localisateur fondamental faible W. 

3.1.3. — Soit I une petite catégorie. On note Wi la partie de F I ( H o m ( V \ Cat)) formée 

des équivalences faibles argument par argument, autrement dit, des morphismes de 

foncteurs a : F —> F' 

I 

F 
' a. 

F' 

Cat 

tels que pour tout i, i G 0b(7) , ai soit dans W . On note W } la partie de F\(Cat/I) 

formée des foncteurs qui sont des équivalences faibles localement sur / , autrement dit, 

des morphismes 

A 
u •A 

v v' 

I 

v = v'u 

de Cat/I tels que pour tout z, i G 0b(7) , le foncteur u/i : A/i —> A!/i, induit par u, 

soit une équivalence faible. 

Théorème 3.1.4. — Pour toute petite catégorie I, on a 

w; = 9 7 1 ( w / ) W / = e// x{Wj) 

et les foncteurs 

6 / : W | 1 Cat/I WJ1 HOÏX)( LCat) 

et 

G'j : W^HomUXat) >Wi lCat/I , 

induits par 6 / et Q'j respectivement, sont des équivalences de catégories quasi-inverses 

Vune de Vautre. 

Démonstration. — L'égalité = Q^iWi) est évidente. Comme ( 0 / , 0 j ) est un 

couple de foncteurs adjoints (3.1.2), il suffit en vertu du lemme 1.3.8, de montrer que 

pour tout foncteur F : I —> Cat, le morphisme d'adjonction 

eF : O/O'jGF) F 
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est une équivalence faible argument par argument. Or, on a vu au cours de la dé

monstration de la proposition 3.1.2 que pour tout objet i de / , le morphisme eFl est 

le foncteur 

(/*") / i F(i) 

défini par 

eFii(i',a,p :if — M ) = F(p)(a) 

eFA(i',a,p :i' — M ) 
(k,f) 

{i",a',p':i" ^>ï))=F{p')U) 

On définit un foncteur 

aFl : F(ï) >(fF)/i 

par 

AF,i(a) = a, l i : z —> i) , a G O b ( F ( z ) ) , 

« F , , ( / ) = ( W ) , / e F I ( F ( i ) ) . 

On vérifie facilement que (eFi,aFi) forme un couple de foncteurs adjoints. On en 

déduit que eFi est asphérique (1.1.9), et en particulier une équivalence faible, ce qui 

achève la démonstration du théorème. • 

Dans la suite, on suppose que le localisateur fondamental faible W est un localisateur 

fondamental. 

Lemme 3.1.5. — Soit w : J —> I un morphisme de Cat. Alors 

Hom K I c a t X W / ) C Wj et (Cat/w){W'j) C WT 

Démonstration. — La première inclusion est évidente. Pour montrer la deuxième, 

considérons un morphisme u 

A 
u 

• A ' 

v \ V 

J 

w 

I 

de Cat/J qui est une équivalence faible localement sur J. Il s'agit de montrer qu'il est 

une équivalence faible localement sur / , autrement dit, que pour tout objet i de / , le 

foncteur u/i : A/i —> A! ji est une équivalence faible. On a un triangle commutatif 

A/i-
u/i 

• Ali 

e/i V / l 

J/l 
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et pour tout objet (j, k : w(j) —> i) de J /i, on a des isomorphismes canoniques 

(A/i)/(j,k)^A/j (A'/i)/(j,k)~A'/j . 

et (u/i)/(j, k) s'identifie hu/j qui est par hypothèse une équivalence faible. Le foncteur 

u/i est donc une équivalence faible localement sur J/i, ce qui prouve qu'il est une 

équivalence faible. • 

3.1.6. — En vertu du lemme précédent, pour toute flèche w : J —> I de Cat, le fonc

teur 

Hom f i a lcat) : Hom (7", Cat) Hom (JXat) 

induit un foncteur 

w* : W f 1 Hom (LCat) > W J 1 Homf JXat) 

et le foncteur 

Cat/w : Cat/J • > Cat/I 

un foncteur 

Cat/w : W'T XCat/J 1 Cat/I 

Pour toute petite catégorie / , on pose 

Hot ( J ) = Hotw ( J ) = Wj1 Hom (IXat) 

(de sorte que si I = e, Hot (e) = W'1 Hom (eXat) ~ W~lCat = H o t (cf. 1.3.2)). Pour 

tout morphisme w : J —> I de Cat, on a donc défini un foncteur 

w* : Hot ( J ) Hot ( J ) 

On définit un foncteur 

wy : Hot(J) Hot(7) 

en posant 

W\ = 0 / o Cat/w o O j 

Théorème 3.1.7. — Pour tout morphisme w : J —> I de Cat, les foncteurs 

w{ : Hot(J) Hot(J) w* : Hot(J) Hot(J) 

forment un couple de foncteurs adjoints. 

Démonstration. — Il résulte de la proposition 3.1.2, du théorème 3.1.4, et des lemmes 

3.1.5 et 2.1.6 que le couple de foncteurs ( 0 / o Cat/w, O j o w*) 

Wj~lCat/J-
Cat/w 

W~l Cat/I 

oI 
• W71 Hom (I.Cat) = Hot(7) 

WJ1 Hom ( LCat) = Hot (7) Hot ( J ) = WJ1 Hom (JXat) % WfxCat/.] 
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(pj),1j(F)~>y(fF) 

En particulier, si A est une petite catégorie, et F le foncteur constant de valeur A 

F : j ^ A J G 0b( J ) 

alors 

(pJ)aJ{F)^1{j-KA) , 

autrement dit, 

(PJ)\P*MA) ~ 7 ( J x A) . 

Ainsi, en vertu de la proposition 2.1.9, le foncteur 

(jpj)xp*j : Hot — > Hot 

s'identifie au foncteur j(J) x ? , produit par 7 ( J ) dans Hot. 

On suppose, dans la suite, que le localisateur fondamental W est fortement saturé S1} 

Proposition 3.1.10. — Soit w : J —> I un morphisme de Cat. 

(a) Pour que w soit une équivalence faible, il faut et il suffît que le morphisme de 

foncteurs 

{PJ)\VJ - (Pi)mw*PÎ > (Pi)\PÎ > 

défini par le morphisme d'adjonction, soit un isomorphisme. 

( ^ E n fa i t , on démontre que, conformément à une conjecture de Grothendieck [10], tout local isateur 

fondamental est for tement sa tu ré [7]. 
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est un couple de foncteurs adjoints. Comme en vertu du théorème 3.1.4, O j et B j 

sont des équivalences de catégories quasi-inverses l'une de l'autre, u>* ~ B j o (BjOu>*) 

est un adjoint à droite de ( B / o Cat/w) o B j = Wy, ce qui prouve le théorème. • 

Corollaire 3.1.8. — Soit J — J ' —J" dans Cat. Alors on a un isomorphisme de 

foncteurs (w'w)y ~ w'wy. 

Démonstration. — Le corollaire résulte immédiatement du théorème 3.1.7 et de l'iso-

morphisme évident (VU*VU)* ~ w*wf*. • 

Exemple 3.1.9. — Soit J une petite catégorie. On note 

7j : HomUCat) > Wj1 Hom(JXat) = H o t ( J ) 

le foncteur de localisation (de sorte que si J = e, 

7E : Cat ~ H o m ( e , Cat) — > W~1 H o m ( e , Cat) ~ W~lCat = H o t 

s'identifie au foncteur de localisation canonique 7 : Cat —> H o t (cf. 1.3.2)). On note 

Pj : J —> e l'unique foncteur de J vers la catégorie ponctuelle. On vérifie immédiate

ment que pour tout foncteur F : J —> Cat, on a 
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(b) Pour que w soit asphérique, il faut et il suffit que le morphisme de foncteurs 

w}p*j ~ w}w*p*j > p} 

défini par le morphisme d'adjonction, soit un isomorphisme. 

Démonstration. — a) Pour toute petite catégorie A, le morphisme 

7 ( J x i ) . (PJUPJTI{A) —> { p ^ y ^ A ) ~ 7(/ x ,4) 

n'est autre que ^(w x 1^), qui est un isomorphisme si et seulement si w x 1^ est une 

équivalence faible (puisque W est fortement saturé). L'assertion (a) résulte donc de 

2.1.3. 

b) Pour toute petite catégorie A, w]pjj(A) (resp. p]^(A)) est l'image par 77 du 

foncteur il—y (J x A)/i ~ J/i x A (resp. du foncteur constant i l—y A), i G Ob(I), et le 

morphisme w[p*J'j(A) —y p*-j(A) est l'image par 77 du morphisme de foncteurs défini 

par la deuxième projection J/i x A —y A. L'assertion (b) résulte donc de 1.1.4. • 

Remarque 3.1.11. — Les assertions (a) et (b) de la proposition 3.1.10 admettent la 

généralisation commune suivante : Soit 

J -
\ 

u 
• J' 

w \ / w' 

I 

w = w'u 

un triangle commutatif de Cat. Pour que le morphisme u soit une équivalence faible 

localement sur I, il faut et il suffit que le morphisme de foncteurs 

wipj ~ wluiu^p}, —y W\P*j> , 

défini par le morphisme d'adjonction, soit un isomorphisme. 

En effet, pour toute petite catégorie A, le morphisme Wip*jj(A) y w/]p*j//y(A) de 

H o t ( 7 ) s'identifie à l'image par 77 du morphisme de foncteurs 

i I y u/i x 1A : J/i x A y J'/i x A , i G O b ( 7 ) , 

et l'assertion résulte de 2.1.3. 

Exemple 3.1.12. — Si W est le localisateur fondamental Wo des exemples 1.1.32 et 

2.1.2, on vérifie facilement que le foncteur II0 induit une identification de la catégorie 

Hot(7) = Hotw ( / ) à la catégorie Hom(7, Sns) des foncteurs de / vers la catégorie des 

ensembles. Pour toute flèche u : I —y J de Cat, le foncteur u* : Hot(J) —y Hot (7) 

s'identifie au foncteur 

HomfJ, Sns) Hom {I,£ns) , F\—y Fu , 

et le foncteur T I , : Hot(7) —y Hot(J) à l'adjoint à gauche du précédent (l'extension de 

Kan à gauche classique). En particulier, pour toute petite catégorie / , et tout foncteur 

F : I —y Sns, l'image de F par (p7), s'identifie à la limite inductive lim^ F de F. 

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2005 



1 1 2 CHAPITRE 3. THÉORIE HOMOTOPIQUE ÉLÉMENTAIRE DES CATÉGORIES 

Remarque 3.1.13. — Soit I une petite catégorie, et considérons les foncteurs 

Cat/I 
— 7 

Hom(rXat) 

(A, A — > I) i—> (i i—• i\A) 

Hom(rXat) 
E'i 

> Cat/I 

F i—y ( V F , V F —y I) 

(voir 2.2.6). Il résulte aussitôt de la proposition 3.1.2, et de la commutativité du 

diagramme 2.2.6.1 que (EJ^E'J) est un couple de foncteurs adjoints. On note W" la 

partie de F\(Cat/I) formée des foncteurs qui sont des équivalences faibles colocalement 

sur I, autrement dit, des morphismes 

A-
u 

•A 

v V 

I 

V — VU 

de Cat/I tels que pour tout i, i G 0b(7 ) , le foncteur i\u : i\A —> i\A'induit par 

soit une équivalence faible. Il résulte alors du théorème 3.1.4, de la proposition 1.1.22, 

et de la commutativité du diagramme 2.2.6.1 qu'on a 

w''i=E-1(wI°) w1°=E'I-1(w''i) , 

et que les foncteurs 

H/ : W " 1 Cat/I > W ^ 1 H o m ( / 0 , C a Q = H o t ( 7 ° ) 

et 

E'j : H o t ( 7 ° ) = Wjo1 Wom(rXat) — > W/ 1 Cat/I , 

induits par S7 et S7 respectivement, sont des équivalences de catégories quasi-

inverses l'une de l'autre. De même, le lemme 3.1.5 implique que pour tout morphisme 

w : J —> I de Cat, on a l'inclusion (Cat/w)(Wj) C W}7, et par suite, que le foncteur 

Cat/w induit un foncteur 

Cat/w : W j lCat/J—> W/ lCat/I 

Enfin, il résulte facilement des considérations des numéros 1.1.18 à 1.1.21, et de la 

commutativité du diagramme 2.2.6.1 que pour tout morphisme w : J —> I de Cat, le 

foncteur composé S/o o Cat/w° o £j0 

H o t ( J ) 

E'j° 

>wylcat/r-
Cat/w° 

wylcat/i° 
EI° 

> H o t ( J ) 

est canoniquement isomorphe au foncteur w}. 
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3.2. Morphismes propres, lisses 

Dans ce paragraphe, on se fixe, une fois pour toutes, un localisateur fondamental 

faible W. 

Définition 3.2.1. — On dit qu'un morphisme u : A —> B de Cat est W-propre, ou plus 

simplement propre, si pour tout objet b de B, le morphisme canonique 

ib : Ab > A/b , a h - • (a, lb : u(a) —> b) , a e Ob(Ab) , 

est coasphérique. On dit que u est W-lisse, ou plus simplement lisse, si le morphisme 

u° : A° —> B° est propre, autrement dit, si pour tout objet b de B, le morphisme 

canonique 

jb : Ab —y b\A , a \—> (a, lb : b —> u(a)) , a <E Ob(Ab) , 

est asphérique. 

Exemple 3.2.2. — Il résulte de 1.1.16 et 1.1.25 qu'une précofibration est un morphisme 

propre. Dualement, une préfibration est un morphisme lisse. En particulier, une im

mersion ouverte (morphisme de Cat isomorphe à l'inclusion d'un crible) est un mor

phisme lisse, et une immersion fermée (morphisme isomorphe à l'inclusion d'un co-

crible) est un morphisme propre. 

Proposition 3.2.3. — Soit u : A —> B un morphisme de Cat. Les conditions suivantes 

sont équivalentes : 

(a) u est propre ; 

(b) pour tout objet a de A, les fibres du morphisme 

a\A—>b\B , b = u(a) , 

induit par u, sont asphériques ; 

(c) pour tout morphisme Bf — A\ —> B de Cat, si Von forme le carré cartésien 

A' = A xBB' *A 

B' • 
4-

-> B 

Vinclusion A[t—y Af, de la fibre de Af au-dessus de l'objet 1 de B' = A\, est un 

morphisme coasphérique ; 

(d) pour toute flèche /o : —> b\ de B, et tout objet ŒQ de Abo, la catégorie 

A(ao,fo) dont les objets sont les flèches f : ao —> a de source ao qui relèvent fo 

(u(f) = fo), et dont les morphismes sont les triangles commutatif s 

a0 

f f' 

a -
9 

a' 
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avec g morphisme de Abl (u(g) = 1^) , est asphérique. 

Démonstration. — L'équivalence de (a), (b) et (d) est un simple exercice de traduc

tion laissé au lecteur. Montrons l'équivalence de (c ) et (d). La donnée d'une flèche 

fo : bo —> b\ de B équivaut à celle d'un foncteur A\ —y B comme dans ( c ) , et af

firmer, avec les notations de ( c ) , que A[£—y A' est coasphérique, c'est affirmer que 

pour tout objet a' de A'', la catégorie a'\A'l est asphérique. Si a' e Ob(A/1), cela est 

vrai sans hypothèse sur u (puisque alors a'\A'l admet un objet initial, et par suite est 

asphérique (1.1.11)). Il suffit donc de le vérifier pour a' dans A' — A[ = A0 ~ Abo. 

Mais alors a' s'identifie à un objet ao de Abol et on vérifie que a'\A[ est isomorphe à 

la catégorie A(ao, fo) de (d). Cela achève la démonstration. • 

Corollaire 3.2.4. — Les morphismes propres sont stables par changement de base, au

trement dit, pour tout carré cartésien dans Cat 

A' •> A 

u' u 

B' - B 

si u est propre, il en est de même de u'. 

Démonstration. — Le corollaire résulte de la proposition 3.2.3, puisque la condition 

(c ) est stable par changement de base. • 

Remarque 3.2.5. — Il résulte de la condition (d) de la proposition 3.2.3 et de la pro

position 1.1.30 que si le localisateur fondamental faible W n'est pas trivial, alors un 

morphisme propre u : A —y B est un morphisme fermé, autrement dit, l'image par u 

de tout fermé de Ob(A) (ensemble d'objets d'un cocrible de A) est un fermé de Ob(B). 

En particulier, on se gardera de croire qu'une équivalence de catégories soit toujours 

un morphisme propre. On vérifie facilement qu'elle est propre si et seulement si elle 

induit une surjection sur les objets (si W est non trivial). 

Proposition 3.2.6. — Soit u : A —y B un morphisme propre de Cat. Les conditions 

suivantes sont équivalentes : 

(a) u est à fibres asphériques ; 

(b) u est asphérique ; 

(c) u est universellement asphérique, autrement dit, il est asphérique et le reste 

après tout changement de base ; 

(d) u est universellement dans W. 

Démonstration. — Le morphisme u étant propre, pour tout objet b de B, le mor

phisme canonique Ab —y A/b est coasphérique, et en particulier une équivalence faible, 

ce qui montre l'équivalence des conditions (a) et (b). Comme être propre à fibres 

asphériques est, en vertu du corollaire 3.2.4, une propriété stable par changement 
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de base, ceci prouve aussi l'équivalence de (a) et ( c ) . Les implications ( c ) (d) et 

(d) => (a) étant évidentes, cela achève la démonstration. • 

Lemme 3.2.7. — Soient u : A —> B un morphisme de Cat, a un objet de A, et b — 

u(a). Si le morphisme u est propre, il en est de même du morphisme a\A —> b\B, 

induit par u. 

Démonstration. — En vertu de la condition (b) de la proposition 3.2.3, il suf

fit de montrer que pour tout objet (a', / : a —> a') de a\A, le morphisme 

(a', f)\(a\A)—> (b', g)\(b\B), où (b',g) = (u(a'),u(f)), est à fibres asphériques. 

Or ce morphisme s'identifie au morphisme a'\A —> bf\B, induit par u, qui est à 

fibres asphériques, en vertu de la condition (b) de la proposition 3.2.3, puisque le 

morphisme u est propre. • 

Proposition 3.2.8. — Soient u : A —> B un morphisme propre de Cat, a un objet de A, 

et b = u(a). Alors le morphisme a\A —> b\B, induit par u, est universellement dans 

W. 

Démonstration. — Il résulte de la condition (b) de la proposition 3.2.3 que le mor

phisme a\A —> b\B est à fibres asphériques, et du lemme précédent qu'il est propre. 

L'assertion résulte donc de la proposition 3.2.6. • 

Proposition 3.2.9. — Soit u : A —> B un morphisme de Cat. Si u est propre, alors u 

est colocalement coasphérique (cf. 1.1.25). 

Démonstration. — Cela résulte aussitôt de la proposition 3.2.8, puisqu'un morphisme 

de Cat universellement dans W est en particulier coasphérique. • 

Proposition 3.2.10. — Les morphismes propres sont stables par composition. 

Démonstration. — Soit A ——> B —-—> C dans Cat, avec u, v propres. Formons le 

diagramme 

A' a\A - A 

u 

B' - >b\B- >B 

v 

{(CJ)Y c\C •c 

où a est un objet de A, b — u(a), c — v(b) = vu(a), (c', / : c —> c') un objet de 

c \C, les deux carrés de gauche étant cartésiens. Comme v est propre, il résulte de 

la condition (b) de la proposition 3.2.3 que B' est asphérique. Comme u est propre, 

il résulte de la proposition 3.2.8 que le morphisme a\A —> b\B est universellement 

dans W . On en déduit que le morphisme A! —> B' est une équivalence faible, et par 
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suite que A! est asphérique. Cela prouve que vu est propre en vertu de la condition 

(b) de la proposition 3.2.3. • 

Lemme 3.2.11. — Soit 

A' - >A 

u 

B' - B 

un carré cartésien de Cat. Alors pour tout objet a de A, b = u(a), le carré induit 

a\A' • > a\A 

b\B'- >b\B 

est cartésien. 

Démonstration. — Considérons le cube commutatif 

A! >A 

a\A' •» a\A 
i 

B' >B 
K 

b\B'- >b\B 

La face arrière est cartésienne par hypothèse, et les faces horizontales sont cartésiennes 

par définition de a\Af et b\B'. On en déduit que la face avant est cartésienne, ce qui 

prouve le lemme. • 

Proposition 3.2.12. — Soient C une petite catégorie, 

A 
u 

>B 

C 

un morphisme de Cat/C, C —> C un morphisme propre, et formons le diagramme de 

changement de base dont les trois carrés sont cartésiens 

(3.2.12.1) 

A' A 
u' 

B' — 

u 

> B 

G - C 
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Si u est une équivalence faible colocalement sur C, alors u' est une équivalence faible 

colocalement sur C. 

Démonstration. — Soient c' un objet de C c son image dans C, et considérons le 

diagramme induit par le diagramme 3.2.12.1 

d\A' - •c\A 

cf\Bf >c\B 

d\C - >c\C 

En vertu du lemme 3.2.11, les deux carrés contenant cf\C —> c\C sont cartésiens 

(le troisième carré l'est donc aussi). Comme C —> C est propre, il résulte de la pro

position 3.2.8 que c'\C —> c\C est universellement dans W , donc c'\A' —y c\A et 

d\B' —> c\B sont des équivalences faibles. Si u est une équivalence faible colocale

ment sur C, c\A —> c\B est une équivalence faible, donc c'\A' —> cf\B' aussi, ce qui 

prouve que u' est une équivalence faible colocalement sur C. • 

Corollaire 3.2.13. — L'image inverse d'un morphisme coasphérique par un morphisme 

propre est coasphérique. 

Démonstration. — Le corollaire est un cas particulier de la proposition 3.2.12. • 

Corollaire 3.2.14. — L'image inverse d'un morphisme colocalement coasphérique par 

un morphisme propre est colocalement coasphérique. 

Démonstration. — Soit 

A' -
w 

• A 

u u 

B' V B 

un carré cartésien de Cat, u étant un morphisme colocalement coasphérique et v un 

morphisme propre. On vérifie facilement que pour tout objet a' de A!, le carré induit 

a'\A' • a\A 

b'\B' >b\B 

a = w(a') 

b' = u'(a') 

b = u(a) = v(b') 

est cartésien. L'assertion résulte donc du lemme 3.2.7 et du corollaire précédent. • 

Théorème 3.2.15. — Soit u : A —> B un morphisme de Cat. Les conditions suivantes 

sont équivalentes : 
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(a) u est propre ; 

(b) pour tout diagramme de carrés cartésiens dans Cat 

A" 
w 

•A'- *A 

u 

B" - V B1 >B 

si v est coasphérique, il en est de même de w. 

Démonstration. — L'implication (a ) (b) résulte des corollaires 3.2.4 et 3.2.13. Mon

trons que (b) implique (a). Pour tout objet b de B, on a un diagramme de carrés 

cartésiens 

Ah A/b A 

U 

{o} >B/b- >B 

où l'image de {b} —> B/b est l'objet final de B/b. Le morphisme {b} —> B/b admet 

donc un adjoint à gauche, et par suite est coasphérique (1.1.25). L'hypothèse (b) 

implique alors que Ab —> A/B est coasphérique, ce qui prouve que u est propre. • 

Proposition 3.2.16. — Soient C une petite catégorie, 

A 
u 

B 

V w 

c 

un morphisme de Cat/C, avec v et w propres. Si u induit des équivalences faibles dans 

les fibres au-dessus de C, alors u est une équivalence faible localement sur C, et en 

particulier, si le localisateur fondamental faible W est un localisateur fondamental, u 

est une équivalence faible. 

Démonstration. — Pour tout objet c de C, on a un carré commutatif 

Ac UC Bc 

iA iB 

A/c 
u/c 

>B/c 

où iA et is désignent les morphismes canoniques. Comme v et w sont propres, %A et 

is sont coasphériques, et en particulier des équivalences faibles. Par hypothèse, uc est 

une équivalence faible; on en déduit donc que u/c est une équivalence faible, ce qui 

prouve la proposition. • 
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Remarque 3.2.17. — La proposition 3.2.16 généralise la partie (a) de la proposi

tion 2.1.10. 

Remarque 3.2.18. — Toutes les assertions concernant les morphismes propres ad

mettent une version duale relative aux morphismes lisses. En particulier, les mor

phismes lisses sont stables par changement de base et composition. Un morphisme 

lisse à fibres asphériques est universellement dans W . Pour qu'un morphisme u de 

Cat soit lisse, il faut et il suffit que l'image inverse par u d'un morphisme asphérique 

soit asphérique, et que u conserve cette propriété après tout changement de base. On 

laisse le soin au lecteur de formuler les versions duales des autres assertions. 

3.2.19. — Soient w : J —> I un morphisme de Cat, F : I —> Cat un foncteur, et 

posons G = Fw : J —> Cat. Le morphisme w induit un foncteur 

w: JG = jFw —> J F , 

défini par 

w(j,a) = (w(i),a) 0 » e O b ( / G ) 

w(qj) = (w(q)J) (qJ)'.U,*)- (j\af)eF\(jG) . 

Le foncteur w : J G —> J F peut être aussi défini par la propriété universelle de J G. 

Notons 
h : F(i) —+ JF i e O b ( 7 ) 

Pk:li-^li.F{k) k : i - * ï e F l ( 7 ) 

les foncteurs et morphismes de foncteurs canoniques correspondant au foncteur F 

(cf. 2.2.3"). et définissons 

l'i = •• G(J) = F(wU)) JF , j e O b ( J ) , 

P'q = Pw(q) • l'j = lw(j) > lw(j')F(w(q)) = lj,G(q) , q : j • j ' e F I ( J ) . 

On vérifie aussitôt qu'on a la relation de cocycle 

B'q'q=(b'q'*g(q))b'q , B'1j=1l'j 

pour j —^ j ' j " morphismes composables de J, et que w : J G —> J F est le 

foncteur défini, grâce à la propriété universelle de j G, par la famille des foncteurs V-, 

j G O b ( J ) , et des morphismes de foncteurs /3fq, q G F I ( J ) , (cf. 2.2.3). 

Lemme 3.2.20. — Soient w : J —> I un morphisme de Cat, F : I —> Cat un foncteur, 

et posons G — Fw : J —> Cat. Alors on a un carré cartésien 

JG 
W 

JF 

og oF 

J 
W 

I 
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où 6G, 6f désignent les cofibrations associées aux foncteurs G et F respectivement 

(cf. 2.2.1), et w le foncteur induit par w (cf. 3.2.19). 

Démonstration. — Le lemme résulte d'une simple vérification, laissée au lecteur. • 

Lemme 3.2.21. — Soient u : A —> B un morphisme de Cat, et F : A —> Cat un fonc

teur. Pour tout b, b G Ob(B), on a un isomorvhisme canonique 

(jF)/bcfF\A/b 

où F | A/b désigne le composé de F avec le foncteur canonique A/b —> A. 

Démonstration. — En vertu du lemme 3.2.20, on a un carré cartésien 

fF\A/b IF 

A/b- >A 

et comme le carré 

A/b ->A 
I 

B/b- •B 

est aussi cartésien, il en est de même du carré composé 

fF\A/b- f'F 

B/b 
4-

B 

Le carré 
('F)/b 

IF 

B/b B 

étant aussi cartésien, le lemme en résulte. 

Proposition 3.2.22. — Soit w : J —> I un morphisme de Cat. Les conditions suivantes 

sont équivalentes : 

(a) le morphisme w est coasphérique ; 

(b) pour tout foncteur F : I —> Cat, le morphisme 

JFW-^JF , 

induit par w, est coasphérique ; 

ASTÉRISQUE 301 



3.2. MORPHISMES PROPRES, LISSES 1 2 1 

(c) pour tout fondeur F : / —> Cat, le morphisrne 

fFw {f 

induit par w, est une équivalence faible. 

Démonstration. — En vertu du lemme 3.2.20, on a un carré cartésien 

f Fw IF 

0F 

J - w 
I 

et 0F est une cofibration, et en particulier un morphisme propre (3.2.2). L'implication 

(a ) => (b) résulte donc du corollaire 3.2.13. L'implication (6) (c ) résulte de 1.1.25. 

Montrons l'implication (c ) =>• ( a ) . Soit i un objet de / , et considérons le foncteur 

F : / —> Cat associant à un objet i' de I la catégorie discrète correspondant à l'en

semble Hom / ( i , i'). Alors, en vertu de ( c ) , J Fw —> j F est une équivalence faible, et 

on vérifie facilement que J F ~ que J Fw ~ i\J, et que la flèche J Fw —> j F 

s'identifie au morphisme i\w : i\J —> z\7, induit par w, ce qui prouve que w est 

coasphérique, et achève la démonstration. • 

Le corollaire suivant complète la proposition 3.1.10. 

Corollaire 3.2.23. — Supposons que le localisateur fondamental faible W soit un loca-

lisateur fondamental, et qu Jil soit fortement saturé. ^ Soit w : J —> I un morphisme 

de Cat. Pour que w soit coasphérique, il faut et il suffit que le morphisme de fondeurs 

(Pj)\w* - (Pi)iw\w* —> (Pi)\ 

défini par le morphisme d'adjonction, soit un isomorphisme. 

Démonstration. — Pour tout foncteur F : / —> Cat, le morphisme 

J(JFW) c ( P j ) ! W * 7 / ( F ) — • (pI)aI(F)~>y(fF) 

de Hot(e) c± Hot (cf. 3.1.9) s'identifie à 7 ( 1 ? ) , où w : J Fw —> J F désigne le mor

phisme induit par w. Le corollaire résulte donc de la proposition 3.2.22, et de la forte 

saturation de W . • 

Remarque 3.2.24. — La proposition 3.2.22 et le corollaire 3.2.23 admettent une version 

relative analogue à celle de la proposition 3.1.10 (remarque 3.1.11). Soit 

J 
u 

» J' 

• \ / w' 

I 

w — w'u 

(2)Voir note de bas de page précédant la proposition 3 .1 .10. 
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un triangle commutatif dans Cat. Pour tout foncteur F : I —> Cat, le triangle 

f Fw-
u jFw> 

w w 

IF 

où u, w, w' désignent les foncteurs induits par u, w et w' respectivement, est commu

tatif. On en déduit un diagramme commutatif 

J Fw 
OFw 

J 
u 

w 
11, 

w JFW- ® Fw' y. 

w' 

fF- OF -+I 

W 

dont les faces carrées sont cartésiennes, en vertu du lemme 3.2.20. Il résulte donc de la 

proposition 3.2.12 que si le morphisme u est une équivalence faible colocalement sur / , 

alors u est une équivalence faible colocalement sur J F. Réciproquement, si pour tout 

foncteur F : I —> Cat, le morphisme u : J Fw —> J Fw' est une équivalence faible 

colocalement sur J F, alors u est une équivalence faible colocalement sur / . En effet, 

soit i un objet de / , et considérons le foncteur F : I —> Cat associant à un objet i' 

de / la catégorie discrète correspondant à l'ensemble Hom / ( i , i / ) . Alors le foncteur 

u : J Fw —> J Fw' s'identifie au foncteur i\u : i\J —> i\Jf, induit par u, et la 

catégorie J F à la catégorie i\L II résulte donc de l'hypothèse que le morphisme i\u 

est une équivalence faible colocalement sur i\L En particulier, le morphisme 

i\u : i\J ~ (z, U)\(i\J) —> (z, h)\(i\J') ^ i\J' , 

où (i, ll) désigne l'objet initial de i\I, est une équivalence faible, ce qui prouve que le 

morphisme u est une équivalence faible colocalement sur / . Si le localisateur fonda

mental faible W est un localisateur fondamental, le raisonnement précédent montre 

aussi que le morphisme u est une équivalence faible colocalement sur / si et seulement 

si pour tout foncteur F : / —> Cat, le morphisme u : j Fw —> J Fw' est une équiva

lence faible. Si de plus W est fortement saturé, (3) cette dernière condition équivaut à 

affirmer que le morphisme de foncteurs 

(Pj)\w* - (PJ>)\U\U>*W'* 
(pj')!w' 

défini par le morphisme d'adjonction, est un isomorphisme (ce qui généralise le co

rollaire 3.2.23). En effet, on vérifie aussitôt que pour tout foncteur F : I —> Cat, le 
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morphisme 

1{j Fw)^{pJ\w*ll{F) .(pJ,),w">yI{F)~1(fFw) 

de Hot(e) ~ Hot s'identifie au morphisme ^(u). 

Remarque 3.2.25. — Si W est le localisateur fondamental Wn des exemples 1.1.32 et 

2.1.2, conformément aux considérations de l'exemple 3.1.12, on retrouve comme cas 

particulier du corollaire 3.2.23 le résultat classique suivant : 

Pour qu'un foncteur entre petites catégories w : J —> I soit cofinal, autrement dit, 

Wo-coasphérique (cf. 2.4.2), il faut et il suffit que pour tout foncteur F : I —> Sns, de 

I vers la catégorie des ensembles, l'application canonique lim^ Fw —> lim^ F, induite 

par w, soit bijective. 

La remarque 3.2.24 fournit le raffinement suivant, sans doute bien connu : 

Pour tout triangle commutatif de foncteurs entre petites catégories 

J-
u j' 

w w' 

I 

W = W U , 

les conditions suivantes sont équivalentes : 

(a) pour tout objet i de I, le foncteur i\J —> i\J', induit par u, définit une bijection 

7r0(i\J) —> 7r0(i\J') ; 

(b) pour tout foncteur F : I —> Sns, de I vers la catégorie des ensembles, l'appli

cation canonique lim Fw —> lim^/ Fw', induite par u, est bijective. 

3.2.26. — Soit u : A —y B un foncteur entre petites catégories. Dans la suite de ce 

paragraphe, on désigne aussi, par abus de notation, par u}, u* les foncteurs 

H o m ( A C a t ) 
u1 

» Hom (BXat) Hom (BXat) 
u' 

Hom( AXat) 

F^(b^(fF)/b) G\—>Gu 

U\ = BB O Cat/u o S'A (cf. 3.1.1), = Hom f n , lcat), de sorte qu'on ait des carrés 

commutatifs 

Hom(AXat) 
u! 

> Hom(BXat) Hom(BXat) 
u' 

Hom(AXat) 

1A 1B 1B 1A 

HotM) u! > Hot(B) Hot(B) 
u* 

> Hot(A) 

(cf. 3.1.6, 3.1.9) (le premier uniquement dans le cas où le localisateur fondamental 

faible W est un localisateur fondamental). 
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3.2.27. Soit 

V 

A' 
w 

•A 

u' U 

B' V B 

un carré cartésien de Cat. Pour tout foncteur F : A —> Cat, on déduit un carré carté
sien composé 

/ Fw w 
S F 

oF,„ oF 

A' -
W 

A 

u' u 

B1 V • B 

(cf. 3.2.20). Pour tout objet b' de B1le foncteur w induit un foncteur 

(fFw)/bf- •(jF)/v(b') 

et on remarque que 

U Fw)/b' = (u\w*{F))(b') et (fF)/v(b>) = (v*U[(FMb>) . 

On en déduit un morphisme 

K-p : u\w* > v*Uy 

de Hom (Hom fA ,Cat ) , Hom (B\Cat)), appelé morphisme de changement de base asso
cié au carré V. 

Proposition 3.2.28. — Soit 

V = 

A' 
w 

>A 

u' 

B' V 

u 

B 

un carré cartésien de Cat, avec u morphisme propre (resp. v morphisme lisse). Alors 
le morphisme de changement de base nv : u\w* —> v*U) est coasphérique (resp. uni
versellement dans W ) argument par argument, autrement dit, pour tout foncteur 
F : A ^ Cat, et tout objet b' de B', 

Kv^F(b') : (u\w*(F))(b') —> (v*Ul(F))(b') 

est coasphérique (resp. universellement dans W ) , et en particulier, une équivalence 
faible. 
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Démonstration 

Cas u propre. — En vertu du corollaire 3.2.4, le morphisme u est propre aussi, et 

pour tout objet b' de 5; , on a donc un carré commutatif 

A' - Av(b') 

A'/V - A/v(b') 

dont les flèches verticales sont coasphériques, et la flèche horizontale du haut un 

isomorphisme, puisque le carré V est cartésien. Pour tout foncteur F : A —y Cat, on 

en déduit un carré commutatif 

jFw\A'b,-
~ 

• j F\Av(b>) 

fFw\A'/b'- + fF\A/v(b') 

(fFw)/b> (fF)/v(b>) 

(u[w*(F))(b>) (v*u,(F))(b') 

dont les flèches verticales sont des morphismes coasphériques (proposition 3.2.22), 

et la flèche horizontale du haut un isomorphisme. Il résulte alors de la proposition 

1.1.8 (forme duale) que la flèche horizontale du bas est coasphérique, ce qui prouve 

l'assertion, en vertu du lemme 3.2.21. 

Cas v lisse. — Soit F : A —> Cat un foncteur, et considérons le carré cartésien 

fFw-
W 

>JF 

u'dFw u9 F 

B1 v B 

(cf. 3.2.27). En vertu du dual du lemme 3.2.11, pour tout objet b' de B', on en déduit 

un carré cartésien 

(JFW)/V 
I 

K-p F(b') 
(fF)/v(b>) 

B'/V - + B/v(b') 
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Comme v est lisse, il résulte de la proposition 3.2.8 (forme duale) que le morphisme 

B/b' —> B/vib'), induit par v, est universellement dans W . Il en est donc de même 

de Kv F(b'), ce qui achève la démonstration. • 

3.2.29. — Soit u : A —> B un morphisme de Cat. Par abus de notation, on désigne par 

JB A/b la catégorie J Fu, où Fu est le foncteur Fu : B —> Cat défini par b l—> A/b. La 

catégorie JB A/b est la catégorie dont les objets sont les triplets ( 6 , a, / : u(a) —> 6 ) , 

a G O b ( A ) , b G Ob(B), f G F I ( J 5 ) , un morphisme de ( 6 , a, / ) vers (b',af,f) étant un 

couple (h : b —> b'<? : a —> a ' ) , # G Fl(^4), h G F I ( 5 ) , tel que le carré 

u(a) 
u(y) 

u{a') 

f f' 

b-
h 

>b' 

soit commutatif. On définit des foncteurs 

iu:A IB A/b 

a h {u(a),a, lu(a)) 

ru • JB Alb - •A 

( M , / ) > a 

et un morphisme de foncteurs 

a=au:iuru 1IBA/b a(b,aj) = CMa) : Ma), a, lu{a)) -
(b,a,f) 

et on vérifie aussitôt que ruiu — 1A- On en déduit que iu et ru sont des équivalences 

faibles. On remarque qu'on a u = 0Fiul où 6Fi est le morphisme canonique 

0Fii:jnA/b-jFu B . 

Le morphisme u se décompose donc en une équivalence faible suivie d'une cofibration. 

De plus, pour tout carré commutatif de Cat 

A' ~ 
w 

> A 

u' u 

B'~ V • B 

on a des carrés commutatifs 

A'~ 
w 

A 

iu' iu 

IB.A'IV- s IBA/b 

IB- A'/« 
S 

IBAlh 

iu' iu 

A- w > A 

ÎB- A'/H' 

S 

IBAI* 

oFu' 9FU 

B' V >B 

où s : fB, A'/b' —>> JB A/b est le foncteur défini par ( 6 ' , a', / ' ) h-• (v(b'),w(af), v(f')), 

ainsi que l'égalité 

s * au> = au* s 
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Dans la suite de ce paragraphe, on suppose que le localisateur fondamental faible W 

est un localisateur fondamental 

Théorème 3.2.30. — Soit u : A —> B un morphisme de Cat. Les conditions suivantes 

sont équivalentes : 

(a) u est propre ; 

(b) pour tout diagramme de carrés cartésiens dans Cat 

A" ^A'~ -+A 

u 

B" - B' - > 5 

V = 

le morphisme de changement de base associé au carré de gauche est une équivalence 

faible argument par argument. 

Démonstration. — L'implication (a) =$> (b) résulte du corollaire 3.2.4 et de la propo

sition 3.2.28. Montrons l'implication (b) (a). En vertu du théorème 3.2.15, il suffit 

de montrer que si 

A' -
w 

A 

u' u 

B'- V >B 

est un carré cartésien dont le morphisme de changement de base KV est une équivalence 

faible argument par argument, et si v est coasphérique, alors w est coasphérique. Par 

hypothèse, pour tout foncteur F : A —> Cat, et tout objet b' de B', 

KD,F(b'):(u'!w*(F))(b') > (v*u,(F))(b') 

est une équivalence faible, et il résulte de la proposition 2.3.1 que 

j Kvf : Ju',w*(F) fv*u,(F) 

est une équivalence faible. D'autre part, comme v est coasphérique, il résulte de la 

proposition 3.2.22 que le morphisme 

v : / v * u } ( F ) = ju}{F)v - IMF) , 

induit par v, est une équivalence faible, et par suite aussi le composé 

v{KD,F:{u'!w*(f) 
IMF) 

Or, en reprenant l'abus de notation de 3.2.29, 

u\w*{F) : / (JFW)/V 
'B' 

u!(f) / (jF)/b , 
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et on a un carré cartésien 

JFW 
W 

S F 
u'OFw uoF 

B'~ V 
B 

(cf. 3.2.27), d'où un carré commutatif 

j Fw-
w 

F 

/ (jFw)/b> 
JB' 

s f UF)/b 
' B 

dont les flèches verticales sont des équivalences faibles (cf. 3.2.29). On vérifie facile

ment que s = v J KV F, ce qui implique que w est une équivalence faible, et prouve, 

en vertu de la proposition 3.2.22, que le foncteur w est coasphérique, ce qui achève la 

démonstration. • 

Lemme 3.2.31. — Soit 

V 

A' 
w 

•A 

U U 

B' V B 

un carré cartésien de Cat. On suppose que A est la catégorie ponctuelle e, que B admet 

un objet initial 0B, et que le morphisme u est le foncteur e —> B défini par cet objet. 

Alors le morphisme de changement de base Kv : u[w* —> est une équivalence 

faible argument par argument si et seulement si le foncteur u' est asphérique. 

Démonstration. — Pour toute petite catégorie C, vue comme foncteur de e vers Cat, 

et tout objet b' de on a des isomorphismes 

(u\w*(C))(bf) ~ (AfxC)/bf - A'/b'xC , (v^u^C))^') ~ H o m B ( 0 , ^ ) ) x C - C , 

et le morphisme de changement de base 

K^c(b') : (u[w*(C))(b') — > (v*u,(C))(b') 

s'identifie à la projection A!/b' x C —> C, ce qui prouve le lemme, en vertu des pro

positions 1.1.3 et 1.1.4. • 

Théorème 3.2.32. — Soit u : A —> B un morphisme de Cat. Les conditions suivantes 

sont équivalentes : 

(a) u est lisse; 
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(b) pour tout diagramme de carrés cartésiens dans Cat 

A" - B'' 

A' - B' 

A- U 
B 

le morphisme de changement de base associé au carré du haut est une équivalence 

faible argument par argument. 

Démonstration. — L'implication (a) => (b) résulte de la proposition 3.2.28 et de la 

stabilité des morphismes lisses par changement de base (cf. remarque 3.2.18). Pour 

montrer l'implication (b) (a), soit b un objet de B7 et considérons le diagramme 

de carrés cartésiens de Cat 

Ab- > e 

j 

b\A- >b\B 

A U >B 

V = 

où e —> b\B est le foncteur défini par l'objet (6,1&) de b\B. La condition (b) implique 

que le morphisme de changement de base associé au carré du haut est une équivalence 

faible argument par argument, et il résulte donc du lemme précédent que le foncteur 

jb est asphérique, ce qui prouve l'assertion. • 

Remarque 3.2.33. — Il résulte aussitôt du lemme 3.2.21 et de la remarque 3.2.24 que 

si 

A! -
i 

w 
>A 

U U 

B1 V B 

désigne un carré cartésien de Cat, alors le morphisme de changement de base KV est une 

équivalence faible argument par argument si et seulement si pour tout objet b' de B'', 

le foncteur A'/b' —> A/v(b'), induit par w, est une équivalence faible colocalement 

sur A. 
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3.2.34. — En reprenant les notations de 3.1.6, soit 

V = 

A' ~ 
W 

A 

u' u 

B' - V B 

un carré cartésien de Cat. On en déduit un carré commutatif 

Hot(A')< w* 
Hot(A) 

u' * u* 

Hot(B') 
V* 

Hot(J5) 

les foncteurs u* et uf* admettant des adjoints à gauche 

i/, : Hot ( ^ l ) —• Hot (B) et u\ : Hot (A') — > Hot (JB ' ) 

respectivement (cf. 3.1.7). On appelle aussi morphisme de changement de base 

associé au carré cartésien V et on note cv : u\w* —> v*Ui le morphisme de 

H o m f H o t f A ) , H o t ( B / ) ) , composé des flèches 

u\w* > u\w*U*U\ = u\u'*V*U\ > V*U\ , 

définies par les morphismes d'adjonction lHot(A) —> et u\u'* —> lHot (B ' ) ' On vé

rifie facilement que le morphisme cv est induit, par localisation, par le morphisme 

Kv (cf. 3.2.27), autrement dit, en gardant les notations de 3.1.9, pour tout foncteur 

F : A —> Cat, on a 

c v , 1 A { F ) — 1 B ' ( K - D , F ) 

Ainsi, en vertu de la proposition 3.2.28, si u est propre ou v lisse, alors le morphisme 

cv est un isomorphisme. Il résulte du théorème 3.2.30 (resp. 3.2.32) que cette pro

priété caractérise les morphismes propres (resp. lisses) si l'on demande qu'elle reste 

vraie après tout changement de base (pourvu que le localisateur fondamental W soit 

fortement saturé (4)). 

(4 )Vo i r note de bas de page précédant la p ropos i t i on 3 .1 .10. 
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