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Introduction

1-types d’homotopie et groupoides

A tout espace topologique X, on associe un groupoide I3 (X), appelé le groupoide
fondamental de X, défini de la maniére suivante : les objets de II;(X) sont les points de
X, et ses morphismes sont les chemins de X a homotopie fixant le bord pres. On obtient
ainsi un foncteur

Iy : Top — Grp

de la catégorie des espaces topologiques vers la catégorie des groupoides. On dit qu'une
application f : X — Y entre espaces topologiques est une 1-équivalence faible si I'ap-
plication mo(f) : mo(X) — mo(Y) est une bijection et si pour tout point x de X, le
morphisme 71 (f,x) : m(X,2z) — 71 (Y, f(z)) est un isomorphisme. Rappelons que si G
est un groupoide et x est un objet de G, on note my(G) 'ensemble des composantes
connexes de G et m1(G, x) le groupe des automorphismes de x. De maniére analogue au
cas topologique, on dit qu'un foncteur f : G — H entre groupoides est une équivalence
faible si application 7o(f) : mo(G) — mo(H) est une bijection et si pour tout objet z
de G, le morphisme m(f,z) : m(G,x) = 7 (H, f(x)) est un isomorphisme. On montre
que f est une équivalence faible de groupoides si et seulement si f est une équivalence
de catégories. Le foncteur II; induit un foncteur

TI; : Hot; — Ho(Grp),

ou Hot; (respectivement Ho(Grp)) désigne la catégorie obtenue & partir de Zop (respec-
tivement Grp) en inversant formellement les 1-équivalences faibles (respectivement les
équivalences faibles de groupoides).

Théoréme. Le foncteur II; est une équivalence de catégories.

En d’autres termes, I’étude des 1-types d’homotopie est équivalente a celle des groupoides
a équivalence pres.

Types d’homotopie et co-groupoides

En 1983, Grothendieck écrit une lettre a Quillen qui deviendra le point de départ de
Pursuing Stacks ([17]). Dans cette lettre, Grothendieck propose de fonder la théorie de
I’homotopie sur une généralisation du théoreme précédent. Il conjecture ’existence d’une

vii
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catégorie co-Grpf des co-groupoides, d’une notion d’équivalence faible entre co-groupoides
et d’un foncteur co-groupoide fondamental

Il : Top — o-Grpf,
qui induirait une équivalence de catégories
TL, : Hot — Ho(oo-Grpf),

ou Hot (respectivement Ho(oo-Grpf)) désigne la catégorie obtenue a partir de Zop (res-
pectivement 0o-Grpf) en inversant formellement les équivalences faibles topologiques (res-
pectivement les équivalences faibles de oo-groupoides). L’étude des types d’homotopie
serait ainsi ramenée a celle des co-groupoides a équivalence pres.

Grothendieck est conscient du fait que la notion de co-groupoide strict, déja bien
connue & 1’époque, ne permet pas de réaliser ce programme. En effet, il sait que les
oo-groupoides stricts simplement connexes ne peuvent décrire que des types d’homoto-
pie produits d’espaces d’Eilenberg-Mac Lane. Par ailleurs, Grothendieck est guidé par
I'idée suivante. A un espace X, il veut associer un oo-graphe dont les n-fleches sont les ap-
plications continues du disque de dimension n dans X. Ainsi, les 0-fleches sont les points
de X, les 1-fleches les chemins de X, les 2-fleches les homotopies entre chemins de X
fixant les extrémités, les 3-fleches les homotopies entre homotopies, etc. Ces homotopies
se composent de maniere non canonique, et ces compositions ne vérifient les relations
imposées dans la définition des oo-groupoides stricts qu’a des homotopies de cohérence
pres, lesquelles homotopies vérifient des relations a des homotopies supérieures pres, etc.
Il est ainsi naturellement conduit & sortir du monde des co-groupoides stricts et propose
donc de formuler une définition de co-groupoide faible.

Maltsiniotis a remarqué en 2006 que les réflexions exposées dans la lettre a Quillen
contiennent une définition parfaitement précise d’une notion de oo-groupoide faible que
nous appellerons oo-groupoide de Grothendieck. Cette définition est présentée dans [33].
Dans cette theése, nous nous écartons légerement de la version historique en remplacant
les sommes amalgamées itérées standard de Grothendieck par des sommes globulaires.
Cette modification est déja présente dans [34].

La définition de co-groupoide faible de Grothendieck

La définition de Grothendieck s’appuie sur I'intuition suivante. Donnons-nous G un
oo-groupoide strict et X un schéma de composition globulaire décoré de fleches de G. Soit
(A, A7) un couple de n-fleches de G construites & partir du schéma de composition X en
utilisant les compositions, les inverses et les unités de G. Les axiomes des oo-groupoides
entrainent que si les n-fleches A et A’ ont méme source et méme but, alors A = A’. Si
le co-groupoide G n’est plus supposé strict, on s’attend seulement & ce qu’il existe une
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(n + 1)-fleche de cohérence de source A et de but A’. Par exemple, soit

)
XzAfB\LCZﬁD
N

Notons o la composition verticale des 2-fleches, * la composition horizontale des 2-fleches
et 1, la 2-fleche identité de f. Soient

A= ((505)*(('yoﬁ)oa))*1f et A= ((6*7)0(5*(ﬁoa)))*1f.

Ces deux morphismes ont pour source (kg)f et pour but (mj)f. Le principe général
énoncé ci-dessus affirme donc que ces deux morphismes sont égaux. On vérifie immé-
diatement que cela résulte de la loi de I’échange et de ’associativité de la composi-
tion verticale des 2-fleches. Dans un co-groupoide faible, on demandera ’existence d’une
3-fleche

((e0d)*((yoB)oa)) #1p= (7)o (0(Boa))) 1.

Pour formaliser cette idée, Grothendieck propose de construire une catégorie Co, dé-
crivant la structure d’un co-cogroupoide faible « universel » et de définir un co-groupoide
faible comme un préfaisceau sur Cy, possédant certaines propriétés d’exactitude a gauche.
La catégorie Cy, contiendra des objets D; jouant le role d’objet des i-fleches et des mor-
phismes o;, 7; : D;_1 — D; permettant de parler de la source et du but d’une i-fleche. Elle
contiendra également certaines limites inductives de D; permettant de parler de sché-
mas de composition. On appellera sommes globulaires ces limites inductives, et produits
globulaires les limites projectives duales. La somme amalgamée (D;, ;) 1l (7, Di),
qui permet d’exprimer que deux i-fleches sont composables verticalement (c’est-a-dire
en codimension 1), est un exemple de somme globulaire. La condition d’exactitude que
Grothendieck demande & un préfaisceau sur Cy pour étre un co-groupoide faible est
d’envoyer les sommes globulaires sur des produits globulaires.

La catégorie Cy dépendra de choix qui correspondent a différentes manieres d’axio-
matiser les cohérences supérieures. Grothendieck appelle « coherator » une catégorie Cy,
qui convient pour fonder la notion de oo-groupoide faible. Suivant [33], nous traduirons
ce terme par « cohérateur ».

Un cohérateur est une catégorie C'y, qui s’obtient comme limite inductive d’une tour
de catégories

Co—>CL—o-->Cp— ...,

vérifiant certaines propriétés. La catégorie Cy est la catégorie universelle possédant des
sommes globulaires. Nous noterons Qg cette catégorie suivant Berger dans [8]. Il faut
penser a cette catégorie comme a la catégorie des schémas de composition globulaires. Les
catégories C), étant au-dessous de Oy, elles contiennent des objets D; et des morphismes
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0;,7; : Di_1 — D;. On demande que les catégories (), admettent des sommes globulaires
et que les foncteurs C),, —» Cp 11 y commutent. Avant de formuler les propriétés que doit
vérifier cette tour, introduisons quelques définitions.
On dira qu’un couple de fleches (f,g) : D; — S dans C), est admissible si, ou bien
1 = 0, ou bien
foi1 =901 et fri_y=g7i_y.

Un tel couple correspond a deux manieres de produire une i-fleche a partir de fleches
disposées selon le schéma de composition S en utilisant des compositions et des cohé-
rences, de sorte que les deux i-fleches produites aient méme source et méme but. Un
relevement d’un tel couple (f,g) : D; — S est une fleche h : D; 1 — S telle que

Un reléevement h correspond donc & une maniere de produire une (i +1)-fleche, a partir de
fleches disposées selon le schéma de composition S, de sorte que la source (respectivement
le but) de cette (i + 1)-fleche soit la i-fleche produite par f (respectivement par g).

On impose a la tour définissant un cohérateur les deux propriétés suivantes :

1. tout couple admissible de Cx; admet un relevement dans Co; ;

2. il existe un ensemble de couples admissibles F;, de C,,, tel que C, 11 soit la catégorie
obtenue formellement a partir de C), en gardant les méme objets et en ajoutant
des fleches, de sorte que tout couple admissible de F,, admette un relevement et
que le foncteur F,, — F, 1 (qui est 'identité sur les objets) préserve les sommes
globulaires.

La premiere propriété correspond a l'intuition qu’on a expliqué au début de cette section
et la seconde au fait qu’un cohérateur est universel pour cette propriété. Comme annoncé,
ces propriétés ne caractérisent pas Co & équivalence de catégories pres. La catégorie Cy,
dépend du choix des F}, dans la condition 2 ci-dessus. Dans la suite, on fixe un cohérateur
Cy et on notera co-Grpf la catégorie des oo-groupoides de Grothendieck (de type Cy),
c’est-a-dire des préfaisceaux sur Cy, envoyant les sommes globulaires sur des produits
globulaires.

La conjecture de Grothendieck

Toujours dans sa lettre a Quillen, Grothendieck construit, de maniére non canonique,
un oo-cogroupoide faible en son sens, dans la catégorie des espaces topologiques, c’est-a-
dire un foncteur (non canonique) de Cy vers Zop commutant aux sommes globulaires.
Ce foncteur induit un couple de foncteurs adjoints

R : oo-Grpf — Top, Iy : Top — oo-Grpf.
Explicitement, le foncteur Il envoie un espace topologique X sur le co-groupoide

Cy, — Top° BN Ens,
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ou on a noté X le préfaisceau représenté par X. C’est le co-groupoide fondamental de X.
Notons Ho(oo-Grpf) la catégorie obtenue & partir de oco-Grpf, en inversant formellement
les morphismes de oo-groupoides faibles qui s’envoient sur une équivalence faible topo-
logique par R. La conjecture de Grothendieck peut alors se formuler ainsi.

Conjecture (Grothendieck). Le foncteur
R : Ho(oo-Grpf) — Hot
induit par R, est une équivalence de catégories, et le foncteur lly, induit un quasi-inverse

Tl : Hot — Ho(oo-Grpf).

Les oo-catégories de Grothendieck-Maltsiniotis

Les co-groupoides de Grothendieck ne sont pas définis comme des co-catégories faibles
vérifiant une propriété d’inversibilité des fleches. Grothendieck ne définit pas de notion de
oo-catégorie faible dans sa lettre. En 2006, Maltsiniotis a remarqué qu’une variation sur
la définition de co-groupoide de Grothendieck conduit & une notion de co-catégorie faible
que nous appellerons co-catégorie de Grothendieck-Maltsiniotis. Cette nouvelle définition
est exposée dans [34]. Entre temps, de nombreuses autres définitions ont été proposées.
Citons, par exemple, les définitions de Street ([39], puis [40]), de Joyal ([23]), de Baez et
Dolan ([2]), de Batanin ([3]), de Tamsamani ([41]), de Penon ([36]), de Hermida, Makkai
et Power ([19], [20] et [21]) et de Leinster ([30]). Un des objets principaux de cette these
est de comprendre les liens entre les oo-catégories de Grothendieck-Maltsiniotis et les
oo-catégories de Batanin-Leinster.

Pour effectuer cette comparaison, on introduit dans cette these les notions suivantes.
On appelle préthéorie globulaire, une catégorie C' au-dessous de O, telle que le foncteur
Op — C soit fidele et bijectif sur les objets. Si de plus, C' admet des sommes globulaires
(et que le foncteur ©y — C' y commute), on dit que C est une théorie globulaire. Si
C' est une théorie globulaire, on appelle préfaisceaux globulaires sur C' les préfaisceaux
sur C' qui transforment les sommes globulaires en des produits globulaires. Un exemple
important de théorie globulaire est la catégorie © introduite par Joyal dans [23]. Les
préfaisceaux globulaires sur © sont exactement les oo-catégories strictes. Par ailleurs,
dans O, tout morphisme se décompose de maniere unique en un morphisme dit algé-
brique, suivi d’un morphisme globulaire (c’est-a-dire provenant de 0g). On dira qu’'une
préthéorie globulaire C' au-dessus de © est homogene sur O, si toute fleche de C' se dé-
compose de maniére unique en une fleche au-dessus d’une fleche algébrique de ©, suivi
d’une fleche globulaire.

Un des résultats importants de cette these est le fait que la catégorie des théories
globulaires homogenes sur © est équivalente a la catégorie des w-opérades de Batanin. Ce
résultat est fortement inspiré des travaux de Berger dans [8] et [7], et de ceux de Weber
dans [42]. Explicitement, on définit un foncteur M qui envoie une théorie globulaire
C homogene sur © vers la monade associée aux préfaisceaux globulaires sur C' (voir la
section 6.3 et notamment la proposition 6.3.4, ainsi que la proposition 6.4.6), un foncteur
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T dans autre sens (voir la section 6.5 et notamment la proposition 6.5.11) et on montre
que M est une équivalence de catégories de quasi-inverse T (voir le théoréme 6.6.8).
De plus, si C' est une théorie globulaire homogene sur O, les catégories des préfaisceaux
globulaires sur C' et des algebres sur la w-opérade M(C') sont canoniquement équivalentes.

Pour comparer les co-catégories de Grothendieck-Maltsiniotis et les co-catégories de
Batanin, on voudrait associer a tout cohérateur (de co-catégories) une w-opérade. Par
le théoréeme énoncé dans le paragraphe précédent, il suffit donc de montrer que tout
cohérateur est une théorie globulaire homogene sur ©. Ce résultat est obtenu dans cette
these sous une hypotheése minime sur le cohérateur. Le résultat clé permettant d’établir
ce fait est le théoreme 5.3.1. Celui-ci affirme que la complétion globulaire d’une préthéorie
globulaire C' homogene sur O, est elle-méme homogene sur O, si les fleches globulaires
de C sont des monomorphismes. On en déduit que tout cohérateur C, défini a partir
d’une tour C, telle que les fleches globulaires soient scindées dans C7, est homogene
sur © (voir le théoreme 5.4.4). Cette hypothese sur la tour C, est peu restrictive (voir
la remarque 5.4.2). En particulier, les trois cohérateurs canoniques, introduits dans la
section 4.1, sont homogenes sur O.

Ainsi, en vertu des théorémes 6.6.8 et 5.3.1, on peut associer & (presque) tout cohé-
rateur une w-opérade. Dans la section 6.7, on étudie les propriétés de cette w-opérade.
On appelle contraction sur une théorie globulaire C' homogene sur O, la donnée pour
tout couple admissible, d’un relevement de ce couple. On dit qu’une théorie globulaire
homogene sur © est un pseudo-cohérateur si elle admet une contraction. On démontre
que I’équivalence de catégories du théoreme 6.6.8 s’étend en une équivalence de caté-
gories entre la catégorie des pseudo-cohérateurs homogenes sur © et la catégorie des
w-opérades contractiles (voir le corollaire 6.7.12). On en déduit que la w-opérade asso-
ciée a (presque) tout cohérateur, est faiblement initiale dans la catégorie des w-opérades
contractiles (voir le théoréme 6.7.13). Enfin, on montre, sous une conjecture technique,
qu'un des cohérateurs canoniques, qu’on appellera cohérateur de Batanin-Leinster, est
canoniquement munie d’une contraction. On en déduit que la w-opérade associée a ce
cohérateur est canoniquement équivalente a la w-opérade L, introduite par Leinster
dans la section 9.2 de [29] et décrite explicitement par Cheng dans [12] (voir la pro-
position 6.7.15). En particulier, toujours sous cette hypothese technique, la catégorie
des oo-catégories de Grothendieck-Maltsiniotis sur le cohérateur de Batanin-Leinster est
canoniquement équivalente a la catégorie des co-catégories de Batanin-Leinster (voir le
corollaire 6.7.16).

Le programme de Maltsiniotis et les catégories test

Dans [33], Maltsiniotis expose une série de conjectures dont la conjonction entraine la
conjecture de Grothendieck. Ces conjectures s’appuient sur la théorie des catégories test
introduite par Grothendieck dans [17], exposée par Maltsiniotis dans [32] et poursuivie
par Cisinski dans [13]. La premiere conjecture affirme que tout cohérateur (pour une
théorie de co-groupoides) est une catégorie test. Cela signifie entre autre que la catégorie
homotopique des préfaisceaux sur un cohérateur serait canoniquement équivalente a la
catégorie homotopique. De plus, par des résultats de [13], il existerait une structure
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de catégorie de modeles de Quillen, dite de Grothendieck-Cisinski, sur la catégories
des préfaisceaux sur un cohérateur. On pourrait alors espérer utiliser les techniques de
catégories de modeles pour démontrer la conjecture de Grothendieck.

Une modeste contribution a ce programme est apportée dans cette these. On dé-
montre que la catégorie © est une catégorie test (voir le théoreme 7.2.8). Ce résultat
a également été établi par Maltsiniotis et Cisinski dans [15]. La preuve que nous don-
nons dans la section 7.2 est entierement différente. Elle est inspirée de la démonstration
de Grothendieck du caractere test de la catégorie simpliciale A (voir [17] ou le lemme
1.5.12 de [32]). L’ingrédient principal est le foncteur de troncation © — A qui permet
de ramener certains calculs dans © & des calculs dans A.

On démontre également que la catégorie (:), variante de la catégorie © dans le contexte
des co-groupoides stricts, est une catégorie test (voir le théoreme 7.3.15). Pour obtenir ce
résultat, on utilise la technique des décalages scindables que Cisinski et Maltsiniotis ont
introduite dans [15] pour démontrer que © est une catégorie test. Leur preuve s’appuie
sur la description de © comme produit en couronne itérée (voir [9]). La catégorie )
n’admettant pas une telle description, leur preuve ne s’adapte pas. Dans la section 7.3,
on donne des formules explicites, inspirées de [15], permettant de définir un décalage
sur © (voir notamment les propositions 7.3.5 et 7.3.11). Ceci nous permet de démontrer
uniformément le caractere test des catégories O et ) (voir le théoréme 7.3.15). De plus,
on déduit de ce décalage que le foncteur canonique i : © — O est asphérique (voir le
théoreme 7.3.17), c’est-a-dire qu'un morphisme de préfaisceaux est une équivalence faible
de préfaisceaux sur O si et seulement si sa restriction & © est une équivalence faible de
préfaisceaux sur 0. Cela entraine que le foncteur de restriction i* est une équivalence
de Quillen & gauche entre les deux catégories de préfaisceaux munies de la structure de
catégorie de modeles de Grothendieck-Cisinski.

Plan de la these

Chapitre 1. — Le but du premier chapitre est d’introduire les co-groupoides stricts et
d’expliquer en quoi ils sont insuffisants pour modéliser les types d’homotopie. Ce chapitre
motive donc ’étude des co-groupoides faibles.

La premiere section est consacrée aux définitions des ensembles globulaires, des
co-catégories strictes et des co-groupoides stricts.

Dans la deuxieme section, on étudie la notion d’équivalence faible entre co-groupoides
stricts. On démontre 1’équivalence entre quatre notions d’équivalence faible.

Dans la troisieme section, on définit la catégorie homotopique. On en profite pour
introduire le vocabulaire des localisateurs et on rappelle les différentes descriptions de
la catégorie homotopique.

La quatrieme section est le coeur du chapitre. On y démontre une équivalence de
catégories entre la catégorie homotopique des co-groupoides stricts simplement connexes
et la catégorie dérivée des groupes abéliens en degré homologique supérieur ou égal
a 2. On en déduit que tout foncteur de réalisation raisonnable des co-groupoides stricts
vers la catégorie homotopique, envoie un co-groupoide connexe vers un espace dont le
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revétement universel est un produit d’espaces d’Eilenberg-Mac Lane. En particulier, un
tel foncteur n’est pas essentiellement surjectif.

Enfin, dans la cinquiéme section, on fait le lien entre un résultat de Deligne et les
oo-groupoides quasi-stricts, c’est-a-dire les oo-catégories strictes admettant des inverses
faibles. Simpson a montré dans [37] que ces co-groupoides sont insuffisants pour modéliser
les types d’homotopie. Un résultat de Deligne sur les champs de Picard entraine que
les 3-groupoides quasi-stricts simplement connexes sont faiblement équivalents a des
3-groupoides stricts via un pseudo-foncteur. En particulier, les 3-groupoides quasi-stricts
simplement connexes ne modélisent pas plus de types d’homotopie que les 3-groupoides
stricts simplement connexes.

Chapitre 2. — Ce chapitre introduit le langage globulaire qui nous servira a formuler
beaucoup des notions importantes de cette these.

Dans la premiere section, on définit la notion de somme globulaire et on appelle
extensions globulaires les catégories, au-dessous de la catégorie globulaire G, possédant
de telles sommes. On introduit la catégorie des préfaisceaux globulaires sur une extension
globulaire, c’est-a-dire des préfaisceaux sur une extension globulaire, transformant les
sommes globulaires en des produits globulaires. On définira plus loin les co-groupoides
de Grothendieck comme les préfaisceaux globulaires sur une extension globulaire bien
choisie.

Dans la deuxiéme section, on démontre I'existence d’une extension globulaire univer-
selle ©¢. Cette extension globulaire universelle nous permet d’introduire le langage des
préthéories et des théories globulaires.

Dans la troisieme section, on détaille la description combinatoire de Berger de la
catégorie O, exposée dans [8]. On fait le lien avec la section précédente en montrant
que cette catégorie combinatoire fournit bien 'extension globulaire universelle.

Dans la quatrieme section, on compile des constructions et résultats techniques sur
les catégories au-dessous de ©¢. Nous les utiliserons dans le chapitre 5 pour démontrer
que les cohérateurs de co-catégories sont homogenes sur ©.

La cinquiéme section est consacrée a la notion de sommes globulaires généralisées.
Celles-ci apparaissent par exemple dans la formulation de l'axiome de 1’échange des
oo-catégories strictes. On explique comment ces sommes se ramenent a des sommes
globulaires usuelles. On fera un usage intensif de ces sommes globulaires généralisées
dans les chapitres 5 et 6.

Dans la sixieme section, on établit ’existence de la complétion globulaire, c’est-a-
dire d’une extension globulaire universelle associée a toute catégorie au-dessous de Og.
L’existence de cette complétion globulaire est nécessaire a la formulation de la définition
des cohérateurs. Par ailleurs, on utilisera explicitement la construction de cette complé-
tion globulaire pour démontrer I’homogénéité des cohérateurs de co-catégories dans le
chapitre 5.

Dans la septieme section, on introduit la notion de préthéorie globulaire homogene,
dont ’exemple fondamental est celui de la catégorie © de Joyal. Une préthéorie globulaire
est dite homogene si tout morphisme admet une décomposition algébrique analogue a
celle de ©. On introduit également la notion relative de préthéorie globulaire homogene
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sur une préthéorie globulaire. La catégorie des théories globulaires homogenes sur © est
un des objets centraux de cette these.

Chapitre 3. — Ce chapitre est consacré a la catégorie © de Joyal et a son analogue
groupoidal o.

La premiere section introduit les notions d’extension globulaire catégorique et d’ex-
tension globulaire groupoidale, qui nous serviront & formuler les propriétés universelles
des catégories O et o.

Dans la deuxiéme section, on formule le probleme de l'existence d’une extension
globulaire catégorique universelle et on montre que ce probleme admet une solution.

Dans la troisieme section, on détaille la description combinatoire de Berger de la
catégorie O, exposée dans [8], et on vérifie que © est une théorie globulaire homogene.
On démontre que cette catégorie est 'extension globulaire catégorique universelle au
sens de la section précédente.

La quatrieme section est consacrée a l’analogue groupoidale O de la catégorie O.
On démontre 'existence d’une extension globulaire groupoidale universelle et ¢’est ainsi
qu’on définit ©. On décrit également © comme une certaine sous-catégorie pleine de la
catégorie des oo-groupoides stricts.

Chapitre 4. — Ce chapitre est consacré aux oo-groupoides de Grothendieck et au
oo-groupoide fondamental d’un espace topologique.

La premiere section introduit les notions de couple admissible pour une théorie de
co-groupoides (respectivement de oo-catégories), de cohérateur de co-groupoides (respec-
tivement de co-catégories) et on définit la catégorie des co-groupoides de Grothendieck
(respectivement des oo-catégories de Grothendieck-Maltsiniotis) comme la catégorie des
préfaisceaux globulaires sur un cohérateur. On définit trois cohérateurs canoniques, dont
le cohérateur de Batanin-Leinster qu’on retrouvera dans le chapitre 6.

Dans la deuxieme section, on illustre la définition des oo-groupoides de Grothen-
dieck en construisant certaines fleches structurales des co-groupoides. En particulier, on
montre que les co-groupoides de Grothendieck possedent toutes les compositions des
oo-groupoides stricts (c’est-a-dire que ce sont des co-prégroupoides au sens du premier
chapitre) et que pour tous entiers k < j < i, les k-fleches, les j-fleches et les i-fleches a
(i + 1)-fleche pres, forment une bicatégorie.

L’objet de la troisieme section est la notion d’équivalence faible de co-groupoides
de Grothendieck. On définit les groupes d’homotopie (généralisés) d’un co-groupoide de
Grothendieck et on en déduit une notion d’équivalence faible. On donne deux autres
définitions équivalentes des équivalences faibles.

Dans la quatrieme section, on construit le foncteur co-groupoide fondamental. On
se place dans le cadre d’une catégorie de modeles dont tous les objets sont fibrants
(généralisant I'exemple de la catégorie des espaces topologiques). On explique comment &
un objet d’une telle catégorie, on associe, de maniére non canonique mais fonctorielle, un
co-groupoide de Grothendieck. On montre que les groupes d’homotopie du oo-groupoide
fondamental sont bien définis. Enfin, on montre que si X est un espace topologique, les
groupes d’homotopie du co-groupoide fondamental de X sont canoniquement isomorphes
aux groupes d’homotopie de X.
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Dans la cinquieme section, on formule la conjecture de Grothendieck et on expose le
programme de Maltsiniotis, déja évoqué dans cette introduction, pour la démontrer.

Chapitre 5. — Le but de ce chapitre est d’établir que les cohérateurs de oo-catégories
sont des théories globulaires homogenes sur ©. La construction d’un cohérateur fait inter-
venir deux opérations : I’adjonction formelle de relevements et la complétion globulaire.
Il nous faudra donc étudier la compatibilité de ces deux opérations avec la propriété
d’homogénéité sur ©.

Dans la premiere section, on étudie les relevements dans la catégorie ©. On montre
que tout couple admissible de ©® admet un unique relevement et que celui-ci est algé-
brique. La catégorie © est donc un pseudo-cohérateur au sens du chapitre précédent.

La deuxiéme section est consacrée aux adjonctions formelles de relevements. On
dégage une propriété sur une préthéorie globulaire C, la propriété (R), permettant de
contrdler la catégorie C[R(A)], obtenue a partir de C' en adjoignant formellement des
relevements & des couples paralleles A. On montre que toute préthéorie globulaire C
homogene sur O vérifie la propriété (R) et on en déduit que C[R(A)] est homogene sur
O si les couples de A sont admissibles.

Dans la troisieme section, on démontre que la complétion globulaire d’une préthéorie
globulaire homogene sur ©, vérifiant une hypotheése peu restrictive, est également ho-
mogene sur O. La démonstration de ce résultat utilise la plupart des outils développés
dans le chapitre 2, notamment les sommes globulaires généralisées et les résultats sur les
catégories au-dessous de Oy.

Dans la quatrieme section, on cueille les conséquences des sections précédentes. Ainsi,
on obtient le fait que tout cohérateur, vérifiant une hypothese peu restrictive, est homo-
gene sur O©. En particulier, les trois cohérateurs canoniques sont homogenes sur ©. On
déduira de ce résultat, dans le chapitre suivant, que ces cohérateurs correspondent a des
w-opérades.

Chapitre 6. — Dans ce chapitre, on établit un dictionnaire entre les théories globulaires
homogenes sur © et les w-opérades, dans l'esprit des travaux de Berger dans [8] et [7],
et de ceux de Weber dans [42]. Dans la derniére section, on compare les co-catégories de
Grothendieck-Maltsiniotis et les co-catégories de Batanin.

Dans la premiere section, on rappelle quelques définitions et constructions élémen-
taires de la théorie des monades.

L’objet de la seconde section est I’étude de l'extension de Kan j : (:)\0 - 6’, ol
j 1 ©9 — C est une théorie globulaire homogene. On en donne une description simple
en termes de décomposition algébrique et on démontre que si C est homogene sur O, le
foncteur j, préserve les préfaisceaux globulaires. Cette propriété fondamentale utilise de
maniere cruciale ’homogénéité sur ©.

Dans la troisieme section, on associe a toute théorie globulaire C', une monade M¢ sur
les ensembles globulaires. On étend cette correspondance en un foncteur M de la catégorie
des théories globulaires vers la catégorie des monades sur les ensemble globulaires. On
montre que la catégorie des algebres sur la monade M est canoniquement équivalente a
la catégorie des préfaisceaux globulaires sur C'. En exploitant les résultats de la section
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précédente, on donne une description simple de la monade M¢ lorsque C' est homogene
sur O.

Dans la quatrieme section, on présente le langage des w-opérades de Batanin. Les
résultats de la section précédente se formulent alors en disant que le foncteur M induit
un foncteur de la catégorie des théories globulaires homogenes sur © vers la catégorie
des w-opérades.

Dans la cinquieme section, on associe a une monade M sur les ensembles globulaires,
une extension globulaire ©37. On étend cette correspondance en un foncteur T de la
catégorie des monades sur les ensembles globulaires vers la catégorie des extensions glo-
bulaires. On démontre que ce foncteur induit un foncteur de la catégorie des w-opérades
vers la catégorie des théories globulaires homogenes sur ©.

Dans la sixieme section, on établit que les foncteurs M et T induisent des équivalences
de catégories, quasi-inverses I’'une de ’autre, entre la catégorie des théories globulaires
homogenes sur © et la catégorie des w-opérades.

L’objet de la septieéme section est la comparaison des co-catégories de Grothendieck-
Maltsiniotis et des co-catégories de Batanin. On fait le lien entre la notion de pseudo-
cohérateur et la notion de w-opérade contractile. On démontre que le foncteur M envoie
tout cohérateur, vérifiant une hypothese peu restrictive, sur un objet faiblement initial
de la catégorie des w-opérades contractiles. Par ailleurs, on démontre que, sous une
conjecture technique, le cohérateur Opr, de Batanin-Leinster est canoniquement munie
d’une contraction, et qu’il est envoyé par le foncteur M sur la w-opérade initiale dans la
catégorie des w-opérades munies d’une contraction. En particulier, toujours sous cette
conjecture technique, la catégorie des oco-catégories de Grothendieck de type ©Opy, est
canoniquement équivalente a la catégorie des co-catégories de Batanin-Leinster.

Chapitre 7. — Dans ce chapitre, on démontre que la catégorie O est test stricte et que
le foncteur canonique © — O est asphérique.

La premiere section est une breve introduction a la théorie des catégories test dont
le but est de présenter les définitions et les résultats qu’on utilisera dans les sections
suivantes.

Dans la deuxiéme section, on démontre que la catégorie © est une catégorie test.
Ce résultat est également obtenu dans [15]. La preuve contenue dans cette section est
totalement différente. Elle est inspirée de 'argument combinatoire de Grothendieck pour
démontrer que la catégorie A est test.

La troisieme section est consacrée a la démonstration du caractere test strict de la
catégorie ©. Pour ce faire, on construit un décalage scindable sur O. Cette technique a
été introduite par Cisinski et Maltsiniotis dans [15] pour démontrer que la catégorie O
est test stricte. Faute de description agréable de la catégorie (:), le décalage sur celle-
ci est construit « a la main », ce qui engendre des calculs fastidieux. On démontre
également que le foncteur canonique © — O est asphérique. On a déja explicité dans
cette introduction quelques conséquences de ces deux résultats.
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Notations

Si C est une catégorie, on notera Ob(C) la classe des objets de C, FI(C) la classe
des fleches de C, et C° la catégorie opposée. Si ¢ et ¢’ sont deux objets de C, on notera
Hom¢(c, ) ensemble des morphismes de ¢ vers ¢’. Si C et D sont deux catégories, on
notera Hom(C, D) la catégorie des foncteurs de C vers D.

On notera &Ens la catégorie des ensembles. Si A est une petite catégorie, on notera A
la catégorie Hom(A°, Ens) des préfaisceaux sur A et A la catégorie Hom(A°, Ens®) des
copréfaisceaux sur A. Si a est un objet de A, on notera également a le préfaisceau sur
A représenté par a. Si u : A — B est un foncteur et b est un objet de B, on notera
A/b la catégorie dont les objets sont les couples (a, f) ou a est un objet de A et f
un morphisme u(a) — b de B et dont les morphismes de (a, f) vers (a, f’) sont les
morphismes g : a — o’ de A tels que f'u(g) = f. On notera b\A la catégorie (A°/b)°
associée au foncteur opposé u® : A° — B°. Si F' est un préfaisceau sur A, on notera
A/F la catégorie associée au foncteur de Yoneda A — A et A\F la catégorie associée au
foncteur de Yoneda A — A.

Soit u : A — B un foncteur entre petites catégories. On notera u* le foncteur de res-
triction B — ﬁ, u, I'adjoint & gauche de u* et u, I'adjoint & droite de u* (s’ils existent).
Rappelons que v, (respectivement u,) existe si B est cocomplete (respectivement com-
plete).

Soient C une catégorie et ¢ £ adl ¢ deux morphismes de C. On notera (¢, f) x ,(f’, ¢)
le produit fibré du diagramme dans C formé par f et f’. Plus généralement, pour tout
n = 1, si on dispose pour tout k£ entre 1 et n — 1 de morphismes f;, : ¢ — dj et
f1. : ckt1 — di, de C, on notera

(Cl)fl) Xdl (f{7027f2) ng (féac37f3) Xd3 an,1 (fTIL—hcn)

le produit fibré itéré du diagramme dans C formé par les f, et les f;. De méme, on notera

(Clafl) Hd1 (f{ac2af2) Hd2 (féac37f3) Hd3 .”Hdn—l (frlz—lycn)

la somme amalgamée itérée du diagramme dans C° formé par les f, et les f.



Chapitre 1

co-catégories et co-groupoides
stricts

1.1 Ensembles globulaires

1.1.1. Pour tout entier positif n, on note G,, la catégorie engendrée par le graphe

oy (2P Opn—1 o

n
Do Dy Dp1 —=D,
1 T2 Th—1 Tn

soumis aux relations coglobulaires
0i410; = Ti410; € 0,97 = T Ty, iz 1.

Pour tout n positif, on a un foncteur d’inclusion G,, — G,41. On notera G la limite
inductive de ce systéme de foncteurs.
Si ¢ et 5 sont deux entiers tels que j = ¢ = 0, on pose
J

_ J_
O] =0j 019041 €6 T =T, T 9T .

On appelle morphismes source (respectivement morphismes but) les Jg (respective-
ment 77) pour j = i > 0. On dit qu'un tel morphisme est non trivial s’il n’est pas
une identité. On vérifie facilement qu’on a
{Jf , Tg sii <7,
Homg (D, D;) = 4 {1p,} sii=j,
16 sinon.

On appellera catégorie des ensembles globulaires ou catégorie des co-graphes, la caté-
gorie des préfaisceaux sur G. Si X est un ensemble globulaire, on notera X, ’ensemble
X (D) et s; (respectivement t;) I'application X (o;) (respectivement X(7;)). Ainsi la
donnée de X équivaut a celle d'un diagramme d’ensembles

Sn+1 Sn Sn—1 S92 S1
—_— _—
"4>Xn4>Xn—1 Xl XO
tn+1 tn tn—1 to t1
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soumis aux relations globulaires
SiSi+1 = Siti+1 et tisiy1 = titita, i = 1.
Si X est un ensemble globulaire et i, j sont deux entiers tels que j = ¢ = 0, on pose

J J —
SZ- = Sj4+1 """ ijlsj et ti = ti+1 et tjfltj.

Si X est un ensemble globulaire et n est un entier positif, on appellera X,, ’ensemble
des n-fleches ou des n-cellules. Sin = 0, on appellera également X I’ensemble des objets.
Si f est une n-fleche pour un n strictement positif, on appellera source (respectivement
but) de f, la (n — 1)-fleche s, (f) (respectivement ¢, (f)). Pour indiquer quune fleche h
a pour source f et pour but g, on écrira h : f — g. On dit que deux n-fleches f et g sont
paralléles sin = 0, ou si f et g ont méme source et méme but.

1.1.2. Une oo-précatégorie est un ensemble globulaire X muni d’applications

*3 : (Xz,sz) XX; (t;,Xz) — X, i > 7 =0,

kit Xy = Xip1, 120,
telles que les axiomes suivants soient vérifiés :

1. pour tout couple (x,y) dans (Xi,sé-) XX, (t;,Xi) avec i > j =0, on a

si(x *; y) = {Si(y))’ i-1 7o

si(z)«sily), j<i—1

2. pour tout couple (z,y) dans (Xi,s;'.) XX; (t;-,Xi) avec i > j =0, on a

. ti(x), ] =¢—1
ti(z+hy) = (@) - L
ti(z) = tily), j<i-1

3. pour tout x dans X; avec ¢ = 0, on a

\%
o

si+1ki(z) = & = tip1ki(z), i
Pour i et j deux entiers tels que ¢ = j = 0, on notera
]{ZZJ = ]{2171 s k;j+1k;j‘

Un morphisme de oo-précatégories est un morphisme d’ensembles globulaires qui respecte
les applications #] et k;. On notera oo-PCat la catégorie des co-précatégories.
Une co-précatégorie X est une oo-catégorie stricte si elle satisfait en outre les axiomes

suivants :
(C1) Associativité

pour tout triplet (z,y, z) dans (X; s;) XX, (t;,Xi,sé) XX, (té-,Xi) avec i > j = 0,

on a

(i) wh 2 = 2yt 2);
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(C2) Loi d’échange
pour tout quadruplet (z,2’,y,y") dans

(Xlasj) XXj (t37XZ7S}c) XXk (tkaX’LvS]) XXj (t§7XZ)7

aveci>j >k >0,o0n a
(z+a") x(y 5 y') = (zxgy) (0" +4 o)) 5

(C3) Unités
pour tout  dans X; avec ¢ = 1 et tout j tel que i > 5 > 0, on a

xl klsh(x) = & = Kl th(2) «} @

(C4) Fonctorialité des unités
pour tout couple (z,y) dans (Xz,s]) xx; (7, Xi) avec i > j = 0, on a

ki y) = k() <5 kiy).

On notera oo-Cat la sous-catégorie pleine de co-PCat dont les objets sont les cc-catégories
strictes.
Soient X une co- categone x dans X; pour ¢ = 1 et j un entier tel que 0 < 57 < i. On

dit que x admet un «j-inverse s'il existe y dans X; tel que

Si(y) = (@), th(y) = sj2), @by =K/ (t)(x) et yxiz =k (s}(x)).

Le méme argument qu’en théorie des groupes montre que si un tel y existe, il est unique.
On appelle alors y le *é—inverse de x.

Une oo-catégorie stricte X est un oo-groupoide strict si pour tous entiers ¢, j tels que
0 < j <1, tout z dans X; admet un *é-—inverse. On notera co-Grp la sous-catégorie pleine
de co-Cat dont les objets sont les co-groupoides stricts.

Si X est un co- groupoide strict, pour tous ¢, j tels que 0 < j < 4, on dispose d’une
application wj : X; — X; qui envoie une ¢-fleche sur son j—mverse On a alors, pour x
dans Xj,

sinon,

(i () = 1) sij=i—1,
z( J( )) {wél(sl(:c)) .

si(x) sij=1i—1,

tz(w;(x)) = {wi»l(ti(x)) sinon.

Un morphisme de co-groupoides respecte automatiquement ces w; Ceci motive la défi-
nition suivante.
Un oo-prégroupoide est une oco-précatégorie munie d’applications

wh:D; > Dy, 0<j <,
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telles que pour tout x dans X; avec ¢ > 1 et tout j tel que 0 < j < ¢, les fleches si(w§ (x))
et t,(w;(a:)) se calculent comme ci-dessus. Un morphisme de oo-prégroupoides est un
morphisme de co-précatégories qui respecte les applications w; On notera oo-PGrp la
catégorie des oo-prégroupoides.

Un co-groupoide strict X est alors un co-prégroupoide satisfaisant les axiomes (C1),
(C2), (C3), (C4), ainsi que I'axiome additionnel suivant :

(G1) Inverses
pour tout x dans X; avec 7 = 1 et tout j tel que 0 < j <7, on a
x *; wi(z) = k! (tz(ac)) et wi(r)+:x = Kl (s%(z)).

Notons que I'unicité du #-inverse entraine immédiatement que tout co-groupoide strict
vérifie automatiquement ’axiome suivante :

(G2) Fonctorialité des inverses

pour tout couple (x,y) dans (Xi,sz'-) XX; (t;-,Xi) avec 0 < j < 7 et tout entier 5’

tel que 0 < 5/ < i, on a
PR wh (y) #5 wh (z), sij=j,

wl(a s y) = { )

Soit n un entier positif. Une n-catégorie stricte est une co-catégorie stricte telle que
pour tout m > n, toutes les m-fleches sont des identités. On notera n-Cat la sous-catégorie
pleine de oo-Cat formée des n-catégories. Un n-groupoide strict est un co-groupoide strict

qui est une n-catégorie. On notera n-Grp la sous-catégorie pleine de oo-Grp formée des
n-groupoides.

1.2 Equivalences faibles de oco-groupoides stricts

1.2.1. Soient C' une co-catégorie stricte et f, g deux n-fleches pour un n positif. On dira
que f est homotope & g s'il existe une (n + 1)-flecche h de source f et de but g. Si G
est un oo-groupoide strict, la relation d’homotopie sur GG, est une relation d’équivalence.
En effet, I’identité d’une fleche f montre que f est homotope a elle-méme. Si on dispose
d’une fleche h de source f et but g, o1 f et g sont deux n-fleches, I'inverse w?*1(h) fourni
une fleche de source g et de but f. La transitivité sur les n-fleches résulte des propriétés
de source et de but de la composition *”*1. On notera ~,, cette relation d’équivalence.

Si G est un co-groupoide strict et n est un entier positif, on notera G,, le quotient de

Gy par ~y. La composition
n .
o1t Gn XGho1 Gn g Gn
passe au quotient en une opération

#n1: Gn XG,.; Gn = Gn
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grace aux propriétés de source et de but de la composition *Zﬂ On peut ainsi définir un
groupoide w,(G) dont les objets sont les (n — 1)-fleches et les fleches sont les éléments
de G,,.

On rappelle que si H est un groupoide, on note mo(H) 1’ensemble des classes d’équi-
valence d’objets pour la relation « il existe une fleche entre x et y », et 1 (H, x), pour z
un objet de H, le groupe des automorphismes de z.

Soit G un oco-groupoide strict. On pose

70(G) = mo(@1(G))
et pour n > 0 et x un objet de GG, on pose
(G, x) = mi(wn(G), ky_1 ().

Il est immédiat que m,(G, x) est un groupe. L’argument d’Eckmann-Hilton montre que
pour n > 2, ce groupe est abélien. On appellera 7y(G) Iensemble des composantes
connezxes de G et on dira que G est 0-conneze si cet ensemble est un singleton. On dira
que G est connezxe si G est le co-groupoide vide (c’est-a-dire 'unique co-groupoide sans
objet), ou si G est 0-connexe. On vérifie facilement que si G est connexe et que z,y
sont deux objets de G, pour tout entier n > 1, les groupes m,(G,x) et m,(G,y) sont
isomorphes (de maniere non canonique). On dira que G est simplement conneze si G est
0-connexe et si pour tout objet x de G, le groupe 71 (G, ) est trivial.

On vérifie facilement que pour tout entier n = 1, w, est un foncteur de la catégorie
des oco-groupoides stricts vers la catégorie des groupoides. De méme, 7 est un foncteur de
la catégorie des co-groupoides stricts vers la catégorie des ensembles et m, pour n > 1,
est un foncteur de la catégorie des oco-groupoides stricts pointés vers la catégorie des
groupes (abéliens si n > 2).

Soit F' : G — H un morphisme de co-groupoides stricts. On dira que F' est une
équivalence faible si 'application mo(F') : mo(G) — mo(H) est une bijection et si pour tout
n > 1 et tout objet = de F', le morphisme de groupes m,(F, z) : m,(G, x) — mp(H, F(x))
est un isomorphisme.

Plus généralement, si G un co-groupoide strict, n un entier supérieur ou égal a 1 et
f,g deux (n — 1)-fleches de G, on notera

Wn(Ga f?g) = Homwn(G)(fvg) et Wn(Ga f) = W”(Gv f7 f)

Proposition 1.2.2. Soit F': G — H un morphisme de co-groupoides stricts. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

1. F est une équivalence faible ;

2. Vapplication mo(F') : mo(G) — mo(H) est une bijection, et pour tout n =1 et toute
(n —1)-fleche f de G, le foncteur F induit une bijection

ﬂn(Gv f) - 7Tn(H7 F(f)) 5
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3. le foncteur wy(F) : w1(G) — wi(H) est une équivalence de catégories, et pour
tout n = 2 et tout couple (f,g) de (n — 1)-fleches paralléles de G, le foncteur F
induit une bijection

7I'n(G’ /5 g) - Wn(HaF(f)7F(g)) ,

4. le foncteur wi(F) : w1(G) — w1 (H) est plein et essentiellement surjectif, et pour
tout n = 2 et tout couple (f,g) de (n — 1)-fléches paralléles de G, le foncteur F
induit une surjection

Wn(Gv f:g) _)’/TTZ(H7F(f)7F(g))

Démonstration. L’implication 2 = 1 est évidente. Montrons la réciproque. Le cas n = 1
est évident. Soient n > 2 et f une (n — 1)-flacche de G. Notons = = s§~'(f). On définit
un isomorphisme

(G, x) > (G, f)

en envoyant une n-fleche u : kO, (x) — kY_,(x) sur la n-fleche ky_1(f)*fu: f — f. 1l
est immédiat que le foncteur F' commute & cet isomorphisme, c’est-a-dire que le carré

(G, ) (G, f)

| l

Wn(Ha F((l))) - Wn(HvF(f))

est commutatif. L’application 7, (G, f) — m,(H, F(f)) est donc une bijection pour n > 2.

L’implication 3 = 2 est évidente. Montrons la réciproque. Soient n > 1 et f, g deux
(n — 1)-fleches paralleles de G. Supposons qu’il existe une n-fleche u : f — g dans G. On
définit alors un isomorphisme

™ (G, f) = m™(G, f,9)

en envoyant une n-fleche v : f — f sur la n-fleche u+]'_; v: f — g. Il est immédiat que
le foncteur F' commute a cet isomorphisme, c’est-a-dire que le carré

7"'n(Ga f) 7"'n(Ga fvg)

i |

TFn(H,F(f))) *>7Tn(H7F(f)7F(g))

est commutatif. Ainsi, pour conclure, il suffit de montrer que s’il existe une n-fleche
v: F(f) — F(g) dans H, alors il existe une n-fleche u : f — g dans G. C’est clair pour
n = 1 par injectivité de mo(F'). Soit donc n > 2 et v : F(f) — F(g) une n-fleche de H.
Posons x = s,,1(f). La fleche ky,_1(w,,_1(F(f))) *I'_y v est une n-fleche de H de source
kp—o(F(x)) : F(x) — F(z) et de but w, (F(f))*" 5F(g) : F(z) — F(z). Puisque
I’application

Tn—-1(G, ) = mn_1(H, F(x))
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EN|

est injective, il existe une n-fleche v’ de G de source k, ,(z) et de but w, ,(f)*" 5 g.
Alors u = kyp—1(f) *I'_5 u’ est une n-fleche de G de source f et de but g.

L’implication 3 = 4 est évidente. Montrons la réciproque. Soient n > 1, f, g deux
(n — 1)-fleches paralleles de G et u, v deux n-fleches de source f et de but g. Supposons
qu'on ait F(u) = F(v) dans 7, (H, F(f), F(g)). Il existe alors une (n + 1)-fleche de H de

source F'(u) et de but F(v). Par surjectivité de I’application
7Tn+1(Gv u, U) - 7Tn+1(H7 F(U), F(’U)),
il existe une (n + 1)-fleche de G de source u et de but v. D’ott v = v dans 7, (G, f,g). O

Remarque 1.2.3. La derniere condition se reformule en la conjonction des propriétés
suivantes :
— pour tout objet y de H, il existe un objet = de G tel que F'(x) et y soient homotopes ;
— pour tout entier n > 0, tout couple (f,g) de n-fleches paralleles de G et toute
(n 4+ 1)-fleche k : F(f) — F(g) de H, il existe une (n + 1)-flecche h: f — g de G
telle que F'(h) soit homotope & k.
C’est exactement la notion d’équivalence de co-catégories strictes exposée dans [27],
restreinte aux oco-groupoides.

1.2.4. Soient n = 2 et A un groupe abélien. On définit un co-groupoide strict G de la
maniere suivante :
— I’ensemble G; des i-fleches est un singleton qu’on notera 0 pour ¢ < n, et est A
pour i = n;
— les applications s; et t; sont égales et valent 1, pour ¢ entre 1 et n—1, la projection
A — 0 pour 7 = n et l'identité 1, pour i > n +1;
— T'application k; vaut 1, pour ¢ entre 0 et n — 2, I'application 0 — A correspondant
a I’élément neutre de A pour ¢ =n —1, et 1, pour i = n;
— pour ¢ > j = 0, 'application *; vaut 1, pour ¢ < n, 'addition A x A — A pour
i = netj <n,etvaut I'identité 1, sinon (on a G; xg; G; = Axa A~ Asij=n).
On notera IC(A,n) cet co-groupoide strict. On vérifie facilement que K(A, n) est simple-
ment connexe, et que si on note * son unique objet, on a pour tout entier k = 2,

A sik=n,

0 sinon.

Wk(IC(Aa TL), *) = {

On définit de fagon analogue des co-groupoides stricts C(F,0) pour E un ensemble,
et (G, 1) pour G un groupe. Le co-groupoide C(F,0) a pour composantes connexes E,
et pour tout objet z de IC(F, 0) et tout k > 1, le groupe 7 (K(E,0), z) est trivial. Quant
a KC(G,1), il possede un unique objet = (il est en particulier connexe), et vérifie

G sik=1,

0 sinon.

Wk(’C(G’ 1)a *) = {

On appelle les co-groupoides définis dans ce paragraphe des co-groupoides d’Eilenberg-
Mac Lane.
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1.3 La catégorie homotopique

1.3.1. Un localisateur est la donnée d’une catégorie C et d’une classe de fleches W de C.
On notera (C,W) un tel localisateur. On appellera les fleches de W des équivalences
faibles.

La donnée d’un localisateur est suffisante pour définir les notions importantes de la
théorie de ’homotopie (par exemple, les notions de catégorie homotopique, de limites
homotopiques et foncteurs dérivés entre deux localisateurs).

Dans la pratique, a une catégorie C, on associera souvent une unique classe W faisant
du couple (C, W) un localisateur. On pourra alors parler du localisateur C sans ambiguité.

Exemples 1.3.2. La catégorie Zop des espaces topologiques sera par défaut munie
des équivalences faibles d’espaces topologiques, c’est-a-dire des applications continues
f X — Y telles que I'application mo(f) : mo(X) — mo(Y) soit une bijection et que
pour tout x dans X et tout ¢ > 1, le morphisme 7;(f, x) : m;(X, x) — m (Y, f(x)) soit un
isomorphisme de groupes.

La catégorie CW des CW-complexes sera par défaut munie des équivalences d’ho-
motopie entre CW-complexes (qui sont également les équivalences faibles topologiques
entre CW-complexes).

La catégorie A des ensembles simpliciaux sera par défaut munie des équivalences
faibles d’ensembles simpliciaux, ¢’est-a-dire des morphismes d’ensembles simpliciaux qui
s’envoient via le foncteur réalisation géométrique |- | sur une équivalence d’homotopie
entre CW-complexes.

La catégorie Cat des petites catégories sera par défaut munie des équivalences faibles
de catégories, c’est-a-dire des foncteurs s’envoyant via le foncteur nerf N sur une équi-
valence faible d’ensembles simpliciaux.

La catégorie co-Grp des co-groupoides stricts sera par défaut munie des équivalences
faibles de oco-groupoides stricts définies dans la section précédente.

Pour k dans Z u {—}, la catégorie C>(.A) des complexes homologiques en degré
supérieur ou égal & k & valeurs dans une catégorie abélienne A, sera par défaut mu-
nie des quasi-isomorphismes, c’est-a-dire des morphismes de complexes induisant des
isomorphismes en homologie.

1.3.3. Si (C, W) est un localisateur, la catégorie homotopique de (C, W) est la localisation
Gabriel-Zisman de C par W, c’est-a-dire la catégorie obtenue a partir de C en inversant
formellement les morphismes de V. On notera cette catégorie Hoy,,(C) ou Ho(C) si le
contexte rend claire la classe W.

Notons que la catégorie Ho,, (C) n’existe pas toujours si I'on n’est pas prét a changer
d’univers. Nous négligerons ce probleme pour les deux raisons suivantes :

— nous sommes préts a changer d’univers;

— dans tous les exemples que nous considererons par la suite, la catégorie homoto-

pique existera sans changer d’univers.

Exemples 1.3.4. La catégorie homotopique est la catégorie Ho(Zop). On notera Hot
cette catégorie. Un type d’homotopie est un objet de Hot a isomorphisme canonique
pres.
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La catégorie Hot(C>k(A)) est la catégorie dérivée D=y (A) de A.
Théoréme 1.3.5. La chaine de foncteurs

CatLAQCW—)Top

induit par les propriétés universelles des catégories homotopiques une chaine de foncteurs

Ho(Cat) % Ho(A) 5 Ho(CW) — Ho(Top) = Hot.
Ces trois foncteurs sont des équivalences de catégories.

Démonstration. Voir le corollaire 3.3.1 de [22] pour N. Pour les deux autres foncteurs,
voir [35] ou le chapitre VII de [16]. O

Remarque 1.3.6. Par le théoréeme précédent, on dispose donc de quatre définitions
équivalentes de Hot. Le choix de la définition utilisant le localisateur Cat est a la base de
la théorie des catégories test de Grothendieck exposée dans [17] et [32].

1.3.7. Soit n un entier positif. On notera CW,, le localisateur (CW, W,,) ot W, est la
classe des n-équivalences faibles, c’est-a-dire des applications continues f : X — Y telles
que Vapplication mo(f) : mo(X) — m(Y) soit bijective, et que pour tout = dans X, le
morphisme m;(f, z) : m(X,z) — m(Y, f(x)) soit un isomorphisme pour 1 < ¢ < n. On
note Hot,, la catégorie homotopique Ho(CW,,). On appellera n-type d’homotopie, ou plus
simplement n-type, un objet de Hot,, & isomorphisme canonique pres.

Notons CW ¢, la sous-catégorie pleine de CW constituée des CW-complexes X pos-
sédant la propriété suivante : pour tout i > n et tout z dans X, le groupe m;(X, x) est
trivial. On fait de cette catégorie un localisateur en la munissant des équivalences faibles
de CW-complexes (qui coincident évidemment avec les n-équivalences faibles).

Les propriétés universelles de Hot et Hot,, entrainent ’existence du triangle commu-
tatif suivant :

Ho(CW<,,) : Hot

T A

Hot,,

On peut montrer que les foncteurs ¢ et j sont pleinement fideles. Par ailleurs, une
construction classique de la théorie de 'homotopie permet de montrer que j est es-
sentiellement surjectif et est donc une équivalence de catégories. Ainsi, on peut identifier
la catégorie Hot, & la sous-catégorie pleine de Hot dont les objets proviennent de CW,,.

Si X est un type d’homotopie, on appellera n-type d’homotopie associé a X le n-type
d’homotopie k(X) (qu'on verra parfois comme un objet de Hot via 'identification que
lon vient de décrire).
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1.4 Types d’homotopie et co-groupoides stricts

1.4.1. Le but de cette section est de montrer qu'un foncteur de réalisation raisonnable
R : o0-Grp — Hot (on précisera plus loin ce qu’on entend par raisonnable) ne peut-étre
essentiellement surjectif et d’essayer de décrire I'image essentielle d’un tel foncteur.

Soit k un entier positif. On dira qu’une co-catégorie stricte C' est k-suspendue si pour
tout [ entre 0 et kK — 1, C possede une unique [-fleche. En particulier, toute co-catégorie
stricte est 0-suspendue. On notera o0-Grp la sous-catégorie pleine de co-Grp dont les
objets sont les co-groupoides k-suspendus (c’est-a-dire tels que leur oco-catégorie sous-
jacente soit k-suspendue). Nous allons maintenant étudier la catégorie des co-groupoides
stricts 2-suspendus.

On notera Ab la catégorie des groupes abéliens, co-Grp(Ab) celle des co-groupoides
stricts en groupes abéliens (voir le paragraphe 2.1.2 pour une définition) et c0-Grp-.,(Ab)
celle des co-groupoides en groupes abéliens 2-suspendus. Le foncteur d’oubli Ab — &ns
induit un foncteur co-Grp(Ab) — oo-Grp qui envoie un co-groupoide strict en groupes
abéliens sur son co-groupoide strict sous-jacent. Ce foncteur se restreint en un foncteur
0-Grp=9(Ab) — 0-Grp~,.

Proposition 1.4.2. Le foncteur c0-Grpso(Ab) — 00-Grp.y est un isomorphisme de
catégories.

Démonstration. Pour démontrer la proposition, il suffit de prouver que tout co-groupoide
strict 2-suspendu est canoniquement un oo-groupoide en groupes abéliens et que les
morphismes de co-groupoides stricts préservent cette structure abélienne.

Soit donc G un tel co-groupoide. Notons #; 'unique ¢-fleche de G pour ¢ = 0, 1. Soit
n un entier supérieur ou égal a 2. Si f et g sont deux n-fleches de G, alors s}'(f) =
tr(f) = s(g) = tI'(g) = % pour i = 0,1. L’ensemble des n-fleches est donc muni de
deux structures de groupes induites par les multiplications #; et 7. Par la regle de
Godement, ces deux opérations sont compatibles. De plus, elles ont les mémes unités
puisque kY () = k. (#1). Par 'argument d’Eckmann-Hilton, ces deux lois sont égales et
commutatives. On notera + cette opération. Le groupe (G, +) est donc abélien.

Vérifions que les données de GG sont compatibles a cette structure abélienne. Suppo-

sons toujours n supérieur ou égal a 2. Si f et g sont deux n-fleches, on a

sn(f +9) = su(f*59) = sn(f) *871 sn(9) = sn(f) + sn(9)-

L’application s, : G,, — Gp—1 est donc un morphisme de groupes. De méme pour
lapplication ¢,,. Soient m un entier positif strictement inférieur & n et f/, ¢’ deux n-fleches

telles que s (f) =t (g) et sl (f") =t (¢'). On a
(f+ ) emlg+9) = (f=6 f) (g0 9) = (o 9) =0 (f o g) = (femg) + (f 5. 9).

Ainsi %)), est un morphisme de groupes. Supposons maintenant n seulement positif. On
a

kn(f + g) = kn(f *3 g) = kn(f) *8+1 kn(g) = kn(f) + kn(g)
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et k, est un morphisme de groupes.

Montrons maintenant que cette structure abélienne est unique. Donnons-nous donc
une structure de oo-groupoide en groupes abéliens sur G. Fixons n > 2 et notons +’
la loi de groupe sur G,, de cette structure. Puisque I'application k0 respecte la loi +/,
I'unité de +' est kY (x¢). En particulier, +' et #§ ont méme unité. Par ailleurs, puisque
I'application = : G,, x G,, — Gy, respecte la loi +', les lois +’ et [} sont compatibles.
Par 'argument d’Eckmann-Hilton, elles sont donc égales. Ainsi, la structure abélienne
est uniquement déterminée par les compositions (.

De plus, puisque + = #;, un morphisme de oo-groupoides stricts 2-suspendus est
automatiquement un morphisme de co-groupoides stricts en groupes abéliens. O

1.4.3. Nous allons maintenant montrer que la catégorie des co-groupoides stricts en
groupes abéliens est canoniquement équivalente a la catégorie Cso(Ab) des complexes
homologiques de groupes abéliens en degré positif (ce résultat a été démontré par Bourn
dans [11]).

Soit C un tel complexe. Notons d,, : C), —» C,,_1 sa différentielle. On associe a C' un
co-groupoide F' défini de la maniere suivante :

— Pensemble F,, des n-fleches est C,, ® Cp,_1 ®---® Cp;

— pour n = 1, le morphisme s, : F;,, = C,,®F,,_1 — F,,_1 est la projection canonique;

— pour n = 1, le morphisme ¢, : F,, = C,, ® F,,_1 — F,,_1 est la somme de d,, et de

la projection canonique;
— pour n = 0, le morphisme k,, : F;, —» Fj,11 = Cp11 @ F}, est U'injection canonique;
— pour n > m = 0, le morphisme =}, : (F,,s) xg, (th, F,) — F, est défini par

ny °om

(xn,-~-7$0) *Z’L(ynﬂ'7y0) = (xn"’_ynv“-amm—i-l +ym+17ym7'7y0)

(notons que (zp,...,Z0,Yn,---,Y0) appartient & (Fy,, s)) x g, (L, F,) si et seule-

ment si on a (T, - .., 20) = (dmt1(Ym+1) + Yms Ym-1,- -+, Y0)) ;
— pour n > m = 0, le morphisme w;}, : F,, — F}, est défini par

w%(a?n, - ,J,‘()) = (—:L‘n, vy, —Tm+1, dm+1(fL‘m+1) + Ty Tm—1,- - - ,3:‘0).

On vérifie immédiatement que F' est un co-groupoide strict en groupes abéliens. De plus,
si f: C'— C' est un morphisme de complexes, les composantes fj : Cj, — C}. induisent
pour tout n positif, un morphisme F,, = C, ®--- @ Cy — F} = C, ®---® C|. On
vérifie facilement que ces morphismes définissent un foncteur de oo-groupoides stricts en
groupes abéliens. On vient ainsi de définir un foncteur Cso(Ab) — co-Grp(Ab).

Proposition 1.4.4. Le foncteur C=o(Ab) — oo-Grp(Ab) défini dans le paragraphe pré-
cédent est une équivalence de catégories.

Démonstration. Soit F un oo-groupoide strict en groupes abéliens. Posons Cy = Fj
et C,, = ker s, pour n > 1. Puisque le morphisme s,, : F;, —» F,_1 admet k, 1 comme
section, F;, est canoniquement isomorphe & C,, @ F;,_1. Ainsi, on a montré que ’ensemble
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globulaire sous-jacent a F' est isomorphe a un ensemble globulaire en groupes abéliens
de la forme

81 S92 Sn Sn+1
CO$01@00<?<TCn®Cn71®@CO<t7
1 2 n n+1

A travers cet isomorphisme, s, devient la projection canonique C, @ F,,_1 — F,_1, et
k,_1 l'inclusion canonique F,,_1 — C,@®F},,_1. Puisque k,,_1 est également une section de
tn, pour (0,y) dans C,, ® Fj,_1, on a t,,(0,y) = y. Par ailleurs, l'identité s,,_1t, = $p—15n
entraine que, pour (z,0) dans C,, @ F,_1, on a t,(x,0) = (dn(z),0), ou d;, est un
morphisme de C,, vers C,,_1. Ainsi, t, est la somme de la projection canonique et de ce
morphisme d,,. L’identité t,_1t, = t,_1S, implique immédiatement qu’on a d,,_1d, = 0.
On a ainsi associé un complexe (C,d) a F.

On montre de méme que si g : I — F’ est un morphisme de oo-groupoides stricts
en groupes abéliens, le morphisme g, : F,, — F, se décompose en une somme de deux
morphismes f, ® g, : Cp, ® F,,_1 — C!, ® F} | et que les morphismes f,, définissent un
morphisme de complexes.

On a donc construit un foncteur H : c0-Grp(Ab) — Cs(Ab). Montrons que celui-ci
est un quasi-inverse du foncteur K : C>o(Ab) — oo-Grp(Ab) de I’énoncé. Il est évident que
H K est isomorphe a I'identité. Montrons que K H est isomorphe a I'identité. Soit donc F'
un oo-groupoide. On a déja montré que (K H)(F') et F' ont des ensembles globulaires sous-
jacents canoniquement isomorphes et que cette isomorphisme est compatible aux unités.
Pour conclure, il suffit de montrer ces données suffisent a déterminer les composition = .

Soient donc C' un complexe et n > m > 0 deux entiers. Nous utiliserons les notations
du paragraphe 1.4.3. Soit (z,...,20,Yn,-.-,Y0) un élément de F, xp_ F,. Rappelons
que cela signifie que les relations, =, = dpm1(Ym+1) + Ym €t x; = y; pour i entre 0 et
m — 1, sont satisfaites. On a alors

(@n, -5 20) *1(Yns - - -, Y0)
= (Tns - s Tma1s At 1 (Ymr1) + Yms Ym—15 - -+ 90) *m(Yns - - -5 Yo)
= (zny. oy Tmt1,0,...0) %2 (0,...,0) +
(0,50, dms1(Um+1) + Ym, Ym—15 - - - Y0) *3 (Yns - -, Yo0)
=(Tny- oy Tm+1,0,...0) + (Yn, - - -, Y0)
= (Tn +Yny - Tt 1 + Yms 1, Ym, - -+ Y0),

ou 'avant derniere égalité résulte des égalités

©0,...,0) =
(07 ,O, dm+1(ym) +ym7ym—17"‘7y0) =

sp Ty ey Tma1,0,...,0)),
;n(t%(yna e 7y0))7

et de 'axiome des unités. O

Proposition 1.4.5. Dans ’équivalence de catégories Cso(Ab) — c0-Grp(Ab), les équi-
valences faibles de co-groupoides et les quasi-isomorphismes sont échangés.
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Démonstration. Donnons-nous G un co-groupoide strict en groupes abéliens et un entier
n = 1. Rappelons qu’on note ~,, la relation d’équivalence d’homotopie des n-fleches. Si
x est un objet de G, l'application G,, — G, qui & f associe f — kO (), induit un
isomorphisme de groupes m,(G, z) — m,(G,0). Par ailleurs, on a

m(G,0) = {f € Gn;sn(f tn(f) =0}/ ~n
= {f € Gnisn(f) =tal(f) = O}/{f € Gn; f ~n 0}
= {f € Gnisn(f) = ta(f) = 0} /{tnt1(h); h € Gps1, 8n41(h) = 0}
=~ {(f7 0) €0, ®Gh_1; dn(f) = 0}/{dn+1(h)§ (h70) € Cn—i—l ® Gn}
~ {f € Cn;dn(f) = 0} /{dns1(h); h € Cpy1}
= ker(dy,)/Im(dp+1)
— H,(C(Q)).

S—
(I

De méme, on montre que my(G) ~ Ho(C(Q)).
On déduit facilement la proposition de ces isomorphismes. O

Corollaire 1.4.6. L’équivalence de catégories Cso(Ab) — c0-Grp(Ab) induit une équi-
valence de catégories D=o(Ab) — Ho(co-Grp(Ab))

Remarque 1.4.7. On montre de la méme maniére, que pour tout entier positif k,
Péquivalence de catégories Cso(Ab) — oo-Grp(Ab) se restreint en une équivalence de
catégories Csj(Ab) — 00-Grp- ;. (Ab) et que celle-ci induit une équivalence de catégories
D 1(Ab) = Ho(w0-Grp.,(Ab)).

Corollaire 1.4.8. On a une équivalence de catégories canonique 00-Grp=y — C=2(Ab)
et celle-ci induit une équivalence de catégories Ho(o0-Grp~,) — D=o(Ab).

Démonstration. Ce résultat est une conséquence de la remarque précédente et de 1’équi-
valence de catégories 00-Grp-o(Ab) — c0-Grp-, établie dans la proposition 1.4.2. O

1.4.9. Soient A un groupe abélien et n un entier positif. On notera A[n] le complexe
homologique de groupes abéliens concentré en degré n de valeur A. Il est immédiat que
dans I’équivalence de catégories du corollaire précédent, le complexe A[n] est envoyé sur
le co-groupoide IC(A, n). On rappelle le résultat suivant sur la catégorie Dx2(Ab).

Proposition 1.4.10. Soit C un compleze dans Cso(Ab). Alors, dans D=2(Ab), C est
isomorphe (non canoniquement) a [ ], Hn(C)[n].

Démonstration. Nous allons utiliser la structure de catégorie triangulée sur Cso(Ab)
munie de 'auto-équivalence de catégories qui & un complexe C' associe le complexe C[1]
tel que C[1]; = Ci—1.

Soit C' un complexe dans Cs2(Ab). Notons d,, : C,, —» Cp,_1 la différentielle. Pour
tout entier k, on notera

o, (C)= 5 Chia > Cry1—» Kerdy, — 0 — 0 — -
7~'>k(C) = > Cpyo = Cpyq — Xk — Imdy, - 0 — .-
T, (C)= -+ —> 0 — 0 — Cokerdy,; — Cp 1 = Cpo— - .
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Fixons un entier n supérieur ou égal a 2. On a une suite exacte
0—-7,.1(C)=>C—-1,(C)—0

dans C>2(Ab). Par ailleurs, le morphisme canonique 7.,,,(C) — 7-,,,;(C) est un quasi-
isomorphisme. On dispose donc dans Dxo(Ab) d’un triangle distingué

Tont1(C) = C = 74, (C) = 72,1 (O)[1]-

Or tout morphisme, d’un complexe concentré en degré inférieur ou égal a n, vers un
complexe concentré en degré supérieur ou égal a n + 2, est nul dans D=2(Ab) car les
Extl(;grz)*n = ExtZ, sont triviaux. Ainsi, le morphisme de connexion de T<, (C) vers
Tont1(C)[1] = 75,,2(C[1]) est nul. Par conséquent, le triangle ci-dessus est scindé
et on dispose donc d'une section 7,(C) — C. En composant l'inclusion canonique
H,(C)[n] - 7<,(C) avec cette section, on obtient un morphisme

H,(C)[n] - C

de D=2(Ab) qui induit un isomorphisme sur le H,.
En passant a la somme directe, on obtient un morphisme

@D Ha(C)n] - C

n=2
de D-5(Ab). Ce morphisme induit des isomorphismes sur tous les H,, et est donc un
isomorphisme. Par ailleurs, on a @,,~o Hn(C)[n] = [ [,= Hn(C)[n], d’ot1 le résultat. [

Remarque 1.4.11. On démontre de méme le résultat analogue dans D=y (Ab), pour k
quelconque, fini ou non.

Corollaire 1.4.12. Soit G un o0-groupoide strict 2-suspendu. Alors, dans Ho(00-Grp-.,),
G est isomorphe (non canoniquement) a [ 1,-o K(mn(G),n).

Remarque 1.4.13. Le oo-groupoide Hn>21C(An,n), ou pour tout n > 2, A, est un
groupe abélien, correspond a un complexe de différentielle nulle. Il vérifie s,, = t,, pour
n = 1. Réciproquement, tout co-groupoide strict 2-suspendu qui vérifie ces égalités est
un produit de co-groupoides d’Eilenberg-Mac Lane.

1.4.14. On appellera foncteur de réalisation de Simpson (voir [37]) la donnée d’un
foncteur @ : co-Grp — Zop muni d’une application

e:Gop— Q(G)
naturelle en GG, induisant une bijection

m0(G) — mo(Q(G)),
et d’isomorphismes
(G, x) > 1 (Q(G),e(x)), n>=1,

naturels en (G, z).
Dans la suite, on se donne un foncteur de réalisation de Simpson (). On notera
R : oo-Grp — Hot le composé p@ ou p est le foncteur de localisation Zop — Hot.
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Proposition 1.4.15. Le foncteur R commute aux produits de co-groupoides d’Eilenberg-
Mac Lane. Autrement dit, pour tout ensemble Ag, tout groupe A1, et tous groupes abéliens
A, pour n = 2, le morphisme canonique

R<HIC(An,n ) [T R(K(Ann))
nz=0 n=0

est un isomorphisme dans Hot.

Démonstration. Rappelons que le foncteur de localisation p : 7op — Hot commute aux
produits. Cela résulte, par exemple, du fait que tout espace topologique est fibrant
pour la structure de catégorie de modeles usuelle sur Zop. Il suffit donc de montrer que
I’application canonique

Q([]Knm) = [T QUK )
nz=0 n=0

est une équivalence faible.
Fixons un entier positif n. On notera

i [ [K(Ann) > K(An,n) et gn: [ [ QUK(An,n)) - Q(K(An,n))

nz=0 n=0

les projections canoniques. On dispose du triangle commutatif suivant :

(Hn>0 K(Ap,n) ) n>0Q ,n))

pn) /

Pour n = 0, le morphisme pg induit une bijection sur le 7. Il en donc de méme de
Q(po). Par ailleurs, qp induit également une bijection sur le 7. Il en est donc de méme
de f.

Soit n = 1. On dira dans la suite de cette preuve qu’une application continue (res-
pectivement un morphisme de co-groupoides stricts) u : V- — W induit un isomorphisme
sur le m, en v, o v est un élément de V' (respectivement un objet de V'), si le morphisme
Tn(V,v) = 7, (W, f(v)) est un isomorphisme. On dira que u induit un isomorphisme sur
le m, en tout point si pour tout point v de V (respectivement tout objet v de V), u
induit un isomorphisme sur le 7, en v.

Le morphisme p,, induit un isomorphisme sur le 7, en tout point. Le foncteur Q(py)
induit donc un isomorphisme sur le 7, en e(x), pour tout objet x de [ [, K(An,n).
Puisque e induit une bijection sur le 7y, 'application Q(py,,) induit un isomorphisme sur
le 7, en tout point. Par ailleurs, I'application g, induit également un isomorphisme sur
le m, en tout point. On en déduit que c’est également le cas de f.

On a donc montré que f induit une bijection sur le my et pour tout n = 1, un
isomorphisme sur le 7, en tout point, c’est-a-dire que f est une équivalence faible. [
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Proposition 1.4.16. Les types d’homotopie simplement connexes dans l’image essen-
tielle du foncteur R sont exactement les produits d’espaces d’Filenberg-Mac Lane.

Démonstration. Un type d’homotopie simplement connexe provient d’'un co-groupoide
strict simplement connexe. Soit donc G un tel co-groupoide. Le choix d’un objet de = de
G détermine un sous-oo-groupoide G’ de G tel que Gf), = {z}, G| = {)(z)} et pour n
supérieur & 2, G!, est 'ensemble des n-fleches f de G telles que s7(f) = kY(z) = t3(f).
L’inclusion G’ — G est clairement une équivalence faible. Puisque G’ est 2-suspendu, il
est relié a un produit de oo-groupoides d’Eilenberg-Mac Lane par un zigzag d’équivalences
faibles. On en déduit immédiatement le résultat par la proposition précédente. O

Proposition 1.4.17. Soit X un CW-complexe connexe de dimension finie n > 1. Si
X a un groupe d’homotopie my,(X) non trivial pour m > n, alors le type d’homotopie
de X n’est pas un produit d’espaces d’Eilenberg-Mac Lane. En particulier, les sphéres de
dimension n pour n = 2 n’ont pas le type d’homotopie d’un produit d’espaces d’Eilenberg-
Mac Lane.

Démonstration. Si X était un tel produit, on aurait

Hm(X):Hm< 1 K(wk(X),k:)>.

1<k<m+1

Posons Y = | [1<k<m+1 K(7mx(X), k). En appliquant la formule de Kiinneth a la décom-
k#m

£
position X = K(m,,(X),m) x Y, on obtient la suite exacte courte suivante :
0— m(X)®Hp(Y) — Hp(X) — 0—0.

En particulier, le groupe 7, (X) s’'injecte dans H,,(X) = 0 et est donc trivial. Contra-
diction.

On peut appliquer le résultat aux sphéres de dimension n > 2 car m3(S?) = Z et
Tn+1(S™) = Z/2Z pour n > 3. O

Corollaire 1.4.18. Le foncteur R n’est pas essentiellement surjectif.

Proposition 1.4.19. L’mage essentielle du foncteur R est contenue dans la classe
des espaces dont chaque composante connexe a pour revétement universel un produit
d’espaces d’Filenberg-Mac Lane.

Démonstration. Soit G un co-groupoide strict. Quitte a décomposer GG en une somme sur
ses composantes connexes, on peut supposer G connexe. Choisissons un objet z de G et
appelons G’ le sous-co-groupoide 2-suspendu de G déterminé par z. Notons X = Q(G)
et X' = Q(G"). L’inclusion i : G’ — G induit des isomorphismes m,(G’, 2) — m,(G, 2)
pour n > 2 et donc des isomorphismes 7, (X', z) — m, (X, z) pour tout x dans X’ et tout
n = 2. Soit m: X — X le revétement universel de X et X” un remplacement cellulaire
de X', c’est-a-dire un CW-complexe munie d'une équivalence faible r» : X" — X’'. La
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simple connexité de X' et donc de X” entralne ’existence d’une application continue
X" — X telle que le triangle

X

"

X/l > Xl >

" Q)

soit commutatif. Puisque X” et X sont simplement connexes, et que Q(i)r et 7 induisent
des isomorphismes sur les m, pour n > 2, I'application X” — X est une équivalence
faible. D’ou le résultat par la proposition 1.4.16. 0

1.5 Types d’homotopie et co-groupoides quasi-stricts

1.5.1. Pour tenter de contourner le caractére non essentiellement surjectif d’un tel
foncteur de réalisation de Simpson, Kapranov et Voedvosky ont affaibli la notion de
n-groupoide en demandant seulement ’existence d’inverses « faibles » (voir [25]). Simp-
son a démontré dans [37] que cela ne suffit pas. Dans ce paragraphe, nous exposons un
autre argument. Nous utiliserons une notion de n-groupoide présentée par Street dans
[39]. Celle-ci est équivalente par le corollaire 4.4 de [24] a celle de Kapranov et Voedvosky.
Nous nous plagons ici dans le cas n = 0 qui est développé dans [27].

Soient C' une co-catégorie stricte et x,y dans C,, pour n = 0. On définit par coinduc-
tion mutuelle les deux notions suivantes :

— les n-fleches x et y sont faiblement homotopes s’il existe une (n+1)-fleche faiblement

inversible u : x — y;
— une (n + 1)-fleche u : © — y est faiblement inversible s'il existe une (n + 1)-fleche
vy — x telle que uv et vu soient faiblement homotopes a des identités.
On dira qu’une co-catégorie stricte est un co-groupoide quasi-strict si toutes ses n-fleches
pour n = 1 sont faiblement inversibles.

Soient G une oo-catégorie stricte et n un entier positif. On montre (proposition 6
de [27]) que la relation de faible homotopie sur C), est une relation d’équivalence. Si de
plus G est un co-groupoide quasi-strict, alors par définition, deux n-fleches u,v de G,
sont faiblement homotopes si et seulement si elles sont homotopes. On en déduit que la
relation d’homotopie est une relation d’équivalence sur G,. On peut donc définir I’en-
semble 7y (G) et les groupes 7, (G, x) pour z objet de G, et donc la notion d’équivalences
faibles de co-groupoides quasi-stricts, de la méme maniere que dans la section 1.2.

Soit G un 3-groupoide quasi-strict 2-suspendu. Par définition, G est une 3-catégorie
stricte 2-suspendue telle que les 2-fleches aient un #3-inverse & une 3-fleche prés, et que
les 3-fleches aient un *%—inverse. En désuspendant GG, on obtient une catégorie monoidale
symétrique C', avec une symétrie et des contraintes triviales, qui est un groupoide et
telle que le monoide 7y(C') soit un groupe. La catégorie C' est un champ de Picard (sur
le point) au sens de 'exposé XVIII de [18]. Ainsi, en vertu du lemme 1.4.13 de loc. cit.,
il existe une catégorie monoidale symétrique D, avec une symétrie et des contraintes



18 CHAPITRE 1. cw0-CATEGORIES ET co-GROUPOIDES STRICTS

triviales, qui soit un groupoide et telle que le monoide Dy soit un groupe, ainsi qu’une
équivalence faible monoidale symétrique de D vers C. En suspendant, on obtient un
3-groupoide strict H et un pseudo-foncteur H — G qui est une équivalence faible.

Ainsi, tout 3-groupoide quasi-strict simplement connexe est faiblement équivalent a
un 3-groupoide strict via un pseudo-foncteur. Les 3-groupoides quasi-stricts simplement
connexes ne modélisent donc pas plus de types d’homotopie que les 3-groupoides stricts
simplement connexes. En particulier, ils ne modélisent pas le 3-type associé a la sphere
de dimension 2 (comme le montre la démonstration de la proposition 1.4.17).



Chapitre 2

Le langage globulaire

2.1 Extensions globulaires

2.1.1. Pour tout entier k > 2, notons I la catégorie associée a I’ensemble

{(0,1),(0,2),...,(0,k —1),(1,1),(1,2),...,(1,k)}

muni de l'ordre (0,7) < (1,7) et (0,7) < (1,7 + 1) pour i entre 1 et k — 1. La catégorie Ij,
est donc 'unique catégorie de graphe sous-jacent privé des identités

(1,1 1,3) (1,k—1

)
~ 7

0,k —1)

(1, k)

) (1,2) (
. .
(0,1) (0,2)

Pour k£ = 1, on note I; la catégorie ponctuelle.

Un foncteur F : I —» G (k > 1) est appelé un systéme globulaire a valeurs dans G si
chaque fleche (0,7) — (1,) (respectivement (0,7) — (1,7 + 1)) de I} est envoyée sur un
morphisme source non trivial (respectivement sur un morphisme but non trivial).

Si C est une catégorie au-dessous de G, on notera, quand aucune ambiguité n’en
résulte, de la méme maniere les objets et morphismes de G, et leurs images dans C'. Si
f:D; — X avec i = 1 est une fleche de C, on appellera source globulaire (respectivement
but globulaire) de f le morphisme fo, (respectivement fr;).

Soit C' une catégorie au-dessous de G. Un foncteur F' : [ — C' est appelé un systéme
globulaire a valeurs dans C' §’il se factorise en un systeme globulaire a valeurs dans G
suivi du foncteur G — C'. Un systeme globulaire F' a valeurs dans C' correspond donc a
un diagramme dans C' de la forme

Di1 Diz Dis Dik—l Dik
o o o, T. o. T.
i DZ,1 i LI2 DZ’QI 1/2 2%71 Di;g_l Zlk—l

19
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Remarquons que la donnée d’un tel systeme globulaire est équivalente & celle du tableau

il i2 Zk:
R AR

qu’on appellera son tableau des dimensions. Si T est un tel tableau, on notera Fp le
systeme globulaire a valeurs dans C' associé.

On dit que C est une extension globulaire si la limite inductive de tout systeme
globulaire existe. On appelle somme globulaire une telle limite. On notera

Di, HDi/ D;, HDi/ T HDi/ Dik
1 2 k—1
la limite inductive associée au systeme globulaire décrit ci-dessus.

Si C et D sont deux extensions globulaires, un morphisme d’extensions globulaires
de C vers D est un foncteur au-dessous de G qui commute aux sommes globulaires. On
obtient ainsi la catégorie des extensions globulaires, sous-catégorie de la catégorie des
catégories au-dessous de G.

Soient C' une extension globulaire et D une catégorie. Un foncteur C — D est
dit globulaire s’il envoie les sommes globulaires sur des sommes globulaires. On notera
Homgion (C, D) la sous-catégorie pleine de Hom(C, D) dont les objets sont les foncteurs
globulaires de C' vers D.

Soit C' une catégorie au-dessous de G°. Le catégorie C° est naturellement au-dessous
de G. On appelle produits globulaires les limites projectives des foncteurs F' : [;° — C
ol F° est un systeme globulaire a valeurs dans C°. On dira que C est une extension
coglobulaire si les produits globulaires existent dans C'.

Si C' est une extension globulaire et D une catégorie, un foncteur C° — D est dit
globulaire s’il envoie les sommes globulaires de C' sur des produits globulaires. On notera
Mod(C, D) la sous-catégorie pleine de Hom(C®, D) dont les objets sont les foncteurs
globulaires de C° vers D. On notera Mod(C) la catégorie Mod(C, Ens). Les objets de
Mod(C') seront appelés des préfaisceaux globulaires sur C.

2.1.2. Soit C' une catégorie. La catégorie des ensembles globulaires dans C est la sous-
catégorie pleine de Hom(G®, C') dont les objets sont les foncteurs de G° — C' qui font de
C une extension coglobulaire. On notera c0-Grphyy,;,(C) cette catégorie.

La notion de co-précatégorie est définie par la donnée d’ensembles, d’applications
entre des produits globulaires de ces ensembles et par des équations entre ces applica-
tions. Elle fait donc sens en remplacant la catégorie des ensembles par C' des lors que
certaines limites projectives existent dans C. On appellera oo-précatégorie dans C' un
ensemble globulaire X dans C, munie d’une structure de oo-précatégorie interne a C' (le
fait que X soit un ensemble globulaire garantit I'existence des limites projectives néces-
saires). Pour les mémes raisons, on dispose d’une notion de morphisme de co-précatégories
dans C. On notera oo-PCat(C') la catégorie des co-précatégories dans C.

On définit de méme les catégories c0-Cat(C), co-PGrp(C) et wo-Grp(C') des, respec-
tivement, co-catégories strictes dans C, co-prégroupoides dans C et des oco-groupoides
stricts dans C.
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2.2 La catégorie O

Proposition 2.2.1. [l existe une extension globulaire O telle que pour toute catégo-
rie C, le foncteur
U: MOd(@Oa C) - Co'grphglob(c)a

induit par le foncteur G — Oq soit une équivalence de catégories, admettant un quasi-
inverse G tel que UG soit le foncteur identité.

Démonstration. Le plongement de Yoneda G — G fait de G une extension globulaire.
Soit ©g la sous-catégorie strictement pleine de G constituée des sommes globulaires. Le
foncteur G — ©q fait également de ©y une extension globulaire. Montrons que Qg a la
propriété recherchée.

Soit C' une catégorie. Nous allons construire un quasi-inverse

OO'grphglob (C) - MOd(@Ov C)

au foncteur U. Si A et B sont deux catégories, nous noterons Hom, (A, B) la catégorie
des foncteurs commutant aux limites projectives. La catégorie (G)O est la complétion
complete libre de la catégorie G°. Le foncteur

U’ : Hom, ((G)°,C) — Hom(G?, C)

admet donc un quasi-inverse G’ tel que U'G’ soit le foncteur identité. En utilisant G,
on obtient un foncteur F' défini comme le composé suivant :

o0-Grphyep, (C) — Hom(G®, C) — Hom,((G)°, C) — Mod(8y, ).
Si X est un ensemble globulaire, son image par F dans Mod(©y, 6’) se factorise (a iso-
morphisme pres) dans C' car les produits globulaires existent dans C' et que le plongement
de Yoneda les préserve. Ainsi, le foncteur F' induit un foncteur

G : 00-Grphy,;,(C) — Mod (o, C)
quasi-inverse de U tel que UG soit 'identité. 0

2.2.2. La preuve du lemme de 2-Yoneda implique que deux extensions globulaires véri-
fiant la propriété universelle précédente sont équivalentes de maniére unique & un unique
isomorphisme naturel pres. Il résultera de la section suivante que les objets d’une telle
extension globulaire n’ont pas d’automorphismes non triviaux. Une telle extension glo-
bulaire squelettique est donc définie a un unique isomorphisme pres. On appellera Og
cette extension globulaire squelettique.

Proposition 2.2.3. Pour toute extension globulaire C, il existe un morphisme d’exten-
sions globulaires ©g — C, unique & unique isomorphisme naturel pres.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition précédente appliquée
a C°. O
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2.2.4. Le foncteur G — G fait de G une extension globulaire. Par la proposition précé-
dente, il existe donc un foncteur canonique ©g — G. On appellera schéma de composition
un ensemble globulaire dans I'image essentielle de ce foncteur.

Proposition 2.2.5. Soit D une extension globulaire telle que le foncteur
Mod(D) — o-Grph

soit une équivalence de catégories. Alors le foncteur ©g — D est une équivalence de
catégories.

Démonstration. Soit A une catégorie. Dans le carré commutatif

Mod(D, A) 90-Grph 11, (A)

l |

Hom(A°, Mod(D)) —— Hom(A°, co-Grph) ,

glob

les fleches verticales sont des isomorphismes et la fleche horizontale du bas est une
équivalence de catégories. Il en résulte que la fleche du haut est une équivalence de
catégories.

Ainsi la fleche horizontal du bas du carré commutatif

Mod (D, A) — 00-Grphyy, (A4)

| |

Mod(D, A) — -Grph (4)

est une équivalence de catégories. Par ailleurs, les fleches verticales de ce carré sont
pleinement fideles. Il en résulte que le foncteur du haut est pleinement fidele. Montrons
qu’il est également essentiellement surjectif. Soit f : G° — A une extension coglobulaire.
Puisque le foncteur du bas est essentiellement surjectif, il existe un foncteur globulaire

g:D° — A tel que les foncteurs G° — D° % Aet G L A o A soient isomorphes.
Puisque le foncteur g est globulaire et que A est une extension coglobulaire, il existe
un foncteur globulaire h : D° — A tel que D° hoA o A et g: D° — A soient
isomorphes. Le pleine fidélité du foncteur a droite du carré entraine que h est envoyé sur
f a isomorphisme pres, ce qu’on voulait démontrer.

Ainsi D vérifie la méme propriété universelle que ©¢ et le morphisme ©g — D est
donc une équivalence de catégories. O

2.2.6. Soit F': ©g — C' une catégorie au-dessous de Oy.

On dira que C est une préthéorie globulaire si F est fidele et bijectif sur les objets.

On dira que C est une théorie globulaire si ¢’est une préthéorie globulaire telle que
le foncteur F' envoie les sommes globulaires sur des sommes globulaires.

Soit C une préthéorie globulaire. On dira qu'une fleche de C' est globulaire si elle est
dans I'image de F.
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2.3 Description combinatoire de O

2.3.1. Nous allons dans cette section donner une description combinatoire de la catégorie
©g. Pour ne pas nous embarrasser d’une notation temporaire, nous allons oublier notre
précédente définition de © et redéfinir cette catégorie. Nous montrerons a la fin de cette
section que cette nouvelle catégorie est canoniquement isomorphe a celle définie dans la
section précédente.

2.3.2. Soit 7 la catégorie des préfaisceaux en ensembles finis totalement ordonnés sur
I’ensemble ordonné des entiers naturels. La catégorie des arbres planaires finis est la
sous-catégorie pleine de 7 formée des préfaisceaux 7' tels que 7°(0) soit un singleton et
que T'(i) soit vide pour i assez grand. Un arbre planaire fini 7" est donc déterminé par des
ensembles totalement ordonnés (7;, <;) et des applications croissantes d; : Tj11 — T;.
On utilisera, par abus de langage, le terme arbre pour désigner un arbre planaire fini.

Exemple 2.3.3.

2.3.4. Un sommet d’un arbre T est un élément de la réunion des T} pour i = 0. On dit
qu’'un sommet x est de dimension i si x appartient a T;. On appelle dimension de T le
plus grand entier d tel que T admette un sommet de dimension d. On appelle fibre d'un
sommet x appartenant a 7;, la fibre en x de ’application d;;1 : T;.1 — T;. Si la fibre
d’un sommet z est vide, on dit que x est un sommet mazimal.

Si T est un arbre, un sous-arbre de T est un arbre 7° muni d’un monomorphisme
j: T — T, c’est-a-dire d’applications strictement croissantes j; : 7/ — T; qui commutent
aux applications d; pour ¢ positif. On dit que 7" est un sous-arbre plein si pour tout
sommet x de T, le monomorphisme j : 77 — T identifie la fibre de  dans 7" & un
segment de la fibre de j(z) dans T'. Cela signifie que pour tous xj,z2 dans la fibre de
x dans T”, tout y dans la fibre de j(x) dans T avec j(z1) < y < j(z2) provient d’un
élément de la fibre de x dans T” par j.
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Exemples 2.3.5. Voici deux exemples de sous-arbres pleins de ’arbre de ’exemple
2.3.3:

:133 xi ac? zg Jf%
2 z) )

3 3
3 x x
Ty 2 T3 4
2 2
7 z3
1 1
1 T2

Ty

2.3.6. Soient T un arbre et ¢ un entier positif. On appelle tronqué en dimension ¢ de T
le sous-arbre de T" dont les sommets sont les sommets de T' de dimension inférieure ou
égale a i. On note ce tronqué &;T. Si T est de dimension d non nulle, on appelle dg 1T
le bord de T et on le note 07

Exemple 2.3.7. Si T est ’arbre de ’exemple 2.3.3, on a

2

z? 3 z2
T = 1 1
0T = Ty T3

2.3.8. Soient T un arbre et z un sommet de dimension 7 ayant une fibre de cardinal n.
Les n arétes reliant x a un sommet de dimension ¢ + 1 déterminent n + 1 régions de
dimension i. On appelle régions internes les régions qui sont délimitées par deux arétes.
Si n est supérieur ou égal a 1, le sommet = détermine donc n — 1 régions internes. Si
n = (0, 'unique région déterminée par x n’est pas interne.

Exemple 2.3.9. Voici un exemple pour n = 3 :
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Les régions internes sont les régions 2 et 3. Voici les dix-neuf régions de l'arbre de
I’exemple 2.3.3 représentées par des points. Les régions internes sont indiquées par des
points d’intérieur blanc.

2.3.10. Nous pouvons maintenant donner la définition combinatoire de ©g. Les objets
de O sont les arbres. Si T et T’ sont deux arbres, un morphisme f dans Oq, de T vers
T’, est la donnée d’un monomorphisme d’arbres j : T — T" faisant de T un sous-arbre
plein de T, et du choix, pour chaque sommet maximal x de T, d’une région de j(x)
dans T".

Si f: X — X' est un morphisme de ©g, on notera également, par abus de notation,
f le monomorphisme d’arbres sous-jacent. En particulier, si x est un sommet de 7', on
notera f(z) le sommet correspondant & x dans T”.

Exemple 2.3.11. Si T” est I'arbre de ’exemple 2.3.3 et

i

il y a exactement six morphismes de T vers T" dans 0. Ceux-ci correspondent aux deux
sous-arbres pleins

2 2
2 x xT 2
z? 2 2 T3
1 1
x5 Ta
0
9 ) z9

de T et au choix d’une des quatre régions du sommet x% dans 7" pour le premier, et
d’une des deux régions du sommet 1:% pour le second (le sommet 2 n’ayant qu’une seule
région).

2.3.12. Définissons la composition des morphismes. Soient T I, 9 77 deux fldches
composables dans Og. Le composé des inclusions d’arbres pleins sous-jacentes fournit une
inclusion d’arbres pleins T" — T". 11 s’agit donc d’expliciter un choix de régions. Soit x
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un sommet maximal de 7. Le morphisme f associe & x une région o du sommet f(zx). Si
f(z) est une région maximale de 7", alors le morphisme g associe & f(x) une région 3 du
sommet g(f(x)). On associe alors a x la région 3. Si f(z) n’est pas une région maximale
de T, alors la région « correspond & une région o/ du sommet g(f(z)) via I'inclusion du
sous-arbre plein T' dans T”. On associe alors & z la région o/. On vérifie facilement que
cette loi de composition est associative et admet pour identité d’un arbre 7', I'unique
morphisme T' — T de ©¢ dont le morphisme d’arbres sous-jacent est I'identité de 7" dans
la catégorie des arbres.

2.3.13. Soient T un arbre et i un entier positif. On définit deux morphismes o/, 7! :

10"

0;T — T de ©g par I'inclusion canonique de ¢;1" dans T et le choix, pour chaque sommet
maximal de ¢;T, de la région la plus a droite, respectivement la plus a gauche, du
sommet correspondant de 7. Notons que si ¢ est supérieur ou égal a la dimension de
T, alors on a TiT = o*iT = 1,. Si T est de dimension d supérieure ou égale a 1, on note
O'TZO'?;_llaT—)Tet TT:Tg_l:aTHT.

On vérifie facilement que pour tout arbre T, si i et j sont des entiers tels que i > j = 0,
on a les égalités
T 8T _

et o; TV = TZT

8T
i 0 i T T

J

Exemple 2.3.14. Voici le choix des régions définissant respectivement o, et 7, ou T'
est I’arbre de I'exemple 2.3.3 :

2.3.15. Pour ¢ = 0, on note D; 'arbre

et pour ¢ > 1, on pose 0; = Op, D;-1 = Djetr, = T, D; 1 » D;. Pouri > 2, on a
donc

00,1 = T;0;_1 et 0;Ti1 = TiTi1

et la catégorie G s’identifie ainsi a une sous-catégorie pleine de ©y.
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2.3.16. Soit T un arbre. Pour tout ¢ positif, I’ensemble des morphismes D; — T de
Og s’identifie a ’ensemble des régions de T'. Si « est une région de dimension i de T,
on notera, par abus de notation, « le morphisme D; — T de Oy correspondant. On
identifiera également les sommets maximaux et leur unique région associée. Si « et 3
sont deux régions de T', on dira que 3 est au-dessus de o ou que « est au-dessous de 3 si
le morphisme « se factorise par 3. Géométriquement, cela signifie que o = 3, ou que «
est une région, adjacente a la branche joignant 3 a la racine, de dimension strictement
inférieure a celle de 3

Soit T un arbre. On définit une relation d’ordre total < sur ’ensemble des sommets de
T de la maniére suivante. Soient x et y deux sommets de T'. Appelons d, (respectivement
dy) la dimension de x (respectivement de y) et posons d = inf{d,, d,}. Les sommets x
et y s’envoient via les applications (d;);>o sur des sommets de x4 et y; de dimension d.
Si zg4 et yq sont différents, on pose z < y si et seulement si x4 <g4 yq. Si Tq = y4, on pose
x <y si et seulement si d; < d,.

Exemple 2.3.17. Si

0
Ty

ou a rangé les sommets de gauche & droite (autrement dit, on a xf <4 xzc-lH), alors on a

x[l)ga:%<m%<x%<x?<x§<x§<x%<x§<mi.
Proposition 2.3.18. Le foncteur G — Oq fait de Oy une extension globulaire. Plus
précisément, soient T un arbre et 1 < x9 < --- < x, l’ensemble des sommets maximaux
de T. Pour k entre 1 et n, notons i la dimension de xy. A chaque sommet xj est
associée une région oy, : D;,, — T de T. Pour k entre 1 et n — 1, soit o l'unique région
de dimension maximale au-dessous de «, et de oy, . Appelons i}, sa dimension. Alors
T est la somme globulaire

T'=Djup, Diplp, ---Lp, D;
’Ll 22 K2

dont le tableau des dimensions est

Démonstration. Appelons D le tableau des dimensions de 1'énoncé. Les morphismes o,
et o, déterminent un céne ¢ : Fp — T dans ©g. Soit U le foncteur d’oubli de la catégorie
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des arbres vers la catégorie des préfaisceaux sur les entiers naturels. On vérifie facilement
que le cone U = ¢ est un cone limite inductive. En effet, il s’agit de calculer une limite
inductive dans une catégorie de préfaisceaux, ce qui se fait objet par objet.

Soit ¢ : Fp — T’, ou T est un arbre, un céone dans Oq. Puisque le cone U * ¢ est
universel, le cone ¢’ induit un unique morphisme f : U(T) — U(T"). Nous allons montrer
que le morphisme f respecte 'ordre sur les sommets et fait de 7" un sous-arbre plein
de T".

Cela résulte de I'observation suivante. Si on a un diagramme commutatif

Dy
S
D X

k Dj

dans ©g, ou i, j, k sont des entiers tels que k < i, kK < j, et X est un arbre, alors si x
(respectivement y) désigne le sommet de dimension k + 1 de D; (respectivement Dj), on
a f(z) < f(y). De plus, si w désigne I'image du sommet maximal de Dy dans X, alors il
n’existe pas de sommets de X de dimension k + 1 au-dessus de w strictement compris
entre f(x) et f(y).

Pour conclure, il suffit de montrer qu’il existe un unique choix de régions faisant de f
un morphisme de cones de ¢ vers ¢’. L’égalité fc = ¢’ entraine que pour k entre 1 et n, la
région associée & xy, doit étre la k-iéme composante du cone ¢’. On vérifie immédiatement
que ce choix convient. O

Exemple 2.3.19. L’arbre

ol on a noté x) le sommet correspondant a la région o) de I’énoncé précédent, est donc
la somme globulaire

T=D HDO D3 p, D3 lp, D3 lp, Do p, D3

dont le tableau des dimensions est

1 3 3 3 2 3
0 2 2 1 1 '
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2.3.20. Dans la suite du texte, on identifiera les arbres & leur tableau des dimensions.
En particulier, si C' est une catégorie au-dessous de G et S est un arbre, on notera Fg
le systeme globulaire a valeurs dans C' associé au tableau des dimensions de S.

2.3.21. Soit , ,
1/1 .. Zn

T = . .
()

dans Op. Le cone Fpr — T a valeurs dans O induit un foncteur I,, — G/T. Ce fonc-
teur induit un isomorphisme de I,, sur une sous-catégorie (non pleine) de G/T qu’on
notera 7. Explicitons T. Notons oy : Dy, — T, pour k entre 1 et n, les régions maxi-
males de T, et a, : Di;c — T, pour k entre 1 et n — 1, les régions internes de T'. Les

objets de T sont les (Diy,a), pour k entre 1 et n, et les (Dl-;c,oz;ﬁ) pour k entre 1
et n — 1. Ses morphismes, outre les identités, sont les Uf,’“ : (Dik yap) — (D, o) et les
k

TZZ““ t (Dyr o) = (Diyyy, g 1), pour k entre 1 et n — 1.
Lemme 2.3.22. Soient T un arbre et 3 une région de T'. La catégorie ﬂ\f est non vide
et connexe. Le foncteur d’inclusion T — G/T est donc cofinal.

Démonstration. Notons d la dimension de 3 et ﬁ la catégorie B\T Un objet de 6 est un
couple ((Dy, o : D; > T),g : Dg — D;), avec (D;, @) un objet de T' et g un morphisme
de O, tel que f = ag. Pour un « fixé, un tel g existe si et seulement si la région «
est au-dessus de la région 3, et, dans ce cas, g est unique. Les objets de B s’identifient
donc aux régions maximales ou internes de T au-dessus de 3. Ainsi, si 7”7 désigne I’arbre
obtenu & partir de T' en prenant le sommet associé a § pour nouvelle racine et en ne
gardant que les sommets associés aux régions au-dessus de (3, les catégories 5 et T" sont
canoniquement isomorphes. Or il est immédiat que T" est non vide et connexe. O

Proposition 2.3.23. Notons v linclusion Mod(©g) — (:)\0 et i le foncteur canonique
G — Og. Le foncteur i*1 : Mod(0g) — G est une équivalence de catégories. Le foncteur
ix : G —> Og est a valeurs dans Mod(Oy) et induit un quasi-inverse.

Démonstration. Soit X dans G et T dans ©p. On a

i(X)(T)= lm X(D;)=lmF,
D;—TeG/T

olt F': (G/T)° — &ns est le composé du foncteur d’oubli (G/T)° — G° et du foncteur
X : G° — &ns. Soit T la sous-catégorie de G/T définie dans le paragraphe 2.3.21. Par le
lemme précédent, le foncteur T° — (G/T)° est final et on a

im  X(D;) ~ lim X(Dj).
D;—TeG/T D, —»TeT

Le préfaisceau i.(X) est donc globulaire et i, est bien a valeurs dans Mod(0y). De plus,
la formule précédente entraine que i,i*(X) ~ X pour X dans Mod(©p). Ainsi, I'image
essentielle de i, est Mod(©p). Puisque i, est pleinement fidele (car i l'est), le foncteur
1, induit I’équivalence de catégories annoncée, et on a i*i, X ~ X pour X dans G. [
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Proposition 2.3.24. L’extension globulaire ©g définie dans cette section est canoni-
quement isomorphe a ’extension globulaire ©¢ définie dans le paragraphe 2.2.2.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition précédente et de la
proposition 2.2.5. O

Proposition 2.3.25. Toute fleche de ©q est un monomorphisme.

Démonstration. Soit f : S — T une fleche de ©¢. Supposons qu’on ait deux fleches
g,h : U — S telles que fh = fg. Puisque U est somme amalgamée d’objets de G, on
peut supposer qu’on a U = D; pour un ¢ positif. Les morphismes g et h correspondent
alors & des régions a et § de S. Le morphisme fh = fg correspond a la fois aux régions
«a et 3 vues dans T. D’ou o« = 8 dans T et donc dans S. Ainsi, on a g = h, ce qu’on
voulait montrer. O

2.4 Lemmes sur les catégories au-dessous de O,

Proposition 2.4.1. Soit C une catégorie au-dessous de ©q via un foncteur G. Donnons-
nous un arbre S, un objet X de C et un cone ¢ : Fg — X. Soient o : D; — S et
B:D; = § deux régions mazimales de S. Si on un diagramme commutatif dans Oq de
la forme

ou k est un entier positif, alors le diagramme dans C

G(f/’ \
G\ /
est commutatif.

Démonstration. Par le lemme 2.3.22 (et avec les notations du paragraphe 2.3.21), le

foncteur I : S — G/S est cofinal. Notons Hg le foncteur composé G/S — G — 6, <, c.
La donnée du cone ¢ correspond a celle d'un cone de source Hgl. Mais par cofinalité,
cette donnée correspond a celle d’un cone de source Hg. Or le premier diagramme de
I’énoncé peut s’'interpréter comme un diagramme dans G/S et le deuxieme diagramme
comme le diagramme de naturalité associé. O
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2.4.2. Soit C une catégorie au-dessous de ©p. Donnons-nous un morphisme f : S — T
dans Og, un objet X de C' et un cone ¢ : Fpr — X. Par le lemme 2.3.22, la donnée du cone
¢ équivaut a la donnée d’un cone Hy — X ou Hr est le composé G/T' — G — ©y — C.
Le foncteur G/S — G/T induit par f permet donc d’obtenir un cone Hg — X et par
suite un cone ¢ : Fg — X.

On peut expliciter ¢ de la maniere suivante. Soit o : D; — S une région maximale
de S. Par définition, ¢, est Pévaluation en fa du come Hp — X, c’est-a-dire CgJj pour
n’importe quelle factorisation fa = (7, ou § est une région maximale de S et j un
morphisme de .

Proposition 2.4.3. Soit C une extension globulaire. Supposons que pour tout i stricte-
ment positif, les morphismes o; et T; admettent une rétraction commune k,_, dans C.
Alors tout fleche S — T de ©Og est un monomorphisme scindé dans C. De plus, deuz
morphismes S — T dans O, identiques en tant que morphismes d’arbres, admettent
une rétraction commune dans C.

Démonstration. Pour j = ¢ > 0, posons fi3 =K. Kj_gki_q. Le morphisme mé est une
rétraction commune de af et 7'1-] .
Soit f : S — T une fleche de ©y. Supposons que

S:(“ S m) ot Tz(‘h B Jn).
L T O | J1 o In—1

Pour un entier k entre 1 et n, appelons s la dimension maximale d’un sommet de S (vu
comme un sous-arbre de 7T') se trouvant sur la branche joignant la racine de T" au k-ieme
sommet maximal de 7. De méme, pour k entre 1 et n — 1, appelons s, la dimension
maximale d’un sommet de S sur la branche joignant la racine de T" a la k-ieme région
interne de 7. On a s, < j,. La définition des sj et s} entraine la propriété suivante :
pour k entre 1 et n — 1, si s = jj ou sp41 = jj, alors t), = j;. et si s, < j, ou sp41 < Jjj,
alors sj. = sj. Cette propriété permet de vérifier que le morphisme

S1

g=r;U -0, K"

s s In "
K} kPl
J1 In—1

est bien définie. La source de g est T par définition. Son but est I'arbre

XSlLIX/ HX/ Xsn’
51 Sn—1
qui n’est autre que S.
Vérifions qu’on a bien gf = 1g. Soit k un entier entre 1 et m. Avec les notations du
paragraphe 2.4.2; on a un diagramme commutatif

i)
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Le morphisme gf est donc la somme amalgamée itérée 1D¢1 ]_[Di,1 - lp, 1 1Dim7 c’est-
a-dire Didentité.

Par ailleurs, la construction du morphisme g ne dépend que du morphisme d’arbres
sous-jacent a f. O

2.5 Sommes globulaires généralisées

2.5.1. Dans toute cette section on se fixe une extension globulaire C' munie d’un mor-
phisme d’extensions globulaires ©g — C.

Soient
Zl . e Z
ety )
31 lp—1

un arbre et k un entier positif. On dira que X est k-suspendu si pour tout entier [ entre
letn—1,onaid >k SiX est k-suspendu, pour j entre 0 et k, on pose

C (i in—J
X|—j]l = . . . . .
=l ( f=J iy = )
Géométriquement, X[—7j] s’obtient en coupant « la tige » de X en dimension j.
Un sous-arbre Z d’un arbre X est dit complet si tout sommet non maximal de Z a

méme nombre de régions que le sommet correspondant dans X. On dit alors que X est
un prolongement de Z. Si

1 1 2 -1
zl zh 2 apt z} ap
/1 1 / 12 .., JIn—1 ! m ... nn ’
hd! Tpp—1 %1 7 Tpp_1—1 Zp—1 1 Tpp—1
ol pour tout i entre 1 et n et j entre 1 et p; — 1, on a z; < 2, 2 < z% et 2 < 2t
¢ ) L R J J J+L
On notera
¥ - X X,
- Z, .. Zl ’
1 n—1
ou pour ¢ entre 1 et n, on a posé
i i
X, = o1 . . Lp;
7 l‘/z . ﬂ?’l ‘
1 pi,:[

Les arbres X; sont z;-suspendus. Géométriquement, ’arbre X est obtenu en recollant au
i-ieme sommet maximal de Z Parbre X;[—z;].

Si X est un prolongement de Z, ou plus généralement, si Z est un sous-arbre plein
de X, on dispose de deux morphismes O'%( et 7'? de source Z et de but X. On définit a%(
(respectivement Té( ) par 'injection canonique i de Z dans X et le choix pour chaque
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sommet maximal s de Z de la région la plus a gauche (respectivement & droite) de i(s).
Nous appellerons ces morphismes des morphismes source généralisés (respectivement
morphismes but généralisés).

Soient X1,...,X, et Y1,...,Y,, 1 des arbres tels que pour 7 entier entre 1 et n — 1,
I’arbre Y; soit un sous-arbre plein de X; et X;,1. On notera

X1 HYI X2 HY2 HYn Yn

-1

la limite inductive
X1 Xo Xo Xn
(Xl,UYI ) Uy, (TY1 y X2, 0y, )y, -~ Ly, | (TYn_l’X")‘

Une telle limite n’existe pas toujours. Par exemple, on vérifie facilement que si o < a,
sont les deux régions maximales de S = D11l D1, la limite inductive (S, )1l (ay, S)
n’existe pas dans ©g. Le but de cette section est de montrer que ces limites existent
si pour i entre 1 et n — 1, les arbres X; et X;,1 sont des prolongements de Y;. Nous

dirons alors que les arbres Xi,...,X,, au-dessus des arbres Yi,...,Y, 1 forment un
systeme globulaire généralisé, et nous appellerons sa limite inductive la somme globulaire
généralisée des X1, ..., X, au-dessus des Y7,...,Y,_1.

Proposition 2.5.2. Soient X un arbre, a : D; > X un morphisme source généralisé
et Y un prolongement de D;. Alors X Up, Y existe dans C' et s’obtient en recollant a X
Uarbre Y[—i] a droite de la région c.

Démonstration. Le résultat est claire si X = D;. De méme, si o est contenu dans la
branche la plus a droite de X, on voit facilement que la somme X 1, Y est une somme
globulaire standard.

Sinon, soit d I'indice du plus grand (pour l'ordre sur les sommets) sommet maximal
de X au-dessus de a. Supposons que

N P B )
L3 T 2T | J1 o Jn-1

On a alors d < m. Appelons S I'arbre obtenu en recollant & X l'arbre Y[—i] & droite de
a. On a
g (- ia g1 - gn dap1 - in
N Gomdg g 4 gy e g Tag1 v T :
Donnons-nous un arbre 7. On a

Hom (X 1p, Y, T) = {(f : Di, = T)1<k<ms (9k : Djj, = T)1<ksn;
froy = fk+1TZ/:+1 (I<k<m-1),
QkU;Z = 9k+17j5“ (1<k<n-1),

deZ-d = 91751}
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et
Hom (S, T) = {(f : Di,, = T)1<k<m, (9k : Dj, = T)1<kn;
frolt = f,mf?,’c“ (1<k<dd<k<m-—1),
k

gkagl = 9k;+17']/k+1 1<k<n-1),

d41

faol = gi7! ,gnal = far 17y

Pour montrer le résultat, il suffit de montrer que ces deux ensembles d’équations sont
équivalents. Pour ce faire, il suffit de vérifier que sous les équations communes aux deux
ensembles, on a fda ;= gna , . Puisque o : D; —» X est un morphisme source généralisé,

on a i < i. Pulsque Y est un prolongement de D;, par la proposmon 2 4.1, si k est un

entier entre 1 et n — 1, on a gxo)" = g4 1(7] ™' ou bien gyol* = gr+17/*. On a donc

faoy = faoi'oy = gim) oy = qrof'ol = gorl0y = g0l = - = gaoltol = gaol,
, .

ce qu’on voulait montrer. O

Proposition 2.5.3. Soient X1,..., X, des arbres et iy,...,in—1 des entiers positifs tels

que pour k entre 1 et n — 1, les arbres X}, et X1 soient des prolongements de D,
Alors la somme amalgamée itérée Xy HDZ,1 RERINY X,, existe dans C.

Démonstration. Le résultat découle du précédent par récurrence. En effet, on peut mettre
en place une récurrence car pour tout k entre 1 et n — 1, le morphisme que

Dik- - X3 LIDZ_1 <+ Up. X

k—1

est un morphisme source généralisé. O

2.5.4. Soit Z un prolongement de Y. Supposons que

2= (", ) e =M )
Zl e Zn_l ’Ll e ’Ln_l

Pour k entre 1 et n, puisque 'arbre Y}, est ij-suspendu, on a 0;, Yy = D;

1k
. Yy Y
phismes o, ", 7;

et les mor-
ont donc pour source D;, . On vérifie facilement qu’on a

- X « s . Xn X - Xl .« e Xn
oz =0, LIDZ_,1 LID%?1 o, et 775 =T I_IDI_,1 HDi’n,l T

Lemme 2.5.5. Soient C une catégom’e et X, A B,D,A", B’ des objets de C. Donnons-
nous des fleches 13 : D — A8 : D — B, LD D — A’ : D — B telles que les
sommes amalgamées All, B et A'li, B existent dans C. Sozent (fA/, fp): Au,B — X

deuz morphismes de C et gar : A' — A, gg : B' - B deuz morphismes de C induisant
un morphisme A'11, B' — A1, B. Alors on a

XUA'LIDB’ (AHD B) >~ (XHA/ A)HB/B

dans la catégorie copréfaisceaux sur C.
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Démonstration. Soit Y un objet de C. On a
Homé’(XHA/HDB/ (AHD B),Y) = {hX : X — Y;hA : A—>Y7hB . B _)Y7
hatpy = hpiB,hx far = haga, hx for = hpgp)
et

Homs((X 11y A)lig B,Y) ={hx : X >Y,ha: A>Y, hp: B —>Y;
hxfar =haga,hx fp = hpgp}.

Or les égalités hx far = haga et hx fgr = hpgp: entrainent

A Al B B
hagatp = hxfatp =hxfeip = hpgptp,

’ / . 3
et donc h AL‘,% = hBLg car g A/L’g = L’g et gB/LLB) = Lg. Ceci montre que les deux copré-
faisceaux de 1’énoncé sont canoniquement isomorphes. ]

Proposition 2.5.6. Soient X, Y et Z trois arbres. Donnons-nous un morphisme source
généralisé Z — X et supposons que Y est un prolongement de Z. Alors la somme
amalgamée X 11, Y existe dans C.

Démonstration. Supposons que

7 - (’I/]_ ., e ., ZTL) ot Yy — (Yl ., e ) Yn> )
21 e Zn_l Zl PEEEEY Zn_l

Par la proposition 2.5.2 et la preuve de la proposition 2.5.3,on a ¥y = Y I ---II
"1 n—1

Y,. Par ailleurs, le morphisme but généralisé 7 — Y est une somme amalgamée de
morphismes but généralisés au-dessus des Di;c (voir le paragraphe 2.5.4). On a donc par
le lemme précédent,

Or le copréfaisceau de droite est représentable. En effet, cela résulte par récurrence de
la proposition 2.5.2 car pour tout k entre 1 et n, le morphisme

Dik — ((X ]_ID,L_1 YI) ]_[Di2 YQ) <+ lp Yi_1

ik—1

est un morphisme source généralisé. O

Proposition 2.5.7. Soient X1,...,X, et Y1,...,Y,_1 des arbres tels que pour i entier
entre 1 et n — 1, les arbres X; et X;11 soient des prolongements de Y;. Alors la somme
globulaire généralisée

Xilly, -y | X,

—1

existe dans C.
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Démonstration. Le résultat découle du précédent par récurrence. En effet, on peut mettre
en place une récurrence car pour tout k£ entre 1 et n — 1, le morphisme que

Yk - X]_ HYl e Hkal Xk
est un morphisme source généralisé. O

Proposition 2.5.8. Soient D une catégorie et F' un foncteur de C vers D. Si F' commute
auxr sommes globulaires, alors F' commute auzx sommes globulaires généralisées.

Démonstration. Cela découle du fait que les sommes globulaires généralisées peuvent
s’exprimer comme des sommes globulaires usuelles. O

2.6 Complétion globulaire

2.6.1. Soit C une catégorie au-dessous de ©y. On appellera complétion globulaire toute
extension globulaire D munie d’un foncteur C — D au-dessous de ©g, telle que pour
toute extension globulaire D’ munie d’un foncteur C — D’ au-dessous de Oy, il existe
un unique foncteur D — D’ tel que le triangle

/ \L
\ ;
D

soit commutatif. Deux complétions globulaires sont canoniquement isomorphes et on
parlera donc de la complétion globulaire. Le but de cette section est de montrer qu’elle
existe toujours. On la notera Glob(C).

Proposition 2.6.2. Soit C une catégorie. Fizons (Fy, : I, = C) o une famille de fonc-
teurs, indexée par une ensemble K, de source des petites catégories Iy, et une famille de
cones (4, : Fy — ck) e 0U les ¢ sont des objets de C.
1l existe une catégorie D et un foncteur p : C — D qui ont les deux propriétés
sutvantes :
— pour tout k dans K, le cone pxe, : pFy, — p(cy) est un cone limite inductive ;
— pour toute catégorie D' et tout foncteur p' : C — D' tels que pour tout k dans
K, le cone p' xe, : p'F, — p'(cx) soit un cone limite inductive, il existe un unique
foncteur h : D — D' tel que le triangle

p _D
C/h
\/
r D

soit commutatif.
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Démonstration. Soit a un ordinal de cofinalité strictement supérieure aux cardinaux
des FI(I;) pour k dans K, c’est-a-dire tel que pour tout k dans K et toute application
f : FI(Ix) — «a, I'image de f n’est pas cofinale dans a. On va construire par récurrence
transfinie une a-suite de catégories (Cg)g<q telle que Ob(Cj) = Ob(C) pour tout § < «
et que les foncteurs de la suite soient I'identité sur les objets.

On pose Cy = C.

Supposons la suite construite pour § < « et définissons-la jusqu’a G+1. On commence
par définir un graphe Ggi. Les sommets de Gg41 sont les objets de C'. Les arétes sont
de deux types :

— pour tout morphisme u : ¢ — ¢’ de C, on a une aréte [u] de source ¢ et de but ¢’;

— pour tout cone 6 : F, — ¢ de Cg, on a une aréte [6] de source ¢ et de but c.

La catégorie Cgyq est la catégorie libre sur le graphe Gg;1 soumise aux relations

— [vu] = [v][u] pour ¢ 5 ¢ = ¢ dans Cg;

1.] = 1, pour ¢ dans Ob(Cg) Ob(C);

[
[v0] = [v][4] pour F % ¢ un cone dans Cjs et ¢ = ¢’ un morphisme de Cj;
- [0:] = [5] [e4 ;] pour un cone d : Fj, — c dans Cp et i dans Iy ;
— lex] = 1., pour k dans K.
On a un foncteur canonique de Cg dans Cgi1. Si B est un ordinal limite, on pose
Cs = h—n>1y<ﬁ C,. Enfin, on pose D = li_n)la C3. On a un foncteur canonique dep : C' — D.
Montrons que p ¢, : pFj, — p(ci) = ¢ est un cone limite inductive. Soit § : pFj, — ¢
un cone de D. Il s’agit de montrer que J se factorise par p * £, de maniere unique. Puisque
la cofinalité de « est strictement supérieure au cardinal de [, il existe un ordinal 8 < «
tel que les composantes de ¢ sont dans Cjg. On a donc un morphisme [d] : ¢, — ¢ dans
la catégorie Cg41. Le triangle

de Cp1 est commutatif car pour tout i dans Ix, on a [6][e, ;] = [;]. Supposons main-
tenant qu’on a deux factorisations u, v : ¢ — c¢. Par la propriété de cofinalité de «, ces
deux factorisations existent déja dans un certain Cg. On a donc ue;, = ve;, dans Cg. Or
[ue, ] = [u]le,] = [u] dans Cs.q. De méme, [ve,| = [v]. D'ou [u] = [v] dans Cgiq et
u = v dans D.

Montrons maintenant que D a la propriété universelle annoncée. Soit donc p’ un
foncteur C' — D’ dans I’énoncé. Construisons par récurrence sur « des foncteurs hg :
Cs — D au-dessous de C pour 3 < a. Pour 8 = 0, on pose hg = 1,. Pour 3 ordinal
limite, on pose hg = li_r)n7< 5 h.. Pour définir hg,1, on prolonge hg de la maniére suivante.
Soit § : I, — ¢ un cone a valeurs dans Cg. On envoie [] sur la fleche universelle de D’
correspondant au cone hg(d). On obtient ainsi un morphisme de graphes Ggy1 — D’
et puisqu’il vérifie les relations définissant Cjg,q, il induit un foncteur Cgyqy — D' au-
dessous de C. On pose h = li_H)la hg. Le foncteur h est bien au-dessous de C. Tout
foncteur b’ : D — D' au-dessous de C peut se construire par récurrence et il est clair
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que le choix qu’on a fait pour I'image d’un cone est imposé par le fait que h' préserve
les cones limites ¢,. D’ou I'unicité de h. O

Corollaire 2.6.3. Si C' est une catégorie au-dessous de O, sa complétion globulaire
existe.

Démonstration. On applique le théoreme précédent avec K ’ensemble des tableaux des
dimensions, I}, = I, F} les systémes globulaires a valeurs dans C, €, I'image par ©g — C
des cones universels associés aux sommes globulaires. O

Remarque 2.6.4. On peut choisir pour 'ordinal « de la preuve de la proposition 2.6.2
I'ordinal w. La complétion globulaire est donc construite comme limite inductive d’une
suite.

2.7 Homogénéité

2.7.1. Soient C une préthéorie globulaire et f une fleche de C. On rappelle que f est
dite globulaire si elle est dans I'image du foncteur ©g — C. On dira que f est algébrique
si, des que f = ia ou 7 est globulaire et a est dans C, la fleche 7 est une identité.

On dit que C est homogéne g’il existe une sous-catégorie A de C telle que, pour
toute fleche f de C, il existe une unique décomposition f = ia ou i est globulaire et a
est dans A.

Proposition 2.7.2. Soit C' une préthéorie globulaire. Si A est une sous-catégorie de C
vérifiant la propriété de la définition précédente, alors ’ensemble des morphismes de A
est I’ensemble des fleches algébriques.

Démonstration. Soit a une fleche de A. Supposons qu’on ait a = ia’ avec i globulaire et

a’ dans C. 1l existe une décomposition a’ = i'a” avec i’ globulaire et a” dans A. Alors

a =1i'a”. D’ou 7’ = 1 dans C. Puisque le foncteur ©¢ — C' est fidele, on a 7’ = 1 dans
O et donc i = 1 dans ©g. D’ou a est algébrique.
Soit b une fleche algébrique de C. Il existe une décomposition b = ia avec ¢ globulaire

et a dans A. Puisque b est algébrique, on a ¢ = 1 et donc b = a est dans A. ]

Exemple 2.7.3. L’exemple fondamental de théorie globulaire homogene est la catégorie
© qui sera définie dans la section 3.2 (voir la proposition 3.3.10).

2.7.4. Si C est une préthéorie globulaire homogene, la proposition précédente entraine
que ’ensemble des fleches algébriques est stable par composition. On notera Cy, la
catégorie des fleches algébriques. Si f est une fleche de C', on appellera décomposition
algébrique de f la décomposition f = ia avec i globulaire et a algébrique. On notera
cette décomposition f = fglob falg-

Proposition 2.7.5. Soit C' une préthéorie globulaire homogéne. Les fléches globulaires
sont des monomorphismes dans C.
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Démonstration. Soit i une fleche globulaire. Supposons qu’on ait if = if’ dans C. Soient
f =jaet f' =ja les décompositions algébriques de f et f’. On a alors ija = ij'a’ et
donc ij = ij’ et a = @’ dans C. Puisque le foncteur ©g — C' est fidele, on a également
ij = ij' dans ©g et donc j = j' car toute fleche de ©¢ est un monomorphisme. D’ott

f=1r. O

2.7.6. Soient C' et D deux préthéories globulaires homogenes. Un morphisme de théories
globulaires homogénes ou foncteur homogene de C' vers D est un morphisme de préthéo-
ries globulaires de C vers D qui envoie les fleches algébriques de C dans les fleches
algébriques de D. On dira que C est homogéne sur D si C est munie d'un foncteur
homogene de C vers D.

Soit C' une préthéorie globulaire au-dessus d’'une préthéorie globulaire D wvia un
foncteur F'. On dira qu’'une fleche de f de C est algébrique sur D si F(f) est algébrique
dans D.

Proposition 2.7.7. Soit F': C — D un morphisme de préthéories globulaires. Si f est
une fleche de C' algébrique sur D, alors f est algébrique dans C'.

Démonstration. Si f = ia avec i globulaire, alors F'(f) = iF(a). Par hypothese F(f) est
algébrique et on a i = 1 dans D et donc dans ©y. O

Proposition 2.7.8. Soit F' : C — D un morphisme de préthéories globulaires homo-
genes. Alors les fleches algébriques de C sont les fléches algébriques sur D.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition précédente. ]

Proposition 2.7.9. Soit C' une préthéorie globulaire au-dessus d’une préthéorie globu-
laire homogéne D via un foncteur F'. Si pour toute fleche f de C, il existe une unique
décomposition f = ia ot i est globulaire et a est algébrique sur D, alors F' fait de C une
préthéorie globulaire homogeéne sur D.

Démonstration. Il suffit de remarquer que ’ensemble des morphismes envoyés par F' sur
une fleche algébrique est stable par composition. O

Proposition 2.7.10. Soit C' une préthéorie globulaire au-dessus d’une préthéorie glo-
bulaire homogéne D. Si les fieches globulaires sont des monomorphismes dans C, alors
toute fleche f de C admet au plus une décomposition de la forme f = ia avec i globulaire
et a algébrique sur D.

Démonstration. Appelons F le foncteur de C' vers D. Soient f = ia = i'a’ deux telles
décompositions. On a F(f) = iF(a) = i'F(a’) dans D. Puisque D est homogene, on a
i =1 dans D et donc dans ©g. D’olt ia = ia’ dans C et donc a = a’ par hypothese. [

Proposition 2.7.11. Soit I une petite catégorie filtrante et F' : I — Cat un foncteur.
Appelons C' la limite inductive du foncteur F.
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1. Si le foncteur F' se factorise par la catégorie des extensions globulaires, alors les
foncteurs F(i) — C, pour i dans I, sont globulaires. En particulier, C est canoni-
quement une extension globulaire.

2. Donnons-nous une théorie globulaire homogéne D. St le foncteur F' se factorise par
la catégorie des théories globulaires homogenes sur D, alors C' est canoniquement
une théorie globulaire homogéne sur D.

Démonstration. 1. Soit S un tableau des dimensions. Pour ¢ dans I, on notera ¢; le cone
limite inductive Fg — S dans F(i) associé a S et G; le foncteur F(i) — C. Fixons ¢
dans I. Il s’agit de montrer que G; *¢; : Fg — G;(S) est un cone limite inductive dans C.
Soit d : Fg — X un second cone dans C'. Puisque la catégorie d’indice de Fg est finie et
que I est filtrante, ce cone provient d’un coéne d’ dans F(i') avec ¢’ > i. Or le foncteur
F(i) — F(i') envoie ¢; sur le cone ¢;. Il existe donc un morphisme de cones ¢y — d’
et donc un morphisme de cone o : G;*¢; = Gy xcy — d = Gy =d'. Soit S un second
tel morphisme. Puisque la catégorie d’indice de Fg est finie et que I est filtrante, ce
morphisme provient de F(i”) avec " > ¢'. Il vient que o = 3 dans F(i") et donc dans C.

2. La catégorie C' hérite d’un foncteur C' — D. Choisissons i dans /. On dispose du
diagramme commutatif suivant :

O — F(i) —C

N

D

Par 1, le foncteur F(i) — C est globulaire. Il en est donc de méme du foncteur Oy — C.
Puisque les foncteur @9 — C et ©9 — D sont globulaires, le foncteur C' — D l'est
également. De plus, puisque ©g — D est fidele, le foncteur Oy — C est fidele. Ainsi,
C est une théorie globulaire.

Soit f un morphisme de C'. Le morphisme f provient d’une catégorie F'(i) pour un
i dans I et admet donc une décomposition f = ja dans C, provenant de F(i), ou j
est globulaire et a est algébrique sur D. Soit f = j’a’ une seconde décomposition de f
dans C, ou j' est globulaire et a’ est algébrique sur D. Cette décomposition provient
d’une décomposition algébrique dans une catégorie F(i') pour un i’ dans I. Puisque [
est filtrante, ces deux décompositions proviennent d’une méme catégorie F'(i”) pour un
i" dans I et il vient que j = j' et a = @’ dans F(i") et donc dans C'. Le résultat suit par
la proposition 2.7.9. O



Chapitre 3

Les catégories O et O

3.1 Extensions globulaires catégoriques et groupoidales

3.1.1. Une extension globulaire F' : G — C est précatégorique (respectivement ca-
tégorique, prégroupoidale, groupoidale) si F° : G° — C° induit sur C° une struc-
ture de co-précatégorie (respectivement de co-catégorie stricte, de co-prégroupoide, de
oo-groupoide strict). Précisons ces notions.

Une extension globulaire précatégorique est une extension globulaire munie de mor-

phismes
V;:DiaDiUDj D;, i>3j>0,

kit Diy1 — Dy, 120,

vérifiant les axiomes suivants :

1. pour tout 7 positif, on a

Ki0iy1 = 1p, et kKT =1p;;

k3

2. pour tous ¢,j tels que i > j = 0, on a

Vig — €90, sij=1—1,
B (0- 11 U-)Vifl sinon
i -Dj "1 J ’

i €17, sij=1t—1,
Vit = 1 vi-l g
(Ti D, ’7’2-) j sinon,

ou ey, g9 :D; — Dy ., D; désignent les fleches canoniques.
Si C est une extension globulaire précatégorique, on notera
J

K, =K

i j"'ﬂ’i72"£i717 223207

41
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et
V,- = V;_l, Z > 0
Une extension globulaire précatégorique est catégorique si elles satisfait les axiomes
suivantes :

(CC1) Associativité
Pour tous entiers i, j tels que ¢ > j = 0, le carré

Vi
D; J D; HD]- D;
% Ip,Up, Vj
D; HD]- D; - D; HD]- D; HD]- D;
V]-LIDj Ip,

est commutatif;

(CC2) Loi d’échange
Pour tous entiers i, j, k tels que i > j > k = 0, le diagramme

D;

D;up, D, D; Lpy, D;
Vilp, V5 v}."uvivi
(D; p, D;) up, (D lp, D;) = (D;up, D;) UDjuDij (Di Up, Di),
ou la somme amalgamée itérée a droite est la somme globulaire généralisée
(D 1p, Dy, 011, o) i, D, (7} p, 7}, D; 11y, D),
qui existe d’apres la proposition 2.5.7, est commutatif;

(CC3) Unités
Pour tous entiers i, j tels que ¢ > j = 0, le diagramme

Dj HDj D;

est commutatif;



3.1. EXTENSIONS GLOBULAIRES CATEGORIQUES ET GROUPOIDALES 43

(CC4) Fonctorialité des unités
Pour tous entiers ¢, j tels que ¢ > j = 0, le diagramme

i+1

Dz‘+1 Di+1 HD]. Di+1
K; #illp , K
D; D; 1 D;

est commutatif.

3.1.2. Une extension globulaire prégroupoidale est une extension globulaire précatégo-
rique munie de morphismes

Q) :D; - Dy, i>7j>0,
tels que pour tous ¢, j vérifiant ¢ > 7 > 0, on ait

7%= -1 g
JZ-Q]. sinon,

et

Qir. = {ai sij=i-1

TiQ§_1 sinon.
Une extension prégroupoidale est groupoidale si elle satisfait les axiomes (CC1),
(CC2), (CC3), (CCA4), ainsi que I'axiome additionnel suivant :

(CG1) Inverse
Pour tous ¢, j tels que ¢ > j = 0, les carrés

w wJ
D; D; D; D;
D, 115 D, D D, 115 D, D.
D, - i+ Hp . i
@) T p,0)

sont commutatifs.

Pour des raisons analogues a celles exposées dans le paragraphe 1.1.2, dans une
extension globulaire groupoidale, les diagrammes suivants sont automatiquement com-
mutatifs :



44 CHAPITRE 3. LES CATEGORIES © ET ©

(CG2) Fonctorialité des inverses
Pour tous entiers 4, 7, 7' tels que ¢ > j # j' = 0, les carrés

vi

D; 7 .D; HDj D; D; D, HDj D;
Q; (€2Q; 75192) et Qj-/ (519;/752&2;/)
D, o D; 1, D; D; = D; 1 Dy,
J J

ol €y,69 : D; = Dy LIDj D; désignent les fleches canoniques, sont commutatifs.

Si C' est une extension globulaire groupoidale, on notera pour ¢ > 0,
Q; =,

3.1.3. Si C est une extension globulaire précatégorique (respectivement catégorique, pré-
groupoidale, groupoidale) et D est une catégorie, le foncteur i : G — © induit un fonc-
teur de Mod(C, D) vers co-PCat(D) (respectivement co-Cat(D), co-PGrp(D), wo-Grp(D)).

3.2 La catégorie O

Proposition 3.2.1. Il existe une extension globulaire catégorique © telle que pour toute

catégorie D, le foncteur
U : Mod(©, D) — oo-Cat(D)

soit une équivalence de catégories, admettant un quasi-inverse G tel que UG soit le
foncteur identité.

Démonstration. Soit Opcar la complétion globulaire de la catégorie obtenue en adjoi-
gnant formellement a ©¢ des morphismes x; et V;- vérifiant les relations des extensions
globulaires précatégoriques.

Appelons © la complétion globulaire de la catégorie obtenue a partir de Opcar en
imposant formellement les relations des extensions globulaires catégoriques. L’extension
globulaire © est par définition catégorique.

Soit D une catégorie. Le foncteur Mod(©, D) — oo-Cat(D) se factorise en

Mod(©, D) — oo-Cat/(D) — oo-Cat(D)

ot 0-Cat’(D) est la catégorie des préfaisceaux globulaires X sur ©g, munis de mor-
phismes *; t X xx; Xy = Xj et k; 0 X; — Xi41, qui induisent via le foncteur G — ©g
un objet de co-Cat(D).

Les propriétés universelles successives des opérations aboutissant a la construction
de © entrainent que le foncteur Mod(©, D) — co-Cat’(D) est une équivalence de caté-
gories. Par ailleurs, la propriété universelle de la catégorie ©g implique que le foncteur
ow0-Cat’ (D) — co-Cat(D) est une équivalence de catégories. On en déduit que le foncteur
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Mod(O, D) — oo-Cat(D) est une équivalence de catégories et la catégorie © convient
donc.

Le fait qu’on puisse choisir un quasi-inverse G tel que UG soit 'identité résulte du fait
qu’on peut choisir un tel quasi-inverse pour les équivalences Mod(©, D) — co-Cat’(D) et
ow0-Cat’ (D) — co-Cat(D) (voir la proposition 2.2.1 pour le second foncteur). O

3.2.2. La preuve du lemme de 2-Yoneda implique que deux extensions globulaires véri-
fiant la propriété universelle précédente sont équivalentes de maniére unique a un unique
isomorphisme naturel pres. Il résultera de la section suivante que les objets d’une telle
extension globulaire n’ont pas d’automorphismes non triviaux. Une telle extension glo-
bulaire squelettique est donc définie a un unique isomorphisme pres. On appellera ©
cette extension globulaire squelettique. La propriété universelle de ©¢ fournit un unique
morphisme Oy — O.

Proposition 3.2.3. Pour toute extension catégorique C, il existe un morphisme d’ex-
tensions catégoriques © — C', unique & unique isomorphisme naturel pres.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition précédente appliquée
aD=C°. O

Proposition 3.2.4. Soit D une extension globulaire catégorique telle que le foncteur
Mod(D) — oo-Cat

soit une équivalence de catégories. Alors les catégories D et © sont équivalentes de ma-
niére unique & un unique isomorphisme de foncteurs pres.

Démonstration. La preuve est identique a celle de la proposition 2.2.5 O

3.3 Description combinatoire de ©

3.3.1. Nous allons dans cette section donner une description combinatoire de la caté-
gorie ©. Pour ne pas nous embarrasser d’'une notation temporaire, nous allons oublier
notre précédente définition de O et redéfinir cette catégorie. Nous montrerons a la fin
de cette section que cette nouvelle catégorie est canoniquement isomorphe a celle définie
dans la section précédente.

3.3.2. Soit S un arbre. On appellera sous-arbre de S dans ©g un arbre T" muni d’un
morphisme i : T — S dans ©¢. On notera (T',7) ce sous-arbre. Si le contexte le permet,
on le notera simplement 7.

Définissons maintenant le catégorie ©. Les objets de © sont les arbres. Soient S et T’
deux arbres. Un morphisme f : S — T dans © est la donnée, pour chaque région a de
S de dimension i, d'un sous-arbre f(«a) = (Ty, fo) de T dans Oy de dimension au plus
1, telle que pour toute région a de dimension supérieure ou égale & 1, on ait

T T
faoi = fao'ifl et fa’ri = foﬂ'i_al-
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i i
S = < i )
1 m—1

et appelons «, ..., q,, les régions maximales de S. Alors pour tout entier k entre 1 et
m—1,o0n a

Supposons qu’on ait

To

T
fa o Ras
o -/
k lk

Eo_
- falc+17—i;c

La proposition suivante est la réciproque de cette observation.

Proposition 3.3.3. Soient S et T deux arbres. Supposons qu’on ait

i im
()
31 Ym—1

et appelons ay,...,o,, les régions mazimales de S. Donnons-nous pour toute région
mazimale o de S, un sous-arbre (T, fo) de T dans Oy de dimension inférieure a la
dimension de «, de sorte que pour tout entier k entre 1 et m — 1, on ait

Ta Ta

ko k+1
fo‘kai;c _fak+17—i

’
k

Alors, si pour tout entier k entre 1 et m et tout entier j entre O et i on pose
_ Ta,, _ Ta,,
faka;.k = fakaj et fakT;k = faij )

le morphisme fg est bien défini pour toute région 3 de S et cette donnée définit un
morphisme de S vers T dans O.

Démonstration. 1l s’agit de montrer que les fz sont bien définis. Le fait qu’ils définiront
alors un morphisme de © est clair.

Commencons par traiter le cas m = 2. Soit 3 une région de 1" au-dessous de «a; et a,
(il n’y a rien a vérifier pour les autres régions). Si 3 est l'unique région interne de S,

[f5 est bien défini car on a
T T
1 2
fo,04 " = fa, Ty

par hypothese. Sinon, 3 est strictement au-dessous de la région interne de S. Notons d
sa dimension. On a d < 4}. Supposons que (3 soit a droite du sommet auquel elle est
associée (on traite le cas gauche de maniere analogue). On a alors § = a0, = ay0,7. 11

s’agit donc de vérifier que
T T,
fo‘10d b= faQUd E

Or

TO‘2 i Taz

T Toy
154 — -
¢ = f%Ti’l ¢ = fo‘2ai’1 ’

foclo'dal = fo‘lai’l

ce qui acheve la démonstration du cas m = 2.
Démontrons le cas général. Dans ce but, considérons la sous-catégorie S de G/S
définie dans le paragraphe 2.3.21 et 3 une région de S de dimension d. Le résultat découle
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essentiellement de la connexité de la catégorie B = ﬁ\§ , établie dans le lemme 2.3.22, et
du cas m = 2.

Expliquons cela. Pour k entre 1 et m — 1, on note o}, : Di'k — S la k-iéme région

interne de S, et on pose
Tak Tak+1

fo‘% = fo‘kaifk = fo‘k+1Ti’k )
On associe ainsi a toute région maximale ou interne de S, un sous-arbre f, : T, —» T
dans ©g. Un objet de E est un couple X = ((Dj,«: D; — S), g : Dg — Dy), ou a est une
région maximale ou interne de S et g est un morphisme de ©g, tel que 5 = ag. A un tel
objet X, on associe un sous-arbre F'x de T dans O : si g est un morphlsme source, on
pose F'x = faa 4%, et si g est un morphisme but, on pose Fx = faTd . On a ainsi défini
une fonction F' des objets de B vers ’ensemble des sous-arbres de 1" dans © . Dire que
fs est bien défini s1gn1ﬁe exactement que la fonction F' est constante.

La catégorie ﬁ étant connexe, il suffit de montrer que s’il existe une fleche dans ﬁ
de X' = ((Dyp,d’),¢") vers X = ((Dy, ), g), alors Fxs = Fx. Considérons u une telle
fleche qui ne soit pas une identité. Par définition des morphismes de § il existe k entre 1

1

et m — 1 tel que o/ = o, et, oublena—aketu-o,,oublena—akHetU—Tk .

O]

Le fait que F'x = Fx résulte alors du cas m = 2 appliqué a 'arbre D, 1,  D;, .
'k

3.3.4. Soit f: S — T un morphisme dans © et (S’,i) un sous-arbre dans Oy de S. Ap-
pelons ay, ..., a; (respectivement 3,,...,0;,_;) les régions maximales (respectivement
internes) de S’ vues comme régions de S et classées dans l'ordre croissant. Pour tout
[ entre 1 et k — 1, les arbres To, et Tp, ., sont des prolongements de T, et la somme
amalgamée itérée

Tal HTﬁl c HTg Tak

k—1
existe donc dans ©¢ (voir la proposition 2.5.7). Appelons T (s',i) cette somme globulaire
généralisée. Les morphismes fo ;.. ., fo, induisent une fleche f(gr ;) : T(sr 5y — T dans Oy.
On notera f(S5’,) ou simplement f(S’) ce sous-arbre de T'. Si o : D; — S est une région
de T, on a alors f(«a) = f(D;, ).

On définit un morphisme S’ — T, (s,iy dans © de la maniere suivante : pour [ entre
1 et k, on envoie la région «a; sur le [-iétme morphisme canonique associé a la somme
globulaire généralisée qui définit T ;). Pour S’ =S, on notera Im(f) arbre Tis,)- Le
morphisme f induit alors deux morphismes composables S — Im(f) — T.

Soient f : S — T et g : T — U deux morphismes de © composables. On définit le
composé gf de la maniére suivante. Soit « une région de S. On pose (gf)(a) = g(f(@)).
Ceci définit clairement un morphisme S — U dans ©. On en déduit que pour tout
sous-arbre S’ de S, on a (gf)(S") = g(f(5")).

On vérifie immédiatement que si f : S — T est un morphisme dans 0, alors les deux
morphismes composables S — f(S) — T ont pour composé f.

La composition est clairement associative et admet pour tout arbre S une unité 1g
définie par 1¢4(a) = (D;, @) pour toute région o : D; — S de S.

Notons que si f : S — T est un morphisme de © et (S’,4) un sous-arbre de S, alors
on a T(S’,i) = Im(fz)
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A toute fleche f : S — T de Oy, on associe une fleche j(f): S — T de © en posant
pour toute région « : D; — S, j(f)(a) = (D;, fa). On vérifie immédiatement que j
définit un foncteur ©y — O. Ce foncteur j est fidele car f : § — T est déterminé par
les fa ol v est une région maximale de S. Le foncteur j fait donc de © une préthéorie
globulaire.

Proposition 3.3.5. Soit f : S — T une fléeche de ©¢. Pour tout sous-arbre (S’,i) de S
dans ©g, on a j(f)(S',i) = (5, fi).

Démonstration. Soient oy : D;; — S (respectivement « : Dy — S) pour [ entre 1 et k
(respectivement 1 et k—1) les régions maximales (respectivement internes) de S classées
dans l’ordre croissant.

Il s’agit de calculer le morphisme

T. 11 eI
“ T"’l T“?cfl

Tak —T.

Or celui-ci n’est autre que le morphisme

1

i;%
induit par les morphismes fa; : D;; — T, c’est-a-dire fi. ]
Proposition 3.3.6. Le foncteur j fait de © une théorie globulaire.

Démonstration. Soient S,T deux arbres et 7 : Fg — T un cone dans ©. Supposons que

i in
s ()
31 ln—1

et appelons o, ..., «, les régions maximales de S classées dans 1’ordre croissant. Pour k
entre 1 et n, notons v, (8) = (fa,,Ta,) ol B est I'unique région maximale de D;, . Pour
k entre 1 et n — 1, le diagramme commutatif

i

Ty «a
/ §
D,
k /
7\ «
T-Ik+1 k+1

'k D

Tk+1

. o T. Ta

entraine par définition de la composition dans © que fakoi,a’f = fo‘k+17—i’ P Par la
k ’ k

proposition 3.3.3, ces données définissent un morphisme S — T. Ce morphisme est

clairement I'unique morphisme de S vers T faisant commuter le diagramme

Fgs

N

N
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O]

3.3.7. Soit f: S — T un morphisme de ©. On dira que f est algébrique si Im(f) = T.
Il est clair que les identités sont des morphismes algébriques et que les morphismes
algébriques sont stables par composition.

Soient 4 un entier positif et 1" un arbre de dimension inférieure ou égale a 4. Il existe
un unique morphisme algébrique f de © de source D; et de but T'. Il est défini par
f(a) =T ou «a est 'unique région maximale de D;.

Pour ¢ > 5 = 0, on appelle V;- I'unique morphisme algébrique de source D; et de but
D; lp, D;. Pour ¢ positif, on appelle x; I'unique morphisme algébrique de source D;; et
de but D;.

On vérifie facilement que I'extension globulaire © munie de ces morphismes est caté-
gorique. On dispose donc pour toute catégorie D d’un foncteur Mod(©, D) — oo-Cat(D)

Proposition 3.3.8. L’extension globulaire © définie dans cette section est canonique-
ment isomorphe a ’extension globulaire © définie dans le paragraphe 3.2.2.

Démonstration. Appelons j le foncteur Mod(©) — oo-Cat. En vertu de la proposition
2.2.5, il suffit de montrer que j est une équivalence de catégories.

Appelons U, le foncteur d’oubli co-Cat — oo-Grph. Celui-ci admet pour adjoint a
gauche le foncteur oo-catégorie stricte libre L. Dans [8], auteur construit un foncteur
1 : © — oo-Cat qui envoie un arbre sur la co-catégorie libre sur cet arbre. Ce foncteur
¢ induit un foncteur nerf N, : co-Cat — O. Le théoreme 1.12 de op. cit. affirme que
ce foncteur nerf induit une équivalence de catégorie sur la sous-catégorie Mod(©). Une
preuve plus détaillée est exposée dans le paragraphe « The nerve of w-categories and
geometric realization » de la section 5 de [31]. Or, pour X dans Mod(®©) et n positif, on
a

Nw(](X))(Dn) = Homoo—Cat(i(Dn)aj(X)) = HomOO—Cat(Lw(Dn)aj(X )
>~ Homoo_grph(Dn, Uw(](X))) = Homoo_grph(Dn,X) ~ X(Dn)

Le foncteur j est donc un quasi-inverse de 1’équivalence de catégories N, et est donc
lui-méme une équivalence de catégories. O

Proposition 3.3.9. Les fleches globulaires de © sont des monomorphismes.

Démonstration. Soit f : S — T une fleche globulaire de ©. Supposons qu’on ait deux
fleches g,h : U — S telles que fh = fg. Puisque S est somme amalgamée d’objets de
G, on peut supposer qu'on a U = D; pour un ¢ positif. La donnée de g (respectivement
de h) correspond & un sous-arbre (S’,7) (respectivement (S”,k)) de S. Le sous-arbre
correspondant & f est donc (5, f7) = (S”, fk). D’ou fj = fk dans ©g. Or toute fleche
de O est un monomorphisme, on a donc j = k et par conséquent g = h. ]

Proposition 3.3.10. Tout morphisme de © se décompose de maniére unique en un
morphisme algébrique suivi d’un morphisme globulaire.
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Démonstration. On a vu que le morphisme f se factorise en S % Im(f) - T o1 i est
globulaire. On a Im(a) = Im(f) par définition de a et le morphisme a est donc algébrique.

Montrons 'unicité d’une telle décomposition. Soient b : S — U une fleche algébrique
et 7 : U — T une fleche globulaire telle qu'on ait f = jb. On a

f(Sv 15’) = J(b(S> 15)) = j(Uv 1U) = (Uaj)

D’ou j = i. Puisque toute fleche globulaire est un monomorphisme, on a également a = b,
ce qui acheve la démonstration. O

Proposition 3.3.11. La théorie globulaire © est homogéne et a pour fléeches algébriques
les fleches algébriques définies dans cette section.

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition précédente et de la proposition
2.7.2. O

~

3.4 La catégorie ©

Proposition 3.4.1. [ existe une extension globulaire groupoidale O telle que pour toute
catégorie D, le foncteur

G : Mod(6, D) — o0-Grp(D)

soit une équivalence de catégories, admettant un quasi-inverse G tel que UG soit le
foncteur identité.

Démonstration. La démonstration est analogue a celle de la proposition 3.2.1. 0

3.4.2. La preuve du lemme de 2-Yoneda implique que deux extensions globulaires véri-
fiant la propriété universelle précédente sont équivalentes de maniere unique a un unique
isomorphisme naturel pres. On appellera O une extension globulaire squelettique qui
vérifie cette propriété universelle.

Puisque O est une extension globulaire groupoidale et donc catégorique, en vertu de
la propriété universelle de © (proposition 3.2.3), on dispose d’'un foncteur canonique de
O vers O.

Proposition 3.4.3. Pour toute extension groupoidale C, il existe un morphisme d’ex-
tensions groupoidales © — C', unique a unique isomorphisme naturel prés.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition précédente appliquée
aD=C°. O

Proposition 3.4.4. Le foncteur
0 — Mod(©) ~ oo-Grp,

induit par le foncteur de Yoneda, envoie un arbre S sur le co-groupoide strict libre en-
gendré par l’ensemble globulaire associé a S.
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Démonstration. Notons ¢ le foncteur ©g — 0. Celui-ci induit un foncteur de restriction
i* : Mod(©) — Mod(0Og). Le lemme 6.3.2 (qui est indépendant de cette section) appliqué
a ¢ affirme que le carré

~

Q) ——>0

| |

Mod(89) ——= Mod(6) )

ou [ est I'adjoint a gauche de i*, est commutatif & isomorphisme prés. Or le foncteur
[ correspond via les isomorphismes Mod(©p) ~ G et Mod(©) =~ o-Grp au foncteur
oo-groupoide strict libre G — o0-Grp. 0

3.4.5. La proposition précédente établit que O est canoniquement isomorphe a la sous-
catégorie pleine de co-Grp dont les objets sont les co-groupoides libres sur un schéma de
composition. Pour obtenir une description de &) analogue & celle qu’on a décrite pour O,
il suffirait donc de décrire combinatoirement les morphismes entre de tels co-groupoides.
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Chapitre 4

co-groupoides de Grothendieck

4.1 Cohérateurs et définitions
4.1.1. Soit C une extension globulaire. Un couple de fleches (f,g) de C

f

D; X

g

est dit paralléle si, ou bien ¢ = 0, ou bien i > 1 et on a fo,; = go; et f1, = g7;.

Un relévement d’'un couple de fleches paralleles (f,g) : D; — X est un morphisme
h:Dijr1 — X tel qu'on ait f = ho, et g=h7; ;.

Soit A un ensemble de couples paralléles de C. On note C[R(A)] la catégorie obtenue
a partir de C en adjoignant formellement un relévement pour chaque couple de A. La
catégorie C[R(A)] peut se décrire de la maniere suivante. Soit D la catégorie libre sur
le graphe de C' auquel on adjoint pour chaque couple a = (aj,a2) dans A de fleches
ay,az : D;, — Xg, une fleche [ry] : D, +1 — Xq. Si f est une fleche de C, nous noterons
[ f] la fleche correspondante dans D. La catégorie C|R(A)] s’obtient alors comme quotient
de la catégorie D par les relations suivantes :

— [1x] = 15 pour tout objet X de C';

- [9l[f] = l9f] pour X L, v % Z des floches de C;

= [rallo;, (1] = laa] et [ra][7;, ;1] = [az] pour tout a = (a1,a2) dans A de source

D;,.

4.1.2. Soit C une extension globulaire. Un couple de fleches (f,g) : D; —» X de C est
dit admissible pour une théorie de co-groupoides si les fleches f et g sont paralleles.

Soit C' une préthéorie globulaire. Un couple de fleches (f,g) : D; — X de C est dit
admissible pour une théorie de co-catégories si les fleches f et g sont paralleles et si on
est dans 'une des deux situations suivantes :

1. les fleches f et g sont algébriques;

2. il existe des décompositions f = o f et g = 7vg' ou f',¢' : D; = X sont des
fleches algébriques de C.

53
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Un couple admissible pour une théorie de co-groupoides (respectivement de co-catégories)
est dit strictement admissible s’il n’admet pas de relevement.

Si le contexte indique clairement si on est dans le cadre des co-groupoides ou des
oo-catégories, on parlera seulement de couples admissibles. On s’autorisera un abus de
langage du méme type pour toutes les définitions qui sont déclinées en une version
oo-groupoidale et une version co-catégorique.

4.1.3. Une théorie globulaire est un pseudo-cohérateur de co-groupoides (respectivement
de oo-catégories) si tout couple admissible pour une théorie de co-groupoides (respecti-
vement de co-catégories) admet un relevement.

Une tour de définition pour une théorie de co-groupoides (respectivement de co-caté-
gories) est une tour d’extensions globulaires

Co=609g—>C1—>...C,, > ...

munie pour tout n positif d’'un ensemble F), de couples de fleches admissibles pour une
théorie de oco-groupoides (respectivement de co-catégories) de C), telle que C),41 soit
Pextension globulaire obtenue a partir de C), en ajoutant formellement des relevements
aux couples de F,. Plus précisément, on a C),1 = Glob(C,[R(F},)]). En particulier, on
a Ob(C,) = Ob(Oy). Si Cy est une tour de définition pour une théorie de co-groupoides
(respectivement de co-catégories), la limite de Cy est la limite inductive de la tour C. On
la notera Cy. On dira d’une extension globulaire isomorphe a un tel Cy, qu’elle admet une
tour de définition pour une théorie de oo-groupoides (respectivement de co-catégories).

Si Cy est une tour de définition pour une théorie de co-groupoides (respectivement
de oo-catégories) et D est un pseudo-cohérateur de oo-groupoides (respectivement de
oo-catégories), par la propriété universelle définissant C), 11 & partir de C,,, on dispose
pour tout n positif de morphismes globulaires C,, — D et donc d’un morphisme globu-
laire Coy — D. Ces morphismes dépendent d’un choix de relevements dans D.

Un cohérateur de co-groupoides (respectivement de co-catégories) est un pseudo-
cohérateur de oo-groupoides (respectivement de co-catégories) qui admet une tour de
définition pour une théorie de co-groupoides (respectivement de oo-catégories).

Si Cy est une tour de définition pour une théorie de co-groupoides (respectivement
de oo-catégories) telle que tout couple admissible pour une théorie de co-groupoides
(respectivement de co-catégories) de Cy, provient d'un F,, pour n positif, alors Cy, est
un cohérateur de oo-groupoides (respectivement de co-catégories).

Exemples 4.1.4. La remarque précédente permet de définir les trois cohérateurs de
ao-groupolides (respectivement de co-catégories) suivants.

Soit C I'unique tour de définition telle que F;, soit I’ensemble des couples admissibles
de C,,. On appellera Cy le cohérateur canonique.

Soit C, 'unique tour de définition telle que F;, soit I’ensemble des couples strictement
admissibles de C},. On appellera C', le cohérateur canonique strict.

Soit C 'unique tour de définition telle que F;, soit I’ensemble des couples admissibles
de (), qui ne proviennent pas d’un F;, pour m < n. On appellera Cy le cohérateur de
Batanin-Leinster.
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Proposition 4.1.5. Soient C, une tour de définition pour une théorie de co-groupoides
et D une extension globulaire. Si tous les couples admissibles de D pour une théorie
de oo-groupoides admettent un relévement, alors il existe un foncteur globulaire (non
canonique) de Cy, vers D.

Démonstration. On va construire par récurrence sur n positif, des foncteurs globulaires
G, : C,, — D, a partir du foncteur Gy : Cy = ©g — D. On obtiendra alors un foncteur
globulaire C'y, — D en passant a la limite inductive.

Supposons donc que l'on dispose d’un foncteur globulaire G,, : C;, — D. Notons F,
I’ensemble des couples admissibles de C), qui définit C), 11 a partir de C),. Par définition
d’une tour de définition, se donner un foncteur globulaire Gy 11 : Chy1 — D tel que le
triangle

Cn Cn+1
G\ /;n+1

D
soit commutatif, revient & se donner pour chaque couple admissible (f,g) dans F),, un
relevement dans D du couple (G, (f), Gn(g)). Par fonctorialité, un tel couple est admis-

sible et admet donc un relevement par hypothese sur D. On définit alors un foncteur
globulaire G,,+1 : Cpy1 — D en faisant des choix de relévements arbitraires. O

Remarque 4.1.6. Dans la preuve précédente, nous avons utilisé le fait que les foncteurs
préservent les couples admissibles pour une théorie de co-groupoides. Ce n’est pas le cas
pour les couples admissibles pour une théorie de oo-catégories et il nous faudra travailler
pour obtenir un résultat analogue dans le contexte des oo-catégories (voir le théoreme
5.4.4).

Conjecture 4.1.7 (Conjecture de fidélité). Soit C une tour de définition. Pour tout n
positif, le foncteur de Cy, vers Cnhi1 est fidéle.

4.1.8. Soit C un cohérateur de co-groupoides (respectivement de co-catégories). La caté-
gorie w0-Grpf ~ (respectivement oo-Catf ) des co-groupoides de type C (respectivement des
oo-catégories de type C) est la catégorie des préfaisceaux globulaires sur C. On s’attend
a ce que ces notions ne dépendent pas du cohérateur C' au sens ou si C' et C' sont deux
cohérateurs de co-groupoides (respectivement de oo-catégories), « les co-catégories des
oo-groupoides (respectivement des co-catégories) de type C et C’ soient oo-équivalentes »
(en un sens & définir).

Si G est un oo-groupoide (respectivement une oo-catégorie) de type C, on appel-
lera ensemble globulaire sous-jacent de G ’ensemble globulaire G° — C° — &ns. On
appellera n-fléeches de G les n-fleches de son ensemble globulaire sous-jacent.

4.2 Quelques fleches structurales

4.2.1. Soient C' un cohérateur de co-groupoides et G un co-groupoide de type C. Dans
cette section, nous allons illustrer la maniere de définir des fleches structurales de G
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(c’est-a-dire des opérations et des cohérences entre ces opérations) en donnant des
exemples en petite dimension. Ces fleches structurales seront obtenues comme image
par le foncteur G : C° — Ens de morphismes de C, eux-mémes obtenus comme reléve-
ments de couples admissibles de C.

Afin de mettre en lumiere la hiérarchie de ces différentes fleches structurales, nous
allons supposer que C' est le cohérateur canonique strict et que celui-ci est muni de sa tour
de définition canonique C;. Les relevements que nous considérerons existent également
dans tout cohérateur, mais ils n’apparaissent pas nécessairement au début d’une tour de
définition du cohérateur.

4.2.2. Voici quelques exemples de fleches structurales apparaissant dans C] :

— Unités
Soit ¢ = 0. Le couple (1Di’ 1D7_) : D; — D; est admissible. Il existe donc dans C7 un
relevement '

%]

:Dijt1 — D;
tel que

KiOiy1 = Ip, et o7 = Ip,.
Ce morphisme correspond dans G a 'unité k; : G; — Gi41.

— Inverses en codimension 1
Soit 7 > 1. Les identités coglobulaires entrainent que le couple (7;,0;) : D;—1 — D; est
admissible. Il existe donc dans C; un relevement

tel que
Qiai =T; et QiTi = 0;.

Ce morphisme correspond dans G a l'inverse wf_l : Gy — G

— Compositions en codimension 1
Soit ¢ > 1. Appelons S I'arbre D; I, D;. Le couple (0g,7g) : Di1 = Dy Up, , D; est
admissible. En effet, si ¢ > 2, on a

_ .5 ¢ _ 5 _
0501 =049 =Tg0;_1 €U 0gT; 1 = Ti_g = TgT;_1-
Il existe donc dans Cp un relévement
VZ- :D; - D; HDF1 D;

tel que

Ce morphisme correspond dans G a la composition *271 0 Gi xg,_, Gi = Gj. Plus
généralement, pour tout n = 0, on dispose dans C; d’un morphisme

D; —» D; HDi—l D; HDi—l I HDi—l D,

ou D; apparait n fois dans la somme globulaire de droite, qui correspond dans G a une
composition n-aire.
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4.2.3. Voici quelques exemples de fleches structurales apparaissant dans Cy :
— Inverses en codimension 2
Soit ¢ > 2. Le couple (0,€;_;,7,€,;_;) est admissible. En effet, on a

_ _ _
010, =0Ty =Ti_g = TiTi1 = T,$%_10,_1.
De méme, on a
_ 0 _
oy T =09 =T, 1T,y
Il existe donc dans Cy un relévement
i .
tel que
i _ i _
Qi 90, =0, 1 et Qo1 =70 ;.

Ce morphisme correspond dans G & 'inverse wLQ G — G

— Compositions en codimension 2
Soit i > 2. Appelons S l'arbre D; 1l D;. Le couple (6gV,; 1,76V, 1) : Dim1 — S est
admissible. En effet, on a

_ _ S _ _
05V, 10,1 = 04055 = 0; 9 =Tg0pg5 = TgV; 10, 1.
De méme, on a
_ S _
o5V, 1Ty 1 =T 9 =TgV; 1Ti_1-
Il existe donc C5 un relevement
§_2 . Dz —> Dl HDi—Q Dl
tel que

Ce morphisme correspond dans G & la composition *¢_, : G; Xag,_, Gi = Gi.
— Contraintes d’associativité en codimension 1
Soit ¢ = 1. Le couple

est admissible. En effet, si on désigne par e;,e5,€5 les trois morphismes canoniques
;L . .

D, — DZ-LIDi_1 DZ-I_IDI__1 D; et par €7, €5 les deux morphismes canoniques D; — DiUD,-_l D;,

on a

(Vitp,_, Di)Vo; = (V; Up,_, Ds)ey0; = e30;
= (e2,23)e50; = (€2,€3)V,0;
= (Di Iy, Vi)agai
(D; ip, V;)V,0;.

i
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On montre de la méme maniere que
(V’L HDi*l Dz)vZTZ = &7 = (Dz HDz vl)VZTZ
Il existe donc dans C9 un relevement
Qo Dis1 — D; L[Di_1 D; L[Di_1 D;

tel que

;0,41 = (vl Up,_, Di)vi et Q;Tiy1 = (Di Up,_, vl)vl

Ce morphisme correspond dans G & une contrainte d’associativité pour la composi-
tion *271- Ainsi, si f, g et h sont trois i-fleches de G, composables pour la composi-
tion *;_,, on dispose d'une (i 4 1)-fleche de G

Afgh - (h *_y 9) s f > hxly (9 ) f)-

On peut construire de maniere semblable une fleche de Cs, correspondant dans G a une
contrainte d’associativité entre une composition ternaire et deux compositions binaires,
ou plus généralement entre deux compositions qui correspondent a deux parenthésages
d’un mot de longueur fixé.

— Contraintes d’unité en codimension 1
Soit 7 = 1. Le couple ((1Di’ aimi_l)vi, 1Dz’) : D; — D; est admissible. En effet, si on note
€1, €9 les morphismes canoniques D; — D; I, | D;, on a

(1Di70i"%—1)vi% = (1Di70i“i—1)520i = 0;Ki10; = 05
et
(1Divaz”‘€i71)vi7i = (lDﬁUi/iifl)ElTi =T
Il existe donc dans C9 un relevement
pi : Diy1 — Dy

tel que

Pi0iy1 = (1Du0i’<z—1)vi et pTiq = lp,.
Ce morphisme correspond dans G & une contrainte d’unité a droite pour la composi-
tion ! ;. Ainsi, si f : # — y est une i-fleche de G, on dispose d’'une (i + 1)-fleche

de G ‘
Te: friogkica(x) > f

On construit de maniére semblable un morphisme
Ai i Diy1 — D;

de Cs, qui correspond dans G & une contrainte d’unité a gauche. On dispose donc éga-
lement d’une (i + 1)-fleche de G

ly ki—1(y) *gflf - f.
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— Contraintes d’inverse en codimension 1
Soit 7 = 1. Le couple ((1Di’ Qi)viaﬂ"%el) : D; — D; est admissible. En effet, si on note
£1,€9 les morphismes canoniques D; — D; I, | Dj, on a

et

Il existe donc dans Cy un relévement

(Si : Di+1 — Dz

tel que
57;0'7;_;'_1 = (1Di7 QZ) Vz et 5’i7-i+1 = Ti/{i—l‘

Ce morphisme correspond dans G & une contrainte d’inverse a droite pour l'inverse w? ;.
Ainsi, si f : © — y est une i-fleche de G, on dispose d’'une (i + 1)-fleche de G

dy: Friywi(f) = ki1 (y).
On construit de maniére semblable un morphisme
Y+ Div1 — D;

de (5, qui correspond dans G a une contrainte d’inverse a gauche. On dispose donc
également d’une (i + 1)-fleche de G

95 wi(f) xiog [ = ki (@),
4.2.4. Voici quelques exemples de fleches structurales apparaissant dans Cj :
— Contraintes du pentagone de Mac Lane en codimension 1
Soit ¢ > 1. Notons €, ...,&, les morphismes canoniques

D, - D; HDF1 D, HDF1 D, ]_IDF1 D;.

Soient ¢ : D;j11 — Dy Op, , D; Uy, D; Uy, D; le morphisme
((Dz’ Up,_, Dillp,_, V;)ey, (V;1p,_, Dillp,_, Di)az‘>vi+1
et c3: Dj11 — Dy Up. D; Up._, D, Up. D; le morphisme

((81&', (52753754)%)V2f17 (Dz‘ Up, , V; Op, , Di)aw

i1
((51’ €9,€3)0;, 54’%’) il) (vz’+1 lp, Di+1>vi+1'
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Le couple (c3, c2) est admissible. En effet, on a

€201 = (Vz’ Up, , Dillp, Di)aiUiH
= (Vi HDifl D; HDifl Di) (vi HDifl Di) vi

et

i+1
€1, €2753)ai7€4’%i)vz‘t10i+1
€1,€9,€3)0, 54’%‘) (Ui-i-l Mp, Ji-i—l)vi

)ai0i+1754’€i0i+1)vi

€1,€9,€3)(V,; 1p,_, Di)vi754)vi
V;up,_, Dy, D;)(V,lp,_ D;)V,.

De méme, on montre que
comip = (Dillp,_ Diup_ V) (Dilp,_ V)V, = 37541
Il existe donc dans C3 un relevement
T - DZ‘+2 — Di LIDF1 Di LIDF1 Di LIDF1 Di

tel que
7T7;0'7:+2 = C3 et 7T7:Ti+2 = C2.

Ce morphisme correspond dans G a une contrainte de pentagone de Mac Lane pour
les compositions #;_;, *;“ et *f_ri Ainsi, si e, f, g et h sont quatre i-fleches de G,
composables pour la composition ! _;, on dispose d'une (i + 2)-fleche de G

((h *5—1 9) *5—1 f) *5—1 e

af,g,h *f:i ki(e)

a i a i
egxi_ fh FHi_jegh

h *571 ((9 *571 f) *2:71 6) W h*gfl (9 *571 (f *571 6))'

— Contraintes de I’échange en codimension 1
Soit i = 2. Le couple

<(V§72 Hvi—l V:LL:72)V,L', (V,L HDi—2 V,L)V§72> . DZ — DZ HDi—l DZ HDi_2 DZ HDi—l DZ
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est admissible. Notons que le morphisme de gauche est une somme globulaire généra-
lisée et qu’il a méme but que celui de droite car I'isomorphisme de I'axiome (CC2) du
paragraphe 3.1.1 est une identité dans ©¢. Par ailleurs, si on note €, ...,&, les quatre
morphismes canoniques D; — D; Oy, D, p, D, Iy, D;, on a

(Vz‘ Up, , Vz‘)VLQUz‘ = (Vz’ p, , Vz’) (Ui Up, , Ui)vifl
= (Vﬂi p, , Vﬂi)viq

= (203 p, , €40)Vi4
et
(Vis Uy, | Vi2)Vio; = ((e1,63) Vioa, (62,€4) Vi_2) V0,
= (
= (

(520'Z UD E4UZ~)VZ;1.

€9,64)Vi_ 2‘7
€9,64)(0; p, , 0,)V, 4

De méme, on montre que

7

(Villp,_, Vi) Vi_om; = (617 Up,_, 37) Vg = (Vies Uy | Viea) Vit
Il existe donc dans C'5 un relevement
€ :Dj11 — Dy HDF1 D, HDF2 D; HDF1 D;
tel que
€i0;.1 = (V’: I A )V» et €T = (V-H V-) ¢
1Y i+1 1—2 vi—l i—2 7 1hi+1 i =Dj_o 7 —2°
Ce morphisme correspond dans G a une contrainte de I’échange pour les compositions

i—1 %

*i—27 *

i_q et xl_o. Ainsi, si a, 3, 0 et v sont deux i-fleches de G s’insérant dans un
diagramme

TN T
NN

alors on dispose d’une (i + 1)-fleche de G

€a,B,6,y * (5 5o 5) ('Y *272 a) - (5 *371 ’Y) *272 (ﬂ *271 a).

— Contraintes du triangle en codimension 1
Soit ¢ = 1. Notons €;,e, les deux morphismes canoniques D; — D, Up, | D;. Soient
dg :Dj11 — Dy Up. D, le morphisme

((51“ €9\ )Vz 17(517510 "%71752)%‘)%“
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et di : Djy1 — Dy Up. | D; le morphisme

(&Pm%’%)vgi%

Le couple (ds,dy) est admissible. En effet, on a

dio;, 1 = (€10i011,€26:03,1)V;
= (gl(lDiaai’%ifl)vivéb)vi
et
d20iy1 = (€1,€10:K;_1,€9) 0741
= (e1,€104ki-1,82)(V; Ip,_, Di)V;
((61,610' ki—1)Vi,€2)V;
(51 Ip,, 0 )Vi)762)vi'

De méme, on a

diTiq = (E10;Tiv1, 26T 1) Vs
= (51752)vi
=V,
et

= (e1h4, €2N; )vz—l i+l
(Elﬁsz+17€2)‘sz+1)v
(51752)

=V,

Il existe donc dans C'3 un relevement

v;

:Dji9 — Dy ]_IDF1 D,
tel que
Vi0i+2 = d2 et I/,L'T,L'+2 = dl
Ce morphisme correspond dans G & une contrainte du triangle pour les compositions

*2 1 Z-H et *”1 Ainsi, si x ER Y 9, 2 sont deux i-fleches composables de GG, on dispose

d’une (z + 2)- ﬂeche de G

Afki_1(y),9

(9 i1 ki l(y)) *3:—1 f g *3271 (ki—l(y) *2:71 f)

Tf.g
=
Tg m A—ll

g *3:71 f

On montre également qu’il existe dans C5 les fleches structurales suivantes :
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— inverses en codimension 3;
— compositions en codimension 3.

4.2.5. On montre comme dans les paragraphes précédents que les fleches structurales
suivantes apparaissent dans Cy :

— inverses en codimension 4 ;

— compositions en codimension 4 ;

— contraintes d’associativité en codimension 3 ;

— contraintes d’échange en codimension 2 ;

— contraintes de pentagone de Mac Lane en codimension 2;

— contraintes du triangle en codimension 2 ;

— contraintes sur les contraintes de C3 (qui correspondent aux axiomes des tricaté-

gories).
En continuant cette analyse, on montre la proposition suivante :

Proposition 4.2.6. Tout cohérateur de oo-groupoides admet une structure (non cano-
nique) d’extension globulaire prégroupoidale.

4.2.7. Celles des fleches structurales précédentes qui ne concernent pas les inverses,
existent également dans tout cohérateur de oo-catégories D. Pour le démontrer, il suf-
fit de vérifier que les couples admissibles pour une théorie de oco-groupoides, qu’on a
considérés pour démontrer I'existence de ces fleches structurales, sont également des
couples admissibles pour une théorie de co-catégories. 1l s’agit donc de vérifier que cer-
tains morphismes sont algébriques. Cette vérification n’est pas triviale. Elle résultera
(sous certaines hypotheéses peu restrictives sur D) du théoreme 5.4.1 qui affirme que D
est homogene sur O et du fait que le foncteur D — © envoie tout relevement d’un couple
admissible sur un morphisme algébrique de ©. On obtiendra en particulier la propriété
suivante :

Proposition 4.2.8. Tout cohérateur de co-catégories admet une structure (non cano-
nique) d’extension globulaire précatégorique.

4.3 Equivalences faibles

4.3.1. Dans cette section, on se fixe un cohérateur de co-groupoides C. Le cohérateur
étant fixé, on appellera co-groupoide faible un co-groupoide de type C. Choisissons une
structure prégroupoidale sur C'. En particulier, on dispose de morphismes

Kyt Dpe1 = Dy, n =0,

V,:Dp—> Dyl Dy, n2=
n z

n

n—2:Dn > Dyplp Dy,
Q :D,—>D, n=x=1,

n
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dans C, et donc d’applications

kn:Gp— Gpy1, n=0,
G XGno1 G, — Gn»
9 Gn X Gp—2 Gp — Gn?
Gy > Gy, n2zl,
pour tout co-groupoide faible G.

Soit G un co-groupoide faible. On dira que deux n-fleches f et g de G sont homotopes
s’il existe une (n + 1)-fleches h de G, de source f et de but g. La relation d’homotopie est
une relation d’équivalence. En effet, la preuve que nous avons donnée dans le cas strict
(voir le paragraphe 1.2.1) n’utilise que la structure prégroupoidale.

Si G est un oo-groupoide faible et n est un entier positif, on notera, comme dans le
cas strict, G, le quotient de G, par la relation d’homotopie des n-fleches. La composition

1 :Gp %, , Gn > Gy
passe au quotient en une opération
no1:Gnxa, , Gn— G,
pour la méme raison que dans le cas strict. Par ailleurs, 'unité
k:n,1 : anl i Gn
induit une application
kn_1: Gpno1 — G.

Notons @, (G) le graphe dont les objets sont les (n — 1)-fleches et les morphismes
sont les éléments de G,,, muni des applications

" 1+ @L XGno1 Gn - @L et kn—l : Gn—l - @z
Proposition 4.3.2. w,(G) est un groupoide.
Démonstration. On a montré dans la section 4.2, I'existence dans C' de fleches

@, : Dpy1 — Dy lp, D, Op, Dn,

n
Pn : Dn+1 - D’n et An : Dn+1 - Dn7
0, :Dpt1 = Dy et v, :Dpi1 — Dy,

n

telles que

Opi1 = (V Iy )V et o7, = (Dn 11 Vn)Vn,
PrOni1 = (an )V et p,71 = 1p,,
AOni1 = ( K1, 1Dn)Vn et A7, =1p,,
0,041 = (1D , n)V et 0,7,
p,)V

TnO n+1 — (

+1 = Tpln—1,

et InTn+1 = Opkp—1-
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n

n o, le

Si f, g et h sont trois n-fleches de G, composables pour la composition =
morphisme G(«,,) induit une (n + 1)-fleche de G
afqh* (h 1 9) L e (9 1 f)~

La composition de w,(G) est donc associative.
De méme, si f : x — y est une n-fleche de G, les morphismes p,, et A, induisent des
(n + 1)-fleches de G

re fap_rkno1(z) > f et Iyt k1Y) xp_y f > f.
Ainsi, pour = un objet de w,(G), le morphisme k,_1(x) est une identité et w,(G) est
donc une catégorie.
Enfin, si f : © — y est une n-fleche de G, les morphismes §,, et v, induisent des
(n + 1)-fleches de G
de: fan_qw,(f) >y et gprw,(f)xg 1 f—x.

Ainsi, w,(f) est un inverse de f dans w,(G) et la catégorie w,(G) est un groupoide. [

Proposition 4.3.3. Le groupoide w,(G) ne dépend pas du choix des morphismes
V,:Dp—>Dplp  Dyp et £, 1:Dp— Dypog.
Démonstration. Soit
V;Z :D, » D, Iy, D,

un second morphisme de C' avec méme source et méme but globulaires que V,,. Notons

*;:1—1 1 Gy XGp_1 Gn — Gn
la composition induite sur G. Puisque le couple (V,,V") : D, — D, Up Dy est
admissible, il existe dans C' un relevement

p:Dpyr — Dplip | Dy
tel que

HOpt1 = Vn et HTp41 = v/n

Si f et g sont deux n-fleches de G telles que ¢,(f) = s,(g), le morphisme G(u) induit
une (n + 1)-fleche de G
Myg: g#rp_1 [ — 9*;?—1 e
D’ou I'indépendance du choix de V,,.
De méme, si on se donne
K. _1:Dp =Dy

n

avec meme source et but globulaires que x,,_; et qu’on note
!/
knfl : Gn_l g Gn

l'application induite, le couple (k,_;,kl,_;) : D1 — D,, est admissible, et un releve-
ment dans C' induit pour toute (n—1)-fleche z de G, une n-fleche ky,—1(z) — kI, _;(z). O
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4.3.4. Soit G un oo-groupoide faible. On notera
m0(G) = mo(w1(G)).
Si f et g sont dans G,,—; avec n = 1, on notera

(G, f,9) = Homwn(G)(fa 9) et m(G,f) =m(G, [, f).

Notons que m, (G, f) est un groupe.

Comme dans le cas strict, pour n > 1, w, est un foncteur de la catégorie des
oo-groupoides faibles vers la catégorie des groupoides. On en déduit que, my est un
foncteur de la catégorie des co-groupoides faibles vers la catégorie des ensembles, et que,
pour tout n = 1, m, est un foncteur de la catégorie des oco-groupoides faibles munis d’une
(n — 1)-fleche vers la catégorie des groupes.

Proposition 4.3.5. Soit F': G — H un morphisme de co-groupoides faibles. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

1. Dapplication mo(F) : mo(G) — mo(H) est une bijection, et pour tout n > 1 et toute
(n—1)-fleche f de G, le foncteur F induit une bijection

Wﬂ(Ga f) - 7"'n(I_L F(f)) ’

2. le foncteur wi(F) : wi(G) — wi(H) est une équivalence de catégories, et pour
tout n = 2 et tout couple (f,g) de (n — 1)-fléches paralléles de G, le foncteur F
induit une bijection

Wn(G’ /s g) - Wn(HaF(f)7F(g)) ’

3. le foncteur wi(F) : w1(G) — wi(H) est plein et essentiellement surjectif, et pour
tout n = 2 et tout couple (f,g) de (n — 1)-fleches paralléles de G, le foncteur F
mduit une surjection

7"'n(CTYa fvg) _)ﬂ'n(HaF(f)vF(g))'

Démonstration. L’implication 2 = 1 est évidente. Montrons la réciproque. Soient n > 1
et f, g deux (n — 1)-fleches paralleles de G. Supposons qu'il existe une n-fleche u : f — g
dans G. On définit alors un morphisme

7"'n(CTVa f) - ﬂ'n(Gv 5 g)

en envoyant une n-fleche v : f — f sur la n-fleche u+!_;v : f — g. Puisque @,(G)
est un groupoide, ce morphisme est un isomorphisme. Il est immédiat que le foncteur F'
commute & cet isomorphisme, c’est-a-dire que le carré

7"'n(Ga f) 7"'n(Ga fvg)

l |

mn(H, F(f))) —mu(H, F(f), F(g))
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est commutatif. Ainsi, pour conclure, il suffit de montrer que §’il existe une n-fleche
v: F(f) > F(g) dans H, alors il existe une n-fleche u : f — g dans G. C’est clair pour
n = 1 par injectivité de mo(F'). Soit donc n = 2 et v : F(f) — F(g) une n-fleche de H.
Posons © = s, 1(f) et y = t,—1(f). La fleche ky,—1(w,,_;(F'(f))) #I'_5 v est une n-fleche

de H de source w, ;(F(f))*""3 F(f): F(z) — F(z) et de but w,_,(F(f))«"" F(g) :
F(x) — F(x). Par injectivité de I’application

7Tn—1(G7 .%') - 71-n—l(vaFw(x)L

les (n — 1)-floches w,,_(f) *" 5 f et w,_;(f) +" 3 g sont égales dans 7, 1(G,z). Le fait
que w,—1(G) soit un groupoide entraine alors que f = g dans m,—1(G,z,y) et donc
I'existence d’une n-fleche u : f — g.

L’implication 2 = 3 est évidente. Montrons la réciproque. Soient n = 1, f, g deux
(n — 1)-fleches paralleles de G et u, v deux n-fleches de source f et de but g. Supposons
qu'on ait F(u) = F(v) dans 7, (H, F(f), F(g)). Il existe alors une (n + 1)-fleche de H de
source F'(u) et de but F(v). Par surjectivité de I’application

7Tn+1(G7uv U) - 7rn+1(H,F(u),F(’U)),

il existe une (n + 1)-fleche de G de source u et de but v. D’ou u = v dans 7, (G, f, g).
O

4.3.6. On dira qu'un morphisme F': G — H de oo-groupoides faibles est une équivalence
faible s’il satisfait les conditions équivalentes de la proposition précédente. On dispose
ainsi d’un localisateur des co-groupoides faibles.

4.4 oo-groupoide fondamental

4.4.1. Dans cette section, on fixe une catégorie de modeles M. Rappelons qu’'un objet
X de M est dit faiblement contractile si 'unique morphisme X — = de but ’objet final
est une équivalence faible. On se donne de plus un foncteur R : G — M qui fait de M
une extension globulaire. On désignera également par R le prolongement g — M et on
notera de la méme maniére les objets et morphismes de ©g, et leurs images dans M.

L’exemple fondamental est celui de la catégorie de modeéles 7op des espaces topolo-
giques. On définit le foncteur R de la maniere suivante. Pour ¢ = 0, le foncteur R envoie
D; sur D; = {x € R ||z|| < 1}, la boule de dimension i.

Pour ¢ > 1, le foncteur R envoie o; sur o; et 7, sur 7; ou

o, =(x,—/1—|z||?) et 7;=(z,/1—|z|?),

sont les inclusions des deux hémispheres de D;. On vérifie facilement que ces applications
satisfont les relations coglobulaires et on a donc bien défini un foncteur R : G — Zop. La
catégorie 7op étant cocompléte, ce foncteur fait de Zop une extension globulaire. Notons
que D’espace topologique D; est cofibrant faiblement contractile et que les morphismes
o;, T; sont des cofibrations de 7Zop.
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Proposition 4.4.2. Supposons que R envoie tout objet de G sur un objet faiblement
contractile de M et tout morphisme de G sur une cofibration de M. Alors tout arbre est
envoyé sur un objet faiblement contractile.

Démonstration. Montrons le résultat par récurrence sur le nombre n de sommets maxi-
maux d'un arbre S. Si n = 1, § est faiblement contractile par hypothese sur R. Sinon,
supposons

et posons

i1 T
T = ( g ) .
31 tp—2

Soit 3 : D;, — S la n-ieme région maximale de S et v: D
maximale de T'. Le carré

in_; — T'la (n—1)-iéme région

TZ,"
Di"nfl g D'Ln
| )
T S

est cocartésien dans M. Par hypothese sur R, le morphisme T;: ) est une cofibration
triviale. Puisque le carré précédent est cocartésien, le morphisme T — S est également
une cofibration triviale. Or, par hypothese de récurrence, T" est faiblement contractile.
Il en résulte que S est faiblement contractile. O

4.4.3. Nous allons maintenant expliciter un foncteur R : G —» M analogue au foncteur
défini pour Zop. Posons S~! = @, I'objet initial de M.

En factorisant I'unique morphisme S™! — % de but I’objet final de M, en une cofi-
bration suivie d’une fibration triviale

S—14>*
4
DO ?

on obtient un objet Dy cofibrant faiblement contractile, ainsi qu’'une cofibration jg :
Sl Dy.

Supposons qu’on ait défini un objet cofibrant S”~', un objet cofibrant faiblement
contractile D,,, ainsi qu'une cofibration j, : S"~! — D,,. On pose alors

S" = (ijn) Hgn -1 (jnaDn)-

Puisque S”~! est cofibrant et j, est une cofibration, ’objet S™ est cofibrant. On dispose
par ailleurs du morphisme canonique (1Dn7 1Dn) : S" — D,,. En factorisant ce morphisme
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en une cofibration suivie d’une fibration triviale

(1Dn’1Dn) Dn
N

Dn+1 ’

Sn
Jn

on obtient un objet D, cofibrant faiblement contractile, ainsi qu'une cofibration j,1 :
S™ — Dpy1.
Pour ¢ > 1, on pose
0p = Jnf1 €t T, = JnEg,

ou ey, g9 :Dyg — S"=! = D,,_; lgn—2 D,,_1 désignent les deux morphismes canoniques.
On vérifie immédiatement que ces morphismes satisfont les identités coglobulaires.

Le foncteur R ainsi défini fait de M une extension globulaire. De plus, celui-ci vérifie
par définition les hypotheses de la proposition 4.4.2. Notons également que la construc-
tion précédente appliquée a 7op donne l'extension globulaire définie au début de cette
section si on utilise la factorisation évidente

Sn

D,
Dy ’
ou S™ désigne le bord de D,, 41 et Dy, 11 — D,, est la projection.

Proposition 4.4.4. Soit R: G — M [extension globulaire définie ci-dessus. Supposons
que tous les objets de M soient fibrants. Alors tout couple admissible de M, pour une
théorie de co-groupoides, admet un relévement.

Démonstration. Soit (f,g) : D; — S un couple admissible de M pour une théorie de
oo-groupoides. Le couple (f, g) admet un relevement si et seulement si le carré

Si = Di ]—[Si—l Di ﬂ) S

] |

Diy1

commutatif dans M admet un relevement h : D; ;1 — S qui le scinde en deux triangles
commutatifs. Par hypothese, S est fibrant. De plus, en vertu de la proposition 4.4.2,
I'objet S est faiblement contractile. Le morphisme S — # est donc une fibration tri-
viale. Puisque par hypothese, le morphisme j;,  : S* — Dj41 est une cofibration, le
relevement h existe. O

4.4.5. Soient M une catégorie de modeles dont tous les objets sont fibrants et C' un
cohérateur de oo-groupoides. Par la proposition précédente, I'extension globulaire M
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vérifie I’hypothese de la proposition 4.1.5 et on dispose donc d’un foncteur globulaire
(non canonique) F : C — M. Ainsi, si X est un objet de M, on peut lui associer son
o0-groupoide fondamental

IIp(X,C) = Hompm(F(+), X) : C° — &ns.

Cet oo-groupoide dépend a priori des choix de factorisations qui interviennent dans la
construction du foncteur G — M et des choix de relevements qui permettent de définir
le foncteur F : C' — M.

Conjecture 4.4.6. Le co-groupoide Mp(X,C) ne dépend pas du choiz de F dans la
catégorie homotopique des co-groupoides faibles de type C.

Proposition 4.4.7. Pour tout n = 1, le groupoide w,(Ilp(X,C)) ne dépend pas du
choiz de F'. Plus généralement, deux morphismes quelconques de M

V,:Dy > Dpllp Dy et

n—1 - Dy — Dy,

vérifiant

et VT, =&T,

/ —
vnan = €90 n’

n
!

Rp10p = 1Dn_1 et /i/nflTn = 1Dn_17
ou &, et ey désignent les deux morphismes canoniques Dy, — Dp U, | Dy, induisent sur
le graphe sous-jacent de wy,(Ilp(X,C)) la structure de groupoide de ww,(I1p(X,C)).

Démonstration. Soit F' : C' — M un second foncteur globulaire. Notons G ’ensemble
globulaire sous-jacent des oo-groupoides IIx (X, C) et IIg (X, C). Fixons n > 1 et choi-
sissons dans C' des morphismes

V,:Dp—> Dyl Dy et K,y :Dp— Dy,

tels que

vV, 0, =¢y0, e V.1, =¢eT1,,

/fnilo'n = 1Dn—1 et anlTn = 1Dn—1'

Notons #” , et k,_; les opérations induites sur G par F; " | et k' | les opérations
induites sur G par F'. Puisque le couple (F(V,), F'(V,,)) est admissible, il admet par
la proposition 4.4.4 un relevement dans M. En particulier, si f et g sont deux n-fleches
de G, les deux n-fleches f*' ;g et f *;L"fl g sont homotopes. On montre de méme, en
considérant le couple admissible (F(k,,_;), F'(k,_1)), que si  est une (n — 1)-fleche de
G, alors les n-fleches ky—1(x) et k!, () sont homotopes, ce qui achéve la preuve de la
premiere assertion.

La seconde assertion se démontre de la méme maniere en remplacant F'(V,,) par V',
et F'(k,_q) par k,,_;. O
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4.4.8. Soit X un espace topologique. Pour n > 1, on définit un groupoide w, (X) de la
maniére suivante. Les objets de w,, (X) sont les applications continues D,,_1 — X. Si f, g
sont deux telles applications, un morphisme de f vers g est la classe d’une application
continue v : D, — X, telle que uo, = f et ur, = g, pour le relation d’homotopie
préservant source et but. Ainsi, u,v : D, — X représentent le méme morphisme de
wp(X) ¢'il existe H : Dy 1 — X telle que Hopy1 = v et HTpp = v. On définit la
composition des morphismes comme dans le cas des groupes d’homotopie en utilisant
I’homéomorphisme D,, — DnLID%1 D.,,, qui consiste a identifier une boule au recollement
de deux demi-boules. Les unités sont induites par la projection de D,, sur D,,_;. On
vérifie immédiatement que la catégorie w, (X ) est bien un groupoide et qu’on définit ainsi
un foncteur w, de la catégorie des espaces topologiques vers la catégorie des groupoides.

En particulier, pour n = 1, w;(X) est le groupoide fondamental II;(X), et, pour
n = 1 et x est un élément de X, si on note f : D,,_1 — X D'application constante de va-
leur z, alors Hom, ( X)( f, f) est canoniquement isomorphe au groupe d’homotopie usuel
(X, z). Plus généralement, si f,g: D,,—1 — X sont deux applications quelconques, on
notera

(X, f,9) = Homwn(X)(fag) et (X, f) = m(X, f, f).

Proposition 4.4.9. Une application continue F' : X — Y entre espaces topologiques
est une équivalence faible si et seulement si mo(F) : mo(X) — mo(Y') est une bijection et,
pour tout n = 1 et toute application continue f : D, 1 — X, le morphisme m,(F, f) :
(X, f) = (Y, F(f)) est un isomorphisme.

Démonstration. Soit F' : X — Y une équivalence faible. Fixons n > 2 et f une ap-
plication continue D,,_; — X. Il s’agit de montrer que 7, (F, f) est un isomorphisme.
La structure de catégorie de modeles usuelle sur Zop induit une structure de catégorie
de modeles sur la catégorie S™ M\7op des espaces topologiques sous S™ !. Munissons
I’'espace X de 'application

(f7 f) 18" = Dy Ugn-2 D,1—- X,
I’espace Y de l'application
(F(f),F(f)):8""" =Dy_1lign-2Dy1 =Y,

et I'espace D,, de Iinclusion canonique i : S*' — D,,. L’application F est alors au-
dessous de S™~1. Puisque F est une équivalence faible (entre objets fibrants) et que D,,
est un objet cofibrant, I’application F’ induit une bijection

[DmX]sn*l - [Dn,Y]Sn,l,

ou on a noté [U, V]sn—l les classes d’homotopie pour la structure de catégorie de modeles
sur S"~1\Top.
Cette application est précisément m,(F, f). Pour le montrer, il suffit de vérifier que

(X, f) = [Dp, X]gn—1 et m (Y, F(f)) = [Dn, Y]gn-1-
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Montrons par exemple la premiere égalité. Puisque D,, est cofibrant, on peut utiliser
n’importe quel objet chemin pour décrire les homotopies a droite dans S”fl\’T op, entre
deux morphismes D,, — X au-dessous de S”~!. Choisissons 1’objet chemin usuel XP1 vu
sous 8" vig le composé "1 — X — XP1. Une homotopie & droite comme ci-dessus
est alors donnée par un morphisme K : D,, — XP1 au-dessous de S*~!. Par adjonction,
un tel morphisme induit un diagramme commutatif

D, xD, 2 - x

DIXZ‘T T(f:f)

D; x §* 1 — gn-! )

c’est-a-dire une homotopie (au sens usuel de la topologie) constante sur S™ !. Par
ailleurs, un tel carré correspond a la donnée d’une application D,,+1 — X au-dessous de
S™~1. D'ot1 le résultat. O

Proposition 4.4.10. Soient C' un cohérateur de co-groupoides et II(-,C) le foncteur
Top — w0-Grpf (non canonique) construit dans cette section. Notons Grp la catégorie
des groupoides. Pour n = 1, le triangle de foncteurs

Top 00-Grpf ~

est commutatif. En particulier, une application continue F : X — Y est une équivalence
faible si et seulement si II(F,C) est une équivalence faible de co-groupoides. On dispose
donc d’un foncteur

Hot — Ho(oo-Grpf).

Démonstration. Soit X un espace topologique et n un entier supérieur ou égal a 1. Les
graphes sous-jacents de w, (X) et @, (II(X, C)) sont identiques. Par la proposition 4.4.7,
la structure de groupoide sur w, (II{X, C')) est induite par n’importe quelles applications

V,:Dp—>Dplp Dy et £, 1:Dp— Dy,

avec les sources et buts globulaires usuels. En particulier, on peut choisir les applications
qu’on a utilisé pour définir la structure de groupoide de w,(X). D’ou 'égalité entre
wn(X) et w,(II(X, C)). Le résultat analogue pour les morphismes est clair. O

Corollaire 4.4.11. Soit X un espace topologique. Les ensembles mo(X) et mo(IL(X, C))
sont égaux. De plus, pour n = 1, si x est un élément de X et f : D,_1 — X désigne
Uapplication constante de valeur x, alors les groupes m,(X,z) et m,(II(X,C), f) sont
égau.
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4.5 La conjecture de Grothendieck

Fixons un cohérateur de co-groupoides C. Dans la suite de cette section, on appellera
oo-groupoides faibles les co-groupoides de type C.

Conjecture 4.5.1 (Grothendieck). La catégorie homotopique des co-groupoides faibles
est équivalente a la catégorie homotopique Hot. Plus précisément, le foncteur de Hot vers
Ho(oo-Grpf ) défini dans la section précédente est une équivalence de catégories.

Nous allons maintenant exposer une stratégie de démonstration de la premiere partie
de la conjecture Grothendieck, due & Maltsiniotis (voir [33]). Nous utiliserons le langage
des catégories test, qui est exposé brievement dans la section 7.1.

Conjecture 4.5.2. La catégorie C est une catégorie test.

En particulier, le foncteur i¢ : C — Cat induirait une équivalence de catégories
Ho(C) — Hot. Par ailleurs, par [13] (voir le théoréme 7.1.7 pour une référence plus
précise), il existerait une structure de catégorie de modeles sur le localisateur C, a

engendrement cofibrant, dont les cofibrations seraient les monomorphismes.

Conjecture 4.5.3. Un morphisme de oo-groupoides faibles est une équivalence faible
st et seulement si son image par le foncteur d’inclusion i : o-Grpfo, — C est une
équivalence faible de préfaisceauz sur C.

Notons i le foncteur d’inclusion co-Grpf, — C. Celui-ci admet un adjoint a gauche r
(voir les propositions 1.27 et 1.51 [1]). Rappelons la proposition suivante de relevement
de structures de catégorie de modeles.

Proposition 4.5.4. Soient M une catégorie de modéles engendrée par un couple (I,.J),
C une catégorie localement présentable et G : M — C un foncteur admettant un adjoint
a droite D. Notons We la classe des morphismes de C qui s’envoient sur une équivalence
faible de M. Supposons la condition suivante :

(%) tout rétracte de composés transfinis d’images directes de fleches de G(.J) est dans Wc.
Alors le couple (G(I),G(J)) engendre une structure de catégorie de modéles sur le loca-
lisateur (C,Wc). De plus, l'adjonction (G, D) est une adjonction de Quillen.

Démonstration. Voir la proposition 1.4.23 de [13]. O

Conjecture 4.5.5. Le foncteur i : co-Grpf — C et son adjoint a gauche r satisfont la
condition (*) de la proposition précédente.

Les deux conjectures précédentes impliquent ’existence d’une structure de catégorie
de modeles sur le localisateur des co-groupoides faibles. De plus, adjonction (r,4) serait
une adjonction de Quillen.

Conjecture 4.5.6. L’adjonction de Quillen (r,i) est une équivalence de Quillen.
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Ainsi, les foncteurs
w0-Grpf - C 2% Cat

induiraient des équivalences de catégories

Ho(oo-Grpf ) ER Ho(C) io, Cat.



Chapitre 5

Cohérateurs de oo-catégories et
homogénéité

5.1 O est un pseudo-cohérateur de co-catégories

Proposition 5.1.1. Un couple admissible de © est, soit de la forme (f,f) : D; —» S
ou f est un morphisme algébrique, soit de la forme (ogf', 7o f") ot f': D; — 0S est un
morphisme algébrique tel que la dimension de S soit i.

Démonstration. On rappelle que pour un n donné et S un arbre, il existe au plus un
morphisme algébrique de D,, vers S dans ©. Pour conclure, il nous suffit donc de montrer
que dans le second cas, la dimension de 0.5 est nécessairement i.

Si¢ =0, c’est clair. Sinon, puisque ogf’ et 7¢ f’ sont paralleles, on a o4 f'o;, = 74 f'0;.
Or (asf’ai)lDF1 = ogfy = 05095 . De méme, (14f'0;) = 74095, 1l vient que
asaffl = Tsaffl. Ceci entraine que la dimension de 05 est strictement supérieure & i — 1.
Cette dimension est donc i car f’ est un morphisme algébrique de source D; et de but

0S. O

1
Di—1

Proposition 5.1.2. Tout relévement d’un couple admissible dans © est algébrique.

Démonstration. Fixons un couple admissible et donnons-nous un relevement h. Suppo-
sons notre couple de la forme (f, f) avec f : D,, — S algébrique. Soit h un relevement.
On a ho,, = f et donc (ho,,)glob = falob = lg. Or (ho,,)glob se factorise par hgion. Dol
hgiob = 14 ce qui prouve I'algébricité de h.

Supposons maintenant le couple de la forme (ogf’,7¢4f’) avec f : D, — 05 algé-
brique. On a ho, = ogf’" et donc (ho,)gob = (T f )glob = 0g. Or (ho,,)g0h se factorise
par hgiop- Il vient que og se factorise par hglo, dans ©g. De méme, 74 se factorise par
hglob dans ©g. On conclut alors par le lemme suivant. ]

Lemme 5.1.3. Soit h : S — T un morphisme de ©¢ avec T de dimension au moins 1.
Supposons qu’il existe f,g: 0T — S deux morphismes de Oq tels que

op = hf et Tr = hg

75
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Alors h = 14.

Démonstration. Soit n la dimension de S. Supposons que h ne soit pas l'identité. Alors
il existe un sommet s de dimension n qui est dans S mais pas dans T'. Appelons ¢ le
sommet de dimension n — 1 sur la branche issue de s. Puisque o4 se factorise par h et que
t est dans 05, le sommet ¢ est également dans T'. Mais la région associée a ce sommet
par les morphismes hf et hg ne dépend que de h. Or o et 7, associent deux régions
différentes a ce sommet. Contradiction. O

Corollaire 5.1.4. Soit C' une préthéorie globulaire homogéne sur ©. Tout relevement
d’un couple admissible de C' est algébrique.

Proposition 5.1.5. Tout couple admissible de © admet un unique relévement. En par-
ticulier, © est un pseudo-cohérateur.

Démonstration. Soit (f, g) : D; — S un couple admissible de ©. Par la proposition 5.1.2,
si le couple (f, g) admet un relevement h : D; 1 — S, celui-ci est algébrique. Par ailleurs,
il existe au plus un morphisme algébrique de D; 1 vers S. Il suffit donc de montrer que
(f,9) admet un relevement.

Supposons f et g algébriques. On a alors f = g et le morphisme algébrique h = fk;
convient.

Supposons que f = ogf’ et g = 7¢f'. Par la proposition précédente, S est de
dimension ¢ 4+ 1. Soit h 'unique morphisme algébrique h : D;; 1 — S de ©. On a
(ho—i‘f‘l)lDi = hy = 0 = og. Par ailleurs, fiy, = USf{D,. = og4. Dot ho, = f.
De méme, h7;,; = g et h est un relevement algébrique du couple (f, g). O
Corollaire 5.1.6. Soit C' une préthéorie globulaire au-dessus de ©. Pour tout ensemble

A de couples admissibles de C, il existe un foncteur globulaire canonique C[R(A)] — ©
et donc un foncteur globulaire canonique Glob(C[R(A)]) — ©.

Corollaire 5.1.7. Soit C' une préthéorie globulaire homogéne sur ©. Si (ogf',749") :
D; — S est un couple admissible de C ou f',g' : D; — 0S sont des morphismes algé-
briques de C, alors 0S est de dimension i.

5.2 Propriétés des adjonctions de relevements

5.2.1. On dit qu'une préthéorie globulaire C wvérifie la propriété (R) si pour tout i
strictement positif :

(R1) les morphismes o, et 7; sont des monomorphismes ;

(R2) sio,f =79 0u f,g: X — D; sont deux morphismes de C, alors f = g;

(R3) des que o;f = 7,f ou f : X — D;_; est un morphisme de C, le morphisme f se
factorise a l’arrivée par un morphisme source ou but non trivial.

Pour ¢ = 1, la condition (R3) signifie qu’il n’existe pas de morphisme f de but Dy tel

que o, f =7,f.
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Remarque 5.2.2. La propriété (R) s’interprete de maniére géométrique en termes de
prefalsceaux La condition (R1) se traduit par le fait que les o;, 7; et plus généralement
les o, 7'] sont des monomorphismes dans C. Sous cette hypothese la conjonction des

cond1t1ons (R2) et (R3) signifie exactement que
Imo; nTm7; = Imol_, ulm7)_,

(et en particulier Imo; U Im7 = @ pour ¢ = 1), o n et U désignent l'intersection
et la réunion des sous-préfaisceaux du préfaisceau représentable D;. Géométriquement,
cela signifie que dans C , intersection des hémispheres supérieur et inférieur de la sphere
Si=1 est la réunion des hémispheres supérieur et inférieur de la sphere S?=2, plongée dans
S*~=! de la maniere évidente.

Proposition 5.2.3. La théorie globulaire ©¢ vérifie la propriété (R).

Démonstration. On a déja établi (proposition 2.3.25) que tous les morphismes de O
sont des monomorphismes.

Supposons qu’on ait o,f = 7,9 avec f et g dans ©g. Alors nécessairement, f et g
ont pour source un D; pour j positif tel que 7 < ¢ — 1. Ainsi, f et g appartiennent a
Hom(Dj, Difl) = {0’;_1, T;_l}. Or

i—1 _ i—1 i—1 _ i—1
0;0; ~ =T0; F 0T =TT .

D’ou f = g. De plus, 0271 (respectivement 7';*1) pour ¢ — 1 > j est un morphisme source
(respectivement but) non trivial. O

Proposition 5.2.4. Soient C une préthéorie globulaire vérifiant la propriété (R) et A
un ensemble de couples de fléches paralléles de C. Alors tout morphisme de C[R(A)] se
décompose de maniére unique en un composé de morphismes a, - - - aiag, chaque a; étant
une fleche de C ou un reléevement d’un couple de A, tel que :

1. les a; ne sont pas des identités;
2. deux a; consécutifs ne sont jamais tous les deux des fleches de C';
3. siajy1 pour i = 0 est un relevement de source Dy d’un couple de A et que a; est

une fleche de C, alors a; ne se factorise, a larrivée, ni par o, ni par 7, dans C.

Démonstration. La démonstration de la proposition va utiliser la théorie des systemes
de réécriture. Nous renvoyons le lecteur a [26] pour une introduction & ce sujet.
Soit S le systeme de réécriture suivant sur 'ensemble des morphismes de C[R(A)] :

1. [14] = 1 pour tout objet X de C;
2. [9llf] = lg9f] pour X L,V % 7 des fleches composables de C';

3. (a) [ralloy, 41 f1 = lar f1;

(b) [Ta][Tz‘aﬂf] — [az f],
pour tout a = (a1,as) dans A de source D;, et toute fleche f de C' de but D;,
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Le systeme S est fortement normalisant. En effet, a chaque application d’une regle,
le nombre de lettres du mot décroit (I’identité correspondant au mot vide). Par le lemme
de Newman, pour montrer que le systeme S est confluent, il suffit de montrer qu’il est
faiblement confluent.

Remarquons que puisque les o; sont des monomorphismes dans C, le morphisme f
de la regle 3a est uniquement déterminé. De méme pour la regle 3b. Par ailleurs, les
regles 3a et 3b peuvent toutes deux s’appliquer au mot [ro][h] si h = 0; 1 f =7, 119
ou f et g sont deux morphismes de C'. Cependant, puisque C' vérifie (R), cette situation
n’est possible que si f = g.

Voici les paires critiques du systeme :

L. ([f11x),[f1x]) provenant de [f][1y] ou f est une fleche de source X;

2. (1x[f1),[1x f]) provenant de [1y][f] out f est une fleche de but X ;

3. (a) ([rallp,, ,,>[a1f]) provenant de [rq][o;, .1 f] o f est un morphisme de C' tel

que o 1 f =1p, .3
(b) ([Ta]lDia+17 [a2f]) provenant de [ro][7; ., f] ot f est un morphisme de C tel
que 7; 4 f = 1Dia+1 )

([a1f],|az2f]) provenant de [ry][g] ou g = o; v1f =7, 1f avec f un morphisme
de C' de but D;_ 41

. ([hg]Lf], [P]lgf]) provenant de [R][g][f] ou X Ly % 72 5 W sont des fleches de
C;

(a) ([arg][f]. [rallo, 19f1) provenant de [rq][o;, 41 f1lg] o X 5> ¥ % Dy, sont
des fleches de C';

() ([asg][f]. [al[rs, +19f1) provenant de [ry][7; . f][g] ot X L ¥ £ D;, sont
des fleches de C.

Les confluences des paires 1, 2, 5, 6a et 6b résultent uniquement du fait que C est une
catégorie.

Pour établir la confluence de la paire 3a, il suffit de prouver que r, = asf. Puisque
0, +1 est un épimorphisme scindé par f et un monomorphisme, c’est un isomorphisme
d’inverse f. La relation Ta0; 41 = a2 entraine donc Ta0; 41 = G2 faia 41 et donc, en
simplifiant par o; ,; a droite, la relation recherchée. La confluence de la paire 3b s’établit

=~

ot

o

de la méme maniere.

Enfin, prouvons la confluence de la paire 4. Il s’agit de prouver que aif = asf.
Puisque C' vérifie (R), le morphisme f se factorise par o; ou 7; . Supposons qu'il se
factorise par o; . On a donc f = o; g pour un morphisme g de C et la relation qu'on
cherche & établir se récrit ay0; g = azo; g. Or, puisque (a1, az) est un couple de fleches
parallcles, on a a10; = azo; . On prouve de la maniere que a1 f = aaf si f se factorise
par 7; .

Le systeme S est donc confluent. Ainsi, tout mot se récrit de maniere unique en un
mot réduit, c’est-a-dire un mot sur lequel aucune régle de S ne peut étre appliquée. Il
est immédiat que les mots réduits du systeme S correspondent exactement aux décom-
positions annoncées par la proposition. ]
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Remarque 5.2.5. Les fleches ag,aq,...,a,_1 de ’énoncé sont soit des relevements
d’un couple de A, soit des morphismes algébriques de C'. En effet, si a; pour 7 entre 0 et
n — 1 est un morphisme de C, alors nécessairement a;;1 est un relévement. Supposons
ce relevement de source D;. Les seuls morphismes globulaires de C' de but D; sont les
morphismes source et but. Il vient que si a; = kb avec k globulaire, alors k = 1.

Proposition 5.2.6. Soient C une préthéorie globulaire vérifiant la propriété (R) et A
un ensemble de couples de fléches paralléles de C. Alors le foncteur C — C[R(A)] est
fidéle. En particulier, C[R(A)] est une préthéorie globulaire.

Démonstration. Cela résulte immédiatement de I'unicité de la décomposition de la pro-
position précédente. O

Proposition 5.2.7. Toute préthéorie globulaire homogéne vérifie la propriété (R).

Démonstration. Soit C' une préthéorie globulaire homogene. Par la proposition 2.7.5,
les fleches globulaires sont des monomorphismes dans C. Il suffit donc de vérifier les
conditions (R2) et (R3). Vérifions-les en méme temps. Soit ¢ un entier strictement positif.
Supposons qu’on ait o;f = 7;9 ou f et g sont deux morphismes de C'. Appelons h ce
morphisme. Soient f = ja et g = kb les décompositions algébriques de f et g. L’unicité
de la décomposition algébrique de h entraine que 0,5 = 7,k et a = b. Puisque ©¢ vérifie
la propriété (R), on a j = k et ce morphisme se factorise par un morphisme source ou
but non trivial. On obtient ainsi que f = g et que ce morphisme se factorise par un
morphisme source ou but non trivial. ]

Proposition 5.2.8. Soit C' une préthéorie globulaire homogéne sur ©. Donnons-nous
un ensemble A de couples de fléeches admissibles de C. Alors le foncteur canonique
C[R(A)] — © (voir le corollaire 5.1.6) fait de C[R(A)] une préthéorie globulaire homo-

gene sur ©.

Démonstration. Par la proposition 2.7.9, il suffit de démontrer que pour toute fleche
f de C[R(A)], il existe une unique décomposition f = ia ou i est globulaire et a est
algébrique sur O.

Par la proposition précédente, la catégorie C' vérifie les hypotheses de la proposi-
tion 5.2.4. La remarque 5.2.5 s’applique donc et tout morphisme f de C[R(A)] se dé-
compose en f = a, ...ap ou les morphismes ay, . .., a,_1 sont soit des fleches algébriques,
soit des relevements de couples de A, et a,, est soit une fleche de C, soit un relevement
d’un couple de A. Si a, est une fleche de C, il existe une décomposition a,, = ia dans
C ou i est une fleche globulaire et a est une fleche algébrique. Ainsi, toute fleche de
C[R(A)] s’écrit comme un composé de fleches algébriques et de relevements de couples
de A, suivi d’une fleche globulaire. Or le fait que C' est homogene sur © et la définition
du foncteur canonique C[R(A)] — O entraine que toute fleche algébrique de C' et tout
relevement d’un couple de A s’envoie sur une fleche algébrique de ©. D’ou 'existence de
la. décomposition.

L’unicité résulte de la proposition 2.7.10. O
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5.3 Homogénéité des complétions globulaires

Théoreme 5.3.1. Soit C une préthéorie globulaire homogéne sur ©. Supposons que les
fleches globulaires soient des monomorphismes dans la complétion globulaire de C'. Alors
la complétion globulaire de C est homogéne sur ©.

Démonstration. D’apres la remarque 2.6.4, la complétion globulaire Glob(C') est ob-
tenue comme limite inductive d’une chaine de catégories C,, (avec les notations de la
proposition 2.6.2). Puisque O est une extension globulaire, la propriété universelle de
la complétion globulaire entraine que 'extension globulaire Glob(C') est naturellement
au-dessus de ©. Par définition des C),, tout cone o d’un systeme globulaire a valeurs dans
C,, induit une fleche f dans C,, 1. Dans la suite de cette démonstration, nous dirons que
« est algébrique sur O si f est algébrique sur ©.

Soit n un entier positif. Nous appellerons P,, la propriété suivante : pour toute fleche
f de C,, il existe une fleche a de C), algébrique sur © et une fleche globulaire i telles
qu’on ait f = ia dans Glob(C).

Si n est strictement positif, nous appellerons Q,, la propriété suivante : pour tout
cone « : Fg — X a valeurs dans C},_1 et toute fleche i : T' — S de Oy, il existe un cone
6 : Fp — X a valeurs dans C),_1, algébrique sur O, et une fleche globulaire j tels que
[a]i = j[B] dans Glob(C).

Lemme 5.3.2. 1. La propriété P, entraine la propriété Q1.

2. La conjonction des propriétés P, et Qny1 entraine la propriété Py q.

Démonstration. 1. Nous allons commencer par nous ramener au cas ou 7 est une identité.
Soient donc i : T'— S dans Og et o : Fg — X un cone a valeurs dans C,,. Soit o/ le cone
obtenu & partir de ces données par le paragraphe 2.4.2. Les morphismes [o/] et [a]i ont
méme composantes (en tant que cones) dans Glob(C') et sont donc égaux. On conclut
en appliquant la propriété Q,+1 au cone o’ et & i = 1g. On peut donc supposer que i
est une identité.

Soit « : Fr — X un cone a valeurs dans C),. Supposons que

i im
e (h, v, )
31 Im—1

Pour tout entier g entre 1 et m, par la propriété Py, le morphisme D;, — X de C), se
factorise dans Glob(C) en un morphisme D;, — Y, de C,, algébrique sur © suivi d’un
morphisme globulaire ¥, — X. On a également une factorisation Difz - Yq’ — X du
méme type pour les morphismes D% — X avec g entre 1 et m — 1.

Appelons 74, ...,7,, (respectivement ~{,...,7,, ;) les régions maximales (respecti-
vement internes) de T classées par ordre croissant et f : T' — X le morphisme de ©
induit par le cone a. Les décompositions obtenues ci-dessus des D;, — X (respective-
ment Dif] — X)) s’envoient sur les décompositions algébriques des I (respectivement
f7g) dans ©. En particulier, les sous-arbres Y; (respectivement Y,) de X sont les sous-
arbres f(v,) (respectivement f(v;)). Ainsi, pour ¢ entre 1 et m — 1, les arbres Yy et Y11
sont des prolongements de Y;]’.
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Il vient que pour q entre 1 et m — 1, le diagramme commutatif dans Glob(C)

. Diq }/q
iq
!
Dy, Y, X
cﬁ\x /
T,
" Diq+1 Y;IJrl
se compléete en un diagramme
i Dz Y,

&
\{‘ia
NV,

D; !
zﬁl qu X
Yo+1
A Ty«,er\
Tz D a Y
K lq+1 q+1

ou a priori seul les deux triangles a droite du diagramme sont commutatifs. Le paral-
lélogramme en haut a gauche est alors commutatif apres composition par Y, — X. Or
par hypothese, les morphismes globulaires sont des monomorphismes dans Glob(C'). Ce
parallélogramme est donc commutatif. De méme pour le parallélogramme du bas. Il en
découle que la totalité du diagramme est commutative.

Par la proposition 2.5.7, les arbres Y7,...,Y,, se recollent globulairement au-dessus
des Y{,...,Y, | dans Glob(C') en un arbre Y. Les fleches Y; — X induisent alors un
morphisme j : Y — X dans ©g. C’est le morphisme globulaire fgo1. Par ailleurs, on a
un cone 3 : Fr — Y a valeurs dans C,. La fleche de © induite par 3 est fu, et ce cone
est donc algébrique. On vérifie facilement que les morphismes [a] et j[5] de Glob(C)
ont mémes composantes (en tant que cones). Ils sont donc égaux dans Glob(C), ce qui
acheve la démonstration.

2. Montrons le résultat par récurrence sur la longueur [ d’'un mot w formé de mor-
phismes de C,, et de cones a valeurs dans C), représentant un morphisme de C,,;1 dans
Glob(C). Si k vaut 0 ou 1, le mot w représente soit un morphisme de Cy, soit un cone
a valeurs dans C},. Dans le premier cas, l'existence résulte de la propriété P,, dans le
second, de la propriété Q,,1 pour ¢ une identité. Supposons que w = w'f, ol w’ est
de longueur k et f de longueur 1. En appliquant le cas [ = 1, on se ramene au cas ou
f =i est une fleche globulaire. Ecrivons w’ = w” f’ avec f’ de longueur 1. Si f’ est un
morphisme de C,,, alors le mot w'i est équivalent & un mot de longueur k et le résultat
suit par récurrence. On peut donc supposer que f’ est un cone a valeurs dans C,,. Par
la propriété Q,, 1, le morphisme w” f'i s’écrit w”j[3] dans Glob(C'), ou j est une fleche
globulaire et 8 est un cone algébrique a valeurs dans C,,. On conclut alors en appliquant
I’hypothese de récurrence a w”j. O

Par le lemme précédent, on obtient la propriété P, pour tout n positif et donc que
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toute fleche de Glob(C') se décompose en une fleche algébrique suivie d’un morphisme
globulaire. L’unicité de cette décomposition est assurée par la proposition 2.7.10. O

5.4 Homogénéité des cohérateurs de co-catégories

Théoreme 5.4.1. Soit C, une tour de définition telle que les fleches globulaires soient
des monomorphismes scindés dans C1. Alors Cy est homogéne sur ©.

Démonstration. Nous allons montrer par récurrence sur n positif que C,, est homogéne
sur ©. Il en résultera par la proposition 2.7.11 que Cx, est homogene sur ©.

Le résultat est clair pour n = 0.

Supposons que Cj, soit homogene sur © et montrons que Cjy1 est homogene sur ©.
Par la proposition 5.2.8, la catégorie Cx[R(F})] est une préthéorie globulaire homogene
sur ©. Les fleches globulaires sont des monomorphismes scindés dans la complétion
globulaire de Cy[R(F})] car celle-ci est au-dessous de C;. Par le théoréme 5.3.1, cette
complétion globulaire est homogene sur ©, ce qu'on voulait montrer. O

Remarque 5.4.2. Soit C, une tour définition. Une condition suffisante pour que les
fleches globulaires soient scindées dans C est que les couples (o;,7;) pour ¢ > 1 appar-
tiennent & Fp. En effet, la catégorie ©¢[R(Fp)] admet alors, pour tout 4, une rétraction
commune aux morphismes o; et 7,. Il vient par la proposition 2.4.3 que les fleches glo-
bulaires de C; = Glob(©¢|R(Fp)]) sont des monomorphismes scindés. En particulier, on

a le résultat suivant :

Corollaire 5.4.3. Les trois cohérateurs canoniques (voir les exemples 4.1.4) sont ho-
mogénes sur ©.

Théoreme 5.4.4. Soient C, une tour de définition et D un pseudo-cohérateur. Suppo-
sons que les fleches globulaires soient des monomorphismes scindés dans Cy et que D
soit homogene sur ©. Alors il existe un foncteur globulaire (non canonique) de Cy vers
D homogeéne sur ©.

Démonstration. En vertu du théoreme 5.4.1, pour tout n positif, le foncteur canonique
C, — O fait de C,, une théorie globulaire homogene sur ©. On va construire par récur-
rence sur n positif, des foncteurs globulaires G, : C,, — D homogenes sur ©, a partir
du foncteur Gg : Cp = ©g — D. On obtiendra alors un foncteur globulaire Co, — D
homogene sur © en passant a la limite inductive.

Supposons donc que l'on dispose d’'un foncteur globulaire G,, : C;, — D homogene
sur ©. Notons F;, I'ensemble des couples admissibles de C,, qui définit Cp 1 a partir
de C),. Par définition d’une tour de définition, se donner un foncteur globulaire G,,41 :
Chs1 — D tel que le triangle

Cn CnJrl

Gx %nle

D
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soit commutatif, revient & se donner pour chaque couple admissible (f,g) dans F),, un
relevement dans D du couple (G, (f),Gr(g)). Puisque le foncteur G,, est homogene, un
tel couple (G,(f),Gn(g)) est admissible et admet donc un relevement par hypothese
sur D. On obtient alors un foncteur globulaire G,,.1 : C,,.1 — D en faisant des choix de
relevements arbitraires. Par hypothese de récurrence, le triangle

G

Ch “—~D
C)

est commutatif. Puisque les foncteurs Cp11 — © et Cp,41 — D sont définis par la

propriété universelle de C, 41 a partir des foncteurs C,, —» © et C,, — D, il en est de

méme du triangle
Gn+1

Cn+1 D

N/

et le foncteur G,1 est donc au-dessus de ©. Or les foncteurs C,,;1 — O et D — O
font de Cj, 11 et D des théories globulaires homogenes sur ©. Le foncteur G,,+1 est donc
homogene sur O. O

)

Corollaire 5.4.5. Soient C' un des trois cohérateurs canoniques (voir les exemples 4.1.4)
et D un pseudo-cohérateur homogene sur ©. Alors il existe un foncteur globulaire de C
vers D homogéne sur ©.
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Chapitre 6

Dictionnaire w-opéradique

6.1 Préliminaires monadiques

6.1.1. Fixons une monade (M, u1,7) sur une catégorie A.

Nous noterons KI(M) la catégorie de Kleisli de M. Rappelons que les objets de K1(M)
sont les objets de A et que si a, b sont deux objets de A, les morphismes de a vers b dans
KI1(M) sont les morphismes de a vers M (b) dans A. Si f :a — M(b) et g : b > M(c)
sont deux morphismes composables, le composé est le morphisme

f

a > vy X9,

L’identité d’un objet a est le morphisme 7, : a — M(a).

Nous noterons M-Alg la catégorie des algebres sur la monade M. Rappelons que le
foncteur d’oubli Uy : M-Alg — A admet un adjoint a gauche Ly, : A — M-Alg qui
envoie un objet a de A sur l'algebre libre (M (a), 11,)-

Nous noterons KI'(M) la catégorie définie de la maniere suivante. Les objets de
KI'(M) sont les objets de A. Si a et b sont deux objets de A, un morphisme de a
vers b dans KI'(M) est un morphisme d’algeébres de Ljs(a) vers Lys(b) dans M-Alg.
L’adjonction entre les foncteurs Lys et Ups induit un isomorphisme de catégories entre
KI(M) et KI(M').

Toute adjonction (L : A — B, R,n,¢) induit une monade (LR, L ¢ * R,n). Notons
M cette monade. On dispose d’un foncteur de comparaison K : B — M-Alg qui envoie
un objet b de B sur l'algebre (R(b), R(g,)). On dit qu'un foncteur R est monadique s'il
est le foncteur adjoint a droite d’une adjonction telle que le foncteur de comparaison soit
une équivalence de catégories.

Lemme 6.1.2. Soient (L;, R;,n;,¢;), i = 1,2 deux adjonctions composables

Ly Lo

A B C.
Ry Ry

85
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Soit (L3, R3,m3,€3) le composé de ces adjonctions. Pour i entre 1 et 3, appelons M; la
monade associée a l'adjonction (L;, R;,n;,€;). Alors le morphisme de foncteurs

Ry*my*Ly: R1L1 — R3L3 = RiRoLoly

est un morphisme de monades de My vers Ms. Par ailleurs, pour a dans A, le morphisme
T, L1(a) €5t Lunique morphisme f : Li(a) = Ra(L2(L1(a))) tel que ng, = Ri(f)ny 4

Démonstration. On a ng = (Ry *n, % L1)n,. Cette égalité correspond exactement au fait
que le morphisme de foncteurs de I’énoncé est compatible aux unités des monades. Pour
la compatibilité a la multiplication, il s’agit de vérifier que

(Ry#myx L1)(Ryxey % L1) = (R3#eg% L3)(Ry #my (L1 R1) % my x L1).

Puisque €5 = €4(La%ey * Ry), R3 = R1Ry et L3 = LoLy, il suffit de montrer qu’on a
M€y = (Ro#egx La)(ny x €1 % 1y). Or

(Ro#egx La)(nyxmy) = (Ro*eg% Lo)(ny* RaLa)n,
= (((Raxe5) (g = R2)) * L2)n,
=12

Si a est dans A, on vérifie facilement que 7, Li(a) vérifie I’équation de 1’énoncé. L uni-
cité de la solution résulte de la propriété universelle de 'unité d’une adjonction. O

Lemme 6.1.3. Soient (L;, R;,n;,¢€;), i = 1,2,3 trois adjonctions composables

Ly Lo L3

A B C D.
R1 Ro R3

Par le lemme précédent, on a un triangle dans la catégorie des monades

R, R1RoLolq

\/

RiRoR3L3Lo1n
Ce triangle est commutatif.

Démonstration. 11 s’agit de montrer que
R1 * 77 % L1 = (R1R2 * T3 * LQLl)(Rl * 7)o * Ll)

ou 7 est I'unité de la monade RoR3L3Lo. Mais ) = (Rg = 15 * Lo)n, et I'égalité en question
suit. O
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6.2 Globularité et extensions de Kan

6.2.1. Fixons une théorie globulaire homogene C' et notons j : ©g — C' le foncteur
canonique. Le but de ce paragraphe est d’expliciter 'extension de Kan j, : ©9 — C.

La théorie générale des extensions de Kan nous donne la formule

HX)(S) = lim X(T),
(T,5—3j(T))eS\Oo

ou X est un préfaisceau sur ©g et S un arbre. Plus précisément, j,(X)(S) est la limite
inductive du foncteur (S\Og)° — &ns qui a (T,S — j(T')) associe X(T).

Notons (S\Oy),,, la sous-catégorie pleine de (S\Op) dont les objets sont les couples
(1,5 ER J(T)) ou f est algébrique. Cette catégorie est discrete. Soit x = (T, S J, J(T))
dans (5\O9). La catégorie (5\Op),,/z est constituée d’'un unique objet correspondant

a la fleche fu,. En particulier, cette catégorie est non vide et connexe. Le foncteur
(S\G)O)Zlg — (S\Op)° est donc cofinal et on a un isomorphisme canonique

(X)(S) ~ I1 xn= [] xm@

(T,5—3(T))e(5\Oo) S—TeCayg

alg

alg

La fonctorialité en X agit composante par composante. Décrivons la fonctorialité en S.
Soit donc f : S — S’ une fleche de C. Donnons-nous (S’ — 7", z) dans j,(X)(S’). On
obtient par composition une fleche g : S — T’ qui n’est plus algébrique en général.
Cette fleche se décompose en § 225 T 22, 7/ A (S’ — T',z), on associe 'élément

(Galg> X (ggion)(x)) de j,(X)(S). D’olt un morphisme
1] x@)- [] x@.

S’—)T’ECalg S"Tecalg
Ce morphisme est précisément j,(X)(f).
6.2.2. Soient C' une théorie globulaire homogene et j le foncteur ©g — C. Si G est un

réfaisceau sur O, on notera FIS le préfaisceau j*j,(G) sur ©g. On notera Flo  le
p ; Cuy le P 7% g

préfaisceau Fllcal ou 1 est le préfaisceau terminal. On appellera Flc,,  le préfaisceau des
fléches algébriques de C.
Si est G un préfaisceau sur O et

est un arbre, on notera Fl’éi lg(S) I’ensemble

¢ , € , G :
Al (Di) xmig | (0,) Gy (D) mig | (0y) 7 Xm0, ) Flda (Din):
On notera FI’Calg (S) l'ensemble FI'Clalg(S) ou 1 est le préfaisceau terminal. On dispose

d’une application canonique FISM (S) —» Fl'(ilg(S). Par définition, le préfaisceau Flgalg
est globulaire si pour tout arbre S, cette application est une bijection.
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6.2.3. Soient D une théorie globulaire homogene et C' une théorie globulaire homogene
sur D wvia un foncteur F'. Puisque F préserve les morphismes algébriques, si G est un
préfaisceau sur Og, on dispose d’un carré commutatif

FIG,  (S) —FI&, (5)

i |

G G
FI5, , (8) —FI5., () )
ou les fleches verticales sont induites par F.
Proposition 6.2.4. Ce carré est cartésien.

Démonstration. Un élément a de FI'CCiIg(S ) correspond & la donnée d’un diagramme

Dy L X
D, =% X
11 1 kJQ
\ f \
T1/12 Diz 2 X2
Dz’ . \ n;l X'II’L*]. %2
Dy, In X, »

commutatif dans C, ou les f;, f/ sont algébriques dans C' et les k; sont des morphismes
globulaires, et & la donnée d'un élément z dans G(X1) xg(x7) *** Xa(x: ) G(Xn) (les
morphismes définissant ce produit fibré itéré étant les ;).

L’image de a par I'application Fl’éilg(S ) — Flg’l lg(S ) correspond au diagramme

F(f_y) ,
- : Xnt gy
Tin\ F(fn) \

if’7‘71 Din Xn ’

commutatif dans D, et au méme élément x.
Par ailleurs, si b = (g : S = U € FI(D,1g),y € G(U)) est un élément de FI(D;alg(S), en
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utilisant les décompositions algébriques dans D, on obtient un diagramme

D, / 9 /
S

2T Da

in

commutatif dans D, ou les g;, g, sont algébriques, les l;, p; sont globulaires. L'image de
cet élément par I'application Flgalg(S ) — Flﬁlg(S ) correspond donc au diagramme

i1 . g1
Ji’ Dll U1
91 I///Z/7
[%/ LG s
k go \
T Dy, : Uz
d 1
n— !/
Dl’"—l U L lop_o
T;:\\&]) gn \\\\*
"n—1 in Un ’

commutatif dans D et a I’élément y.
Ainsi, si le couple (b, @) est dans le produit fibré FIF | (S) xgre (5 FIEE, (5), il induit

alg
le diagramme

7Dy L X
Dy / i ¢ /kl/ S
1 1 ]92

% D f2 \ P2

i i : 2
Lfl Pn
DZ, -1 X{lf kon—2
Tin\ fn S~
iy D’Ln Xn ’
commutatif dans C'. Posons r = (p1 f1,...,pnfn) : S = U. Le morphisme r s’envoie sur g

par le foncteur F' et est donc algébrique. Le couple (7, y) appartient ainsi a Flgalg (S). On
a donc construit une application

Flgalg(S) FIS (s )Fl’é;g(S) —>F|8alg(5).

Mg
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On vérifie facilement que cette application est I'inverse de ’application canonique
G G 1G
FICalg (S) - FlDalg (S) XFlg;alg(S) Flcdlg(S)
O

Corollaire 6.2.5. Soient D une théorie globulaire telle que FI%alg soit globulaire, pour
G un préfaisceau sur ©q, et C une théorie globulaire homogéne au-dessus de D. Alors le
préfaisceau Flg'alg est globulaire.

Démonstration. Par la proposition précédente, pour tout arbre S, le carré

F|galg(5) - FI’&@(S)

| |

FIS,,, (S) —= FIFS;,_(9)

est cartésien. L’hypothese sur D entraine que le fleche horizontale du bas est une bijec-
tion. Il en est donc de méme de celle du haut, d’ou le résultat. O

6.2.6. Soit

un arbre. Nous allons décrire Flg _(S5).

Rappelons que si ¢ est un entier positif, il existe un morphisme algébrique D; — X
dans O si et seulement si la dimension de X est inférieure ou égale a i, et que dans ce
cas ce morphisme est unique. On en déduit immédiatement qu’un élément de Fléalg (S)
correspond a la donnée d’un systéeme globulaire généralisé constitué d’arbres Xi,..., X,
au-dessus d’arbres X{,..., X/ _; tels que la dimension de X}, (respectivement X;) est
inférieure ou égale & i), (respectivement i) ) pour k entre 1 et n (respectivement entre 1
et n—1).

Plus généralement, si G est un préfaisceau sur g, un élément de FI'@Galg (S) correspond
a la donnée d’un systeme globulaire généralisé constitué d’arbres X1, ..., X,, au-dessus
d’arbres X7,..., X/ | vérifiant les mémes hypotheses de dimension que ci-dessus, et a
la donnée d'un élément de G(X1) xg(x1) -+ Xax,_,) G(Xn).

Proposition 6.2.7. Si G est un préfaisceau globulaire sur ©q, le préfaisceau Flgalg est

globulaire.
(i in
s=(" L)

un arbre. Appelons h le morphisme canonique Flgalg (S) > F ’@Ga lg(S).

Démonstration. Soit
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Si f: S — T est une fleche de Cy et o), : D;, — S, pour k entre 1 et n, sont les
régions maximales de S classées dans l'ordre croissant, on a

h(f) = ((far)ag, - - (fag)aig)-

Notons que la fleche (fay)ae a pour source D;, et but T, a,

Par le paragraphe précédent, un élément de FI’@GHlg (S) correspond & un systeme glo-
bulaire généralisé constitué d’arbres X7, ..., X, au-dessus d’arbres X{,...,X] | et a
un élément e’ de G(X1) xg(x1) -+ Xgx:_,) G(Xn). Appelons X la somme globulaire
généralisée du systeme. Puisque G est globulaire, il préserve les sommes globulaires
généralisées et € induit un élément e de G(X). Par ailleurs, on dispose d’un mor-
phisme canonique S — X dans ©. Ce morphisme est clairement algébrique. Le couple
(S — X € Fl(©,),e € G(X)) appartient donc a Flgalg(S) et on a ainsi défini une
application g : FI’@G;lg (S) — Flgalg(S).

On vérifie facilement que g est un inverse de h, ce qui établit la proposition. O

Corollaire 6.2.8. Soient C' une théorie globulaire homogéne sur © et G un préfaisceau
globulaire sur ©qg. Le préfaisceau FISalg est globulaire.

Remarque 6.2.9. Le corollaire précédent peut se reformuler de la maniere suivante.
Soit C' une théorie globulaire homogene sur © et j : ©g — C' le foncteur canonique.
Alors le foncteur j : (:)\0 — C envoie les préfaisceaux globulaires sur des préfaisceaux
globulaires. En effet, si G est un préfaisceau globulaire sur ©g, j,(G) est globulaire si et
seulement si j*5,(G) = Flgalg est globulaire.

6.3 Monade associée a une extension globulaire

6.3.1. Soit C une extension globulaire. On notera Uc le foncteur d’oubli de Mod(C')
vers G obtenu en restreignant a Mod(C) le foncteur C - G induit par le foncteur
G-—-C.

Si F': C — D est un morphisme d’extensions globulaires, on dispose d’un foncteur
Mod(D) — Mod(C), obtenu en restreignant le foncteur F'* : D—Ca Mod(D) (il est
immédiat que F* envoie Mod(D) dans Mod(C)).

Lemme 6.3.2. 1. Soit C une extension globulaire. Alors le foncteur d’inclusion de
Mod(C') dans C' admet un adjoint a gauche.

2. Soit C — D un morphisme d’extensions globulaires. Alors le foncteur associé
Mod(D) — Mod(C) admet un adjoint a gauche L. De plus, le carré

C D

| !

Mod(C) —5 Mod(D)

est commutatif a isomorphisme pres.
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3. Soit C une extension globulaire. Alors le foncteur Mod(C') — G admet un adjoint
a gauche.

Démonstration. 1. Cela résulte, par la proposition 1.27 de [1], du fait que la catégorie
Mod(C') est cocomplete (proposition 1.51 de op. cit.) et que le foncteur de C' vers Mod(C')
est pleinement fidele.

2. On a le carré commutatif suivant :

Mod(D) — D
L
Mod(C) —— ¢

Par le point précédent, le foncteur Mod(D) — D admet un adjoint a gauche r. Le
foncteur D - C admet également un adjoint a gauche Fj. La pleine fidélité du foncteur
Mod(C) — C entraine donc que le foncteur Mod(D) — Mod(C') admet un adjoint &
gauche. Pour E une extension globulaire, notons y} le foncteur E — Mod(E) et par y%,
le foncteur Mod(E) — E. L’adjoint & gauche de Mod(D) — Mod(C) s’écrit alors rFy?.

De plus, le carré
C D
c D

étant commutatif & isomorphisme pres, on dispose d’un isomorphisme ng%yé — y%y}JF
et donc d’un isomorphisme rF'y%yé, ~ Lyé — ryQDy}jF. Mais puisque y% est pleinement
fidele, ryzD est canoniquement isomorphe a l'identité de Mod(D) et on obtient donc un
isomorphisme Lyé — y}jF.

F

F

3. Par la proposition 2.3.23, on a G~ Mod(©g) et 3. est un cas particulier de 2. On
peut aussi arguer que le foncteur Mod(C') — G est le composé du foncteur Mod(C') — C
et du foncteur C' — G qui admettent tous deux des adjoints a gauche. O

6.3.3. Par le lemme précédent, le foncteur Uo admet un adjoint a gauche. Dans toute
la suite du texte, on supposera fixé le choix d’un tel adjoint. On le notera Lo. Cette
adjonction donne lieu & une monade Ucx Lo qu’on notera Mo et qu’on appellera la monade
associée a C.

Soit F' : C'— D un morphisme d’extensions globulaires. Le foncteur U de Mod(D)
vers Mod(C') admet par le lemme 6.3.2 un adjoint & gauche L. Par le lemme 6.1.2,
on a un morphisme de monades de Mg vers UcULLg. Or la monade UoULLg est
canoniquement isomorphe a Mp. Nous avons définit un morphisme de monades Mg de
Mg vers Mp.

Proposition 6.3.4. Le morphisme Mg ne dépend pas du choizx de l’adjoint a gauche L.
L’application qui a une extension globulaire C associe Mg et ¢ un morphisme d’ex-
tensions globulaires F' associe Mp définit un foncteur M de la catégorie des extensions
globulaires vers celle des monades sur G.
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Démonstration. Soit F': C'— D un morphisme d’extensions globulaires. Montrons que
le morphisme Mp : Mo — Mp ne dépend pas du choix de L. Soit L' un second adjoint
a gauche de U. Il suffit de vérifier que le diagramme

Lo ULLc
UL'Lc —=ULp

est commutatif. Pour cela, on considere la fleche ULLe — UL'L¢ induite par I'iso-
morphisme canonique entre L et L’ et on montre que les deux triangles obtenus sont
commutatifs en utilisant la propriété d’unicité de I'isomorphisme canonique entre deux
adjoints.

Soient C — D — E deux morphismes d’extensions globulaires composables. Appe-
lons U; (respectivement Us) le foncteur Mod(D) — Mod(C') (respectivement le foncteur
Mod(F) — Mod(D)) et L; (respectivement Lg) son adjoint a gauche.

On a le diagramme suivant :

Mc UcU L1 Lc Mp
UpUsLoLp
UcU Uz LoLy L Mg

Par le lemme 6.1.3, le triangle est commutatif. Par ailleurs, 'isomorphisme canonique
entre L1L et Lp induit un isomorphisme entre UcUUsLoL1 Lo vers UpUsLoLp qui
divise le rectangle de droite en un carré et un triangle. On vérifie par le calcul que le
nouveau carré est commutatif. La commutativité du triangle résulte de celle du dia-
gramme

LngLC _—> LQLD

L

Lg ’

qui s’obtient en utilisant la propriété d’unicité de I'isomorphisme canonique entre deux
adjoints. O

6.3.5. Soient C' une théorie globulaire et j : ©g — C le foncteur canonique. Notons ¢ le
foncteur d’inclusion de G dans ©g. Considérons le diagramme

Mod(C) —> &
(+¢) Uci l
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Le carré (#¢) est commutatif & isomorphisme canonique pres. En effet, on a I’égalité
i4(J1)* = i41*j*. Or le foncteur j* envoie les préfaisceaux globulaires sur C' sur des pré-
faisceaux globulaires sur Og et par la proposition 2.3.23, la restriction de i,i* a Mod(C)
est isomorphe a lidentité. On a donc i,(ji)* ~ j* sur Mod(C) et ce qui correspond
exactement a la commutativité du diagramme.

Proposition 6.3.6. Si C' est une théorie globulaire, le foncteur Uo est monadique.

Démonstration. Le commutativité du carré (x¢) et la proposition 2.3.23 entrainent que
le foncteur Ue est canoniquement isomorphe au foncteur U : Mod(C') — Mod(©g) induit
par le foncteur canonique j : ©g — C. Nous allons montrer que U est monadique en
utilisant le critere de Beck (théoréme 4.4.4 de [10]).

Commengons par observer que puisque j est bijectif sur les objets, le foncteur U est
conservatif. Par ailleurs, on sait que U admet un adjoint a gauche.

Vérifions la troisieme hypothese du théoreme op. cit. Soit (f, g) un couple de fleches
paralleles dans Mod(C'). Supposons que le couple (U(f),U(g)) admette un coégalisateur
absolu Z dans Mod&@o). En particulier, Z est également un coégalisateur dans (:):0.
Puisque la catégorie C' est cocomplete, le couple (f, g) admet un coégalisateur Z’ dans C'.
Le foncteur j* est exact et envoie donc Z’ sur un conoyau de (U(f), U(g)) dans C. Ainsi,
Z et j*(Z') sont canoniquement isomorphes dans C. 11 en résulte que j *(Z') appartient
Mod(Og) et donc que Z' appartient & Mod(C). Ainsi Z’' est également un conoyau de
(f,g) dans Mod(C'). Le foncteur U envoie Z’ sur un coégalisateur isomorphe & Z, ce
qu’on voulait démontrer. ]

Proposition 6.3.7. Soit C' une théorie globulaire homogéne au-dessus de ©. Notons i
le foncteur G — Oy, j le foncteur ©y — C et y le foncteur Mod(C) — C. On a

yLo =~ jiux et Mo ~i*j* jyiy.
En particulier, pour X un ensemble globulaire et S un arbre, on a

Lo(X)(S)= || Homga(T.X),

S—»TeC’alg
et pour n un entier positif, on a
Mo(X)(Dn) = ][] Homg(T,X).
DnHTECalg

L unité ne de Mo évaluée sur un ensemble globulaire X et sur D, est l’application

Nc,x,D,, * X(Dn) — H X(9),
DHHSECalg

qui envoie un élément x sur le couple (1, ,x).
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La multiplication p, de Mc évaluée sur un ensemble globulaire X et sur Dy, est
Uapplication

Ko XD, H H X(T) - H X(T),

DnHSECalg S%TGCalg DnHTECalg
qui correspond a la composition des fleches en indices.
Démonstration. Soit X dans G et Y dans Mod(C'). On a la suite d’isomorphismes

Homa (X, Uc(Y)) ~ HomGAO(i*(X yixUc(Y))

~ Homg (i.(X).j*y(Y)
~ Homé(jgi*(X)a y(Y)),

ou le premier isomorphisme résulte de la pleine fidélité de i, (qui découle de la pleine

fidélité de i) et le deuxiéme de la commutativité du carré du paragraphe 6.3.5. Puisque

par la remarque 6.2.9, le foncteur jji, est a valeurs dans Mod(C'), on a bien yLc = jyix.

Il en découle immédiatement que Mg = i*j5%ji,. Pour établir les formules décrivant

Lo(X) et Mo(X), o X est un ensemble globulaire, il suffit alors de remarquer que

pour tout arbre T, par la proposition 2.3.23, on a Homgo(T,z'*(X)) ~ Homg (T, X).
Soit S un arbre et X un ensemble globulaire. On a

~—  ~—

Passons & la description de I'unité et de la multiplication. Tout foncteur v : A — B
entre petites catégories cocomplétes induit une adjonction (v, : A ﬁ,u*,n, ) qui
induit elle-méme une monade (M, u,n) sur A. Explicitement, si X est un préfaisceau sur
A, on a

M(X)(a) = lim X(ad).
(o’ ,u(a)—>u(a’))
Pour X un préfaisceau et a dans A, I'unité ny , : X(a) — M(X)(a) envoie un élément
f de X(a) sur la classe d’équivalence du couple ((a,u(a) — u(a)), f) dans la limite
inductive ci-dessus. La multiplication p : u*uu*u, — u*u, évaluée sur un préfaisceau X
sur A et un objet a de A est donnée par la fleche

h_II)l h_H)l X(a”) s h_I)n X(a”)
(a'u(a)—u(a’)) (a”,u(a’)—u(a”)) (" u(a)—u(a"))

qui correspond & la composition des fleches en indices. Les descriptions recherchées en
découle. O
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Exemple 6.3.8. Notons w la monade associée a la théorie globulaire ©. Par la propo-
sition précédente, on a

wX)Dn) = [] Homga(T,X)= ]_[' vHom@(T,X)
Dn=T€Ouig T e A"

ou X est un ensemble globulaire et n un entier positif. C’est exactement la monade w
définie dans [8]. Le premier paragraphe de la preuve de la proposition 1.12 de op. cit.
montre que c’est la monade des co-catégories strictes. Ce résultat est fortement lié a la
proposition 4.2 de [3] et au théoreme 4.6 [31].

Proposition 6.3.9. Soit F' : C — D un morphisme de théories globulaires homogenes
sur ©. Alors Mg : Mo — Mp est au-dessus de w et peut se décrire de la maniére
suivante. Soit X un ensemble globulaire et n un entier positif. On a Mg xp,(f,9) =

~

(F(f),g) ot f:D, — T est une fleche algébrique de C et g : T — X une fleche de G.

Démonstration. Le fait que Mg soit au-dessus de w résulte immédiatement du fait que
F est au-dessus de O et de la fonctorialité du foncteur M.

Appelons U le foncteur d’oubli Mod(D) — Mod(C) et L son adjoint & gauche. Nous
allons décrire I'unité n de cette adjonction sur I'image de L.

Soit ay : Lo(X) = U(L(Le(X))) défini par ay 1(f, 9) = (F(f),g)ou f : T — T" est
un morphisme algébrique de C' et g : T" — X est un morphisme d’ensembles globulaires.
Vérifions que ay est naturel en X. Soient 77 un second arbre et h : 77 — T une fleche
de C. La naturalité de e en h équivaut a ’égalité

((fh)ag, 9(fR)glob) = (F'(fh)aig, 9F(fh)glob)-

Celle-ci résulte du fait que F' est un morphisme de théories homogenes au-dessus de ©
et qu’il préserve donc les décompositions algébriques.

Par le lemme 6.1.2, pour montrer que No(x) = Xx il suffit de vérifier qu’'on a
Mpx = Uc(aX)nO’X, ce qui est clair par la description de 7 et 7, donnée par la
proposition 6.3.7.

Par définition, on a Mpx = UC(nLC(X))' C’est exactement la description donnée
dans I’énoncé de la proposition.

Montrons maintenant que la monade Mp est cartésienne. Soit f: X — Y dans G et
n un entier positif. Il s’agit de montrer que le diagramme

[T  Homa(T,X) [T Homg(T,Y)
Dy, —>T€Calg Dn_’TeCalg

l l

[ Hom~ (T, X) [T Homa(T,Y)
DnHTeDalg © DnHTEDalg ©
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est cartésien. Or, le produit cartésien du diagramme

LI Hom@(T, Y)
DnHTECalg

|

I Homg (7', X) [I  Homga(T,Y)
Dy —>T€Dy, Dy —TeDag

est constitué des couples ((f1,91), (f2,92)) ot fi : D, = T est un morphisme de D,
g1 : T — X un morphisme d’ensembles globulaires, f : D, — T un morphisme de Clyq,
g2 : T — Y un morphisme d’ensembles globulaires tels que F'(f2) = f1 et g2 = fg1. Cet
ensemble est canoniquement isomorphe a I’ensemble des couples (f2,g1) ou fo : D, > T
est un morphisme de Cyy et g1 : T — X est un morphisme d’ensembles globulaires. Cet
ensemble est précisément ’ensemble en haut a gauche du carré commutatif. Celui-ci est
donc bien cartésien. O

6.4 w-opérades

6.4.1. Une catégorie est dite cartésienne si elle admet des produits fibrés.

Un foncteur est dit cartésien s’il commute aux produits fibrés.

Une transformation naturelle est dite cartésienne si ses diagrammes de naturalité
sont cartésiens.

Une monade (M, n, u) sur une catégorie C' est dite cartésienne si la catégorie C, le
foncteur M et les transformations naturelles 7 et p sont cartésiens.

Un morphisme de monades est dit cartésien s’il 'est en tant que transformation
naturelle.

Exemple 6.4.2. La monade w est cartésienne (voir la proposition F.2.2 de [29]).

Proposition 6.4.3. 1. Soient .G : A — B deux foncteurs et a : F — G une
transformation naturelle cartésienne. Si G est cartésien, alors F' est cartésien.

. a B . . .
2. Soient F' > G — H deuzx transformations naturelles composables. Si 3 est carté-
sienne, alors o est cartésienne si et seulement si Ba est cartésienne.

3. Soient M et N deur monades sur une catégoriec A et a: M — N un morphisme
de monades cartésien. Si la monade N est cartésienne, alors la monade M est
cartésienne.

4. Soient M 5 N S p deux morphismes de monades composables. Si 3 est cartésien,

alors a est cartésien si set seulement si B est cartésien.

Démonstration. Ces résultats découlent facilement du lemme usuel sur les compositions
de carrés cartésiens. O
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6.4.4. Une w-collection est un endofoncteur F' de G munie d'une transformation natu-
relle cartésienne /' — w. Par la proposition précédente, un tel foncteur est cartésien.

Un morphisme de w-collections est une transformation naturelle au-dessus de w. Par
la proposition précédente, une telle transformation naturelle est cartésienne.

Une w-opérade est une monade M sur G munie d’un morphisme de monades cartésien
M — w. Par la proposition précédente, une telle monade est cartésienne.

Un morphisme de w-opérades est un morphisme de monades au dessus de w. Par la
proposition précédente, un tel morphisme est cartésien.

Remarque 6.4.5. L’évaluation en l’ensemble globulaire terminal 1 définit un foncteur
de la catégorie des w-collections vers la catégorie des ensembles globulaires au-dessus
de w(1). Ce foncteur est une équivalence de catégories. En effet, si F' est une w-collection
et X est un ensemble globulaire, le diagramme de naturalité

F(X) —— F(1)

associé a 'unique morphisme Y — 1, est cartésien. Il vient que F' est uniquement
déterminée par I’ensemble globulaire F'(1) muni du morphisme F(1) — w(1). On vérifie
immédiatement qu’il en de méme pour les morphismes de w-collections.

Proposition 6.4.6. Le foncteur M induit un foncteur de la catégorie des théories glo-
bulaires homogénes sur © wvers la catégorie des w-opérades.

Démonstration. C’est une reformulation de la proposition 6.3.9. O
Proposition 6.4.7. Le foncteur sous-jacent d’une w-opérade est fidéle.

Démonstration. La formule (voir 'exemple 6.3.8) décrivant le foncteur sous-jacent de la
monade w entralne immédiatement que celui-ci est fidele. Par conséquent 'unité de la
monade w est un monomorphisme. Or, par définition, I'unité d’une w-opérade se factorise
par celle de w et est donc un monomorphisme. D’ou le résultat. O

6.4.8. Soit f : S — w(T) un morphisme dans G ot S et T sont deux arbres. Un
tel morphisme correspond & un élément de Le(T)(S), c’est-a-dire & un couple (S =
7T 5 T) ou a est un morphisme algébrique de O et i est globulaire. On dira que f
est w-générique si i est une identité.

Soit M une w-opérade. On dira qu’un morphisme f : S — M(T') dans (@, ouSetT
sont des arbres, est M-générique si S — M(T) — w(T') est w-générique.

Proposition 6.4.9. Soient M une w-opérade et f : S — M(X) un morphisme dans
@, ou S est un arbre et X est un ensemble globulaire. Alors f se factorise de maniére
unique dans G en un composé S % M(T) % M(X), o g:S— M(T) est M-générique
et j = M(i) ou est un morphisme i: T — X dans G.
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Démonstration. Commencons par établir le résultat pour M = w. Soit f : S — w(X)
un morphisme de G. Supposons qu'on ait f = M(i)a ot a : S — w(T) est un mor-
phisme w-générique et i : T' — X est un morphisme de G. Puisque le morphisme a est
w-générique, il correspond & un couple (ayg : S — T, 1;) dans w(7T)(S). Le morphisme
M (i)a correspond alors au couple (@alg, %) dans w(X)(S). Ainsi f détermine de manieére
unique a,lg, et donc a, et i. Réciproquement, f correspond & un couple ( falg, falob) dans
w(X)(S) et la décomposition f = M( fgiob) fgen, Ol fgen €st le morphisme qui correspond
au couple (fag, 1) dans w(X)(S), convient.

Passons au cas général. Soient M une w-opérade et f : .S — M(X) un morphisme
dans G. Supposons qu’on ait f = M(i)a otta: S — M(T) est M-générique et i : T'— X
est un morphisme de G. On a le diagramme commutatif suivant :

!

o M) M(T)
N MY
Q@ M(T") ap
y
w(T") w(T)

w(i)

La fleche apva est w-générique et w(i)(aq,a) est donc la décomposition unique, établie
au début de cette preuve, du morphisme o f. Ainsi, les fleches i et ava ne dépendent
que de f. Par ailleurs, le carré de naturalité

étant cartésien, le morphisme a ne dépend pas non plus de f. D’ou l'unicité de la dé-
composition.

L’existence de la décomposition résulte de I'existence de la décomposition de a f et
du fait que le carré ci-dessus est cartésien. O

Corollaire 6.4.10. Soit M une w-opérade. Un morphisme S — M(T) de @, ou S etT
sont des arbres, est générique si et seulement s’il ne se factorise par aucun morphisme
M%) owi:T" — T est un morphisme de G qui n’est pas une identité.

6.5 Extension globulaire associée a une monade

6.5.1. Soit @ : M — N un morphisme de monades sur une catégorie C' admettant
des coégalisateurs. On a un foncteur d’oubli U : N-Alg — M-Alg qui envoie I'algebre
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(X,NX — X) sur lalgebre (X, MX X, NX - X). On dispose alors du triangle
commutatif suivant

N-Alg v M-Alg

m Unm

C
Par le théoreme 4.5.6 de [10], le foncteur U admet un adjoint & gauche L.
Par ailleurs, on dispose d’'un foncteur L' : KI'(M) — KI'(N) défini de la maniére
suivante. Le foncteur L’ est Iidentité sur les objets et son action sur les morphismes est
donné par ’application

HomKll(M) (C, C,) >~ HomM_Alg(LM(c), LM(C/))
~ Hom¢(c, M(c'))

« , ’
— Hom¢ (¢, N (¢

)
~ Homy_aig(Ln(c), Ln (<))
~ Homgyn)(c, ),
ot ¢ et ¢ sont dans C.
Proposition 6.5.2. Le carré

KI'(M) —2= KI'(V)

LML lLN

M-Alg — N-Alg ’
ot Ly et Ly désignent par abus de notation les inclusions canoniques, est commutatif
a 1somorphisme canonique pres.

Démonstration. Commencons par définir un morphisme LLy; — LyL'. Par adjonction,
il suffit de définir un morphisme Lj; — ULyL’. Soit ¢ un objet de C. Le morphisme

a, : M(c) — N(c) définit un morphisme d’algebres de
Lug(e) = (M(e), MM(e) 2225 M (c) )
vers

ULnL(c) = (N(c),MN(c) Lo N)e, N(c)) .

En effet, on a pp(a* N)(M * a) = p (o) = ap,,. De plus, ce morphisme d’algebres
est naturel en ¢ dans KI'(M). En effet, il s’agit de vérifier que pour f : a — b dans KI'(M),
c’est-a-dire f : Lys(a) = Lys(b) dans M-Alg, le carré

Unr(f)
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est commutatif. Or, on a
Un(L'(1)) = Un(ey D (@pUnt (Fnara))
= pnpN (Uni (F)Mr0)
= HN,bN(ab)N(f'),
ou f' = Unm(f)ny, : @ — M(b), et donc

Unm(L'(f))a, = pypN(ay)N(f)ay,
= /‘NJ;N(O%)O‘M(b)M(f,)
= :uN,b(O‘ * a)bM(f,)
= abMM,bM(f')
= abUM(‘SLM(b)LM(UM(f)nM,a))
= o, Un(f)-

Nous avons donc bien défini un morphisme 3 : LLy; — LyL’. Pour conclure, il suffit
de montrer que 3 est un isomorphisme, c’est-a-dire que pour tout ¢ dans C' et toute
N-algebre A, la composition par (3, induit une bijection

Hompy_a1e(Ln L' (¢), A) » Homy_a1g(LLas(c), A),
ou encore, par adjonction, que la composition par «, induit une bijection
Homp_alg(Ln(c), A) = Hompratg(Lar(c), U(A)).
Soit donc ¢ dans C' et A une N-algebre. On a un triangle
HomN_Alg(LN%\ Aylg (Lr(c),U(A))

Homc(c, UN(A)) ’

ou les fleches obliques sont les isomorphismes d’adjonction. Un morphisme de N-algebres
f: Ly(c) — Aest envoyé dans Homg (¢, Un(A)), sur UN(f)77N7C en passant par la gauche,
et sur UN(f)achﬁ en passant par la droite. Or QeMpr e = N, Car « est un morphisme de
monades. Le triangle est donc commutatif et I’application étudiée est bien bijective. [

Proposition 6.5.3. Pour tout morphisme f : ¢ — ¢ de C, le foncteur L' de KI'(M)
vers KI'(N) envoie le morphisme Ly (f) sur le morphisme Ly (f).

Démonstration. Posons h = L'(Ly(f)). Par définition de L', on a
h=en pye)yLn (e M(f)ny.)
= EN,LN(C/)LN(N(f)ach,c)
= EN,LN(CI)LN(N(f)nN,c)
= Ln(f),
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ce qu’on voulait démontrer. ]

Proposition 6.5.4. Soit
F
A—B
g 2 |a

C—=D
un carré dans la catégorie des catégories, commutatif a une transformation naturelle
o prés. St H est bijectif sur les objets et G est pleinement fidéle, alors il existe un
unique foncteur K : C — B qui partage le carré en deux triangles, le triangle de gauche
étant commutatif et le triangle de droite étant commutatif a une transformation naturelle
81— GK pres, vérifiant ﬁH(a) = «a, pour tout a dans A.

Démonstration. On peut supposer que H est 'identité sur les objets. Supposons qu’il
existe un foncteur K : C — B comme dans 1’énoncé. La commutativité du triangle
de gauche entraine K(c) = F(c) pour ¢ dans C. Soit f : ¢ — d un morphisme de C.
La commutativité du triangle de droite a transformation naturelle prés implique que le
diagramme

1(f)

Ilc) I(J/d)
FE(€) - FE(d)

est commutatif. En particulier, K(f) est 'unique fleche de K{(a) vers K(b) qui s’envoie
sur oy I(f)a, ! via G. Dot 'unicité de K.

Réciproquement, il est immédiat que les formules précédentes définissent un foncteur
K : C' — B tel que le triangle de droite soit commutatif & la transformation naturelle o

pres. De plus, si g : @ — b est un morphisme de A, le diagramme

1) " 1)
aai iab
F(a) aF @) GF(b)
est commutatif et on a donc KH(g) = F(g). O

6.5.5. Soit M une monade sur G. On notera © 7 la sous- catégorie pleine de KI'(M) dont
les objets sont les arbres. Ainsi, on a Homg,, (S, T) = Homasa1g(Las(S), L (T')). Par ad-
jonction, on a Homg,, (S,T) ~ Homg (S, M(T)) et le fait que le foncteur Homg (-, M(T))
transforme les limites inductives en des limites projectives entraine que ©j; est une
extension globulaire. On appellera Oy, 1'extension globulaire associée a M.
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Soient o : M — N un morphisme de monades sur (@, U : N-Alg - M-Alg le foncteur
induit par « et L son adjoint a gauche. Le carré

@0 @N

K .
= ll}\/

Onr —Ms M-Alg —L> N-Alg

est commutatif & un isomorphisme canonique k pres. En effet, les deux composés qui
interviennent dans ce carré sont des restrictions a ©y d’adjoints a gauche du foncteur
Uy : N-Alg — G. Puisque le morphisme vertical de gauche est bijectif sur les objets
et que le morphisme vertical de droite est pleinement fidele, ce carré détermine par la
proposition précédente, un unique foncteur ©, : ©); — Op. Puisque ce foncteur est
au-dessous de O, il est globulaire.

La proposition suivante décrit explicitement ce foncteur, et par la méme occasion,
montre qu’il ne dépend pas du choix de I’adjoint L.

Proposition 6.5.6. Soit o : M — N un morphisme de monades sur G. Alors O, est
la restriction a ©y; du foncteur L' : KI'(M) — KI'(N) défini au début de cette section.

Démonstration. Le foncteur L' étant 'identité sur les objets, il induit bien un fonc-
teur ©); — Op. Par les propositions 6.5.2 et 6.5.3, ce foncteur vérifie la propriété qui
caractérise O, d’ou le résultat. O

Proposition 6.5.7. L’application o — ©4 définit un foncteur T de la catégorie des
monades sur G vers la catégorie des extensions globulaires.

Démonstration. 11 suffit de vérifier la fonctorialité. Le respect des unités est clair. Soit

M % N2 P deux morphismes de monades sur G composables. On a le diagramme
suivant :

©o
I
eM Oa @N 2 @p

L

M-Alg —— N-Alg —— P-Alg

Les deux triangles sont commutatifs et les deux carrés sont commutatifs a isomorphisme
pres. Le foncteur ©30,, fait donc commuter le grand triangle strictement et le grand
rectangle a isomorphisme pres. Ainsi ©50,, vérifie la propriété qui caractérise ©3, (pour
le choix de I'adjoint composé M-Alg — N-Alg — P-Alg). D’ou le résultat. O

Proposition 6.5.8. Soit M une w-opérade. Alors M est une théorie globulaire.
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Démonstration. Par définition, le foncteur ©g — O)s est bijectif sur les objets. On sait
déja que O) est une extension globulaire. Il suffit donc de montrer que le foncteur
Oy — O, est fidele. Or celui-ci est le composé des foncteurs ©g — G et G — M- Alg
qui sont tous les deux fideles (par la proposition 6.4.7 pour le second). O

6.5.9. Soit M une w-opérade. Par le corollaire 6.4.10, un morphisme f : S — T dans Oy,
c’est-a-dire un morphisme Ls(S) — Ly (T') dans M-Alg, est algébrique si et seulement
le morphisme S — M (T') correspondant par adjonction est M-générique.

La proposition 6.4.9 se reformule alors de la maniere suivante. Soit f un morphisme
Ly (S) = Ly (X) de M-algebres, ou S est un arbre et X un ensemble globulaire. Alors
f se décompose de maniere unique en f = Ljs(i)a ol a est un morphisme de Oy,
c’est-a-dire un morphisme Ly;(S) — Lp(T) de M-algebres pour T un arbre, qui est
algébrique, et ¢ : T — X est un morphisme de G. En particulier, ©; est une théorie
globulaire homogene.

La description obtenue dans la proposition 6.5.6 du foncteur 6, : ), — O, ou
« est la transformation naturelle M — w, entraine que le morphisme de ©,; corres-
pondant & S — M(T) par adjonction est envoyé sur le morphisme correspondant &
S — M(T) ar, w(T') par adjonction. Ainsi, par définition des morphismes M-génériques,
et par le lien entre les morphismes M-génériques et les morphismes algébriques, ©,, pré-
serve les morphismes algébriques. La théorie globulaire ©j; est donc homogene sur ©,,.

Proposition 6.5.10. Les catégories © et ©, sont canoniquement isomorphes.

Démonstration. Ce résultat sera démontré indépendamment des résultats de la suite de
cette section dans la section suivante (proposition 6.6.3). O

Proposition 6.5.11. Le foncteur T induit un foncteur de la catégorie des w-opérades
dans la catégorie des théories globulaires homogénes sur ©.

Démonstration. On a montré dans le paragraphe 6.5.9 que si M est une w-opérade, alors
O est une théorie globulaire homogene sur 0. Le résultat découle donc immédiatement
du fait que ©,, et © sont canoniquement isomorphes. O

6.6 Equivalence avec les w-opérades

Proposition 6.6.1. Soit C une théorie globulaire homogéne. Appelons K le foncteur de
comparaison monadique Mod(C) — Mg-Alg. Alors le carré

SN SV

| |

€ — Mod(C) —= Mc-Alg

est commutatif a isomorphisme pres.
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Démonstration. Fixons un arbre S. Par définition de K, on a K(S) = (Uc(5),Ucec g)-
Nous noterons Sc¢ 'ensemble globulaire Ug(.S) sous-jacent a K (S). Ainsi, si T est un
arbre, on a S¢(T') = Homg(S,T'). On définit un morphisme sg : Mc(S) — Sc(S) de

la maniére suivante. A un couple (D, Lire Cag, T 2 S € G) dans Mc(S)(D,), on
associe le composé gf dans Sc(D,,). Ces applications sont bijectives puisque la théorie
globulaire C' est homogene et que les fleches entre arbres de G correspondent aux fleches
de ©¢. Le morphisme sg est donc un isomorphisme d’ensembles globulaires de M¢(S)
vers Sc.

Nous allons montrer que sg est le morphisme sous-jacent d’un isomorphisme d’al-
gebres Lo (S) — K(5). 11 s’agit de montrer la commutativité du diagramme

Mo (s
McMc(S) Mo, M(Sc)

| |

Mc(S) Sc

s

La fleche Mo (Sc) — Sc peut se décrire de la maniére suivante. Soit n un entier positif.

On associe au couple (D, Lre Calg, T ENES Calg) dans Mc(Sc)(Dy) le composé g f
dans S¢(T)(D,,). On a maintenant une description concréte de toutes les fleches du carré
ci-dessus. Ces fleches correspondent & des compositions de morphismes dans la catégorie
C' et on vérifie facilement que la commutativité du carré découle de 'associativité de la
composition dans C.

Montrons la naturalité en S de sg. Soit f : S — T un morphisme de ©g. Il s’agit de
prouver que le diagramme

Mc(f
Me(S) MY po(r)

Sc Tc

est commutatif. Cela résulte comme pour le carré précédent de la description explicite
des fleches du carré et de 'associativité de la composition dans C. O

6.6.2. Soit C une théorie globulaire homogene. Considérons le carré commutatif a iso-
morphisme pres de la proposition précédente. Appelons « l'isomorphisme qui rend le
carré commutatif. Puisque le foncteur vertical de gauche est bijectif sur les objets et
que le foncteur vertical de droite est pleinement fidele, il existe un unique foncteur
Gc : C — Oy, qui partage le carré entre deux triangles tels que le triangle supérieur
soit commutatif et que le triangle inférieur soit commutatif a I’isomorphisme « pres. En
particulier, le foncteur G¢ est globulaire.

Explicitement, le foncteur G¢ est I'identité sur les objets et envoie tout morphisme
f:S — T dans C sur le morphisme G¢(f) qui, pour tout ¢ positif, associe & un couple

(D; 5 U,U - 5) dans Mc(S)(D;) le couple ((fi)aiga, (fi)giob) dans Mc(T)(Dy).
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Proposition 6.6.3. Soit C' une théorie globulaire homogéne sur ©. Alors le foncteur
Gc : C — Oy, est un isomorphisme de catégories.

Démonstration. Le carré
C — Mod(C)

o s

On, — Mc-Alg

est commutatif & isomorphisme pres par la proposition précédente. Les foncteurs horizon-
taux de ce carré sont clairement pleinement fideles et le foncteur K est une équivalence
de catégories par la proposition 6.3.6. Le foncteur G¢ est donc pleinement fidele. Par
ailleurs, G¢ est bijectif sur les objets. Il suit que G¢ est un isomorphisme de catégo-
ries. 0

6.6.4. Soit M un w-opérade. Le foncteur d’inclusion ¢ : © )y — M-Alg induit un foncteur
nerf Nys : M-Alg — Oy défini par

N (A)(S) = Homprarg (L (5), A).

pour toute M-algebre A et tout arbre S. Ce foncteur se factorise par Mod(O¢). En effet,
il suffit de vérifier que j* Nz, ou j est le foncteur canonique de ©q vers Oy, se factorise
par Mod(Oy). Or, ceci découle du fait qu'on a

F*Nam(A)(S) = Hompraig(Lar(S), A) =~ Homg (S, Un(A)).

Un calcul analogue montre que la restriction de Ny, (A) a G est canoniquement isomorphe
au préfaisceau représentable par Upr(A). On en déduit un isomorphisme x qui rend
commutatif le diagramme

Npr

M-Alg Mod(O )

N

G

Si A est la M-algebre libre sur X, alors Nas(A)(S) = Homg (L (S), L (X)). On dis-
pose d’une fleche canonique Leg,, (X)(S) — Ny (A4)(S) deﬁme de la maniére suivante. A
un élément (L (S) ER Ly(T)e M-Alg, T % X € G) dans Le,, (X)(S), on associe 1’élé-
ment Lys(g)f de Ny (A)(S). Par la proposition 6.4.9, cette fleche est un isomorphisme.
On obtient ainsi un isomorphisme 1 qui rend commutatif le diagramme

M-Alg M Mod(O)

NS

G
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En recollant « et 1, on obtient donc un isomorphisme de monades

Uog,, *K L
Hy : Mo, = Us,, Lo, —2"5 Ue,, NasLag 2255 Uy Ly = M

Explicitement, pour X un ensemble globulaire et n un entier positif, Hys xp, est
donné par le composé

[ | Homa (S, X) — Homar aig(Lar(Dn), Lag (X)) — Homg (D, M(X)) = M(X)(Dy).
D,—SeO

Proposition 6.6.5. Soit M une w-opérade. Alors Hy : Meg,, — M est un isomor-
phisme de monades.

Démonstration. Voir le paragraphe précédent. O

Proposition 6.6.6. Soit F': C' — D un morphisme de théories globulaires homogenes
au-dessus de ©. Alors le carré

Ci@MC

Fl ieMF

D g Ouo

est commutatif.

Démonstration. Ce carré est clairement commutatif sur les objets. Il s’agit donc de
montrer que le diagramme

Homc (S, T) —*— Home,,, (L (), L (T))

vl E

HomD(S, T) Hom@MD (LMD(S)aLMD(T))

est commutatif pour tous arbres S et T.
Soit f : S — T un morphisme de C. Fixons n un entier positif. Alors, on a

V() = F(f) et 8(1(f))(Dn) = (D 5 ', 5" 5 ) = (F(F)i)agts (F(Fi)giop):
Par ailleurs, ‘
a(f)(Dn) = (Dp = 5,8 5 8) = ((f1)arga, (F1)gron)-
Calculons maintenant 3(«(f))(D,). Rappelons que
B(h) = 6MD,LD(T)LMD (MFUMc(h)nMC,S)

et donc que
Unp (B(h)) = ppry o Mp(MEUne (h)0ag..s)-
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On vérifie facilement que

MpUnio (@(£))ase,5)(Dn) = (D 2 S) 15 (F(F)5) g (F(F)7)gion)

et donc que
Mo(MpUne (a(f))nae,5)) (Dn)

= Dy 5 5.5 5 8) o (@, (F(Fags (FU))gron))-

Il résulte de la description explicite de u M que

Unip (B@())(Dn) = (D 5 8,8 L 8) > (F(f)7) g0 (F ()7 gro)
Ainsi, on a Upr, (B(a(f))) = Unp (6(7(f))) et le résultat suit par la fidélité de Ups,,. O

Proposition 6.6.7. Soit o : M — N un morphisme de w-opérades. Alors le carré

Hyy
M@M >

Mg

N >N

est commutatif.

Démonstration. 11 s’agit de vérifier que pour tout ensemble globulaire X et tout entier
positif n, le diagramme

HDn—>S€®M Hom@(S, X) E— HOmM_Alg(LM(Dn), LM(X)) e Hom@(Dn, M(X))

| |

[Ib, »seo, Homg (S, X) —— Homp_a1g(Ln(Dy), Ly (X)) — Homg (Dy,, N (X)),

est commutatif. Soit donc (Lps(Dy,) ER Ly (S),S 5 X) un élément de I'ensemble en
haut a gauche du diagramme ci-dessus. Cet élément est envoyé en bas a droite sur

aXUM(LM(i)f)nM,Dn = aXM(i)UM(f)nM,Dn
= N(i)agUn (f)up,
en passant par le coin en haut a droite; sur
UN(Ln(0)en sy Ln (@sUn (f)nap, )N D,
= N@UnN (e, 1y (s)Ln(asUn (f)rp, )N D,
= N(i)agUn(f)nup,
en passant par le coin en bas & gauche. D’ou le résultat. O
Théoréme 6.6.8. Le foncteur M induit une équivalence de catégories entre la catégorie
des théories globulaires homogenes sur © et la catégorie des w-opérades. Le foncteur T

est un quasi-inverse de M. De plus, si C' est une théorie globulaire homogéne sur C,
alors les catégories Mod(C') et M-Alg sont canoniquement isomorphes.
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6.7 Comparaison avec les co-catégories de Batanin

6.7.1. Dans cette section, on identifiera un objet X de G avec le foncteur constant
G — G de valeurs X. Soit n un entier positif. On notera S"~! le sous-ensemble globulaire
de D,, qui a les mémes k-cellules pour k entre 0 et n — 1 et qui n’a pas de k-cellules
pour k = n. Si X est un ensemble globulaire et si n > 1, la donnée d’un morphisme
S"~1 — X équivaut a la donnée de deux n-cellules z, y dans X,,_ qui sont paralleles. Si
n =0, S ! = & et il existe un unique morphisme S~1 — X.

Soit a : M — w une w-collection. Un carré admissible est la donnée pour n = 0 d’un
carré

znl la
D, w )

commutatif dans la catégorie des endofoncteurs de G. Un relevement d’un tel carré est
un morphisme D,, — M divisant le carré en deux triangles commutatifs. Une contraction
sur M est la donnée du choix d’un relevement pour tout carré admissible. La w-collection
M est dite contractile si elle admet une contraction.

Rappelons que la donnée d’un morphisme D,, — w correspond a celle d'un arbre
S et d’'un morphisme algébrique D,, — S dans O, et qu'un tel morphisme existe si et
seulement si S est de dimension inférieure ou égale a n et qu’il est alors unique. Un carré
admissible tel que le morphisme D,, — w corresponde & un morphisme D,, — S dans ©
avec S de dimension strictement inférieure a n sera appelé carré de cohérence admissible.
Si au contraire, la dimension de S est n, on parlera de carré d’opération admissible. On
prendra garde au fait que cette terminologie peut se révéler trompeuse : les unités des
co-catégories correspondront a des relevements de carrés de cohérence admissibles, et
les relevements des carrés d’opération admissibles pourront correspondre & des mélanges
de cohérences et d’opérations de oo-catégories. Une cohérence sur M est la donnée du
choix d’un reléevement pour tout carré de cohérence admissible. La w-collection M est
dite cohérente si elle admet une cohérence.

Nous allons définir une sous-w-collection Bin de w. Pour cela, il suffit de définir
Bin(1). Les éléments de w(1),, pour n > 0 correspondent aux morphismes algébriques
D,, — S de ©. On pose pour tout n positif

Bin(1), = {1p,,, V§,---, Vo_1}.

On vérifie immédiatement que Bin(1) est stable par but et source, et donc que Bin est
bien une sous-w-collection de w. L’unité de la monade w se factorise par Bin. On dispose
donc d’un morphisme 1 & Bin.

Supposons maintenant que M soit une w-opérade. La w-collection sous-jacente est
en particulier munie d’un morphisme de w-collections 1, — M. On appellera systeme
de compositions binaires sur M la donnée d’un morphisme de w-collection Bin —» M
au-dessous de 1 & On dira que M admet des compositions binaires s’il existe un systéeme
de compositions binaires sur M.
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De méme, on définit la sous-w-collection Comp de w en posant pour tout n positif,
Comp(1),, = {Vg;S arbre de dimension n},

ou Vg désigne 'unique morphisme algébrique D;, — S dans ©. On appellera systeme
de compositions générales sur M la donnée d’un morphisme de w-collection Comp — M
au-dessous de 1. On dira que M admet des compositions générales s’il existe un systeme
de compositions générales sur M.

6.7.2. Si C est une catégorie, on appellera objet faiblement initial de C tout objet X tel
que pour tout objet Y, il existe au moins un morphisme de X vers Y.

Considérons la catégorie des w-opérades cohérentes munies d’un systeme de compo-
sitions binaires. La démonstration du théoreme 8.1 de [3] construit un objet faiblement
initial K de cette catégorie. La remarque 2 qui suit ce théoreme affirme que K est « initial
a homotopies supérieures pres » (en un sens non précisé). Moralement, une co-catégorie
de Batanin est une algebre sur n’importe quel tel objet « initial & homotopie supé-
rieure pres ». Faute de pouvoir donner un sens a la phrase précédente, la catégorie des
o0-catégories de Batanin est définie comme la catégorie des algebres sur la w-opérade K
du théoreme 8.1. C’est la définition 8.7 de op. cit.

Considérons la catégorie des w-opérades munies d’'une contraction. Dans 'annexe G
de [29], Leinster démontre que cette catégorie admet un objet initial L. La catégorie des
o0-catégories de Batanin-Leinster est la catégorie des algebres sur L. C’est la définition
9.2.3 de op. cit.

Le paragraphe précédent suggere le grand nombre de variations que 1’on peut faire
sur ces définitions. On peut par exemple remplacer les compositions binaires par les com-
positions générales dans la définition de Batanin. On peut également supposer ’existence
des compositions sans se les donner.

6.7.3. Soit C' une théorie globulaire homogene sur ©. L’équivalence de catégories M
(voir le théoreme 6.6.8) envoie C' sur une w-opérade M. L’ensemble globulaire M (1) est
la restriction de Flc, . a G (voir le paragraphe 6.2.2). Rappelons que pour tout n positif,
on a

Flc,,(Dn) = {f : Dn — S € Cyyg; S arbre},

et pour tout ¢ : D,, —» D,, morphisme de G et tout f : D, — S morphisme algébrique
de C, on a

Flo,, (D) (f) = (f1)ag-

Proposition 6.7.4. Soit f : D, — S un morphisme algébrique de © avec n = 1. Alors
les décompositions algébriques de fo,, et fr, sont respectivement

fan = Ugfl(fan)alg et an = T;Lgfl(an)alg'

FExplicitement,
— s la dimension de S est strictement inférieure a n, alors fo, et fr, sont algé-
briques (et donc égaux) ;
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— si la dimension de S est n, alors (fo,)ag et (f7,)ag sont égaux a lunique mor-
phisme algébrique D,, 1 — 0T et on a

fo, =0gs(fop)ag et fr, =715(f7,)al-
Démonstration. Notons « la région maximale de D,,_1. On a
(fon)(@) = f(o,) = (dn-1S,0n-1) et (fr)(@) = f(7,) = (Ou—15, 75 1)
Les décompositions algébriques de fo,, et f7, sont donc
fo, = Jg_la et fr, = 7';?_1@,

ou on a noté a 'unique morphisme algébrique de source D,,_1 et de but ¢,,_1.5. On en
déduit immédiatement le résultat. ]

Corollaire 6.7.5. Soient C' une théorie globulaire homogéne sur © et f : D, — S un
morphisme algébrique de C avec n = 1. Les décompositions algébriques de fo, et fr,
sont respectivement

fan = US&(fUn)alg et an = Tgfl(an)alg'

Ezxplicitement,
— si la dimension de S est strictement inférieure a n, alors fo, et fr, sont algé-
briques ;
— st la dimension de S est n, alors (fo,)ag et (f7,)alg ont méme but égal a 05 et
on a

fO'n = US(fJn)alg et an = TS(an)alg'

Proposition 6.7.6. Soient C une théorie globulaire homogéne sur © et f,g: D, — S
deuxr morphismes algébriques de C' tels que

(fgn)alg = (gan)alg et (an)alg = (ng)alg-

Alors, on a
fo, =90, et fr,=g97,.

Démonstration. 1l suffit de montrer que

(fan)gIOb = (Qan)glob et (an)glob = (ng)€10b'

Puisque C' est homogene sur ©, on peut calculer la partie globulaire de ces morphismes
dans O. Le résultat est donc une conséquence de la proposition 6.7.4. O

Proposition 6.7.7. Soient C' une théorie globulaire homogéne sur ©, et f et g deux
n-cellules de Flg,,, pour n = 0. Si f et g ont méme but en tant que morphismes de C,
alors ces deux morphismes sont paralleles dans C si et seulement s’ils sont paralléles
dans l’ensemble globulaire Flc,,, .



112 CHAPITRE 6. DICTIONNAIRE w-OPERADIQUE

Démonstration. C’est une reformulation immédiate de la proposition précédente. ]

Remarque 6.7.8. Le résultat est faux si f et g n'ont pas méme but en tant que
morphismes de C'. Par exemple, les morphismes 1 et V; : Dy — D; U Dy ne sont
évidemment pas paralleles dans © mais sont paralleles en tant que cellules de Flc,,, .

Proposition 6.7.9. Soient C une théorie globulaire homogéne sur © via un foncteur F'
et M la w-collection associée a C'. Pour n = 0, la donnée d’un carré admissible

St———M

L

Dyt —w

équivaut a celle de deux morphismes paralléles f, g : D, — S algébriques dans C' et d’un
morphisme H : D, — U tel que

F(f) = (Han+1)alg et F(g) = (HTn+1)alg-

De plus, la donnée d’un relévement équivaut a celle d’un morphisme h : Dypy1 — U
algébrique dans C' tel que

F(h)=H, F(f)=(Hoyag et F(g) = (HTyi1)alg-

Démonstration. A priori, le morphisme S™ — M équivaut a la donnée de deux mor-
phismes f : D,, —» S et g: D, — T algébriques dans C' et paralléles en tant que n-cellules
de Flc,, . Le morphisme Dy 11 — w équivaut a la donnée d’un morphisme H : Dy - U
algébrique dans ©. La commutativité du diagramme équivaut aux égalités

F(f) = (Hopi1)aig et F(g) = (HTp 11 )atg-

Ainsi, par la proposition 6.7.4, on a S = T = ¢,U. Les morphismes f et g sont donc
paralleles par la proposition 6.7.7. Le morphisme D,,+1 — w correspond a un morphisme
Dp41 — U algébrique dans ©. La commutativité du diagramme correspond aux relations

F(f) = (Han+1)alg et F(g) = (HTn+1)alg-

On démontre la deuxieme partie de la proposition de maniére analogue. ]

Proposition 6.7.10. Soient C une théorie globulaire homogéne sur © via un foncteur F'
et M la w-collection associée a C.

1. Pour n =0, la donnée d’un carré de cohérence admissible

St——M

]

Dpyy ——w
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équivaut a celle de deux morphismes paralléles f,g : D, — S algébriques dans C.
De plus, la donnée d’un relevement équivaut a celle d’un morphisme h : Dy 1 — U
algébrique dans C' tel que

f=ho, .1 et g=hT, .
2. Pourn =0, la donnée d’un carré d’opération admissible

St ——M

L

ntl —= W

équivaut a celle de deux morphismes paralléles f, g : D, — 0U algébriques dans C
pour U un arbre de dimension n + 1.

De plus, la donnée d’un relévement équivaut a celle d’un morphisme h : Dp11 —» U
algébrique dans C tel que

oyf = hop, 1 et Tyg = hr,.

Ainsi, la donnée d’un carré admissible correspond a la donnée d’un couple admissible
et la donnée d’un relévement du carré correspond a la donnée d’un relévement du couple.

Démonstration. Commengons par le cas d’'un carré de cohérence admissible. Par la pro-
position 6.7.4, on a

(HUnJrl)alg = HUnJrl et (HTnJrl)alg = HTnJrl'

Les relations
F(f) = (Han+1)alg et F(g) = (HTn—l—l)alg

sont donc équivalentes aux relations
F(f) = Ho,yy et F(g) = Hr,y,y.
Or par la proposition 5.1.5, il existe un unique tel H. Pour les mémes raisons, les relations
f=(hop1)ag et g= (A7 1)ag
sont équivalentes aux relations
f=ho, 1 et g=h7,,

d’ou la premiere assertion.
Passons au cas d’un carré d’opération admissible. Par la proposition 6.7.4 et la pro-
position précédente, on a

Hop, = UU(HUn+1)a1g = oy F(f) = Floyf).
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De méme, on a Hr,,; = F(7;;9) et ces deux égalités sont équivalentes aux égalités

F(f) = (Hop1)ag et Flg) = (H7p 1)alg-

Or par la proposition 5.1.5, il existe un unique tel H. Pour les mémes raisons, les relations

f = (han-s-l)alg et g= (th+1)alg

sont équivalentes aux relations

oyf=ho,. 1 et Tyg=h7, 1,
d’ou la deuxieme assertion. O

Corollaire 6.7.11. Soient C une théorie globulaire homogéne sur © et M la w-collection
associée.

1. La w-collection M est contractile si et seulement si la théorie globulaire C est un
pseudo-cohérateur.

2. La w-collection M est cohérente si et seulement si tout couple admissible de C' de
la forme (f,g) avec f et g algébriques dans C' admet un relevement algébrique.

Corollaire 6.7.12. La catégorie des w-opérades contractiles est canoniquement équiva-
lente a la catégorie des pseudo-cohérateurs homogeénes sur ©.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du théoreme 6.6.8 et du corollaire
précédent. ]

Théoreme 6.7.13. Soit C un cohérateur vérifiant les hypothéses du théoréme 5.4.1
(par exemple un des trois cohérateurs définis dans le paragraphe 4.1.3). La w-opérade M
associée a C' est un objet faiblement initial de la catégorie des w-opérades contractiles.

Démonstration. En vertu des théoremes 5.4.1 et 5.4.4, C' est un objet faiblement initial
de la catégorie des pseudo-cohérateurs homogenes sur ©. Le résultat suit par le corollaire
précédent. ]

6.7.14. Soit C une théorie globulaire. On appellera contraction sur C' la donnée d’un
relevement pour chaque couple admissible de C'. En vertu du théoreme 6.6.8 et de la
proposition 6.7.10, la catégorie des w-opérades munies d’une contraction est canonique-
ment équivalentes a la catégorie des théories globulaires homogenes sur ©® munies d’une
contraction.

Sous la conjecture 4.1.7, le cohérateur de Batanin-Leinster, qu’on notera Opy, dans la
suite de cette section, est canoniquement muni d’une contraction. En effet, si (f, g) est un
couple admissible de ©py,, avec les notations du paragraphe 4.1.3, ce couple appartient
a un unique F,. On peut donc associer a (f, g) le relevement ajouté dans Cj, 1.

Proposition 6.7.15. Sous la conjecture 4.1.7, le cohérateur Opy,, muni de sa contrac-
tion canonique, est un objet initial de la catégorie des théories globulaires homogénes sur
© munies d’une contraction.
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Démonstration. Soit D une théorie globulaire homogene sur © munie d’une contraction.
Notons C' la tour de définition de Ogy, et F), I’ensemble des couples admissibles de C),
qui définit C},41 a partir de C},. On va construire, comme dans la preuve du théoréme
5.4.4, par récurrence sur n positif, des foncteurs globulaire G,, : C,, = D homogenes sur
O, a partir du foncteur Gy : Cy = ©g — D.

Supposons donc que l'on dispose d’'un foncteur globulaire G, : C;, — D homogene
sur ©. Par définition d’une tour de définition, se donner un foncteur globulaire G+ :
Chi1 — D tel que le triangle

Cn Cn-i—l
N\

D
soit commutatif, revient & se donner pour chaque couple admissible (f,g) dans F),, un
relevement dans D du couple (G, (f), Gr(g)). On a vu dans la preuve du théoreme 5.4.4
qu'un tel foncteur G,4+1 est automatiquement homogene sur ©. Puisque le foncteur
G, est homogene sur O, pour tout couple admissible (f,g), le couple (G,(f),Gn(g))
est admissible et la contraction de D lui choisit donc un relévement. On définit alors,
en choisissant les relevements associés a la contraction, un foncteur globulaire G,41 :
Cr+1 — D homogene sur ©. On obtient un foncteur globulaire G : ©pr, = D homogene
sur © en passant a la limite inductive.

Le foncteur G respecte la contraction. En effet, si (f,g) est un couple admissible
de Opgr, il provient d’un unique F;, et le relevement que choisit la contraction de Og,
est le relevement ajouté dans Cj, 1. Or, par définition, G envoie ce relevement sur le
relevement du couple admissible (G(f), G(g)) choisi par la contraction de D.

Enfin, le morphisme G : Ogr, — D est unique. En effet, il est clair que tout foncteur
globulaire de ©py, — D s’obtient par les propriétés universelles successives des C),.
Par ailleurs, le choix qu’on a fait pour obtenir G,, a partir de G, 1 est imposé par la
compatibilité du foncteur G aux contractions. O

Corollaire 6.7.16. Sous la conjecture 4.1.7, la catégorie des co-catégories de type Op,
est canoniquement équivalente a la catégorie des co-catégories de Batanin-Leinster.

Démonstration. Par le paragraphe 6.7.14 et la proposition précédente, Opy, est envoyé
par M sur un objet initial L de la catégorie des w-opérades munies d’une contraction.
Or les catégories Mod(Ogy,) et Mg, -Alg = L-Alg sont canoniquement isomorphes par
le théoreme 6.6.8. O
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Chapitre 7

Catégories test

7.1 Rappel sur les catégories test

7.1.1. Soit Cat la catégorie des petites catégories et W la classe des équivalences faibles
de petites catégories, c’est-a-dire des foncteurs entre petites catégories qui s’envoient
via le foncteur nerf sur une équivalence faible d’ensembles simpliciaux. On pose Hot =
Cat[W~!]. Rappelons que la catégorie Hot est canoniquement équivalente & la catégorie
homotopique des CW-complexes.

Soit. A une petite catégorie. On dispose d’un couple de foncteur adjoints

1A : A = Cat iy Cat — A
F - A/F C — (a~ Homew(4/a,C)).

On notera Wj la classe i A1 (W) des morphismes de préfaisceaux sur A qui s’envoient
sur des équivalences faibles et on appellera équivalences faibles de préfaisceauxr sur A
les éléments de WW;. On notera Ho(A) la catégorie localisée /Al[Wg_l]. Le foncteur i4
induit un foncteur ¢4 : Ho(A) — Hot. Pour que le foncteur ¢% induisent un foncteur
% : Hot — Ho(A), il suffit qu'on ait i% (W) < Wy, cest-a-dire i4i% (W) < W. Dans
ce cas, le couple de foncteurs adjoints (ia,4%) induit un couple de foncteurs adjoints
(i A,Z'Z).
On dira que A est une catégorie test faible si les trois conditions suivantes sont
vérifiées :
—onaij(W)cW;;
— pour tout préfaisceau F' sur A, le morphisme d’unité n, : F' — i%is(F') appartient
aWsz;
— pour toute petite catégorie C, le morphisme de counité e, : i4i%(C') — C appar-
tient a W.
Les deux dernieres conditions de la définition sont les conditions suffisantes évidentes
pour que le couple (4, E) soit une adjonction d’équivalences de catégories. En particu-
lier, si A est une catégorie test faible, la catégorie Ho(A) est canoniquement équivalente
a Hot.

117
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On dira que A est test locale si pour tout a de A, la catégorie A/a est test faible. On
dira que A est test si A est test faible et test locale.

On dira que A est asphérique si 'unique foncteur de A vers la catégorie finale e est
une équivalence faible. Il est bien connu que les catégories admettant un objet final sont
asphériques. On montre ([32], remarque 1.5.4) qu’une catégorie test locale A est test
si et seulement si elle est asphérique. Nous aurons seulement besoin du cas particulier
évident suivant : une catégorie test locale admettant un objet final est test.

Une catégorie test sera dite test stricte si le foncteur i4 commute aux produits
binaires a équivalence pres, c’est-a-dire si pour tous préfaisceaux F et G sur A, le foncteur
canonique

A/(F x G) > A/F x A/G
est une équivalence faible.

7.1.2. Nous allons maintenant exposer I’un des principaux criteres pour montrer qu’une
catégorie est test.

Soit A une petite catégorie. Notons & ; le préfaisceau initial sur A et e ;3 le préfaisceau
final sur A. Un segment séparant sur A est la donnée dun préfaisceau F' sur A muni
de deux morphismes dp,d1 : e; — F tel que le noyau de (0o, 1) soit le morphisme
canonique & ;3 — € 3.

Un préfaisceau F' sur A est dit asphérique si 'unique morphisme de F' vers le préfais-
ceau final e ; est une équivalence faible de préfaisceaux, c’est-a-dire si la catégorie A/F
est asphérique. Si F' est représentable alors F est asphérique. En effet, la catégorie A/F
admet alors un objet final et est donc asphérique.

Un préfaisceau F' sur A est dit localement asphérique si pour tout objet a dans A, le
préfaisceau F' x a est asphérique.

Théoréme 7.1.3. Une petite catégorie A est test locale si et seulement si A admet un
segment séparant (I, 0, 01) tel que I soit localement asphérique.

Démonstration. Voir [17] ou le théoreme 1.5.6 de [32]. O
Pour démontrer la locale asphéricité d’un préfaisceau, on utilisera le critere suivant.

Proposition 7.1.4. Soient A une petite catégorie, F un préfaisceau sur A et Fi, Fy
deuz sous-préfaisceaux de F tels que F = Fy u Fy. Si les préfaisceaur Fy, Fy et F1 n Fy
sont asphériques, alors le préfaisceau F' est asphérique.

Démonstration. Voir [17] ou la proposition 1.2.7 de [32]. O

7.1.5. Soit u : A — B un foncteur entre petites catégories. Le foncteur u est dit asphé-
rique si pour tout b dans B, la catégorie A/b est asphérique. On dispose du foncteur de
restriction u* : B — A.

Proposition 7.1.6. Soit u : A — B un foncteur entre petites catégories asphériques.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :
— le foncteur u est asphérique ;
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— pour tout morphisme ¢ : F' — G de préfaisceaux sur B, le morphisme ¢ est une
équivalence faible de préfaisceaux sur B si et seulement si le morphisme u*(p) est
une équivalence faible de préfaisceauz sur A.

Démonstration. Voir [17] ou la proposition 1.2.9 de [32]. O

Théoreme 7.1.7. Soit A une catégorie test locale. Alors le localisateur (ﬁ, W3) est
munie d’une structure de catégorie de modeles, a engendrement cofibrant, propre, dont
les cofibrations sont les monomorphismes.

Si de plus la catégorie A est test stricte, les équivalences faibles sont stables par
produit binaire.

Démonstration. Voir le corollaire 4.2.18 de [13] pour la structure de catégorie de modeles.
La propreté résulte du théoreme 4.3.24 de loc. cit. et du cas des ensembles simpliciaux.
L’assertion sur la stabilité par produit binaire est évidente. O

7.2 La catégorie O est test

7.2.1. Dans [15], les auteurs démontrent que © est une catégorie test. Le but de cette
section est d’exposer une preuve alternative de ce résultat. Puisque © admet Dy pour
objet final, il suffit de montrer que © est une catégorie test locale. Pour cela, en vertu
du théoreme 7.1.3, il suffit de montrer le segment (Di,0,,7;) est séparant et que le
préfaisceau D; de O est localement asphérique.

Proposition 7.2.2. Le segment (Dy1,0,,7,) est un segment séparant de o.

Démonstration. 1l s’agit de montrer que 'unique fleche FF — Dy de ) égalisée par oy
et 7, est @ — Dg. Pour cela, il suffit de montrer qu’il n’existe pas de f : S — Dy, ou
S est un objet de O, égalisée par o, et 7;. Supposons qu’'un tel f existe. Alors quitte a
considérer fa, ol « est une région de dimension 0 de S, on peut supposer que S = Dy
et donc que f est 'identité. D’ou 0, = 7,. Contradiction. O

7.2.3. Démontrons maintenant la locale asphéricité de D;. Nous allons utiliser la méme
stratégie que celle employée dans [17] ou dans le lemme 1.5.12 de [32] pour démontrer la
locale asphéricité de I’ensemble simplicial A;. Nous utiliserons des faits établis dans cette
preuve. C’est pourquoi nous ’exposons ci-dessous. Les notations, qui pourront sembler
maladroites, seront justifiées dans le paragraphe 7.2.5.

Proposition 7.2.4. L’ensemble simplicial A1 est localement asphérique.

Démonstration. Soit X = A, un simplexe. Il s’agit de montrer que X x A est asphérique.

Pour k entre 0 et p, on pose X = A,;1. On note ¢), : X — X la k-ieme dégéné-
rescence et ¢} : X — A; 'unique morphisme qui envoie k sur 0 et k + 1 sur 1. Soit
op = (P, 1) + X = X x Ay. Ce morphisme est clairement un monomorphisme. Son
image, qu’on désignera par Fj, est donc un préfaisceau représentable.
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Pour [ entre 0 et p, posons

G, = U Fy.

0<k<l

Nous allons montrer

~

(a) que Gp = X x Ay dans A;
(b) que pour k tel que 0 < k < p, le préfaisceau Gy, n Fj11 est représentable.

La condition (b) impliquera par récurrence que G; est asphérique pour [ entre 0 et p
par la proposition 7.1.4 et donc, en vertu de la condition (a), que X x A; est asphérique.

Montrons la condition (a). Soit 7' = A, un simplexe et f = (f', ") : T — X x Ay
un morphisme d’ensembles simpliciaux. Il s’agit de montrer qu’il existe un entier k£ entre
0 et p tel que f se factorise par ¢,. Notons 6, : Aqy — Agyq la r-ieme face. Si f” =0,
ona f=,0,.1f. Sif"=1 onaf=.f Sinon, il existe I tel que f"(l) = 0 et
f"(I+1) =1 et on définit ¥ : T — X; de la maniere suivante :

w<m>={f:(m)’ Hosmsl
ffim)+1, sil<m<gq.

On a alors f = ¢, pour k = f'(l).

Montrons maintenant la condition (b). Pour un entier k tel que 0 < k < p, considérons
Xp = 1y et x} : X — Ay I'unique morphisme qui envoie k sur 0 et k£ 4+ 1 sur 1. Soit
Xp = (X X7) : X = X x Ay, Le morphisme xj, est clairement un monomorphisme. Son
image F} est donc un préfaisceau représentable.

Montrons que F} = Gy n Fyyq. Soit t = (¢/,t") : T — X x A; un morphisme
d’ensembles simpliciaux se factorisant par ¢, et par ¢,, pour k' entre 0 et k. Le
morphisme ¢ se factorise alors par x,. Plus précisément, on a t = x,t’. En effet, la
premiére composante de cette égalité est claire et il suffit de démontrer que t” = xjt'.
Cette identité est équivalente aux deux suivantes : si t'(m) < k, alors t"(m) = 0; si
t'(m) > k, alors t”(m) = 1. La premiere identité et la deuxieme, sauf pour le cas
t'(m) = k 4 1, résultent du fait que ¢ se factorise par ¢, ;. Le cas t'(m) = k + 1 de la
deuxieme identité résulte de la factorisation par .

Réciproquement, soit ¢t : T — X x A; se factorisant par x,. Montrons que t se
factorise par ¢, et ¢, ;. Pour cela, il suffit de montrer que Y, se factorise par ¢, et
¢}41- Pour ce faire, considérons +j : X — Xj la (k + 1)-ieme face et ¢ : X — X} la

k-ieme face. On a x;, = ¢, 95 et x;, = ¥ 1Y) 41, ce qui conclut la démonstration. O
7.2.5. Passons a I'asphéricité locale de D;. Soient X un arbre et o), .. ., o, ses régions de

dimension 0, classées dans ’ordre croissant. Fixons un entier £ compris entre 0 et p. On
désignera par X}, I’arbre obtenu en ajoutant a X une aréte séparant la région o, en deux
régions o, < . Appelons (3 la région de dimension 1 associée & cette nouvelle aréte. A
un sous-arbre de X, on associe canoniquement un sous-arbre (non plein en général) de
X. On définit ainsi une application .

On dispose d’un morphisme ¢, : X — X qui contracte l'aréte issue de (. Plus
précisément, @) envoie aj,ay, 3 sur o, et toute autre région ~ sur l'unique région &
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telle que i, (0) = 7. Soit ¢} : X} — D; 'unique morphisme qui envoie o) sur 0 et o
sur 1. On notera ¢, le morphisme (¢}, ¢}) : X — X x Dy et on désignera par Fj, le
sous-préfaisceau image de ¢,..

On dispose également de morphismes ¢ : X — X et ¢} : X — X, définis de
la maniére suivante. Le morphisme 1);, envoie o sur «j, toute région v telle qu’on ait
o, <7 <y, (c'est-a-dire sur la branche immédiatement & gauche de ay,) sur Blip ix(y)
et toute autre région ~y sur ix(7). On définit ¢} de maniére symétrique en remplacant
o), par o et « droite » par « gauche » dans la définition de ;.

Pour k tel que 0 < k < p, posons x; = (X, X¢) : X = X x Dy ot x} = 1 et x} est
I'unique morphisme qui envoie «;, sur 0 et «;,_; sur 1. Le morphisme Y, est clairement
un monomorphisme. Son image F} est donc représentable.

Enfin, notons p : © — A le foncteur de troncation des arbres en dimension 1. Celui-ci
envoie un objet ou une fleche de © désigné par un notation définie dans ce paragraphe,
sur I'objet ou la fleche de A désigné par la méme notation dans la preuve de la proposition
7.2.4.

Lemme 7.2.6. Le morphisme ), est hypercartésien (relativement au foncteur p).

Démonstration. Soient f : Y — X un morphisme de © et ¢ : p(Y) — p(Xi) un
morphisme d’ensembles simpliciaux tel que p(y} )y = p(f). Il s’agit de montrer qu’il
existe un unique morphisme g : Y — Xj, de © tel que p(g) = ¢ et @9 = f.

Appelons 7, ..., 7, les région de dimension 0 de Y classées dans l'ordre croissant.
La relation p(g) = % impose la valeur de g sur ces régions. Soit | I'unique entier (s’il
existe) tel que g, < aj, et Gyyy = . Alors, toute région v telle que v, < v < v,
(c’est-a-dire adjacente & la branche bordée par ces deux régions) doit étre envoyée par
g sur la « réunion » des sous-arbres iy(f,) et 3, et tout autre région ~ doit étre envoyée

sur ix(fy).
On vérifie facilement que g est bien un morphisme de ©. O

Proposition 7.2.7. Le préfaisceau D1 sur © est localement asphérique.

Démonstration. Nous allons montrer que pour k entre 0 et p, le préfaisceau Fj est
représentable et que si on pose pour [ entre 0 et p,

G = U Fy,

0<k<l

alors
(a) ona G, = X x Dy dans O;
(b) pour k tel que 0 < k < p, le préfaisceau Gy N Fj41 est représentable.

Commencons par montrer que Fj, est représentable pour k entre 0 et p. Il suffit pour
cela de montrer que ¢ est un monomorphisme. Il s’agit donc de montrer que pour
tout arbre 7', si on a deux fleches T' — X égalisées par ¢y, alors ces deux fleches sont
égales. Puisque T est une limite inductive d’objets D; et que les applications universelles
D; — T sont dans Oy, il suffit de montrer que si on a deux morphismes «, 3 : D; — X},
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dans O égalisées par @y alors o = 3. Or a et 3 correspondent & des régions et les seules
régions différentes de méme dimension qui sont envoyées sur le méme sous-arbre par ¢,
sont oy, et o). Mais ¢} envoie ces deux régions sur des régions différentes et ¢, est donc
un monomorphisme.

Montrons maintenant la condition (a). Soit 7" un arbre. Il s’agit de montrer que toute
fleche f = (f', f") : T — X x Dy de O se factorise a travers 'un des . En vertu du
résultat analogue pour les ensembles simpliciaux (voir la preuve de la proposition 7.2.4),
il existe k entre 0 et p, et ¢ : p(T') — p(Xk) tels que

plep) = p(f") et plep)y = p(f").

Par le lemme 7.2.6, il existe g : T — X}, tel que g = f'. On a de plus ¢jg = f".
En effet, cette relation est un égalité entre des fleches a valeurs dans Dq et ces fleches
correspondent sur les régions de dimension 0 puisque p(¢})Y = p(f”).

Nous allons maintenant démontrer la condition (b). Il suffit de montrer que pour k
tel que 0 < k < p, 'image de xi est G n Fiq1. R

Soit t = (/,¢") : T — X x D un morphisme de O se factorisant par Fj1 et Fj pour
k' entre 0 et k. Alors ¢ se factorise par x,. Plus précisément, on a t = x,t'. La premiere
projection de cette identité est claire et il suffit donc de montrer que t” = x}/t'. Mais on
a p(t") = p(x{)p(t') (voir la preuve de la proposition 7.2.4). D’ou I'identité recherchée
car les deux membres sont & valeurs dans Dj.

Réciproquement, soit ¢ = (t',¢") : T — X x D se factorisant par x,. Montrons
que t se factorise par ¢, et ¢, ;. Pour cela, il suffit de montrer que x;, se factorise par
@, et o4 Orona x, = @ et x; = @, 1%, En effet, la premiere projection
de ces identités est claire et la deuxiéme résulte des égalités p(x}) = p(f)p(¢;,) et
p(x%) = p(w] )P}, 1) que l'on a rencontrées dans la preuve de la proposition 7.2.4. [

Théoréeme 7.2.8. La catégorie © est une catégorie test.

7.3 Les catégories O et O sont test strictes

7.3.1. Dans [15], les auteurs introduisent la technique des « décalages scindables » et
I'utilisent pour démontrer que la catégorie © est test stricte. Leur démonstration est
basée sur la description de © comme produit en couronnes itéré (voir [9]). La catégorie
© ne s’'obtenant pas comme un produit en couronnes itéré, leur preuve ne s’adapte pas.
Dans cette section, nous donnons une preuve inspirée de [15] qui s’applique & © et a o.

Soit A une petite catégorie. Un décalage D sur A est la donnée d’'un endofoncteur
D:A— A, d'un objet ag de A et de deux transformations naturelles

1, % D& g

(ol ag désigne I'endofoncteur constant de A de valeur ag). On notera (A, ag, D, a, ) le
décalage D. Un scindage de D est la donnée pour tout objet a de A, d’une rétraction
rq : D(a) — a de o, (on ne demande pas la fonctorialité de 7, en a). Un décalage est
dit scindable s’il admet un scindage.
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Soient D = (A, ag, D, a, 3) et D' = (B, by, E,~,d) deux décalages. Un morphisme de
décalages de D vers D’ est un foncteur u : A — B tel que

uD = Fu, u(ag) =by, uxa=vyxu, et u=xf=473x*u.

Proposition 7.3.2. Soit A une petite catégorie. Si A admet un décalage scindable, et
si A admet un segment séparant (I,0y,01) tel que I soit asphérique, alors A est une
catégorie test stricte.

Démonstration. Voir la proposition 3.6 et le corollaire 3.7 de [15]. O

Proposition 7.3.3. Soit u: A — B un foncteur entre petites catégories. S’il existe un
décalage D sur A et un décalage scindable D' sur B tels que le foncteur u induise un
morphisme de décalages D vers D', alors le foncteur u est asphérique.

Démonstration. Voir la proposition 3.8 de [15]. O

7.3.4. Nous allons maintenant construire des décalages sur © et ©. Les formules qui
vont suivre sont inspirées par la définition du décalage sur © de [15]. Ainsi, dans le cas
de © on retrouvera le méme décalage.

Commencgons par introduire quelques notations. Si C' est une extension globulaire,
on notera

D, =Dy HDO Do L[Dl e HDn,l Dn+1a n = 07
Di,j = Di+1 HD,L- DH_Q ]_[DZ_7L1 s HDJ',1 Dj+1, 0<e<y.

En particulier, on a

on = Dn7 nz 07
Dy =Doillp, Div1p, 0<i<mn,
Di,j = Di,k HDk k+1,55 1<k< j

Si

i is in
r ()
1 L9 ln—1

est un arbre et [ est un entier entre 1 et n, on notera 6;[ le morphisme canonique D;, — T'.
Si T = D; et I est un entier entre 1 et ¢ + 1, on notera Ef ou 77;' le morphisme

]5‘ ~
g "Dy — Dj.
Si T = D;; et [ est un entier entre 1 et j — 4 + 1, on notera s;’] le morphisme

Dij . ST . ; i.j : ij _ Dij

g, "7 :Djyy — Dy j;silest entre i+ 1 et j+ 1, on notera n,” le morphisme ¢;”, = ¢,"7 :
-~ . . on o 0

Dl—>DZ-J-.Pourz=Oetjzn,onagl =¢g'=n'=n".

. % . ] .
Si T = D; U, D;, on notera £, le morphisme e? : D; —» T et ,F” le morphisme
Dy, i> 1 1 2
. i, 4i+1 i1 i, i+l i1
el D »T. Pouri>1l,onae ™" = et =g
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Proposition 7.3.5. Soit F': G — C' une extension globulaire munie de morphismes
VZ-:DZ'—>D1‘HD%,71 D;, i>1,

tels que pour i = 1, on ait

b1t b1t
VZUZ» = 62 O-i et viTZ' = 51 TZ"

Alors les applications
D; = D; = Dy Up, Dolip, -+~ Uy, Dip1, @20,
o, 0; = D; s p, [(Dz p, | Ti+1)vi], 121,
T, T, = ]51-,2 Uy, _, slfl’i, =1,
définissent un foncteur K : G — C, et les applications
D; = q zaﬁﬂoiﬂ :D; » Dy, i20,
D; - 3 =¢cim :Dg—>D;, =0,
définissent des transformations naturelles
F2 KD,
(ot Dg désigne le foncteur G — C' constant de valeur Dy ).

Remarque 7.3.6. Les objets ﬁn et les morphismes 7;, a; et 3; vivent dans ©p. On peut
donc les représenter en termes d’arbres. On a par exemple

. 5 V 5 /

Le morphisme &, est 'inclusion canonique de D; dans Do = Dj Iy D3. On peut le
2 Dy
représenter de la maniere suivante :

- — — -
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Les morphisme «, et (3, correspondent aux deux régions suivantes de Dy :

Qo

B

Il pourra étre utile au lecteur de garder cette représentation en téte pour suivre certains
des calculs du reste de ce chapitre.

Démonstration de la proposition 7.3.5. Pour tout n = 1, on a

a—n-‘rl&n = (D”—l HDn—1 [(D”J"l UDn Tn-‘r?)vn-l—l]) (Dn_Q HDn—z [(D” HDn—l TTL-‘rl)vn])

=Dp-2 HDH,Q [(Dn HDn,l Dpt1 Up, Tn+2)(Dn HDn,l Vn+1)(Dn HD,L,l Tn+1)vn]

= Dn72HDn72
1, n+1
[(Dn Up, ., Dpnt1 Oy, 7'n+2)(Dn Up, 5111 ' )(Dy, Op, Tn+1)vn:|
~ s +1
= Dp—2 HDn_Q [(Dn HDn_l 5711 " )(Dn HDn_l Tn+1)vn]

= (]5n71 Up, 5?’”“) (f)an Up, , [(Dnlp, Tn+1)vn])

= Tp+10n
et

~ ~

-1,
n—1lp,_, [(Dp1lip, Tn+2)vn+1]> (anQ Up,_, €1 n)

n—1,n+1
n—2 UDn_Q &1

D,y Up,,_, E?’nﬂ) (ﬁn—2 Up,_, 5711_17n)

n+1Tns

Qe
3
+
LR
:\12
Il
T —~

|
—

2

ce qui prouve que K est bien un foncteur.
Montrons maintenant la naturalité de a. Pour n = 1, on a

a-nanfl = (DTL—Q HDn_g [(Dn HDn_l Tn+1)vn])62710n
= (EZa 52-&—1) [(Dn HDn_l Tn—f—l)vnan]

n__1n
= (5Za 5Z+1) [(Dn Op,_, Tn+1)€2 " !

_.n
= En+1"n+10n

ol

_.n
= €n+19n+1%n
= Qp0p



126 CHAPITRE 7. CATEGORIES TEST

et
~ TN n—1,n\ _n—1
TnOly 1 = (Dn_z Up, & )En o,
= €n0,
_n
- 8'rz—',—lTn—',-lT'n
_n
- 6n—i—lo-n—',-lTn
= Q,T,.
Enfin, montrons la naturalité de 3. Pour n > 1, on a
5.8, ;=D [(D, 11 Toi) V] )l T
nHn—1 n—2 4D, _» nHDy—1 'n+1/Vn 1 1
=efm
fd ﬁn
et
~ ~ n—1ny n—1
TnPp—1 = (an2 Up, _, & )51 Ty
=&l
= ns
d’ou le résultat. O

7.3.7. Nous allons maintenant montrer que le foncteur K défini dans la proposition
précédente fait de C' une extension globulaire. Introduisons quelques notations. Pour ¢
et j deux entiers tels que ¢ > j, on notera

~]~ ""_N ~ ~ NJN ~‘_~ ~ ~

Remarquons que 7] est le morphisme canonique D; — D; Up, Dig1,-
Il s’agit de montrer que si on a un tableau des dimensions

i ia n
N ’

la somme amalgamée itérée

(D“,gz,i) Hﬁi’ (7'221,12, D22,52) Hﬁi/ e

1 2
existe. Nous allons utiliser le lemme suivant :
Lemme 7.3.8. Soient C une catégorie, f : X - Y, fo : A > X, f. : A > Z des
morphismes de C. Posons fy : A —» Y = ff,. Si les sommes amalgamées (X, fy) 11,
(f2, 2) et (Y, f,)U,(f2, Z) existent, alors la somme amalgamée (Y, f)Uy (X1, Z) existe
et le carré
X —X I, Z

I e

YHYHAZ

est cocartésien.
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Démonstration. 1l s’agit de voir que le morphisme canonique de copréfaisceaux
a: Yy (X1, Z) > Y1y, Z
est un isomorphisme. Soit 7" un objet de C. On a

Homs(Y iy (X1, Z),T) ={hy : X > T,hy:Y > T, h,: Z - T;

ha: = hyf7 h:cfa: = hyfy}7
Homs(Y 11y Z,T) ={hy: Y - T, h,: Z > T;

hyfy = ha [z},
et 'application
ap : Homs(Y'1iy Z,T) — Homs(Y iy (X 11y Z),T)

envoie (hy, h.) sur (hyf, hy, h;). Il est clair que cette application est une bijection, d’out
le résultat. O

7.3.9. Commencons par montrer I’existence des sommes globulaires binaires. Soient donc
i, j et k trois entiers positifs tels que ¢ > k et j > k. Montrons I'existence de la somme
globulaire D; H~ D Nous allons montrer que le carré

~

Dy, Dj = Dp iy, Dy
e lgiﬂnkﬁmm
D; D;Up, D+,

est cocartésien en appliquant le lemme précédent pour
N ~ ~ ktlj_k+2
Y =D;, X=Dy, Z=Dji1;, A=Dy, f=05h fo=cri10opq et fo=e] 1}

Pour cela, puisque la somme Dk LID Dk+1 ,j est globulaire, il suffit de montrer I'existence
de la somme amalgamée D; p, Dk+1 j- Le morphisme de Dj, vers D; est fy = ffe =
Ukeﬁﬂakﬂ. Or, on a

~i _k o~ o~ k
Ok€k+10k+1 = Ok+10k+1€k+10k+1

o~ ™ k
=0k (Dkfl Op, [(Dkﬂ lp, Tk+2)vk+1])5k+1ak+1

k41 _k+1
= Uk+1 (5k+17 €k+2) (Dk+1 Up, Tk+2)vk+10k+1

k1, k+1
_ k+1 _k+1 k
= Gk+1(5k+1’€k+2) (Dk+1 p, Tk+2)52 Ok+1

= U/c+15k+27k+20k+1

_Nz k+1 _k+2
= 0418120 -
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CE 4 ) ~i _k 40 i+1 4
On montre ainsi par recurrence qu on a Uk€k+1‘7k:+1 = E’H—lak . La somme amalgamee

~

D1, D15 est donc une somme globulaire au sens de I'extension globulaire " : G-C
et elle existe donc.
Passons au cas général.

Proposition 7.3.10. Soit

i ia ik
i iy e iy

un tableau des dimensions. La somme globulaire D,1 -1

~ D.
D/ D.

i, existe et est

S
B
=%
|
-

canoniquement isomorphe a la somme globulaire

~

D, Up, D’—i—lzz D'+123 p, ~"Up, Di_ 414
3 k=1

En particulier, le foncteur K : G — C fait de C' une extension globulaire.

Démonstration. On a déja montré le cas kK = 2. Montrons le cas général par récurrence
sur k. Supposons le résultat connu pour £ = n — 1 et montrons-le pour k = n. Soit donc

il ’i2 e Zn
i iy e gy

un tableau des dimensions. Il s’agit de montrer ’existence de la somme globulaire

1 "n—1

Or par hypothese de récurrence, on a

Il
=k

Diz ]—[ﬁi, : Hﬁ Din 12 LID ih+1, 13 e HDZ., Dz _1+1lin
A _

D
( i +1,i0 UD, D'+113 D.g"'HDi/ Di;_1+1,in>-
n

i
"n—1

|
O

_

Nous allons montrer que le carré

Dzll D / HD / (D i +1,42 Dil2 e HDi:fL—l DZ'/,L_1+177;n)
~iq ~11
Uz”l lO'i,lLIDi,1 1

D, Dy, Hp, (D i+ p, =+ Tp,, Dyt +14,)

"n—1
est cocartésien, en appliquant le lemme 7.3.8 pour

y=D;,, X=D

i, 4= D'+112 Up, -+ Hp, Dy
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Pour cela, il suffit de montrer que la somme amalgamée

D;, Up,, (D’+122 Up, ---Up, D' 1+lzn)

n—1

existe. Or, nous avons montré dans le paragraphe précédent que le morphisme de Dy

vers D“ est 52 +1J’,1+1 Cette somme amalgamée est donc une somme globulaire au sens
de I’extension globulaire F' : G — C' et elle existe donc. O

Proposition 7.3.11. Soit C une extension globulaire catégorique et K : G — C [’ex-
tension globulaire construite ci-dessus. Alors les morphismes

Vi=Ditp, (Vi s Vi Vit 0 <,

R =

i D HD l‘il+2, ZZO,

ou
Li 141, I+1, ~ ~ .
,ujl =1 ‘ Lp D; 1 ‘ D]’ lp, Dj — Dl-‘rl,i Lp, Dl+1,i7 0<l<i, 1+2<j<i+1,

sont bien définis dans C' et font de K : G — C une extension globulaire catégom’que.
Si de plus, C' est une extension globulaire groupoidale, alors les morphismes

~. . o . o L .
O = (5117 coor s (Sl Elramine) Vien ela 2 b ) 0<i<i,
sont bien définis dans C et font de K : G — C une extension globulaire groupoidale.

Démonstration. Soit donc C une extension globulaire catégorique. Commencons par
montrer que les morphismes V¢ sont bien définis. Il s’agit de vérifier les identités

Ligk k+1_k+1 .
1y Vo = i (VIR 2 <k <,
et I'identité
T _1+2 _ I+2 1+3 Li i+l I+1, l+2
€17 (MHQV ’“l+3v s Vi ey
ouT =Dy, 1, Dl+1,z’- Pour la premiere, on a

Livk . _ L k—1
py Vioy = py (o Up, 0)V,

_ k+1 k+1 k—1
Mk+1(Tk 1 Up, 7 21)V)
_ k+1_k+1
Mk+1v Tk—1>
+1,2 I+1,0 _k+1
ol la deuxiéme égalité résulte de l'identité i, "o, = n, "7, 7 . Pour la seconde, on a
1+2 l+3 i+1\ _I+1, l+2
(“HQV H“HSV . z+1V Jer '
1+2 l+2
= '“l+2v
— ) l+2
= :“l+2V Ti12T141
l+1ll+1
= Hl+2(Tl+2 Up, T742)€1 Ti41
i +2 I 142 l+2
= 4281 7
T, 14+2

=&am
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Montrons maintenant que les morphismes %; ont les sources et buts globulaires
attendus. Soit ¢ = 1.0n pose

~ ~ . ~ +1
V‘ = V%,l :DZ 1]_[DZ 1 V’L

3 (2

~ ~

Notons €7, €2 le deux morphismes canoniques D; — D; L5 D;. On a alors
1—1

~

V5 = (Di 1 up,_, Vit}) [ﬁiﬂ Up,_, Dilp,_, 741)V; ]
=Djs lp, , (D Hp, Vir)(D; Up, |, Tit1) ]
=Dis lp, , (D Up, , (Tip1Up, , Tis1) ]
=D;» lp,_, _(Dz‘ Up,_, Tix1Up,_, 7ix1)(Dillp,_, vi)vi]

_(Dz‘ Up, , Tir1Up, , 7i11)(Villp, Di)vi]

(par l’axic;me d’associativité (CC1) dans C)

=D ollp, , _((Di Up, , 74+1)V,;p,_, Ti—i—l)vi]
= DZ‘_Q HDi72 _((D’L HDifl Ti+1)vi HDifl Di+1) (DZ HDifl Ti+1)vi:|
= [Di*Q Up,_, ((D’ Up, , Ti-i-l)vz' Up,_, Di+1)] [Di*Q Up,_, (Di Up, , Ti+1)vi]

= (G;Ip, , Dit1)0;

= Dj— Hp,_,

et
V3 = Bio i, | VIT) (Diatip, , &)
= Di*Q Up,_, [(DZ Up,_, VZJ—F%) Zl . Z]
= f)i_g HDF2 6[1]
(Ofl U=D; HDFl Di+1 HDF1 Dz’+1)

~

17~—i‘
Pouri—1>1>=0,0na
Viz, = [Dinp, (ub,V1, . Hlv”l)][ ol (Dylp,_, 7541)V]
! Li i—
=Dy p, </~Lz+2v AT TR 17(/% %7ﬂz+1vl+1 z+1)v>

1+2 i i—1 lizi L i
- Dl Lp, (F‘l+2v " Huiilv; ) (F‘izv?vﬂiil(ﬁﬂ p, Ti+1)vf)vi)-

l_\
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Or si on note €; pour 7 entre 1 et 4, les morphismes canoniques associés a la somme
globulaire D; Iy, | D; Ip, D; Iy, D;, on a

Livi i ;
(M’Z 1 B (T Ip, Ti+1)v§)vi
= (7 Lp, ’7) (Di Up, , Tiy1 Up, Dilly, | Ti+1) ((61363)V§, (52,54)V?)Vz‘
(ou vy désigne le morphisme canonique

D;up, | Diy1 = Diy13 = Dy tp, , (Dillp, | Dit1))

= (7 Lp, ’7) (Di Up, , Tj41 Up, Dillp, | Ti+1) (Vz' p, Vi)V%
(par l'axiome de 1’échange (CC4) dans C).

VZO' = Dl Lp, (;LHQV”Z uﬁilv;‘*l,

(vup, ¥) (Dilp,_, 7541 Up, Dilip_ 701) (V; 1p, Vi)W)
= Ditip, ((011p, H)uyl5 V2 (G, O VI,

(v tp, ) (Dy p, | T4y Up, Dty 79) (V; 1, Vz‘)v?)

(ou § désigne le morphisme canonique
f)z+1,2'71 - f)lJrl,i = ]:N)l+1,i71 Up, | Diy1)
= [ﬁi—2 Up, , Dillp,_, 7341)V; Ip, ]5z+1,i p, , (Dillp, | Ti+1)vi]
Doy, (4, Vi)

= (5, Oy, )V

et

Vi# = [Dilip, (Ml+2vl+27--~7Nz+1vz+1)]( i—2llp, , &1 )
1 Up, (Ml+2vl+2 E’ZW)
=Dy 1y, [(S11p, 5)u§;21v§+2,...,(5uDl Sk~

(ou § désigne le morphisme canonique

3U2|—|

Diy1i-1 = Div1 = Diy1i 11, | Dit1)

= (Dutip, S11p, 8)[ Dy, (g1, 1) |
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Montrons maintenant 1’axiome d’associativité (CC1). On a
(Vi U, D)V} = (V] Lp, 5l+1,i)%f
= [ﬁl Up, (uﬁﬁﬂﬁ*% ol V) Up, 5l+17i]
[Dl Ip, (Ml+2vl+2 a 7ﬂz+1vz+1)]
= Duttp, [ (1Y% by Vi) g, D)

<l+2vl+2 y Hlvzﬂ)]

Or pour hentre [ +2et i+ 1, 0on a

[(“l+2vl+2 z+1vl+1) Lp, Dits l]“h v
= (V] up, it wp
I+1, 141, 14+1,i\ (wh h
= (n, ‘ Ly, 1y, ' 1, n," ") (V] Lip, Dp) V)

(,'724-1 K HDl 772“ K HDZ 772—}-1 z) (Dh HDl Vlh)v;z

(par Paxiome d’associativité (CC1) dans C)
I+1 Li
(77h+ : lp, p Zv?)v?

!

Li
= [Dl+1 i Up, (Ml+2vl+2 “W%HVHI)]%%V?'

(MHQszv o ”ulﬂvzﬂ)]

= ]5[ HDl I:(Dl+]_ 7 HDl (Ml+2vl+2 .. Z+1VZ+1)>
l 2 1
(HifaVE2 iy Vi) |
[D Hp, (I“l+2vl+2 o z+1vl+1)]

[Dl p, (Nz+2vl+2 --~7ﬂz+1v1+1)]

ce qui établit (CC1).
Démontrons maintenant ’axiome de 1’échange (CC2). Soient I, I’ et n trois entiers
tels que 0 <[ < I’ < n. La formulation de cet axiome fait intervenir I’arbre

~

T =D, Uy, Dy 1y Dy, Uy, Dy = Dp iy, Dyry1n p, Dig1n Op, Dy .

On notera &; (respectivement ¢;) pour ¢ entre 1 et 4, les applications canoniques qui
correspondent & I'expression de 7' comme la somme amalgamée itérée de gauche (res-
pectivement de droite) ci-dessus.
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Pour i entre 1 et 4, j entre 1 et n+1sii = 1, et j entre I’ +2 et n+ 1 sinon, on notera
nij : Dj = T le morphisme canonique qui correspond a la i-ieme occurrence de D; (de
la gauche vers la droite) dans la décomposition canonique de 7" en somme globulaire. On
a

((21,2) V], (59, 20) VD)V
— (@& Dy, (7sVi2 i Vi,
(2,80 [Douts, (75912 i V)V
= (771,1, et (M2, 1302 Vi (s, i3 ) VT,
(2,2 Na2) VT2, o (ot 774,n+1)V?+1)
(Bo i (0,552, 2,05 )
= <771,1,---,"71 s (a2, m3042) V2 (e s V]
2, (May+2, M4 z'+2)vll+2)vl’+2 e
<n2,n+1,n4,n+1>V?+1)vz7+l)

(
((nl,l’+2>773,l+ )
((nl,n+1a773,n+1)
= <771,1, e (M M30v2) V2 (e, ) VLY,
(1,020 Mo,pr42, 3,42, Naw2) (Vi T2 11, VEFHWIT2
(Mm15 N2+ 15 M3+ 1, Man+1) (VT i, V”“)V?“)

(par l'axiome de 1’échange (CC2) dans C)

_ U+2 n+1
= (771,1, eyt (M2 Mo 2) Vo (M1, M2 ) Vi
'+2 n+1
N3,04+25 -5 N3,/ +15 (773,l’+27 n4,l'+2)vl’ L) (773,n+17 774,7L+1)vl/ )
1 l+2 n+1
<Dl Up, (ul+2V e n-&—lV ))

U
[(Dl’ HD v (/‘l'+2vl’+2’ e ?Mn+1v$+1))uDl

[Dl Up, (/‘l+2vl+27 e ’Mn+1vn+1)]
- (Vs VP,

ce qui établit 'axiome (CC2).

Passons aux morphismes &;. Le fait que ces morphismes soient bien définis résulte

de l'identité x; +27”+2 = 1p, dans C pour i = 0. Vérifions qu’ils ont bien les sources et
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buts globulaires attendus. Pour 7 = 0, on a

KiOiy1 = (51' lp, Ki4o) (]N)ifl Up, , [(Dir1Up, 7442)Vii1])
= [N)z‘—l Op, , [(Di+1 Up, Kikiy1)(Dit1 Lp, Ti+2)vi+1]
=Diy tp, | [(Diy1lp, )V, 4]
=Dy 11, 1p,,,

(par 'axiome des unités (CC3) dans C)
=15,
et la relation

KiTiv1 = 1]51_

est immeédiate.

Montrons maintenant ’axiome des unités (CC3). On montre facilement par récur-
rence qu’on a

~j T J J
K =D;lUp ki, ol il K.
) J =Dj 42 ””?41 k) Vil
D’ou
N ~I\ i
(DZ Hﬁl lii)vl
_ M. l l N Li ol+2 Li i+l
= [D; ip, K72 W M) Kis ] [Diip, (1o Vi i V)]
T i ! i ‘ l i+1
= Dy Lip, <€z+2(Dl+2 Up, Ki12) Vi %o €51 (Dis1 Up, K541) V) )
_ N i i
=Dilp, (€l42:---+€i41)
= 1]517
et

I R l l A R Li l+2 li i+l
= [Dy Up, A4 W oMo gy Lp, D] [Detip, (152 V0 i Vi)
- i (L 14+2 i (] , i+1

= Dy Ip, <5l+2(“l+2 Hp, Do) Vi, g (Rig Hp, D; 1)V, )

_ B i i

= Dy Lp, (€l+27"'75i+1)

(par l'axiome des unités (CC3) dans C)

ce qui établit 'axiome (CC3).
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Démontrons maintenant ’axiome de fonctorialité des unités (CC4). On a

(%i U, %z‘)%%+1

= (Bt ) 5y, (B, ot ) [Byt, (4551912319592
= ]51 Ip, (Ml+2vl+2 e 7:“z+1vz+1v Mz+1( Oir11p, o 1+1) (“§+2 Ip, “§+2) VEH)

- N 1+2 i+1
=Dy HDl (HH-QV te "uz-&-lv ’Mz-&-l( Oi+1 HD; z+1)vl’€z+2>

(par Paxiome de fonctorialité des unités (CC4) dans C)
= 14+2 1 1
= Dy Tip, (MHQV " --'7N1+1VZ+ 7Mz+1vz+ z+1’%+2)
~ Li ol+2 1 1 ~ '
[Dl Up, ('LLHZ-QVZJF 7”'7“z+1vz+ z+1vwr z+1>] [Dz‘ Up, “§+2]

- [ﬁl Hp, (l‘l+2vl+2 - z+1vl+1)][Di Lp, Kiyo]
= ViR

ce qui acheve la démonstration de la premiére partie de la proposition.
Supposons maintenant que C' soit une extension globulaire groupoidale. Montrons
que les morphismes (2] sont bien définis. Il s’agit de vérifier qu'on a
i (i i I+1 i i _ i ol+2 l+2
€101 = (el41:€l2T2) Vil (Eln€lvaTive) Vigaoiin = el
et, pour tout j tel que [ +2 < j <4,

i0)J j+1 ]+1
elea =gt +1Q T

Pour la premiere identité, on a

7 7 +1 _ 7 7
(€z+1a€z+2Tz+2)Vz+1Tz_1 = (€z+175l+2Tl+2)Vz+1Tz+1Tz

I+1,1+1
= (51+1a51+27'l+2) : Ti+1T1
8H_lTllJrl

= 5l0l-
Pour la deuxieme, on a

. , 141,141
7 ) _ l
(€l+1a51+2Tl+2) V410141 = (5l+1a5l+2Tl+2) Ol+1

= €l+2Tl+2UZ+1

_
= €lpoTi+o8 1T

i I+2
€142 TihaTin
_ 1 1+2 l+2
= &1125Y :
Enfin, la troisieme résulte du calcul suivant :
iy = J—1 _ i J—1
eifljo; =0l = é‘jHTjHTle

_ g G+l
—5g+1 +1Q =518y T

_ Jj+1 ]+1
- j+1Q Ti—1-
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Montrons maintenant que les morphismes ﬁ; ont bien les sources et buts globulaires
attendus. Soit ¢ = 1. On pose

O 0 _ ) ) i1 % i+1
Qi - Qi—l - (81, e 752'_1, (5Z', €Z-+1TZ-+1)VZ-, 8i+IQi—1) .

On a alors
&S~ (i i i i i i1 i i i i
V0, = (517 s €1 (82'75i+17—i+1)vi75i+19i—1) (517 ERRLT AN P (Si’5i+17'i+1)vi>
_ (i i i i i i+1
= (517 N ((% €i+17i41) Vis 5i+1Qi717—i+1>vi>
_ (i i i i i
= (517 s € ((Ei’ Ei+1Ti+1)vi7 €i+lTi+IQi) Vz‘)
= (&t gl (513 (51: T ECn T Q-)VA)V~
1y 9Si—1> ’3) i+179+1Ci+1 7441 7 [
(par I'axiome d’associativité (CC1) dans C)
_ (i i ( i _i )V
=€ & 15 \EnETit1TiRi—1) Vi
(par l’axiome des inverses (CG1) dans C)
= (517 . 757,'71787;)
(par laxiome de fonctorialité des unités (CC4) dans C')
= Ti7
et
S~ _ i i i i i i+1\ (i i
07 = ety &1, (€i7€i+17_i+l)via€i+19i—1> (517 e ,51')

= (517 &1 (51‘7 57;+17'i+1)vi)
o

Vérifions maintenant les sources et buts globulaires des Q; pour l < i—1. Soit donc 7 > 2
et lentreDeti—2. On a

ﬁf&i = (81‘1’ e ,Ef, (5§+17 5?+2Tl+2)vl+1v 5f+29§+2, e ’5§+191i+1>
(Eilv ce 752—1a (5§:> 62-&-17_2‘-i-1)vl+1>
= <5lia ce 75§7 (d—&-la5§+27'l+2)vl+175§+29§+27 e 7557192717 (#indﬂgfﬂﬁﬂ)vi)‘
Or, on a

POy i i+1 (e i i
(5i9175i+191 Ti+1)vi = (5in75i+17—i+1Ql)vi

_ (i i i
= (€i75i+17i+1)vi9 )
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la deuxieme égalité résultant de la propriété de fonctorialité des inverses (CG2) dans C'.
D’ou

Ni~ i i (i i i 1+2 i i—1
Qlai_(517---a€la(€l+175l+27—l+2)vl+1751+291 a~--75i719[ 7(1 €417, +1)VQ)
(i i
= (617'--751'—17(5 5z+1 +1)V)
i—1 i—1 (_i—1 1 l+2 i—10yi
(51 RS 7(51+1751+2Tl+2)vl+1>51+Q 2 & Ql)
=70

De plus, on a

ﬁﬁ' = (Eﬁv e 7557 (5§+17€?+2Tl+2)vl+175§+295+2= e 75§+1Q§+1) (Eila Sy 53)
= (5Zia Co el (E%H’ 5;+271+2)Vl+17 5?+2Q§+2’ e 3529%)
= (537 e 752) (Eli_la e =5§_17 (El-&-}v 5z+271+2)vz+17 51+1Ql+2 752_1Qf)

ce qui acheve nos calculs de sources et de buts globulaires. Montrons maintenant ’axiome
des inverses (CG1). Pour i >1 >0, on a

|
NN TN
,Sr)s

i i i ol+2 i g+ (D +2 i+1
Elr+ s Einr €12 e Sy )) (DlLIDl (ul+2V ZHV ))
i % ) ) I+2 I+2 ) % i+1 i+1
el (a2 8o )V (e 6 )V )

i i i 1421 i il
e 8415 E12Tp Rig2s -5 &7 ”Hl)

(par l'axiome des inverses (CG1) dans C)

i i l A A S
(€1 vetn) (1 e e110T  Rigas e )
~j~l

T/ R;

/3]

I’avant-derniere égalité résultant de l'identité
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pour j entre [ + 2 et ¢ + 1. Toujours pour ¢ > > 0, on a

Q115 )Vi

D;
(i i (i i i 142 i i+l i i
= (51a-~-v5l7(5l+1751+27'l+2)vl+1v5Z+QQZ pee s Eip1SY 751+2""v5i+1)
N li o1+2 Li i+l
(DZHDz (”l+2vl s M Vi )
(i i (i i i ol+2 i 142 i i+l i i+1
—(517"-75l’(5l+1751+27'l+2)vl+17(EZ+ZQZ i) Vi (Y )Y )
(i i (i i i 1+2.1 i il
= (517-'-751?(5l+1>El+2Tl+2)vl+1751+201 Ki42y -+ +5€i410] "%‘+1>
(par l'axiome des inverses (CG1) dans C)
(i i (i i ! ! l ! ! !
= (517 RERATE (€l+17€l+27'l+2)vl+1> (517 < €141 1410141 R 425 - - 75z+10z+1ﬁi+1>
~ind
= O|R;,

ou pour établir 'avant-derniere égalité, il suffit d’établir I'identité suivante :
i i I _ 7,1
(5l+1a5l+27'l+2)vl+10'l+1”j = &0 Ry

pour j entre [ +2 et ¢ + 1. Or, on a

(€§+1,€§+271+2)Vz+101+1 = (5§+1v5§+2Tl+2)5l2+1ll+101+1
= 5§+2Tl+201+1
= 5;+2U§+2
= ciof,

ce qui acheve la vérification de 'axiome (CG1) et la démonstration de la proposition. [

7.3.12. Appliquons le résultat précédent a ©. Puisque les foncteurs F : G — © et K :
G — O font chacun de © une extension globulaire catégorique, la propriété universelle
de © (proposition 3.2.3) entraine que ceux-ci se prolongent en des foncteurs globulaires

Fl:0-50 e K :0-0,

et que les transformations naturelles o et 3 se prolongent en des transformations natu-
relles
F gD,

Le foncteur F’ est évidemment 1'identité et on a donc construit un décalage
1o % k' & D,

sur ©. On notera Dg ce décalage.
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De méme, les foncteurs F' : G — O et K : G — O font chacun de © une extension
globulaire groupoidale et on déduit de la propriété universelle de © (proposition 3.4.3)
I'existence d’un décalage

1525 K" Dy
sur ©. On notera Dy ce décalage.
Il est immédiat que le foncteur canonique © — O induit un morphisme de décalages

de Dg vers Dy.

Proposition 7.3.13. Les décalages Dg et Dg sont scindables.

Démonstration. 1l s’agit de définir pour tout arbre S, un rétraction rg : S — S dans

© (respectivement dans ©) du morphisme oy (respectivement o). Nous allons donner

une construction uniforme de ces deux rétractions. Plagons-nous dans © (respectivement

dans ©) et notons d g le morphisme oy (respectivement le morphisme o).
Commencons par définir rg pour S = D;. On pose

— 7 7
rDi = (7'0/{0, e ,T,L'_I/{,L‘_l, K’i)‘

On vérifie immédiatement que rp est bien défini. On notera r; ce morphisme. On a
3

TiOp, = Ti€i410;41 = K011 = Ip,-
L’application D; = 7; n’est pas fonctorielle. Par exemple, le diagramme

~ To
Dy — Do

[N)1T>D1

1

n’est pas commutatif. Ainsi, on ne peut pas étendre r & tous les arbres de maniere
formelle et on doit donc définir directement rg pour tout arbre S.
Soit donc

un arbre. Il s’agit définir un morphisme

TS = Dil Hﬁ

i i 1 i1
Rappelons qu’on a

Di1 H]B

-/ -/
“1 n—1

On pose
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ou r; j est le composé du morphisme canonique ]N)” — f)j et du morphisme T ]N)j — Dj.
Pour montrer que 7 est bien défini, il suffit d’établir, pour p entre 1 et n — 1, les identités

S W | i i +1,0 i 42 i
p—1tLip ip+1 gy pTLip+l p — '+l
T it liplipel O = O €6 Ty g Mo o T T
ol on a posé i’ ; = —1. Or
AR ; ;
p—1 tp ip+l ip+1 _ ip
Tit o +liplip+1 T T ROy = 0y
et y 7o . o )
T . ’)’]%er 7zp+1Tij+ = O'7jp+1 K. T?er = ,Zp+1
i+ 1ipta 2;,+2 z; z;+1 ih+1 z;, z;,

3

Il nous reste a montrer que rg est bien une rétraction de d&’g. Rappelons que & a été
défini en étendant o par naturalité. On a donc

~ ill+1,i2 7;{,L_1+17in
s = i1 41%i,+1 ]—[Di/1 Mig+1 Tig+1 HDZJQ - Up, it Fint1
'
D’ou
. Y . i ;
~ _ 21 11+1,7/2 . ln_1+171n
Tss = T3, My 4104 +1 UDill Tit 41,0 Mig+1 Tig+1 UDi,Q p, A R
'

= Ri O 4+1 HDZ.,1 KiyOiat+1 ]—[Di,2 -+ Up, B Tin 41
e

Up, ---Up, 1p

=1p Up, 1
Dil Dill Di2 2 U1 in41

= 1g.

Proposition 7.3.14. Le segment (D1,04,7,) est un segment séparant de 0.

Démonstration. Rappelons que la catégorie O est équivalente a la sous-catégorie pleine
des oo-groupoides stricts dont les objets sont les co-groupoides libres sur un schéma de
composition (voir le paragraphe 3.4.5).

Il s’agit de montrer que l'unique fleche F' — Dg de &) égalisée par o, et 7 est
@ — Dg. Pour cela, il suffit de montrer qu’il n’existe pas de morphisme f : S — Dg dans
é, égalisée par o, et 7;. Supposons qu’'un tel f existe.

Le oo-groupoide libre engendré par Dg est la co-catégorie finale. Ainsi les morphismes
Dy — S dans 5) correspondent aux objets du co-groupoide libre engendré par S. En
particulier, il existe un morphisme « : Dy — S et quitte a considérer fa, on peut
supposer que S = Dg. Or le co-groupoide libre engendré par Dy a un unique objet et
il existe donc un unique morphisme Dy — Dy dans &) qui n’est autre que l'identité.
D’ou o, = 7,. Mais ces deux morphismes correspondent a deux objets différents du
oo-groupoide libre engendré par D;. Contradiction. O

Théoreme 7.3.15. Les catégories © et O sont des catégories test strictes.



7.3. LES CATEGORIES © ET © SONT TEST STRICTES 141

Démonstration. Ces deux catégories admettent chacune, un segment séparant (1, dy, 01 )
avec I asphérique (proposition 7.2.2 et proposition précédente), ainsi qu'un décalage
scindable (proposition 7.3.13). Le théoreme résulte donc de la proposition 7.3.2. O

Corollaire 7.3.16. Les localisateurs (@,W@) et ((:)’Wé) sont chacun munis d’une
structure de catégorie de modeles, a engendrement cofibrant, propre, dont les cofibra-
tions sont les monomorphismes. De plus, les équivalences faibles de ces catégories de
modeles sont stables par produit binaire.

Démonstration. Cela résulte immédiatement du théoreme précédent et du théoreme

7.1.7. O
Théoreme 7.3.17. Le foncteur canonique © — O est asphérique.

Démonstration. On a vu dans le paragraphe 7.3.12 que le foncteur © — O induit un
morphisme de décalages de Dg vers Dg. Par ailleurs, le décalage Dy est scindable par
la proposition 7.3.13. Le théoreme résulte donc de la proposition 7.3.3. 0
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