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LA THEORIE DE L’HOMOTOPIE DE GROTHENDIECK

Georges Maltsiniotis

Résumé. — Le but de ce livre est d’exposer la trés belle théorie de ’homotopie
développée par Grothendieck dans “A la poursuite des champs”. Il s’agit de caractéri-
ser les catégories de préfaisceaux qui permettent de modéliser les types d’homotopie,
généralisant ainsi la théorie des ensembles simpliciaux. Les criteres dégagés par Gro-
thendieck montrent que de telles catégories, appelées des modélisateurs élémentaires,
abondent. On expose une construction catégorique des extensions de Kan homoto-
piques a gauche, généralisant une construction des colimites homotopiques par Tho-
mason. On étudie deux classes remarquables.de foncteurs, les foncteurs propres et les
foncteurs lisses, notions duales I'une de I'autre: Ces foncteurs sont caractérisés par des
propriétés cohomologiques, inspirées des théoremes de changement de base propre ou
lisse, en géométrie algébrique. On termine par un exposé de la théorie des structures
d’asphéricité de Grothendieck.

Abstract (Grothendieck’s homotopy theory). — The aim of this book is to
explain the very beautiful homotopy theory developed by Grothendieck in “Pursuing
Stacks”. The question is. to characterize categories of presheaves that modelize ho-
motopy types, thus generalizing the theory of simplicial sets. The criteria discovered
by Grothendieck show that there are pretty many such categories, called elementary
modelizers. We describe a categorical construction of left homotopy Kan extensions,
generalizing a construction of homotopy colimits by Thomason. We study two re-
markable classes of functors, proper and smooth functors, these two notions being
mutually dual. These functors are characterized by cohomological properties inspired
by the proper or smooth base change theorem in algebraic geometry. We end with a
presentation of Grothendieck’s theory of asphericity structures.
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PREFACE

Ce texte est une version augmentée, en cours de construction, de mon livre publié
dans Astérisque [21]. Il comporte plusieurs nouvelles sections, et un nouveau chapitre
sur les structures d’asphéricité de Grothendieck. L’introduction ainsi que les index ne
sont pas encore mis a jour par rapport a la version précédente de 2012.

Le but de ce livre est de rendre accessible la tres belle théorie de ’homotopie de
Grothendieck, telle qu’elle est développée dans “Pursuing Stacks” (“A la poursuite
des champs”). La plupart des résultats exposés ici lui sont dus. Dans un autre volume
d’Astérisque [10], qui peut étre considéré comme la suite de ce livre, Denis-Charles
Cisinski a prouvé deux conjectures énoncées par Grothendieck, et a poursuivi le dé-
veloppement de la théorie.

La lecture de ce livre ne remplace évidemment pas celle de “Pursuing Stacks”.
Son ambition est de rendre cette derniere plus facile, en donnant une exposition plus
systématique (et plus. “bourbachique”) des idées de Grothendieck. Tous les sujets
traités dans “la poursuite” ne sont pas couverts par ces notes. En particulier, il n’est
pas fait mention d’infini-groupoides, ni d’abélianisation, ou schématisation des types
d’homotopie, et Paspect toposique n’est considéré que dans 'introduction. En outre,
la structure de journal “intime” mathématique, qui fait de “Pursuing Stacks” une
lecture passionnante, pleine de surprises, et précieuse pour la compréhension de la
genese des concepts, est perdue.

En dehors du nouveau chapitre 4 sur les structures d’asphéricité, les principaux
ajouts au livre publié sont la section 1.9 sur la théorie des décalages et les exemples de
catégories test qui s’en déduisent, en particulier la catégorie © de Joyal, la section 3.3
étudiant l'incidence du changement de localisateur fondamental sur les diverses no-
tions introduites dans le livre, des compléments sur la stabilité par limites inductives
filtrantes des foncteurs asphériques, coasphériques, propres, lisses, ainsi que des ca-
tégories totalement asphériques (2.4.17, 2.4.18, 2.4.19, 3.2.18, 3.2.19), la preuve de
Grothendieck que tout foncteur se décompose en une équivalence faible suivie d’un
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morphisme propre et lisse (3.2.45), et un exemple de catégorie test faible qui est un
ensemble ordonné (2.4.22). La section 1.1 du livre publié a été remplacée par deux
sections, la deuxieme comportant de nombreux compléments sur les isomorphismes
locaux et les foncteurs localement asphériques. Enfin, on a légérement modifié la dé-
finition d’un précontracteur, en exigeant qu’il soit non vide (1.7.17).

Je voudrais remercier Dimitri Ara, Alain Bruguieres, Albert Burroni, Bruno Kahn,
Bernhard Keller et Fabien Morel pour les innombrables discussions que j’ai eues avec
eux, ainsi que tous les participants du groupe de travail “du mercredi soir”. Je voudrais
plus particulierement exprimer ma reconnaissance a Denis-Charles Cisinski pour notre
longue et fructueuse collaboration pendant et apres la préparation de sa these sous
ma direction. Je le remercie également de m’avoir autorisé & inclure dans ce texte
une version de notre article [12] développant sa théorie des “décalages”. Je voudrais
aussi remercier Jonathan Chiche pour les “coquilles” qu’il a trouvées.dans la version
publiée, et qui sont ici corrigées. Une grande partie de ce livre a été écrite sur I'ile de
Patmos. J’aimerais exprimer ma gratitude a la famille Vamvakos qui m’a longtemps
hébergé sur cette ile, et m’a épargné de tout souci matériel.

Patmos, Paris, Port-en-Bessin, 1997-2020



INTRODUCTION

La catégorie homotopique Hot

La catégorie homotopique Hot est définie classiquement comme étant la catégo-
rie dont les objets sont les CW-complexes, et les morphismes les classes d’homotopie
d’applications continues entre CW-complexes. On démontre qu’on obtient une caté-
gorie équivalente en localisant la catégorie Zop'de tous les espaces topologiques et
applications continues, relativement aux équivalences faibles topologiques.

On rappelle que si M désigne une catégorie et W une partie de la classe FI(M)
des fleches de M, il existe (quitte & éventuellement agrandir I'univers de base) une
catégorie W1 M (localisée de M relativement a W) et un foncteur v : M — W1 M
(foncteur de localisation) tel que pour tout w € W, v(w) soit un isomorphisme de
WM, et qui sont universels pour cette propriété. Autrement dit, pour tout foncteur
F : M — M’ tel que-pour tout w € W, F(w) soit inversible, il existe un unique
foncteur F : WM~ M’ tel que F = F'r.

M— W1\

|
I F
N
M/
La catégorie W1 M est construite en inversant formellement les morphismes appar-
tenant a W.

SiTon note W, la partie de FI(Zop) formée des équivalences faibles topologiques,
autrement dit, des applications continues f : X — Y telles que

(a) mo(f) : mo(X) — mo(Y") soit une application bijective,
(b) pour tout n > 1, et tout € X, m,(f,z) : mp(X,2z) — 7, (Y, f(z)) soit un
isomorphisme de groupes,

alors la catégorie homotopique Hot est équivalente & la catégorie W1 7Zop.
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La définition simpliciale

La catégorie homotopique peut étre également définie, a équivalence de catégories
pres, en termes d’ensembles simpliciaux. La catégorie des ensembles simpliciaux est
la catégorie A des préfaisceaux (foncteurs contravariants a valeurs dans la catégorie
Ens des ensembles) sur la catégorie A des simplexes, catégorie dont les objets sont les
ensembles

Apn={0,1,....m}, meN,
ordonnés par ’ordre naturel, et les morphismes les applications croissantes. Les sim-
plexes topologiques standards
AP — {(xg,21,. .., 2p) € RTTL g:xl =1, 2,20, 0<i<m}
i=0
forment un espace topologique cosimplicial AP (foncteur covariant de A dans Zop),
en définissant, pour tout morphisme ¢ : A,,, — A, de A, une application continue

T To T
AP D AP — AP
par
Afp(mo,m,...,xm) =(Y0,Y1,--»Yn) , OU Y= > x , 0<j<n
e(i)=j
On en déduit un unique (& isomorphisme unique pres) couple de foncteurs adjoints
|.|:£—>T0p , S:Topﬂ&

(le foncteur de réalisation topologique, et le foncteur ensemble simplicial singulier) tel
que la restriction de | . | & la catégorie A (identifiée & une sous-catégorie pleine de
ﬁ, par le plongement de Yoneda) soit isomorphe au foncteur A%P : A — Top. Pour
tout ensemble simplicial /() I'espace topologique | K| est le quotient
|K| =1TA%P x Km/"’ )
m

ou l'ensemble K,,;-est considéré comme espace topologique discret, et ~ est la relation
d’équivalence engendrée par les relations élémentaires

(@, Ko@)~ (APP(),y) . ¢: Am — A, €FIA), zeAl?, yeK,
Pour tout-espace topologique X, ’ensemble simplicial S(X) est défini par
(S(X))m = Homz, (AP X) | m>0

Une équivalence faible simpliciale est un morphisme d’ensembles simpliciaux dont la
réalisation topologique est une équivalence d’homotopie. Si I'on note W, la partie de
FI(A) formée des équivalences faibles, on démontre que la catégorie localisée Wgolﬁ
est équivalente a la catégorie homotopique Hot. De fagon plus précise, les foncteurs
| .| et S sont compatibles aux équivalences faibles, et induisent des équivalences de
catégories

WA — W' Top et WZ'Top — WA
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quasi-inverses 1'une de l'autre (voir par exemple [13]).

La définition catégorique

La catégorie homotopique Hot peut étre enfin obtenue, a équivalence de catégo-
ries pres, comme localisation de la catégorie Cat des petites catégories. L’inclusion
A C Cat, définie en associant a I’ensemble ordonné A,,, m > 0, la catégorie corres-
pondante, fournit un objet cosimplicial de Cat, d’ou un couple de foncteurs adjoints

c: A — Cat , N:Cat — A

(le foncteur de réalisation catégorique, et le foncteur nerf) tel que la restriction de c a
A soit I'inclusion A C Cat. Pour toute petite catégorie C, I’ensemble simplicial N(C')
(nerf de C') est défini par

(N(C))m = Homeyy (A, ©) -, m =0,

Iensemble ordonné A,, étant considéré comme une catégorie. Plus concrétement,
(N(C))m est I'ensemble formé des suites de m fleches composables de C. Une équi-
valence faible catégorique est un foncteur entre petites catégories dont le nerf est une
équivalence faible simpliciale. Si 'on note Wy, 1a partie de FI(Cat) formée des équi-
valences faibles, on démontre que la catégorie localisée W 'Cat est équivalente a la
catégorie homotopique Hot. De facon plus précise, le foncteur nerf est compatible aux
équivalences faibles et induit une équivalence de catégories

WlCat—s WA

(voir par exemple [17] ou [19]). En revanche, contrairement au foncteur de réalisation
topologique, le foncteur.deréalisation catégorique n’est pas compatible aux équiva-
lences faibles. Pour-construire un quasi-inverse a 1’équivalence de catégories définie
par le foncteur nerf, on peut procéder comme suit. On définit un foncteur

Simpl : A —s Cat

en associant d un ensemble simplicial K sa catégorie des simplexes Simpl(K), dont
I’ensemble.des objets est la somme disjointe

Ob(Simpl(K)) = ]Fn[Km ,
un morphisme de x € K, vers y € K,, étant une application croissante ¢ : A,, — A,
telle que z = K, (y). On montre qu’on a 1’égalité
Wq = Simpl_l(Woo) ,
et que le foncteur Simpl définit une équivalence de catégories
WA — WwZlCat |

quasi-inverse a celle induite par le foncteur nerf (voir par exemple [17] ou [19]).
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La définition toposique

Les équivalences faibles catégoriques admettent aussi une caractérisation en termes
de cohomologie a coefficients localement constants. Siu : A — B est un foncteur entre
petites catégories, alors u est une équivalence faible si et seulement si le morphisme
de topos (u*,u,) : A—B (o u* : B— A désigne le foncteur image inverse de
préfaisceaux F — u*(F) = Fu, F € Ob(B), et u, : A — B son adjoint a droite) est
une équivalence d’Artin-Mazur. Un morphisme de topos ¢ = (¢*,1,) : X —Y est
une équivalence d’Artin-Mazur [3] si pour tout m > 0, le morphisme

H™(Y,F) — H™(X,¢*(F))

induit par 1, est un isomorphisme pour tout faisceau localement constant F sur Y,
d’ensembles si m = 0, de groupes si m = 1, de groupes abéliens si m > 2.

Une démonstration détaillée de cette caractérisation des équivalences faibles caté-
goriques est exposée dans [23]. L’idée de la démonstration est de comparer I’espace
classifiant | N(A)|, réalisation topologique du nerf d’une petite catégorie A, & son topos
classifiant A. Pour cela, on définit un morphisme de topos, fonctoriel en A,

T(NA)) — 4

ou pour tout espace topologique X, 7 (X) désigne le topos des faisceaux d’ensembles
sur X, et on démontre que ce morphisme est une équivalence d’Artin-Mazur. Ensuite,
on montre que pour tout espace topologique “gentil” X, par exemple un CW-complexe,
la cohomologie du topos 7 (X) est canoniquement isomorphe a celle de l'espace to-
pologique X. Enfin, un théoréme de-Whitehead donne une caractérisation cohomolo-
gique des équivalences faibles topologiques, analogue a la définition des équivalences
d’Artin-Mazur (les conditions sur le 7y et le m; étant équivalentes aux conditions sur
le HY et le H' non abélien), ce qui permet d’affirmer qu’une application continue
f X —Y entre CW-complexes est une équivalence faible topologique si et seule-
ment si le morphisme correspondant de topos 7 (X) — 7 (Y'), défini par les foncteurs
image inverse et image directe de faisceaux, est une équivalence d’Artin-Mazur. On
termine la démonstration, grace a une propriété du type “deux sur trois” pour les
équivalences. d’Artin-Mazur, en considérant, pour un morphisme A — B de Cat, le
carré commutatif de morphismes de topos

T(ITA)I) *&f
T(NB)) — B :

dont les fleches horizontales sont des équivalences d’Artin-Mazur.
En conclusion, on dispose donc de plusieurs catégories, Zop, A, Cat, dont les objets
peuvent servir comme “modeles” pour les types d’homotopie.
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Les modélisateurs et les catégories test

Le défi que Grothendieck se pose dans Pursuing Stacks [14] est de chercher toutes
les catégories dont les objets sont des “modeles” pour les types d’homotopie. De fagon
plus précise, il s’agit de déterminer les couples (M, W), ou M est une catégorie,
et W une partie de FI(M), tels que la localisation de M par W soit équivalente &
la catégorie homotopique Hot. Grothendieck appelle modélisateur un tel couple; et
équivalences faibles les fleches appartenant a W. Il s’intéresse plus particuliérement a
la recherche des modélisateurs canoniques, autrement dit ceux dont les équivalences
faibles sont déterminées canoniquement par la structure méme de la catégorie sous-
jacente. S’il ne parvient certes pas a donner une réponse complete a une question aussi
générale, il obtient, moyennant quelques hypotheses restrictives, une caractérisation
des modélisateurs (M, W) dans le cas ot M est une catégorie de préfaisceaux sur
une petite catégorie. Cela le conduit naturellement a dégager la tres belle théorie des
catégories test, généralisant celle des ensembles simpliciaux.

Les équivalences d’Artin-Mazur permettent de définir canoniquement une notion
d’équivalence faible pour les morphismes d’un topos. Soit X un topos. Pour tout
objet x de X, on note X/x le topos des objets de X “au-dessus” de x. On dit qu’un
morphisme ¢ : x — x’ de X est une équivalence faible de X si le morphisme de topos
X/x — X/, induit par ¢, est une équivalence d’Artin-Mazur. En particulier, si A
est une petite catégorie, et X = A est le topos des préfaisceaux sur A, un morphisme
de préfaisceaux ¢ : F' — F’ est une-équivalence faible de Asile morphisme de topos

AJF = X/F—» X/F' = A/F’

est une équivalence d’Artin-Mazur. Or, pour tout préfaisceau F' sur A, on a un iso-
morphisme canonique /T/F ~ Z/TT, ou A/F désigne la catégorie des objets de A,
considérés comme préfaisceaux représentables sur A, au-dessus de F. Ainsi, un mor-
phisme S F — F’ de A est une équivalence faible si et seulement si le morphisme de
topos A / F— A/ F’ est une équivalence d’Artin-Mazur, autrement dit, si le foncteur
A/F — A/F’ induit par ¢, est dans W,,. On obtient ainsi une définition élémentaire
des équivalences faibles de 121\, indépendante de toute considération toposique. On note
W la partie de FI(A\) formée des équivalences faibles de A. Si I'on note i At A — Cat
le foncteur-associant & un préfaisceau F' la catégorie A/F, et & un morphisme de pré-
faisceaux¢ : F' — I’ le foncteur A/F — A/F’, induit par ¢, alors W = i3 Wao)-
On remarque que si A = A, alors le foncteur i est canoniquement isomorphe au
foncteur Simpl, et par suite que W3 =We

La question que Grothendieck se pose est de dégager des conditions nécessaires et
suffisantes sur une petite catégorie A pour que le foncteur

i4: WA — WZ'Cat = Hot |
A

induit par 7 4, soit une équivalence de catégories. Mais il constate qu’il est difficile de
trouver des critéres pour caractériser les catégories satisfaisant a cette propriété. Il
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renforce donc cette derniere en demandant en outre que le foncteur
% : Cat —» A, C+ (a+ Homea(A/a,C))

adjoint & droite de i 4, respecte les équivalences faibles (autrement dit, que 'on ait
i (Wes) C W3). La catégorie A est alors appelée une catégorie test faible. Dans ce
cas, le foncteur
74 - Hot = W !Cat — W;Z ,

induit par ¢%, est une équivalence de catégories quasi-inverse de 7 4. De plus, Grothen-
dieck obtient une caractérisation simple des catégories test faibles : pour qu'une petite
catégorie A soit une catégorie test faible, il faut et il suffit que pour toute petite caté-
gorie C' admettant un objet final, le préfaisceau i% (C) soit asphérique (on dit qu’un
préfaisceau F sur A est asphérique si 'unique foncteur de la catégoriei ,(F) = A/F
vers la catégorie ponctuelle est dans Wy ). Il observe cependant que cette notion n’est
pas locale, dans le sens que si A est une catégorie test faible, il n’en est pas néces-
sairement de méme pour A/a, a € Ob(A). Ainsi, il appelle catégorie test locale une
petite catégorie A telle que pour tout objet a de A, A/a soit une catégorie test faible.
Enfin, il dit que A est une catégorie test, et que A est un modélisateur élémentaire, si
A est a la fois une catégorie test locale et une catégorie test faible. Ce sont les notions
de catégorie test locale et de catégorie test qui s’averent étre les plus importantes.
Ces catégories admettent des caractérisations-étonnamment simples. Si on note 4, la
catégorie correspondant & ’ensemble ordenné {0 < 1}, alors pour qu’une petite caté-
gorie A soit une catégorie test locale, il faut et il suffit que le préfaisceau i% (A1) (qui
est l'objet de Lawvere du topos A\, représentant le foncteur F' s {sous-objets de F'})
soit localement asphérique (on dit qu’un préfaisceau F sur A est localement asphé-
rique si pour tout objet a de A, la restriction de F' & A/a est un préfaisceau asphérique
sur A/a). De plus, une catégorie test locale est une catégorie test si et seulement si
P'unique foncteur de A vers la catégorie ponctuelle est dans W, (on dit alors que
A est asphérique). Ces critéres permettent facilement de trouver un grand nombre
de catégories test et de catégories test locales. On peut par exemple en déduire que
le produit d’une catégorie test par une petite catégorie asphérique (resp. arbitraire)
est une catégorie test (resp. test locale). En particulier, tout type d’homotopie peut
étre représenté par une catégorie test locale. La catégorie des simplexes A est, comme
on s’y attend, un exemple de catégorie test, et celle des ensembles simpliciaux A un
exemple de modélisateur élémentaire. Il en est de méme pour la catégorie des cubes et
celle des ensembles cubiques [10]. Le slogan de Grothendieck est que toute catégorie
test est aussi “bonne” que celle des ensembles simpliciaux pour “faire de I’homotopie”.

La derniere (et plus forte) variante de catégorie test, introduite par Grothendieck,
est celle de catégorie test stricte. Une catégorie test stricte est une catégorie test A
telle que le foncteur ¢, : A — Cat soit compatible aux produits finis, a équivalence
faible pres. Cela revient aussi a demander que le foncteur deAlocalisation A — Wi\lg
commute aux produits finis. On dit alors que la catégorie A des préfaisceaux sur A
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est un modélisateur élémentaire strict. Ainsi, dans un modélisateur élémentaire strict,
le produit cartésien représente le produit des types d’homotopie. Toute petite sous-
catégorie pleine de Cat formée de catégories non vides, stable par produits finis, et
ayant un objet qui soit une catégorie comportant au moins deux objets (méme éven-
tuellement isomorphes) est une catégorie test stricte. Cela montre que les catégories
test strictes abondent. Par exemple, une petite catégorie équivalente a celle des en-
sembles finis non vides, ou a celle des ensembles ordonnés finis non vides, ou encore
a celle des catégories finies non vides est une catégorie test stricte. La catégorie des
simplexes A est également une catégorie test stricte, et celle des ensembles simpli-
ciaux A un modélisateur élémentaire strict. En revanche, la catégorie des cubes n’est
pas une catégorie test stricte.

Les foncteurs test

Les foncteurs test généralisent, dans le cadre des catégories test, le foncteur nerf de
la théorie simpliciale. Si A est une catégorie test faible, on aimerait appeler foncteur
test faible un foncteur i : A — Cat tel que si on note7* le foncteur

it Cat — A C + (a'+= Homea(i(a),C))

on ait i*(Wax) C Wy, et le foncteur 2% : Hot' = WilCat — Wilzzl\, induit par ¥,
soit une équivalence de catégories. Par exemple, le foncteur a — A/a satisfait & ces
propriétés, puisque alors i* est le foncteur ¢%, déja considéré, et si A est la catégorie
des simplexes A, le foncteur d’inclusion i : A C— Cat satisfait aussi a ces conditions,
puisque alors i* est le foncteur-nerf N. Néanmoins, il n’y a pas de caractérisation
simple des foncteurs satisfaisant a ces propriétés. Or, on remarque que si le foncteur
1 est pleinement fidele, alors ces conditions impliquent que pour tout objet a de A,
la catégorie i(a) est asphérique. Grothendieck ajoute cette derniére condition a la
définition d’un foncteur test faible, et il obtient ainsi une notion qui peut étre aisément
caractérisée.

Plus précisément, il définit un foncteur test faible comme étant un foncteur
i: A — Cat, d’une catégorie test faible A vers la catégorie des petites catégories,
tel que pour tout objet a de A, i(a) soit une catégorie asphérique, et tel que
i*Wso) C W 1l démontre qu’alors le foncteur 2* : Hot = WilCat — Wilg, induit
par %, est automatiquement une équivalence de catégories, quasi-inverse de 7 ,, et
il prouve le critére suivant. Soient A une catégorie test faible, et i : A — Cat un
foncteur tel que pour tout objet a de A, la catégorie i(a) soit asphérique. Alors les
deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) @ est un foncteur test faible;

(ii) pour toute petite catégorie asphérique C, le préfaisceau i*(C) est asphérique.
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Ensuite, il définit un foncteur test local comme étant un foncteur i : A — Cat, de
source une catégorie test locale, tel que pour tout objet a de A, le foncteur A/a — Cat,
induit par 4, soit un foncteur test faible, et il obtient la caractérisation suivante. Soient
A une petite catégorie arbitraire, et i : A — Cat un foncteur tel que pour tout objet
a de A, la catégorie i(a) soit asphérique. Alors les deux conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) A est une catégorie test locale, et i un foncteur test local;
(ii) pour toute petite catégorie asphérique C, le préfaisceau i*(C') est localement
asphérique.

Si en outre pour tout objet a de A, la catégorie i(a) posséde un objet final (ce qui
est une condition suffisante d’asphéricité), alors ces deux conditions sont aussi équi-
valentes a la condition suivante :

(iif) i*(A1) est un préfaisceau localement asphérique.

Cette derniere condition est en général tres facile a vérifier, et cette caractérisation
est un outil puissant pour trouver des catégories test locales, et des foncteurs test
locaux. Enfin, il démontre que si A est une catégorie test, et i : A — Cat un foncteur
test local, alors i est aussi un foncteur test faible. On dit alors que i est un foncteur
test.

Le paradigme de foncteur test est l'inelusion ¢ : AC— Cat, qui donne naissance
au foncteur nerf N = i*. Les critéres ci-dessus montrent facilement que si A est une
petite sous-catégorie pleine de Cat formée de catégories ayant un objet final, stable
par produits finis, et telle que la catégorie correspondant a ’ensemble ordonné A; soit
un objet de A, alors l'inclusion AC— Cat est un foncteur test. De méme, si A est la
sous-catégorie pleine'de la catégorie des ensembles, formée des ensembles {0, 1, ..., m},
m 2= 0, le foncteur associant a un tel ensemble la catégorie correspondant a I’ensemble
ordonné (par inclusion) des ses parties non vides est un foncteur test. En revanche,
si A’ désigne la sous-catégorie (non pleine) de A, ayant mémes objets que A, mais
dont les. morphismes sont les applications strictement croissantes, alors 1’inclusion
i A’C 5 Cat-est un foncteur test faible mais pas un foncteur test, et A’ est une
catégorie test faible mais pas une catégorie test.

Les localisateurs fondamentaux

Dans son étude des catégories test, Grothendieck observe que ses démonstrations
n’utilisent pas la définition méme de W, mais seulement quelques propriétés for-
melles de cette classe de fleches, dont la plus importante est le théoréme A de Quillen :
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Siu : A— B est un morphisme de Cat tel que pour tout objet b de B,
u/b: AJb— B/b () soit dans Wae, alors u est dans W, [25].

Grothendieck remarque que dans le contexte toposique, ce résultat est extrémement
naturel. En effet, si¢ : X — Y est un morphisme de topos, on dit que v est asphérique
si pour tout objet y de Y, le morphisme de topos ¥/y : X/y — Y/y, induit par 1,
est une équivalence d’Artin-Mazur. Un argument cohomologique standard montre que
pour vérifier 'asphéricité de 1, on peut se limiter a des y appartenant a une famille
génératrice du topos Y. En particulier, si u : A — B est un morphisme de Cat, et
si X = 27 Y = l§, et » = (u*,u.), comme les objets de B forment une famille
génératrice du topos Y, pour montrer que ¢ est asphérique, il suffit de vérifier que
pour tout objet b de B,

X/b=A/b~AJb— Bj/b~B/b=Y/b

est une équivalence d’Artin-Mazur, autrement dit, que A/b.— B/b est dans We.
Ainsi, cette derniére condition implique l’asphéricité du morphisme de topos
¥ : X — Y, et en particulier, en prenant l'objet final de ¥ = 3, on en déduit
que A —5 B est une équivalence d’Artin-Mazur, autrement dit que v : A — B est
dans Wy, ce qui donne une esquisse de preuve cohomologique du théoréme A de
Quillen.

Un localisateur fondamental faible est une partie W de Fl(Cat) satisfaisant aux
conditions suivantes :

La (Saturation faible.) Les identités sont dans W. Si deux des trois fleches d’un
triangle commutatif sont dans W, il en est de méme pour la troisieme. Si un
morphisme i de Cat admet une rétraction r telle que ir soit dans W, alors i est
dans W.

Lb (Objet final.) Si A est une petite catégorie admettant un objet final, alors
I'unique foncteur de A vers la catégorie ponctuelle est dans W.

Lc (Théoreme A de Quillen.) Si w: A — B est un morphisme de Cat tel que pour
tout objet'b de B, u/b: A/b — B/b soit dans W, alors u est dans W.

Grothendieck reprend, dans ce cadre, la théorie des catégories test, en prenant
comme équivalences faibles les fleches de Cat appartenant a W, et en introduisant la
catégorie homotopique relative & W, Hotyy, = W™1Cat, et les notions de W-catégorie
test, de W-catégorie test faible ou locale, de W-foncteur test ete. Il vérifie qu’on
obtient les mémes résultats, avec les mémes démonstrations.

(M Pour tout foncteur F : C — D, et tout objet d de D, on note C/d la catégorie des objets de C
au-dessus de d, autrement dit, la catégorie dont les objets sont les couples (¢, s : F(c) — d), ¢ étant
un objet de C, et s un morphisme de D, et dont les fleches (¢, s) — (¢/, s’) sont les morphismes
g :c—>c de C tels que s'F(g) = s. En particulier, pour toute catégorie D, et tout objet d, on
obtient ainsi la catégorie D/d des objets de D au-dessus de d, en considérant le foncteur identique
1p : D — D. Le foncteur F' : C — D induit alors un foncteur F'/d : C/d — D/d.
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L’avantage de cette approche axiomatique est d’une part, sa grande clarté, et
d’autre part, le fait qu’elle s’applique a d’autres contextes que celui de la catégo-
rie homotopique classique. Elle s’applique, en particulier, a I’homotopie rationnelle,
et plus généralement, & toutes sortes d’équivalences faibles définies par des conditions
cohomologiques. Grothendieck propose de considérer les parties W de Fl(Cat), défi-
nies exactement comme W,,, mais en remplacant les équivalences d’Artin-Mazur par
d’autres classes de morphismes de topos, définies par des conditions cohomologiques.
Par exemple, si k désigne un anneau commutatif (on pense plus particulierement a
k=7,7/nZ, Q), on peut demander que le morphisme de topos ¥ : X — Y induise
un isomorphisme sur la cohomologie & coefficients dans k, ou & coefficients dans un
k-module arbitraire, ou dans les faisceaux localement constants de k-modules. On
peut varier en prenant une famille d’anneaux k;, ou une famille de groupes com-
mutatifs constants, par exemple Z/nZ, pour n premier & un ensemble de nombres
premiers, conditions qu’on peut éventuellement combiner avec des eonditions sur la
1-cohomologie non-abélienne a coefficients dans des faisceaux localement constants de
groupes. . .

Tous ces localisateurs fondamentaux faibles satisfont a une version relative du
théoréeme A de Quillen exprimant que si une fleche de Cat est une équivalence faible
localement au-dessus d’une base, alors elle est.une équivalence faible :

LC (Théoréme A de Quillen relatif.) Si

A—=*—B
C

est un triangle commutatif de Cat, et si pour tout objet ¢ de C, le foncteur
u/c: AJ/c — B/e¢, induit par u, est dans W, alors u est dans W.

Un localisateur fondamental est un localisateur fondamental faible satisfaisant a cette
condition (qui implique la condition Lc). Cette hypothese plus forte sur W est utile
pour certains-résultats plus fins que la simple caractérisation des catégories test.
Elle sert, par exemple, pour démontrer que I'image directe d’une équivalence faible de
préfaisceaux par un monomorphisme est une équivalence faible, ou pour montrer que la
classe formée des équivalences faibles de préfaisceaux, qui sont des monomorphismes,
est stable par images directes. Elle sert aussi pour prouver que les équivalences faibles
(entre catégories ou préfaisceaux) sont stables par limites inductives filtrantes, ou par
rétractes. Elle permet également d’établir ’existence des colimites homotopiques, et
plus généralement des extensions de Kan homotopiques a gauche, dans Cat. Enfin, elle
fournit le cadre naturel pour étudier deux classes importantes de morphismes de Cat,
les foncteurs propres et les foncteurs lisses, qui sont caractérisés par des propriétés
cohomologiques inspirées des théoremes de changement de base propre ou lisse en
géométrie algébrique.
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Dans “Pursuing Stacks”, Grothendieck conjecture que W, est le plus petit lo-
calisateur fondamental. Cette conjecture, permettant une caractérisation purement
axiomatique de Wy, a été démontrée par Cisinski dans sa these. Il a depuis amélioré
ce résultat, en prouvant que We. est le plus petit localisateur fondamental faible [10].

Les extensions de Kan homotopiques

Le fil conducteur de la théorie de ’homotopie de Grothendieck est le concept d’ex-
tension de Kan homotopique, conduisant & la théorie des dérivateurs [15],.[16], [20].
Un localisateur est un couple (M, W) formé d’'une catégorie M, et d’une partie W
de FI(M) @), Etant donné un tel localisateur, on associe & toute petite catégorie I,
la catégorie Hot(y; 1y (1), localisée de la catégorie des foncteurs de I vers M, rela-
tivement a la classe des morphismes de foncteurs qui sont dans W argument par
argument. Pour tout foncteur entre petites catégories u : I'=—'J, on en déduit un
foncteur image inverse u* : Hot sy (J) — Hot s 1y ({); induit par la composition
par u. Une extension de Kan homotopique a gauche ou a droite est un adjoint a gauche
ou a droite de u*. Un cas particulier important, correspondant aux colimites ou li-
mites homotopiques, est celui ou la catégorie J est réduite a la catégorie ponctuelle.
Un théoréme de Cisinski [9] affirme que si le'localisateur (M, W) est Quillenisable,
autrement dit, s’il existe une structure de catégorie de modeles fermée [24] sur M
dont les équivalences faibles sont exactement les fleches de M appartenant a W, et
si la catégorie M admet des petites limites inductives (resp. projectives), alors les
extensions de Kan homotopiques 4 gauche (resp. a droite) existent. D’autre part, un
théoréme de Thomason assure que le localisateur (Cat, W) est Quillenisable [28], ce
qui prouve 'existence des extensions homotopiques & gauche et a droite dans ce cas.

En fait, I'existence des extensions de Kan homotopiques d gauche pour ce loca-
lisateur est bien plus élémentaire, et se généralise aisément au cas d’un localisateur
fondamental arbitraire W. Pour toute petite catégorie I, notons plus simplement
Hot,y, (1) la catégorie Hot(c, ) (1), localisation de la catégorie des foncteurs de I
vers la catégorie Cat des petites catégories par les morphismes de foncteurs qui sont
dans W argument par argument. Pour tout foncteur F' : I — Cat, on désigne par
f F — I'la catégorie cofibrée sur I définie par ce foncteur, a I’aide de la “construc-
tion de Grothendieck”. Si w : I — J désigne un morphisme de Cat, on en déduit un
morphisme composé [ F — J, d’olt un foncteur

J — Cat ir— ([F)/j

On démontre que ce procédé, associant a F' le foncteur j+— ( | F ) / j, induit par
localisation un foncteur u, : Hoty,,(I) — Hot,,,(J), et que ce dernier est un adjoint a

(2)Quand il n’y a aucune ambiguité sur la catégorie M, on dit parfois que W est un localisateur.
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gauche du foncteur image inverse u* : Hot,,, (J) — Hoty,,(I). On généralise ainsi une
construction des colimites homotopiques par Thomason [27].

La catégorie de modeéles conjecturée par Grothendieck

Le probleme de l'existence des extensions de Kan homotopiques a droite, pour
un localisateur fondamental arbitraire, est bien plus délicat. Pour essayer de traiter
ce probléme, Grothendieck conjecture que pour toute W-catégorie test, il existe une
structure de catégorie de modeles fermée sur la catégorie des préfaisceaux sur A,
dont les équivalences faibles sont les morpllismes de A appartenant a Wy, et dont les
cofibrations sont les monomorphismes de A. En fait, cette conjecture n’est-vérifiée que
moyennant une hypothese, au demeurant assez anodine, d’accessibilité du localisateur
fondamental W.

Soit « un cardinal. On dit qu'un ensemble ordonné I est a-filtrant si toute partie de
I de cardinalité inférieure ou égale a o admet un majorant-dans I. Une limite inductive
a-filtrante est une limite inductive indexée par un ensemble ordonné a-filtrant. Soit
C une catégorie admettant des limites inductives a-filtrantes. On dit qu’un objet X
de C est a-présentable si le foncteur

C—éns Y '+ Hom¢(X,Y)

commute aux limites inductives a-filtrantes. Une catégorie a-accessible est une ca-
tégorie C admettant des limites inductives a-filtrantes, telle que tout objet soit li-
mite inductive a-filtrante d’objets a-présentables, et telle que la sous-catégorie pleine
formée des objets a-présentables soit essentiellement petite (équivalente & une pe-
tite catégorie). Une catégorie C est accessible il existe un cardinal « tel que C soit
a-accessible. Un foncteur F : C — D, entre catégories accessibles, est accessible s’il
existe un cardinal « tel que le foncteur F' commute aux limites inductives a-filtrantes.
Une classe d’objets d’une catégorie accessible est accessible si la sous-catégorie pleine
formée de ces objets est accessible, et si le foncteur d’inclusion est accessible. Une
classe de fleches d’une catégorie accessible est accessible si la classe correspondante
d’objets de la catégorie des fleches est accessible.

La'catégorie des préfaisceaux sur une petite catégorie, ainsi que la catégorie des pe-
tites catégories, sont accessibles. On dit qu'un localisateur fondamental est accessible
s'il est accessible comme classe de fleches de Cat. Si W est un localisateur fonda-
mental accessible, il résulte aussitot de la théorie générale de I'accessibilité (voir par
exemple [1]) que pour toute petite catégorie A, la classe Wa= i;l(W) de fleches de
A est accessible. Un théoreme de Jeffrey Smith (voir [4]) implique alors facilement que
si A est une W-catégorie test locale (et & plus forte raison si elle est une W-catégorie
test), alors il existe une structure de catégorie de modeéles fermée & engendrement

cofibrant sur E, dont les équivalences faibles sont les éléments de Wy, et dont les
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cofibrations sont les monomorphismes de E, ce qui prouve en particulier la conjecture
de Grothendieck dans ce cas.

L’inconvénient de cette approche est que 'hypothese qu'un localisateur fondamen-
tal W soit accessible est a premiere vue difficile a vérifier. C’est grace a la belle théorie
développée par Cisinski [10] que cette difficulté est surmontée. 11 démontre la conjec-
ture de Grothendieck en supposant simplement qu’il existe un ensemble de fleches
de Cat tel que W soit le plus petit localisateur fondamental contenant cet ensemble,
hypothese bien plus facile a vérifier. Il appelle un tel localisateur accessible, et il ré-
sulte de sa théorie que cette définition est finalement équivalente a la précédente, le
théoreme difficile étant justement cette équivalence. Il montre aussi une réciproque :
si W est un localisateur fondamental, et s’il existe une catégorie test locale non vide
A telle que A admette une structure de catégorie de modeles fermée; a engendrement
cofibrant, dont la classe des équivalences faibles est Wo, et dont les cofibrations sont
les monomorphismes, alors W est accessible.

En fait, 'hypothése qu’un localisateur fondamental soit. accessible n’est pas tres
restrictive. Il semble en effet qu’on peut montrer, moyennant un axiome de grands
cardinaux connu sous le nom de principe de Vopénka, que tout localisateur fonda-
mental est accessible (en utilisant les résultats de [7], ou de [8], ou encore de [26]).
On ne s’attend donc pas a trouver un localisateur fondamental non accessible en uti-
lisant uniquement les axiomes de ZFC (Zermelo-Fraenkel plus ’axiome du choix). En
revanche, si I'on suppose qu’il n’existe pas de cardinaux mesurables, alors on peut
construire un localisateur fondamental non accessible [8]. En particulier, Paxiome de
constructibilité de Godel implique l'existence de tels localisateurs, puisque tout car-
dinal mesurable est (fortement)-inaccessible. Ainsi, laffirmation “tout localisateur
fondamental est accessible” aurait le méme statut qu’un axiome de grands cardinaux.

Foncteurs propres, foncteurs lisses

Dans “Pursuing Stacks” [14], Grothendieck a introduit les notions de foncteur
propre et de fonecteur lisse, en s’inspirant des propriétés cohomologiques des mor-
phismes propres et des morphismes lisses de schémas en géométrie algébrique. Une
étude systématique de ces foncteurs a été entreprise par lui dans “Les dérivateurs”
[15]. La construction des extensions de Kan homotopiques & gauche a 'aide des ca-
tégories cofibrées, exposée précédemment, rend cette théorie élémentaire.

Soit W un localisateur fondamental. On dit qu’un foncteur entre petites catégories
u: A— B (resp. v : B’ — B) est W-propre (resp. W-lisse) si pour tout carré
cartésien

A 254
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le morphisme de changement de base
ww* — v*u,

(ot uy : Hoty, (4) — Hoty,, (B) et uj : Hoty,,(A") — Hot,, (B’) désignent les exten-
sions de Kan homotopiques a gauche relatives a W) est un isomorphisme, et cette
propriété reste vraie apreés tout changement de base. Grothendieck obtient des ca-
ractérisations simples des foncteurs W-propres et des foncteurs W-lisses, et-il ‘est
émerveillé par la découverte du fait qu'un foncteur u : A — B est W-propre si et
seulement si le foncteur “dual” u® : A° — B°, entre les catégories opposées, est
Wh-lisse, phénomene qui n’a bien entendu aucun analogue en géométrie algébrique. Si
le foncteur v : A — B fait de A une catégorie cofibrée sur B, alors u est un exemple
de foncteur W-propre. Dualement, si A est une catégorie fibrée sur B, alors u est
un foncteur W-lisse. Néanmoins, pour tout localisateur fondamental W, il existe des
foncteurs W-propres qui ne sont pas des cofibrations (au sens des catégories cofibrées),
et des foncteurs W-lisses qui ne sont pas des fibrations (au sens des catégories fibrées).
La manipulation des changements de base par des foncteurs propres ou lisses s’avere
un outil de calcul extrémement puissant en théorie de ’homotopie, ainsi qu’en algebre
homologique.

La théorie des foncteurs propres et des foncteurs lisses peut, en fait, étre développée
dans un cadre beaucoup plus général, celui des structures d’asphéricité, permettant
d’englober aussi la théorie des catégories cofibrées et des catégories fibrées [22].

Le plan du livre

Le premier chapitre est consacré a I’étude des catégories test et des foncteurs test.
Dans le premier paragraphe, on introduit le concept de localisateur fondamental faible,
ainsi que les notions qui s’y attachent directement : équivalences faibles, catégories
asphériques, foncteurs asphériques ou localement asphériques, et on étudie les proprié-
tés élémentaires de ces notions. On démontre qu’un localisateur fondamental faible
est stable par le foncteur “passage a la catégorie opposée”, ce qui permet d’introduire
les notions, “duales” aux précédentes, de foncteur coasphérique et de foncteur coloca-
lement coasphérique. On prouve qu’un adjoint & gauche (resp. a droite) est asphérique
(resp. coasphérique), et qu'une cofibration (resp. fibration) a fibres asphériques est un
foncteur asphérique (resp. coasphérique). Un lemme “a la Mayer-Vietoris” est établi.
Des exemples de localisateurs fondamentaux faibles sont présentés.

Dans le deuxiéme paragraphe, on définit les équivalences faibles et les morphismes
asphériques de préfaisceaux, et on introduit les notions de préfaisceau asphérique et
localement asphérique. Une caractérisation des foncteurs asphériques en termes de
préfaisceaux est démontrée, et une version préfaisceautique du lemme de “Mayer-
Vietoris” est établie.
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Dans le paragraphe 3, on définit la catégorie homotopique relative a un localisateur
fondamental, et on introduit les notions de catégorie pseudo-test et de catégorie test
faible. Plusieurs caractérisations des catégories test faibles sont présentées.

Le paragraphe 4 est consacré aux “outils homotopiques”™ On introduit les notions
de segment, de segment séparant, et on définit la relation d’homotopie relative a un
ensemble de segments et les notions associées d’homotopisme et d’objet contractile.
On établit le “lemme d’homotopie” qui relie les notions d’homotopie et d’équivalence
faible. On présente ’exemple du segment de Lawvere, crucial pour la suite. On termine
par ’étude de la relation d’homotopie dans la catégorie des petites catégories.

Dans le paragraphe 5, on introduit les notions importantes de catégorie test locale
et de catégorie test, et on en donne plusieurs caractérisations. On établit une condition
suffisante pour qu’une petite catégorie, admettant des produits finis, soit une catégorie
test, ce qui permet de présenter une multitude d’exemples. On termine en démontrant
que la catégorie des simplexes est une catégorie test.

Dans le paragraphe 6, on étudie la variante la plus forte de catégorie test, celle
de catégorie test stricte. Dans ce but, on introduit la notion de petite catégorie to-
talement asphérique, caractérisée par plusieurs conditions équivalentes, une catégorie
test stricte étant une catégorie test qui est totalement asphérique. On constate que
la plupart des exemples de catégories test du paragraphe précédent sont en fait des
catégories test strictes, et on présente des exemples de catégories test qui ne sont pas
strictes. On définit le concept de contracteur, cas particulier de catégorie test stricte,
et on démontre que la catégorie des simplexes est un contracteur.

Le paragraphe 7 est consacré a I’étude des foncteurs test. On introduit la notion
de foncteur asphérique d’une petite catégorie vers la catégorie des petites catégories
(notion & ne pas confondre avee celle de foncteur asphérique entre petites catégories),
et on en donne plusieurs caractérisations. On en déduit les notions de foncteur test
faible, de foncteur test local et de foncteur test, ainsi que des caractérisations de
ces foncteurs. On présente plusieurs exemples de foncteurs test, dont ’inclusion de
la catégorie des simplexes dans la catégorie des petites catégories, ce qui permet
de retrouver la.théorie du foncteur nerf. Enfin, on montre que la sous-catégorie de la
catégorie des simplexes, ayant les mémes objets, et comme morphismes les applications
strictement croissantes, est une catégorie test faible, mais n’est pas une catégorie test.

Dans le paragraphe 8, on introduit la notion de décalage sur une petite catégorie, ce
qui permet de donner d’autres exemples de catégories test. En particulier, on démontre
que la catégorie cellulaire de Joyal est une catégorie test stricte.

Le deuxiéme chapitre est consacré au concept de localisateur fondamental (version
renforcée de la notion de localisateur fondamental faible). Dans le premier paragraphe,
on introduit ce concept, et on présente plusieurs définitions équivalentes. On démontre
que la catégorie homotopique correspondante admet des produits finis, des sommes
finies, et que le foncteur de localisation y commute.
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Dans le deuxiéme paragraphe, on rappelle la “construction de Grothendieck”, as-
sociant a un foncteur, a valeurs dans la catégorie des petites catégories, une catégorie
cofibrée, qui est la “2-limite inductive” de ce foncteur. Dans le paragraphe suivant,
on utilise cette construction pour prouver que pour tout localisateur fondamental,
I'image directe d’une équivalence faible de préfaisceaux par un monomorphisme est
une équivalence faible, et que la classe formée des équivalences faibles de préfaisceaux,
qui sont des monomorphismes, est stable par images directes et composés transfinis.
Dans le dernier paragraphe de ce chapitre, on montre que les catégories filtrantes
sont asphériques, et que tout localisateur fondamental est stable par limites induc-
tives filtrantes. On en déduit la stabilité par limites inductives filtrantes des foncteurs
asphériques ou coasphériques. On présente un exemple d’ensemble ordonné qui est
une catégorie test faible.

Dans le troisieme chapitre, on présente certains aspects élémentaires de la théo-
rie de 'homotopie dans la catégorie des petites catégories. Le premier paragraphe
est consacré aux extensions de Kan homotopiques a gauche relatives a un localisa-
teur fondamental arbitraire, et leur construction a l’aide des catégories cofibrées. On
obtient une caractérisation des équivalences faibles en termes de colimites homoto-
piques, et un critere d’asphéricité pour les foncteurs; en termes d’extensions de Kan
homotopiques a gauche.

Dans le second paragraphe, on introduit la-notion de foncteur propre, ainsi que la
notion duale de foncteur lisse, en adoptant une définition élémentaire ne faisant pas in-
tervenir des extensions de Kan homotopiques. On démontre des propriétés de stabilité,
et on en donne plusieurs caractérisations. En utilisant les propriétés des morphismes
propres, on trouve une nouvelle caractérisation des morphismes coasphériques. On dé-
montre également des théoremes de changement de base, pour les morphismes propres
ou lisses, analogues a ceux dela géométrie algébrique. Enfin, on montre que tout fonc-
teur se décompose en une équivalence faible suivie d’'un morphisme propre et lisse.

Dans le dernier paragraphe, on étudie 'incidence du changement de localisateur
fondamental sur les diverses notions introduites dans le livre.

Notations

Les notations suivantes seront utilisées librement, sans autre explication. Pour toute
catégorie C, on notera Ob(C) la classe des objets de C, FI(C) la classe des fleches, ou
morphismes, de C, et C° la catégorie opposée. Si ¢, ¢’ sont deux objets de C, I'en-
semble des morphismes de ¢ vers ¢’ sera noté Homg(c, ¢’). Si D désigne une deuxieéme
catégorie, on notera Hom(C, D) la catégorie des foncteurs de C vers D. Si F : C — D
est un foncteur admettant une limite inductive (resp. projective), lim I (resp. Jim F)
désignera un objet de D représentant cette limite. Pour toute petite catégorie A, on
notera A la catégorie Hom(A°, Ens) des préfaisceaux sur A a valeurs dans la catégorie
des ensembles Ens. Pour tout ensemble E, le cardinal de E sera noté card(E).



CHAPITRE 1

LA THEORIE DES CATEGORIES TEST

1.1. Localisateurs fondamentaux faibles et asphéricité

1.1.1. — Soit M une catégorie. On dit qu'une partie W de FI(M) est faiblement

saturée si elle satisfait aux conditions suivantes :

FS1 Les identités sont dans W.

FS2 Si deux des trois fleches d’un triangle commutatif sont dans W, il en est de
méme de la troisieme.

FS3 Sii: X' — X et r: X — X’ sont deux morphismes de M tels que ri = 1x,
et si ir est dans W, il en est de méme de r (donc aussi de i, en vertu de FS1
et FS2).

Il résulte de FS1 et FS3 que les-isomorphismes sont dans W.

On dit qu'un morphisme w : A — B de M est universellement dans W si :
(i) w est quarrable (autrement dit, pour tout morphisme B’ — B, le produit fibré
B’ xp A est représentable dans M) ;
(ii) pour tout carré cartésien

AA——A
B '—— B J
le'morphisme v’ est dans W.

1.1.2. — Notons Cat la catégorie des petites catégories, et e un objet final de Cat
(une catégorie ayant un seul objet, et 'identité de cet objet comme seul morphisme).
On appelle localisateur fondamental faible une partie W de FI(Cat) satisfaisant aux
conditions suivantes :

La La partie W de FI(Cat) est faiblement saturée.
Lb Si A est une petite catégorie admettant un objet final, alors A — e est dans W.
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Lec Si uw : A — B est un morphisme de Cat tel que pour tout objet b de B, le
morphisme u/b: A/b — B/b soit dans W, alors u est dans W.

On rappelle que A/b désigne la catégorie dont les objets sont les couples
(a,p:u(a) —b), ol a est un objet de A et p un morphisme de B, un mor-
phisme de (a,p) dans un deuxiéme objet (a’,p’) de A/b étant une fleche f : a — a’
de A telle que p = p’u(f). Le morphisme u/b est le foncteur induit par w.

Les éléments de W sont appelés des W-équivalences, ou des équivalences faibles.
On dit qu’un morphisme u : A — B de Cat est W-asphérique, ou plus simplement
asphérique, si pour tout objet b de B, u/b: A/b — B/b est une équivalence faible.
La condition (Lc) ci-dessus peut donc s’énoncer : un morphisme asphérique de Cat
est une équivalence faible. On dit qu’une petite catégorie A est W-asphérique, ou
plus simplement asphérique, si le foncteur A — e est asphérique,-ou de fagon équi-
valente une équivalence faible. La condition (Lb) affirme donc qu’une petite catégorie
admettant un objet final est asphérique.

Dans la suite, on se fize, une fois pour toutes, un localisateur fondamental faible W.

Proposition 1.1.8. — Soit u: A — B un morphisme de Cat.

(a) Le foncteur u est asphérique si et seulement si, pour tout objet b de B, la caté-
gorie AJb est asphérique.
(b) Siwu est universellement dans W, alors u est asphérique.

Démonstration. — Pour tout objet b.de B, la catégorie B/b admet un objet final
(b,1). 11 résulte donc des conditions (La) et (Lb) que u/b : A/b — B/b est une
équivalence faible si et seulement si-A/b — e lest, ce qui prouve l'assertion (a).
L’assertion (b) résulte de 'observation que le carré

Alb—— A

B/b——B >
ou les fléches horizontales désignent les foncteurs canoniques, est cartésien. O
Proposition 1.1.4. — Soit A une petite catégorie. Les conditions suivantes sont

équivalentes :

(a) \A — e est une équivalence faible ;
(b) A — e est asphérique (autrement dit, A est asphérique) ;
(¢c) A — e est universellement dans V.

Démonstration. — L’équivalence de (a) et (b) est évidente. L’implication (¢) = (b)
résulte de la proposition 1.1.3, (b). Montrons que (a) implique (¢). Il s’agit de montrer
que pour toute petite catégorie B, la deuxieme projection A x B — B est une équi-
valence faible. En vertu de (Lc) et de la proposition 1.1.3, (a), il suffit de montrer que
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pour tout objet b de B, la catégorie (A x B)/b est asphérique. Or, on a un isomorphisme
de catégories (A x B)/b ~ A x (B/b), et comme par hypothése A est asphérique, il
suffit, en vertu de (La), de montrer que la premiére projection A x B/b — A est une
équivalence faible. En vertu de (Lc) et de la proposition 1.1.3, (a), il suffit donc de
montrer que pour tout objet a de A, la catégorie (A x B/b)/a est asphérique. Comme
on a un isomorphisme (A x B/b)/a ~ A/a x B/b, cela résulte de (Lb), puisque la
catégorie A/a x B/b admet un objet final. O

Corollaire 1.1.5. — Le produit de deux petites catégories asphériques est une caté-
gorie asphérique.

Démonstration. — Soient A et B deux petites catégories asphériques. En vertu de
la proposition 1.1.4, la deuxiéme projection A x B — B est une équivalence faible,
donc par (La), A x B — e est une équivalence faible, ce qui prouve lecorollaire. [

Corollaire 1.1.6. — Soient v : A— B, v : A’ — B’ deux_morphismes asphé-
riques de Cat. Alors le foncteur u x u' : A x A’ — B x B’ estasphérique.

Démonstration. — 11 s’agit de montrer que pour tout objet (b,d’) de B x B’, la caté-
gorie (Ax A’)/(b,b’) est asphérique. Or, (A x-A")/(b, V") est canoniquement isomorphe
a (A/b) x (A’/V'), et par hypothese, A/b et A’ /b sont asphériques. L’assertion résulte
donc du corollaire 1.1.5. O

Lemme 1.1.7. — Soit A% B -5 O un couple de morphismes composables de Cat.
Si u est asphérique, pour tout objet ¢ de C, le morphisme u/c : A/c — B/c induit
par u est asphérique.

Démonstration. — On vérifie aussitot que pour tout objet (b, p : v(b) — ¢) de B/c, la
catégorie (A/c)/(b,p) est canoniquement isomorphe & A/b, qui est asphérique puisque
u est asphérique, ce qui prouve que u/c est asphérique. ]

Proposition 1.1.8.— Soit A—5 B - C un couple de morphismes composables
de Cat. Si u' est asphérique, vu est asphérique si et seulement si v [’est.

Démonstration. — Pour tout objet ¢ de C', on a un triangle commutatif

A/64>B/c

'qu /C
C/e
et, en vertu du lemme 1.1.7, u/c est asphérique et en particulier une équivalence

faible (Lc). On en déduit (La) que v/c est une équivalence faible si et seulement si
vu/c Vest, ce qui prouve que v est asphérique si et seulement si vu lest. O
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Proposition 1.1.9. — Un rétracte d’une catégorie asphérique est une catégorie
asphérique, autrement dit, si A est une catégorie asphérique, et

A A"
des morphismes de Cat tels que ri = 14/, alors A’ est une catégorie asphérique.
Démonstration. — En effet, en vertu de la propriété (FS3) de la faible saturation, le

morphisme r est alors une équivalence faible, et par suite, la condition (FS2) implique
que A’ est une catégorie asphérique. J

Corollaire 1.1.10. — Les morphismes asphériques de Cat sont stables par rétractes,
autrement dit, si u: A — B est un morphisme asphérique, et

A Ao

B/T)BT)B/

un diagramme commutatif dans Cat tel que ri = lzr et sj = 1pr, alors u' est un
morphisme asphérique.

Démonstration. — La commutativité du diagramme ci-dessus implique aussitot que
pour tout objet ¥’ de B’, la catégorie A’/b est un rétracte de A/b, ou b = j(V'), et
I’assertion résulte de la proposition précédente. O

Proposition 1.1.11. — Soit u 2 A — B un morphisme de Cat. Si u admet un ad-
joint a droite, alors u est asphérique.

Démonstration. — Siv 1 B — A désigne un adjoint a droite de u, la bijection fonc-
torielle

Hompg(u(a),b)) ~ Homa(a,v(b)), a € Ob(A), b € Ob(B),
implique que pour tout objet b de B, la catégorie A/b est isomorphe & la catégorie
A/v(b) qui admet un objet final. On en déduit que A/b est asphérique, ce qui prouve

la proposition. [
Corollaire 1.1.12. — Une équivalence de petites catégories est asphérique.
Corollaire 1.1.13. — Une petite catégorie A admettant un objet initial est asphé-
rique.

Démonstration. — Soient p, : A — e I'unique foncteur de A vers 'objet final de

Cat, et s, : e — A le foncteur associant a I'unique objet de e un objet initial de A.
On vérifie aussitét que p, est un adjoint a droite de s,. On en déduit que s, est

asphérique (1.1.11), donc une équivalence faible (Lc). Comme p,s, = 1., il résulte

e’
de (La) que p, est une équivalence faible, ce qui prouve ’assertion. O
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1.1.14. — Soit u : A — B un foncteur. On rappelle que la fibre de u au-dessus d’un
objet b de B est la sous-catégorie (non pleine) A, de A dont les objets sont les objets
a de A tels que u(a) = b, et dont les morphismes

sont les fleches f de A telles que u(f) = 1. Soit ¢ : @ — o’ un morphisme de
A. On dit que ¢ est cocartésien (relativement & u, ou au-dessus de B) si pour tout
morphisme f : a — o’ tel que u(f) = u(c), il existe un unique morphisme g : ' — a”

tel que u(g) = 1y et f = ge.
/

a—>a/

(&

a/

!

1~
Y
|

On dit que u est une précofibration si pour tout morphisme p : b = b’ de B, et tout
objet a de A au-dessus de b (u(a) = b), il existe un morphisme cocartésien ¢ : a — a’
au-dessus de p (u(c) = p). On dit que u est une cofibration si westune précofibration,
et si le composé de deux morphismes cocartésiens composables de A est un morphisme
cocartésien.

Dualement, on dit qu'un morphisme de A est cartésien (relativement & u, ou au-
dessus de B) si le morphisme correspondant de A° (catégorie opposée de A) est cocar-
tésien (relativement & u® : A° — B°). On dit quele foncteur u est une préfibration
(resp. une fibration) si le foncteur u® est une précofibration (resp. une cofibration).

Lemme 1.1.15. — Un foncteur u : A — B est une précofibration si et seulement si
pour tout objet b de B, le foncteur canonique A, — A/b, associant d un objet a de
la fibre Ay de u au-dessus de b l’objet (a,1p) de A/b, admet un adjoint d gauche.

La démonstration est laissée au lecteur.

Proposition 1.1.16. — Soit u: A — B un morphisme de Cat, et supposons que u
soit une précofibration. Pour que le foncteur u soit asphérique, il faut et il suffit que
pour tout objet'b de B, la fibre Ay de u au-dessus de b soit asphérique.

Démonstration. — En vertu du lemme précédent, pour tout objet b de B, le foncteur

ip: Ap —> A/b

a > (a,1p)

admet un adjoint a gauche

Jp i AJb— Ay
Il résulte alors de la proposition 1.1.11 que le foncteur j, est asphérique, donc qu’il
est une équivalence faible, ce qui prouve la proposition. O
1.1.17. — Soit A une catégorie. On définit une catégorie S(A) comme suit :

Ob(S(A4)) =FI(A) ,
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et si f:a—bet f/:a — 1 sont deux objets de S(A), 'ensemble Homg(4(f, f')
est formé des couples (g,h), g:a —a, h:b— 1, tels que le diagramme :

f
aq ——

b
, | J'=hfg

9
a —
soit commutatif. L'identité de f est définie par 1y = (14,1p), et si
(g.h): f — " et (g B): f — f"
sont des morphismes de S(A),
(g',h") o (9,h) = (99", h'h)
On définit deux foncteurs :

ta

Ao 2 5(A) —— 4

en posant pour tout objet f de S(A),

sA(f) = source de f comme morphisme de A,

ta(f) =but de f comme morphisme de A,
et pour tout morphisme (g, h) de S(A),

salg:h) =g ,  talg.h)=

On vérifie aussitdt que

I:5(4)— S(A°)

fr—=1f [ €0b(5(4)) ,
(9,h) — (h,9) (9,h) € FI(S(A)) ,

définit ‘'un-isomorphisme de catégories tel que

Spol =ty et tacl = sa

Lemme 1.1.18. — Pour toute catégorie A, les foncteurs sa : S(A) — A° et
ta:S(A) — A sont des cofibrations.

Démonstration. — Montrons que t4 est une cofibration. Soient h : b — b’ un mor-
phisme de A, et f : a — b un objet de S(A) tel que t4(f) = b. Notons h.(f) I'objet
he(f) =hf:a—V de S(A), et ¢(h, f) le morphisme c(h, ) = (14,h) : f — he(f)
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de S(A).

fl ) Ihf c(h, f) : f — h*(f)

On a ta(c(h, f)) = h, et on vérifie aussitét que le morphisme c(h, f) est cocartésien
(relativement a t4), ce qui prouve que t4 est une précofibration. En remarquant que
pour tout morphisme A’ : b — b"” de A, on a

(h'h)«(f) = W'hf = R (h(f))
et
(', hi(f))e(h, ) = (Lo, ') (La; h) = (1, h'h) = c(R'h, f)
on en déduit que t4 est une cofibration.
En appliquant ce qui précede a la catégorie opposée, on en déduit que s4 = ta0l

est aussi une cofibration, ce qui prouve le lemme. O

Lemme 1.1.19. — Pour toute petite catégorie A, les foncteurs sy : S(A) — A° et
ta:S(A) — A sont asphériques.

Démonstration. — On vérifie aussitot que les fibres de sy et t4 admettent un objet
initial. L’assertion résulte alors du corollaire 1.1.13, du lemme 1.1.18 et de la propo-
sition 1.1.16. O

1.1.20. — Soit u : A = B un foncteur. On en déduit un foncteur
S(u) : S(A) — S(B)
fr=ulf) f€0b(5(4)) ,
(9,h) — (u(g), u(h)) (9,h) € FI(S(4)) ,

rendant commutatif le diagramme suivant :

A0 A 5(A) A g

(1.1.20.1) uJ S(u J

A
)
B+ S(B) —— B

Proposition 1.1.21. — Soient u: A — B un morphisme de Cat, et u° : A° — B°
le foncteur opposé. Alors u est une équivalence faible si et seulement si u°® ’est.
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Démonstration. — Considérons le diagramme commutatif 1.1.20.1 ci-dessus. En vertu
du lemme 1.1.19 et de (Lc), les morphismes t4, tg, sa et sp sont des équivalences
faibles. En utilisant la propriété de saturation (La), on en déduit que u est une équi-
valence faible si et seulement si S(u) 'est, et S(u) est une équivalence faible si et
seulement si u° l’est, ce qui prouve la proposition. O

Corollaire 1.1.22. — Soit A une petite catégorie. Alors A est asphérique si et seule-
ment st la catégorie opposée A° [’est.

Corollaire 1.1.23. — Soit u : A — B un morphisme de Cat, et supposons que u
soit une préfibration et que pour tout objet b de B, la fibre Ay de u au-dessus de b soit
asphérique. Alors u est une équivalence faible.

Démonstration. — Par définition, u étant une préfibration, le foncteur u®: A° — B°
est une précofibration, et comme pour tout b € Ob(B), (A°), = (Ap)°, assertion
résulte du corollaire 1.1.22; de la proposition 1.1.16, de (Le¢) et-de la proposition
1.1.21. O

Remarque 1.1.24. — La situation parait dissymétrique. Cela vient du fait qu’on a
privilégié les foncteurs asphériques, ce qui correspond a privilégier la cohomologie par
rapport a I’homologie. Pour rétablir la symétrie, il suffit d’introduire la notion de fonc-
teur coasphérique. On dit qu'un morphisme u : A — B de Cat est W-coasphérique,
ou plus simplement coasphérique, si le morphisme u°® : A° — B° est asphérique.
Pour tout objet b de B, notons b\A la catégorie dont les objets sont les couples
(a,p:b— u(a)), ot a est un objet de A-et p un morphisme de B, un morphisme de
(a,p) vers un deuxieéme objet (a’;p’) de b\ A étant un morphisme f : a — a’ de A tel

que le triangle
b
7N
!
u(a) T u(a’)

soit commutatif. On a un isomorphisme canonique A°/b ~ (b\ A)°, et le foncteur

b\u:b\A — b\B

induit par u, s’identifie au foncteur

(u®/b)° = (A°/b)° — (B°/b)°
Il résulte alors de la proposition 1.1.21 (resp. du corollaire 1.1.22 et de la proposition
1.1.3, (a)) que u : A — B est coasphérique si et seulement si, pour tout objet b de
B, le foncteur b\u : b\ A — b\ B est une équivalence faible (resp. la catégorie b\ A est
asphérique). En vertu de (Lc) et de la proposition 1.1.21, un foncteur coasphérique

est une équivalence faible. En vertu de la proposition 1.1.11, un foncteur admettant
un adjoint & gauche est coasphérique. Enfin, il résulte de la proposition 1.1.16 et du
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corollaire 1.1.22 que si u est une préfibration, alors u est coasphérique si et seulement
s’il est a fibres asphériques.

1.1.25. — Soit A une catégorie. On rappelle qu'un crible de A est une sous-catégorie
pleine U de A, telle que pour tout morphisme a’ — a de A, si a est un objet de U, il
en est de méme de a’. Un cocrible de A est une sous-catégorie pleine F' de A telle que
F° soit un crible de A°, autrement dit, telle que pour tout morphisme a — a’ de A, si
a est un objet de F, il en est de méme de a’. Si A; désigne la catégorie correspondant
a Pensemble ordonné {0 < 1}, alors pour tout foncteur u : A — Ay, = (0) (resp.
u~1(1)) est un crible (resp. un cocrible) de A, et I'application :

u— u”H(0) (resp. ur—u"*(1))

établit une bijection de la classe des foncteurs de A vers A; sur celle des cribles (resp.
cocribles) de A.

Proposition 1.1.26. — Soient A une petite catégorie,” et Uy; Uy deuz cribles de A
tels que A = Uy UUs. Alors si Uy, Us et Uy NUs sont asphériques, il en est de méme
de A.

Démonstration. — Se donner un crible de. A équivaut a se donner un foncteur
A — Ay, le crible étant I'image réciproque de 0. La donnée des cribles Uy et Us de
A équivaut a la donnée d’un foncteur A — Ay x Ay, et dire que A est la réunion des
cribles Uy et Us équivaut a dire que ce foncteur se factorise par la sous-catégorie

(0,1)

e

B=1{ (0,0

(1,0)

de Ay x Aq, etalors Uy ~ A/(0,1), Uy ~ A/(1,0) et Uy NUy ~ A/(0,0). L’hypothese
que Uy, Us et U; N Uy sont asphériques implique donc que le foncteur A — B est
asphérique. Comme B admet un objet initial, il résulte du corollaire 1.1.13 que B
est asphérique. Il résulte alors de (Lc) et (La) que A est asphérique, ce qui prouve la
proposition. O

Corollaire 1.1.27. — Soient A une petite catégorie, et Iy, Fy deuz cocribles de A
tels que A = Fy U Fy. Alors si Fy, Fy et Iy N Fy sont asphériques, il en est de méme
de A.

Démonstration. — Le corollaire résulte, en vertu de 1.1.22, de la proposition 1.1.26,
appliquée a la catégorie opposée A°. O



28 CHAPITRE 1. LA THEORIE DES CATEGORIES TEST

Exemple 1.1.28. — La classe FI(Cat) de toutes les fleches de Cat est un localisateur
fondamental faible appelé localisateur fondamental trivial. On dit qu'un localisateur
fondamental faible W est non trivial si W # Fl(Cat).

Proposition 1.1.29. — Si le localisateur fondamental faible W n’est pas trivial,
alors toute catégorie asphérique est non vide.

Démonstration. — En effet, supposons que la catégorie vide & soit asphérique. Pour
toute petite catégorie C, le carré

g—rJ

||

C——e

étant cartésien, il résulte de la proposition 1.1.4 que @ — C est une équivalence faible,
ce qui implique que la catégorie C' est asphérique. Ainsi, toute petite catégorie est
asphérique, et on en déduit, par la condition de saturation (La), que tout morphisme
de Cat est une équivalence faible, ce qui contredit la non trivialité de W. O

Ezemple 1.1.30. — La partie W, de FI(Cat) formée du foncteur identique de la
catégorie vide, et de tous les foncteurs de source (donc aussi de but) une catégorie
non vide est un localisateur fondamental faible. On dit qu’un localisateur fondamen-
tal faible W est grossier s’il contient W, Il résulte immédiatement de la proposition
1.1.29 que les seuls localisateurs fondamentaux faibles grossiers sont Wy, et le locali-
sateur fondamental trivial FI(Cat).

Exemple 1.1.31. — Soit m, le foncteur de Cat vers la catégorie des ensembles, as-
sociant & une petite catégorie 'ensemble de ses composantes connexes. Pour toute
petite catégorie A, 'ensemble 7,(A) est le quotient de ’ensemble Ob(A) par la rela-
tion d’équivalence engendrée par la relation

a~a <= Homy(a,d)#@ , a,a’ € Ob(A)

Le foncteur 75-est adjoint a gauche du foncteur associant & un ensemble E la catégorie
discrete correspondante, autrement dit, la catégorie ayant F comme ensemble d’objets
et les identités de ces objets comme seuls morphismes. En particulier, le foncteur =
commute aux limites inductives. On pose

W, = {u € FI(Cat) | mo(u) est bijectif }

Alors W, est un localisateur fondamental faible. En effet, les conditions (La) et (Lb)
sont évidentes, et la condition (Lc) résulte de la commutativité du foncteur 7, aux
limites inductives, et de I’observation que pour toute fleche u : A — B de Cat, on a
un isomorphisme canonique

lim A/b—— A |

s

beOb(B)
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ou la limite inductive ci-dessus désigne, par abus de notations, la limite inductive du
foncteur

F,: B —Cat b A/b

Définition 1.1.32. — On dit que le localisateur fondamental faible W est géomé-
trique si il est contenu dans W,, autrement dit, si pour toute flecche v : A — B de
Cat appartenant a W, I'application my(u) : my(A) — my(B) est bijective.

Exemple 1.1.83. — 1l résulte aussitot du théoréeme A de Quillen [25] que la partie
Weoo de Fl(Cat) formée des équivalences faibles usuelles de Cat, autrement dit, des
morphismes de Cat induisant une équivalence d’homotopie des espaces classifiants
correspondants, est un localisateur fondamental faible. On démontre que Wy est le
plus petit localisateur fondamental faible [10].

Ezxemple 1.1.34. — Soit n un entier, n > 0. On dit qu'une fleche de Cat est une
n-équivalence si elle appartient a W,, et si pour tout entier m, 1 < m < n, elle
induit un isomorphisme des m-iemes groupes d’homotopie des espaces classifiants
correspondants, et ceci pour tout choix de point base:Alors si I’on note W, la partie
de FI(Cat) formée des n-équivalences, W, est un localisateur fondamental faible [10].

1.2. Isomorphismes locaux et foncteurs localement asphériques

Définition 1.2.1. — On dit qu'un morphisme u : A — B de Cat est un isomor-
phisme local si pour tout objet a-de A, le morphisme

Ala— B/b b=u(a) ,
induit par u, est un.isomorphisme.

Exemples 1.2.2. — a) Siu: A — B est une immersion ouverte, autrement dit, si
u induit un isomorphisme de A sur un crible de B, alors u est un isomorphisme local.

b) Pour toute petite catégorie A, et tout objet a de A, le morphisme canonique
A/a — Aest.un isomorphisme local.

¢) Plus généralement, pour tout morphisme u : A — B de Cat, et tout objet b de
B, le morphisme canonique A/b — A est un isomorphisme local.

Proposition 1.2.8. — Soit A—= B—C un couple de morphismes composables
de Cat. Siv est un isomorphisme local, alors le composé vu est un isomorphisme local
si et seulement si u l’est. En particulier, les isomorphismes locaux sont stables par
composition. De plus, si u induit une surjection sur les ensembles des objets, alors si
u et vu sont des isomorphismes locauz, il en est de méme de v.

La démonstration (immédiate) est laissée au lecteur.
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Proposition 1.2.4. — Un produit arbitraire d’isomorphismes locauxr dans Cat est
un isomorphisme local.

Démonstration. — Comme pour toute famille de petites catégories (A;);cr et tout ob-
jet a = (a;)ier de A = [];c; Ai, on a un isomorphisme fonctoriel A/a ~ [],.;(Ai/a;),
I’assertion résulte aussitot de la propriété analogue des isomorphismes. O]

Proposition 1.2.5. — Les isomorphismes locaux sont stables par changement de
base, autrement dit, pour tout carré cartésien dans Cat

A/ w A
B’ — B ’

st u est un isomorphisme local, il en est de méme de u’.

Démonstration. — On vérifie facilement que pour tout objet-a’ de A’, le carré induit
AJd —— Afa a = w(a)
J J b =u'(a)
B’/ —— B/b b=u(a) =v()

est cartésien. L’assertion résulte donc du fait que les isomorphismes sont stables par
changement de base l

Les isomorphismes locaux admettent la caractérisation classique suivante, dont la
démonstration est laissée au lecteur.

Proposition 1.2:6. — Soit u : A — B un morphisme de Cat. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(a) u est un isomorphisme local ;

(b) west une préfibration a fibres discreétes ;

(c) u est'une fibration a fibres discrétes;

(d) pour tout objet a de A, et tout morphisme g : b — b = u(a) de B, il existe un
unique morphisme [ :a' — a de A tel que u(f) =g.

Définition 1.2.7. — Soient B une petite catégorie, et (u; : A; — B);cs une famille
d’isomorphismes locaux dans Cat. On dit que cette famille est couvrante si pour tout
objet b de B, il existe un élément ¢ de I, et un objet a de A; tels que w;(a) = b,
autrement dit, si la famille d’applications Ob(u;) : Ob(4;) — Ob(B), i € I, est
épimorphique.
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Remarque 1.2.8. — Cette notion de famille couvrante définit une prétopologie sur
Cat, et la topologie déduite de cette prétopologie, qu’on pourrait appeler topologie
étale, est moins fine que la topologie canonique. La sous-catégorie pleine de Cat formée
des catégories ayant un objet final est une sous-catégorie génératrice pour cette topo-
logie, et le “lemme de comparaison” des sites [2, Exp. III, Th. 4.1] implique aussitdt
que la catégorie des faisceaux sur Cat pour la topologie étale s’identifie a la catégorie
des préfaisceaur sur cette sous-catégorie. En particulier, cette catégorie de faisceaux
sur Cat n’est pas un topos, car elle n’admet pas une petite famille génératrice. Si-on
se limite au site des isomorphismes locaux au-dessus d’une petite catégorie fixée C,
on peut montrer facilement que la catégorie correspondante des faisceaux n’est autre
que la catégorie des préfaisceaux sur la catégorie C.

1.2.9. — Dualement, on dit qu’un morphisme u : A — B de Cat est un isomor-
phisme colocal si pour tout objet a de A, le morphisme

a\A — b\B , b=u(a) ,

induit par u, est un isomorphisme, autrement dit; si le morphisme u° : A° — B° est
un isomorphisme local. Il résulte des propositions 1.2.3 et 1.2.5 que les isomorphismes
colocaux sont stables par composition et changement de base, et de la proposition
1.2.6 qu’un morphisme v : A — B de Cat est-un isomorphisme colocal si et seulement
§’il est une précofibration (ou une cofibration) & fibres discrétes. De méme, on dit
qu'une famille d’isomorphismes colocaux (u; : A; — B);cr est couvrante si la famille
d’isomorphismes locaux (uf : A — B°);cs l'est, ou de fagon équivalente si la famille
d’applications Ob(u;) : Ob(A4;) — Ob(B), i € I, est épimorphique.

Lemme 1.2.10. — Soit

A——A

||

B ——B
un carré cartésien de Cat. Alors pour tout objet a de A, b =wu(a), le carré induit

AJa—— Ala

| ]

B'/b— B/b

est cartésien.
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Démonstration. — Considérons le cube commutatif

Al— A
R RN

AJa —— AJa

B’ — B

AN AN

B'/b—— B/b

La face arriere est cartésienne par hypothese, et les faces horizontales sont cartésiennes
par définition de A’/a et B’/b. On en déduit que la face avant est cartésienne, ce qui
prouve le lemme. O

Dans la suite, on se fixe, une fois pour toutes, un localisateur fondamental faible WW.

Proposition 1.2.11. — Les morphismes asphériques sont stables par changement
de base par des morphismes de Cat qui sont des isomorphismes locauz, autrement dit,
st

AIL}A
B'—— B

est un carré cartésien de Cat, et si v est un isomorphisme local et u un morphisme
asphérique, alors u’' est-asphérique. Réciproquement, siu: A — B est un morphisme
de Cat, et s’il existeune famille couvrante d’isomorphismes locaux (v; : B; — B)icr
telle que pour tout i dans I, si l’on forme le carré cartésien

w;

B, —— B ’

Vi

le morphisme u; soit asphérique, alors u est asphérique.

Démonstration. — En vertu du lemme précédent, si

A —— A
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est un carré cartésien de Cat, pour tout objet ' de B’, b = v(V'), le carré induit

AN —— Afb

L]

B'/Y — B/b

est cartésien. Si v est un isomorphisme local, la fleche horizontale du bas de ce carré
cartésien est un isomorphisme, donc aussi celle du haut, et par suite, la catégorie A"/V/
est asphérique si et seulement si A/b lest, ce qui implique aussitot les deux assertions
de la proposition. O

1.2.12. — La proposition ci-dessus signifie que la notion de foncteur.asphérique est
locale pour la topologie étale sur le but d’'un morphisme de Cat. Dans ce qui suit, on
introduit la variante locale de cette notion, qui est a la fois locale sur la source et sur
le but d’un morphisme.

Définition 1.2.13. — On dit qu’un morphisme u : A — B de Cat est localement
W-asphérique, ou plus simplement localement asphérique, si pour tout objet a de A,
le morphisme

Ala — B/b b=u(a) ,

induit par u est asphérique.

Ezxzemples 1.2.14. — Voici quelques exemples évidents.

a) Un isomorphisme local est-un foncteur localement asphérique.
b)
)

C

Un foncteur asphérique pleinement fidele est localement asphérique.
Pour toute petite catégorie C, le foncteur C' — e est localement asphérique.

d) Plus généralement, pour tout couple de petites catégories A et B, les projections

SN,

sont des foncteurs localement asphériques.

Proposition 1.2.15. — Soit A% B -5 C un couple de morphismes composables
de Cat. Si u et v sont des morphismes localement asphériques, alors il en est de
méme de vu, autrement dit, les morphismes localement asphériques sont stables par
composition. De plus, si u induit une surjection sur les ensembles des objets, alors si
u et vu sont des morphismes localement asphériques, il en est de méme de v.

Démonstration. — C’est une conséquence formelle de la proposition 1.1.8. O
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Proposition 1.2.16. — Soient u : A — B, v’ : A’ — B’ deux morphismes locale-
ment asphériques de Cat. Alors le foncteur u x u' : A x A — B x B’ est localement
asphérique.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate du corollaire 1.1.6. O
Proposition 1.2.17. — a) Pour tout carré commutatif dans Cat

A —"— A

B —— B J

st u est un morphisme localement asphérique, et v et w des isomorphismes locaux,
alors u’ est un morphisme localement asphérique.

b) Soit u: A — B un morphisme de Cat. S’il existe une famille de carrés commu-

tatz'fs (Di)iel;
A

BlT>B ?

wsq

Ai —
Di = Uq

telle que pour tout i, © € I, u; soit un-morphisme localement asphérique, et v; et
w; des isomorphismes locauz, et telle que la famille d’isomorphismes locaux (w; :
A; — A)ier soit couvrante, alors u-est un morphisme localement asphérique.

c) Soit u: A — B un morphisme de Cat. Pour que le morphisme u soit localement
asphérique, il faut et il suffit que pour tout carré commutatif

A —— A
B ——B

tel que v-et w soient des isomorphismes locaux, il existe une famille de carrés com-
mutatifs (D;)ier,

;Wi
Al —— A

/
Bi 4)@{ B’ ;

telle que pour tout i, i € I, u} soit un morphisme asphérique, et v et w; des isomor-
phismes locauz, et telle que la famille (w} : A, — A');er soit couvrante.



1.2. ISOMORPHISMES LOCAUX ET FONCTEURS LOCALEMENT ASPHERIQUES 35

Démonstration. — Soit

B/T>B

un carré commutatif dans Cat tel que v et w soient des isomorphismes locaux. Pour
tout objet a’ de A’, on déduit un carré commutatif

AJd —— Afa a=w(a)
J J b ='(a)
B/t —— B/b b=u(a) =v(d)

dont les fleches horizontales sont des isomorphismes. On en déduit que la fleche ver-
ticale de gauche est un morphisme asphérique si et seulement si celle de droite ’est,
ce qui implique aussitdt les assertions (a) et (b) de la proposition.

Montrons 'assertion (c¢). Pour tout morphisme u : A — B de Cat, la famille de
diagrammes (Du,q)acob(A);

Ala——= A

Du,a = u/al J/u

B/u(a) —— B )

est formée de carrés commutatifs dont les fleches horizontales sont des isomorphismes
locaux (exemples 1.2.2, (b) et'(c)), et la famille d’isomorphismes locaux A/a — A,
a € Ob(A), est couvrante. Si le morphisme u est localement asphérique, alors par
définition, pour tout objet a de A, le morphisme A/a — B/u(a) est asphérique.
En vertu de Dassertion (a) de la proposition, on en déduit que la condition énoncée
dans (¢) est nécessaire pour que le morphisme u soit localement asphérique. Montrons
qu’elle est aussi suffisante. En effet, pour tout objet a de A, cette condition, appliquée
au carré commutatif D,, ,, implique 'existence d’une famille de carrés commutatifs

(Di)i617

A"y Afa

Di = u;l J/u/a

B} —— B/u(a) ;

formée de carrés dont les fleches horizontales sont des isomorphismes locaux et dont
la fleche verticale de gauche est un morphisme asphérique, et telle que la famille
d’isomorphismes locaux w} : A} — A/a, i € I, soit couvrante. En particulier, il existe
i,1 € I, et un objet o’ de A} dont I'image par w; est I'objet final (a, 1,) de A/a, ce qui
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implique aussi que I'image par v; de u;(a’) est I'objet final (u(a), 1,)) de B/u(a).
On en déduit un diagramme commutatif

Ala~ AlJd A o Ala

L

B/u(b) =~ Bj/ui(a’) —— B; - B/u(a)

dont les deux composés des fleches horizontales sont des isomorphismes. Le morphisme
u/a est donc un rétracte de u}, ce qui implique en vertu du corollaire 1.1.10 que u/a
est asphérique, et achéve la démonstration. O

Remarque 1.2.18. — Les assertions (a) et (b) de la proposition ci-dessus expriment
le fait que la notion de morphisme localement asphérique est une notion locale sur
le but et la source d’'un morphisme, et 1'assertion (¢) que cette notion est la notion
locale correspondant a celle de morphisme asphérique.

1.2.19. — De fagon duale, on définit la notion colocale correspondant a celle de
morphisme coasphérique. On dit qu’'un morphisme v :'A — B de Cat est colocale-
ment W-coasphérique, ou plus simplement colocalement coasphérique, si le morphisme
u® : A° — B° est localement asphérique. Le foncteur u est donc colocalement coa-
sphérique si et seulement si pour tout objet @ de A, le foncteur a\ A — u(a)\B, induit
par u, est coasphérique. Les isomorphismes colocaux, ainsi que les foncteurs coasphé-
riques pleinement fideles, sont des morphismes colocalement coasphériques. 11 résulte
des propositions 1.2.15 et 1.2.16.que les morphismes colocalement coasphériques sont
stables par composition et par produits binaires.

Remarque 1.2.20..— On aurait pu envisager d’étudier la notion de morphisme
colocalement asphérique, ainsi que la notion duale de morphisme localement coasphé-
rique. En fait, ces notions ne présentent aucun intérét, car tout morphisme de Cat est
colocalement asphérique (et donc aussi localement coasphérique). Pour cela, on re-
marque d’abord que si u : A — B est un morphisme de Cat tel que les catégories A et
B admettent respectivement des objets initiaux &4 et @p tels que u(F4) = I g, alors
le foncteuru est asphérique. En effet, pour tout objet b de B, le couple (&4, Fp — b)
est alors un objet initial de la catégorie A/b, qui est donc asphérique en vertu du corol-
laire 1.1.13. On en déduit que si u : A — B est un morphisme arbitraire de Cat, alors
pour tout objet a de A, le morphisme a\A — u(a)\B, induit par u, est asphérique.

1.3. Les équivalences faibles dans une catégorie de préfaisceaux

Dans ce paragraphe, on se fize, une fois pour toutes, un localisateur fondamental
faible W.
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1.3.1. — On se fixe une petite catégorie A. On note A la catégorie des préfais-
ceaux d’ensembles sur A. Pour tout objet a de A, on note aussi a le préfaisceau
x +— Hom4(z,a) représenté par a, et on identifie A & une sous-catégorie pleine de A.
On définit un couple de foncteurs :

iA:E—)Cat , iZ:CatHg

Frs A/F C + (a+— Homeg(A/a, C))

et des morphismes de foncteurs :

erigiy — lear ntlgHiEiA
Pour toute petite catégorie C, le foncteur :

eq Al (C)— C
est défini par :
(a, AJa = C)r—v(a, 1)
et pour tout préfaisceau F', et tout objet a de A, I’application :
np(a) : F(a) — Homega(AfayAJF)
est définie par :
(a5 F ) (Afa =5 A/F)

ou s, est défini par :

(,p:z —a)— (z,sp:x — F)

Proposition 1.3.2. — Le couple des foncteurs (i4,i%) est un couple de foncteurs
adjoints (le foncteur i, est adjoint @ gauche du foncteur i%) et les morphismes de
foncteurs

(1.3.2.1) i iy — lear nily— iy
sont les morphismes d’adjonction.

La démonstration est laissée au lecteur.

1:8.3. — On dit qu'un morphisme de préfaisceaux sur A :
p: F—G
est une équivalence faible, ou une W-équivalence, si le foncteur correspondant :
ialp): AJF — AJG
est une équivalence faible. On note W la classe des équivalences faibles de A :

(1.3.3.1) =14 (W)



38 CHAPITRE 1. LA THEORIE DES CATEGORIES TEST

L’ensemble des équivalences faibles de A est une partie faiblement saturée de Fl(g).
On dit qu'un morphisme de préfaisceaux :

p: F—G
est W-asphérique, ou plus simplement asphérique, si le foncteur correspondant :
is(p): AJF — A/G

est asphérique. En vertu de (Lc¢) (1.1.2), un morphisme asphérique de préfaisceaux
est une équivalence faible.

Proposition 1.3.4. — Soit ¢ : F — G un morphisme de préfaisceaux. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :
(a) @ est asphérique;
(b) pour tout objet a de A, et tout morphisme a — G de A, la catégorie A/(ax ¢ F)
est asphérique ;
(c) ¢ est universellement dans W (1.1.1).

Démonstration. — Dire que ¢ est asphérique signifie que le foncteur A/F — A/G
est asphérique, autrement dit, que pour tout objet (a,s: a — G) de A/G, la catégorie
(A/F)/(a,s) ~ A/(a xg F) est asphérique (1.1.3), ce-qui prouve ’équivalence de (a)
et (b).

Si ¢ est universellement dans Wy, en particulier, pour tout morphisme a — G,
avec a objet de A, le morphisme a XgF — a est dans Wy, donc le foncteur
A/(a xg F) — A/a est une équivalence faible, et comme A/a admet un objet final,
il en résulte que A/(a X F) est asphérique, ce qui prouve (¢) = (b).

Supposons maintenant ¢ asphérique, et soit G’ — G un morphisme arbitraire de
préfaisceaux. Montrons que G’ Xg F — G’ est dans W 1l suffit de montrer qu’il
est asphérique, autrement dit, en vertu de 'implication (b) = (a), que pour tout
morphisme a — G’ de A, A/(a x¢ G' x¢ F) ~ A/(a x¢ F) est asphérique, ce qui
résulte de I’asphéricité de ¢ et de I'implication (@) = (b). On a donc (a) = (¢). O

1.3.5. — SoitF un objet de A. On dit que F' est W-asphérique, ou plus simplement
asphérique, sila catégorie A/F est asphérique, autrement dit si i 4 (F') est asphérique.
Si F est un préfaisceau représentable, la catégorie A/F admet un objet final, et il
en résulte que F est asphérique. En vertu de la proposition 1.3.4, un morphisme
U F =5 G de A est asphérique si et seulement si pour tout morphisme a — G de
A: avec a objet de A, le préfaisceau a X F' est asphérique.
1.3.6. — Pour toute petite catégorie A, on note e, un objet final de A. Considérons
les propriétés :

(a) le préfaisceau F' est asphérique;

(b) le morphisme F' — e est une équivalence faible;

(¢) le morphisme F — s est asphérique;
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(d) le morphisme F —» e est universellement dans Wo.

En vertu de la proposition 1.3.4, les conditions (¢) et (d) sont équivalentes, et en
vertu de (Lc¢) (1.1.2), ces conditions impliquent la condition (b) qui est, en général,
strictement plus faible. Si la catégorie A n’est pas asphérique aucune des conditions
(b), (¢), (d) n’implique la condition (a). Si A est asphérique, ce qui équivaut a affirmer
que e est asphérique, alors les conditions (a) et (b) sont équivalentes (et ’équivalence
de ces conditions pour tout F' équivaut a lasphéricité de A), mais toujours.plus
faibles, en général, que les conditions équivalentes (¢) et (d). On verra que ces quatre
conditions sont équivalentes si et seulement si A est totalement asphérique (1.7.2).-On
dit que F' est localement VW-asphérique, ou plus simplement localement asphérique,
s’il satisfait aux conditions équivalentes (c¢) et (d).

Cette terminologie est justifiée par I'observation suivante : un préfaisceau F' est
localement asphérique si et seulement si, pour tout a € Ob(A), le préfaisceau F|(A/a),
induit par F sur A/a, est asphérique. En effet, on a des isomorphismes canoniques

(A/a)/(F|(A/a)) = A/(a x F) = Af(ae_ F)

Plus généralement, on dit qu’un morphisme ¢ : F — G de préfaisceaux sur A est
une W-équivalence locale, ou une équivalence faible locale, si pour tout objet a de A,
le morphisme de préfaisceaux

¢l(A/a) : F|(AJa)— G|(A/a)

induit par ¢, est une équivalence faible de ‘A/a, autrement dit, si pour tout objet a
de A, le morphisme
lyxp:ax F—axG

est une équivalence faible ‘de A1l résulte de la proposition 1.3.4 que si ¢ est un
morphisme asphérique de préfaisceaux, alors il est une équivalence faible locale. On
remarque qu’un préfaisceau F' sur A est localement asphérique si et seulement si le
morphisme F' —-e~ est une équivalence faible locale. Si la catégorie A admet un
objet final, alors toute équivalence faible locale est une équivalence faible. On verra
que celarest vrai sans hypotheése sur A, a condition que le localisateur fondamental
faible W soit un localisateur fondamental (2.1.1).

1.3:7. — Siu: A— B est un morphisme de Cat, on note u* : B — A le foncteur
“image inverse par u”, associant a un préfaisceau F' de Ble préfaisceau F o u de A.
La proposition suivante exprime que les notions de préfaisceau localement asphérique
et d’équivalence faible locale sont bien des notions locales.

Proposition 1.3.8. — Soient A une petite catégorie, et (u; : Ay — A)ier une fa-
mille couvrante d’isomorphismes locauz.

(a) Pour qu’un préfaisceau F sur A soit localement asphérique, il faut et il suffit
que pour tout i, i € I, ul(F) soit un préfaisceau localement asphérique sur A;.
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(b) Pour qu’un morphisme de préfaisceauz o sur A soit une équivalence faible locale,
il faut et il suffit que pour tout i, i € I, uf(p) le soit.

La démonstration (immédiate) est laissée au lecteur.

Proposition 1.3.9. — Soient A une petite catégorie, F un préfaisceau sur A, et Fy
et Fy deux sous-préfaisceaux de F tels que F = Fy U Fy. S les préfaisceaux Fy, Fy et
Fy N Fy sont asphériques, il en est de méme du préfaisceau F'.

Démonstration. — 1l s’agit de montrer que la catégorie A/F est asphérique. Par
hypothese, les catégories A/Fy, A/Fy et A/F; N Fy sont asphériques. Or, A/Fy et
A/ F, s'identifient & des cribles de A/F, A/Fy N Fy s’identifiant au crible intersection.
L’hypothése F = F; U F, implique que A/F est la réunion des cribles A/F; et A/F5.
L’assertion résulte donc de la proposition 1.1.26. O

1.3.10. — Soit u : A — B un morphisme de Cat. Pour tout préfaisceau F' de E, le
foncteur u : A — B induit un foncteur

u/F:AJ/F = A/u*(F) —— B/F
(a, a2 u*(F)) — (u(a), u(a) = F)

(en considérant, par Yoneda, s comme un élément de u*(F)(a) = F(u(a)) ). On définit
ainsi un morphisme de foncteurs

A=Ay tdqu’ = ig
en posant A\p = u/F, pour F objet de B.

Siu:A— Betwv:B — C sont deux morphismes composables de Cat, on vérifie
aussitot qu’on a Ay, = Ay (Ag*0*). Enfin, pour tout objet A de Cat, on a Ay, = L,

Proposition 1.3.11. — Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) w est asphérique;

(b)  pour qu’un préfaisceau F de B soit asphérique, il faut et il suffit que le préfais-
ceau u*(F) de A soit asphérique ;

(b") si F est un préfaisceau asphérique de E, alors u*(F) est un préfaisceau asphé-
rique de A ;

(b") pour tout objet b de B, le préfaisceau u*(b) de A est asphérique ;

(¢). ‘pour tout préfaisceau F de B, le foncteur Ap : Aju*(F) — B/F est une équi-
valence faible ;

(¢") pour tout préfaisceau F de B, le foncteur Ap : A/u*(F) — B/F est asphérique ;

(c") pour tout objet b de B, le foncteur Ny : A/u*(b) — B/b est une équivalence
faible ;

et si ces conditions sont satisfaites, on a :

(d) pour qu’un morphisme ¢ de B soit une équivalence faible, il faut et il suffit que
u* () soit une équivalence faible de A.
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De plus, si A et B sont asphériques, les conditions (a) a (d) sont équivalentes, et
équivalentes a la condition :

(d") sip est une équivalence faible de B, alors u* (¢) est une équivalence faible de A.

Démonstration. — L’implication (b) = (¥’) est évidente, Pimplication (o) = (")
résulte du fait qu'un préfaisceau représentable est asphérique (1.3.5), 'implication
(b") = (") de La et Lb, (1.1.2), 'implication (¢”) = (¢’) de lobservation que pour
tout préfaisceau F de ﬁ, et tout objet (b, b —> F') de B/F, on a des isomorphismes
canoniques (B/F)/(b,s) ~ B/b et (A/u*(F))/(b,s) ~ A/b = A/u*(b), 'implication
(¢) = (¢) de Le (1.1.2), et implication (¢) = (b) de La (1.1.2). Enfin, on remarque
que (") est une paraphrase de (a), ce qui prouve ’équivalence des conditions (a)
a ().
L’implication (¢) = (d) résulte de la commutativité du carré

iq(u” (o

Afu*(F) 2y Ajur(G)

e |4

B/F—— 4 B/G :
ig(p)

pour ¢ : F' — G morphisme de E, et de la-condition de saturation La (1.1.2).

Si A et B sont asphériques, montrons limplication (d’) = (¥’). Soit donc
F un préfaisceau asphérique -de B. Comme B est asphérique, le morphisme
canonique ¢ : F — e~ est-une équivalence faible de B, et en vertu de (d'),
u*(p) : u*(F) —)u*(eg) = ey est une équivalence faible de A. Comme A est
asphérique, on en déduit que w*(F') est asphérique. L’implication (d) = (d’) étant
évidente, ceci prouve, sous 'hypotheése de 'asphéricité de A et B, I’équivalence des
conditions (a) & (d"), et achéve la démonstration de la proposition. O

Corollaire 1.3.12. — Soit uw : A — B un morphisme asphérique de Cat. Pour
qu’un morphisme ¢ de B soit asphérique, il suffit que u*(p) soit un morphisme asphé-
rique de A

Démonstration. — Soit ¢ : F — G un morphisme de B tel que u*(¢) soit un mor-
phisme asphérique de A, et soit

FF—F

G —G
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un carré cartésien de B. On en déduit un carré cartésien

U*(gﬁ’)l JU*(SO)

u* (@) —— u*(G)

de A. Comme u* (p) est un morphisme asphérique de E, il résulte de la proposition
1.3.4 que u* (') est une équivalence faible, et en vertu de la proposition précédente; il
en est de méme de ¢’. Une nouvelle application de la proposition 1.3.4 implique alors
que @ est un morphisme asphérique de B. O

Corollaire 1.3.13. — Soitu : A — B un morphisme localement asphérique de Cat.

(a) Pour tout préfaisceau localement asphérique F de é, u*(F). est un préfaisceau
localement asphérique de A.
(b) Pour toute équivalence faible locale ¢ de B, u*(p) est une équivalence faible

locale de A.

Démonstration. — Le corollaire est conséquence immédiate de la proposition 1.3.11,
et du fait que pour tout préfaisceau F' sur B, et tout objet a de A, on a un isomor-
phisme

Ala— A

u*(F)|A/a ~ (u/a)*(F|B/u(a)) u/aJ/ u
B/u(a) —— B
fonctoriel en F. O

Corollaire 1.3.14. — Soit u: A — B un morphisme de Cat.

(a) Siwu est asphérique, ou si u est localement asphérique et induit une surjection
sur les objets, alors pour qu’un préfaisceau F de B soit localement asphérique,
il suffit que le préfaisceau u*(F) de A le soit.

(b) Siw est localement asphérique et induit une surjection sur les objets, alors pour
qu’un morphisme ¢ de B soit une équivalence faible locale, il suffit que le mor-
phisme u* () de A le soit.

Démonstration. — Si u est asphérique, ou si u est localement asphérique et induit une
surjection sur les objets, alors pour tout objet b de B, considérons le carré commutatif

A/#A
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ou si w est asphérique, A" = A/b, et si u est localement asphérique et induit une
surjection sur les objets, A’ = A/a, ot a est un objet de A tel u(a) = b, et u’ est
le foncteur induit par w. Dans les deux cas u’ est un foncteur asphérique, A’ une
catégorie asphérique, et w un isomorphisme local. Si F' est un préfaisceau sur B tel
que u*(F') soit un préfaisceau localement asphérique, il résulte du corollaire précédent
que le préfaisceau w*u*(F) = u*v*(F') est localement asphérique. Comme la catégorie
A’ est asphérique, ce préfaisceau est donc asphérique, et comme le foncteur u’ est
asphérique, la proposition 1.3.11 implique que le préfaisceau v*(F) = F|(B/b) est
également asphérique, ce qui prouve que F' est localement asphérique.

De méme, si u est localement asphérique et induit une surjection sur les objets,
et si ¢ est un morphisme de B tel que u*(p) soit une équivalence faible locale, en
considérant le méme carré commutatif, un raisonnement analogue montre qu’il en est
de méme de ¢, vu que dans ce cas la catégorie A’ = A/a admet un objet final, et
par suite, une équivalence faible locale de préfaisceaux sur A’ est en particulier une
équivalence faible. O

Remarque 1.3.15. — L’assertion (b) du corollaire précédent est également vrai avec
I’hypotheése u asphérique, a condition que le localisateur fondamental faible W soit
un localisateur fondamental (2.1.1), puisque-alors toute équivalence faible locale est
une équivalence faible (loc. cit.), et pour appliquer le raisonnement ci-dessus, on n’a
donc pas besoin que A’ admette un objet final.

1.8.16. — Soient maintenant A et B deux petites catégories. On définit un foncteur

-

X: AxB—— s AxB

(F,G) > pri(F) x pry(G)

Ax B
VRN
A B

désignent les projections. On vérifie aussitot qu’on a un isomorphisme fonctoriel ca-
nonique :

iang(FRG)=AXx B/JFRG — A/F x B/G =i,(F) x ig(G)
Proposition 1.3.17. — a) Soient F', G des préfaiscecaux sur A, B respectivement.

Si F et G sont asphériques (resp. localement asphériques), il en est de méme de FKG.

b) Soient u : F — F', v : G — G’ des morphismes de préfaisceaux sur A, B
respectivement. Si les morphismes u et v sont asphériques, il en est de méme de ulXwv.

Démonstration. — La proposition résulte aussitdt de ce qui précede et des corollaires
1.1.5 et 1.1.6. [
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Proposition 1.3.18. — Soient A et B deux petites catégories et F' un préfaisceau
sur A x B. On suppose que pour tout objet b de B le préfaisceau Fy, sur A, défini par
at— F(a,b), est asphérique. Alors le préfaisceau F' est asphérique si et seulement si
la catégorie B est asphérique.

Démonstration. — 11 suffit de montrer que le foncteur composé
iaxp(F)=AxB/F — AxB-—DB

du foncteur d’oubli et de la deuxieme projection est une équivalence faible. Or, ces
deux foncteurs sont des fibrations, donc aussi leur composé. Comme pourtout objet
b de B la fibre au-dessus de b de ce foncteur composé s’identifie & la catégorie @ 4 (Fp)
I’assertion résulte du corollaire 1.1.23. O

1.4. Les catégories test faibles

Dans ce paragraphe, on se fize, une fois pour toutes, un localisateur fondamental
faible W.

1.4.1. — Soient M une catégorie, et W une partie de FI(M). On rappelle qu’il
existe (quitte & agrandir 1'univers de base) une catégorie W~—'M et un foncteur
v : M — W=LM tel que, pour tout w € W ~y(w) soit un isomorphisme de W=t M,
et qui soient universels pour cette propriété. Autrement dit, pour tout foncteur
F : M — M’ tel que, pour tout-w € W, F(w) soit inversible, il existe un unique
foncteur F : W='M —s M’ tel que F' = Fr.

M— WM

|
I F
RJ,

M/

On dit que W='M est la catégorie des fractions de M relativement ¢ W, ou la
localisation de. M par W, et que v est le foncteur de localisation. On dit que la
partie W.-de FI(M) est fortement saturée si W est formée exactement des fleches
qui‘deviennent inversibles par le foncteur de localisation. On vérifie aussitot qu’une
partie fortement saturée de FI(M) est aussi faiblement saturée (cf. 1.1.1). On dit que
le localisateur fondamental faible W est un localisateur fondamental faible fortement
saturé si la partie W de FI(Cat) est fortement saturée.

1.4.2. — On appelle catégorie homotopique relative au localisateur fondamental
faible W, ou plus simplement catégorie homotopique, et on note Hoty,, ou plus
simplement Hot, la catégorie W—'Cat. On appelle foncteur de localisation canonique
et on note 7, ou plus simplement +, le foncteur de localisation v : Cat — Hot.
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Si W est le localisateur fondamental trivial (1.1.28), W = FI(Cat), alors la catégorie
homotopique Hotyy est équivalente & I'objet final de Cat. Si W = W, (1.1.30), alors
la catégorie Hotyy est équivalente a la catégorie Ay = {0 — 1}. Si W =W, (1.1.31),
alors la catégorie Hotyy est équivalente & la catégorie des ensembles, et le foncteur de
localisation canonique s’identifie au foncteur m,. Si W = Wy est formé des équiva-
lences faibles usuelles (1.1.33), alors la catégorie Hotyy est équivalente & la catégorie
homotopique usuelle des CW-complexes. Si n est un entier, n > 0, et si W =W,
est formé des m-équivalences (1.1.34), alors la catégorie Hotyy est équivalente & la
catégorie des n-types d’homotopie.

1.4.3. — On appelle W-modélisateur, ou plus simplement modélisateur, un couple
(M, W), ot M est une catégorie et W une partie faiblement saturée de FI(M), tel que
la catégorie des fractions WM soit équivalente & la catégorie homotopique Hot. Si
(M, W) et (M',WW') sont deux modélisateurs, on dit qu'un foncteur F': M — M’ est
un morphisme de modélisateurs si :

(a) W=F1(W');

(b) le foncteur F: WM —s W’ LM, induit par F, est une équivalence de caté-

gories.

Le couple (Cat, W) est un modélisateur, appelé le. modélisateur fondamental.
1.4.4. — On se fixe une petite catégorie A. On rappelle que
iy v A—Cat

désigne le foncteur canonique :

F+— A/F
(cf. 1.3.1), et que
=4 W)

désigne la classe des équivalences faibles de A (cf. 1.3.3). On note Hotyy 4, ou plus
simplement Hoty4, la catégorie des fractions Wille\ et v, A —s Hoty le foncteur de
localisation. On dit que A est une W-catégorie pseudo-test, ou plus simplement une
catégorie pseudo-test, si :
(a) A est asphérique;
(b) Ae-foncteur :
74 : Hoty = WEE — W~ 'Cat = Hot

induit par i, est une équivalence de catégories.

Proposition 1.4.5. — SiW est un localisateur fondamental faible fortement saturé,
les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) A est une catégorie pseudo-test;
(b) (A, W3) est un modélisateur, et le foncteur i, est un morphisme de modélisa-
teurs vers le modélisateur fondamental (Cat, W) ;
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(c) le foncteur 1, : Hot4 — Hot, induit par i,, est une équivalence de catégories.

Démonstration. — L’implication (a)=-(b) et 1’équivalence (b)<(c¢) sont évidentes.
Pour montrer I'implication (b)=-(a), il suffit de montrer que la condition (b) implique
que A est asphérique, autrement dit que le foncteur canonique A — e, ou e désigne
la catégorie ponctuelle, est une équivalence faible. Considérons le diagramme commu-
tatif :

~ ia
A—Cat

HOtA ﬁ Hot
A

Le localisateur fondamental faible VW étant fortement saturé, il suffit de montrer que
7(A) — 7(e) est un isomorphisme. Or, on a A ~ A/e; = iyley), ot e, désigne
P'objet final de A, et y(A) ~ Yigleq) =7ava(€3), et comme par hypothese 7, est une
équivalence de catégories, ’assertion résulte du fait que 1'image d’un objet final par
une équivalence de catégories est un objet final, et du lemme suivant. O

Lemme 1.4.6. — Soient M wune catégorie, W _une classe de fleches de M, et
Yar i M — WM le foncteur de localisation. Si ens est un objet final de M, alors
Yu(enr) est un objet final de W=t M.

La démonstration est laissée au lecteur.

1.4.7. — Dans la définition d’une catégorie pseudo-test, on a privilégié le foncteur ¢ 4
par rapport & son adjoint & droite #%.(cf. 1.3.2). De fagon plus symétrique, on appelle
W-catégorie test faible, ou plus simplement catégorie test faible, une petite catégorie
A telle qu’il existe une partie faiblement saturée W de FI(A\) telle que :

(a) (A, W) soit un modélisateur ;

(b) i, et % soient des morphismes de modélisateurs
ig o (AW) — (Cat, W) , i (Cat, W) — (AW)

¢) pour toute petite catégorie C' € Ob(Cat), on ait e, € W, et pour tout préfaisceau
c

-~

F € Ob(A4), on ait np € W, ou
eri ity — lear s n:ly——ihiy
désignent les morphismes d’adjonction (1.3.2.1).
On remarque que la condition (b) implique en particulier que W = i;l(W) =Wy,
et que W =i 1(W) = ij‘_l(W;{). En fait, les conditions (a), (b), (¢) ci-dessus sont
largement redondantes.

Lemme 1.4.8. — Soient i : M — M', j : M’ — M wun couple de foncteurs ad-
joints,
e — 1y n:ly — gt
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les morphismes d’adjonction, et W (resp. W) une partie faiblement saturée de FI(M)
(resp. FI(M")). Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(a) W =Y (W'), et pour tout a’ € Ob(M'), le morphisme e, : ij(a') — a’ est

dans W' ;
(a') W' ==L (W), et pour tout a € Ob(M), le morphisme 0, : a — ji(a) est dans
W

ces deux conditions impliquant la condition :
(b) (W) Cc W', j(W’') CW et les foncteurs :
WM —w M, W T — WM
induits par i et j, sont des équivalences de catégories quasi-inverses l'une de
lautre, les isomorphismes d’adjonction étant déduits de € et 1.

De plus, si les parties W et W' sont fortement saturées, les conditions-(a), (a') et (b)
sont équivalentes.

Démonstration. — Montrons que (a) = (da’). Pour tout‘a. € Ob(M), on a :

Ei(a) o Z(na) = 1i(a)

i €i(a
i) < iji(a) = ifa)
et comme €;,, € W', on en déduit par saturation faible que i(n,) € W', d’oun, € W.
Montrons que W’ = j=Y(W). Soit f’ »a" — b’ une fleche de M’. On a un diagramme
commutatif :

Eal

ij(a) —— o

|

)~y
et comme ¢,,, €,€ W, la saturation faible implique que f’ € W’ si et seulement si
ij(f") € W’. Or, par hypothése, on a ij(f’) € W' si et seulement si j(f’) € W, ce qui
prouve (d').

L’implication (a') = (a) résulte de I'implication précédente, appliquée aux catégo-
ries opposeées.

Les autres assertions sont évidentes. O
Proposition 1.4.9. — Soit A une petite catégorie. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) A est une catégorie test faible ;
(ii) A satisfait aux conditions suivantes :
(a) A est asphérique ;
(b) 5 (W) C W5 (autrement dit i,i% (W) CW);
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(iii) pour toute petite catégorie C, le foncteur e : i 43%(C) — C' est une équivalence
faible ;

(ili") pour toute petite catégorie C, le foncteur e : i ,4i% (C') — C' est asphérique ;

(ili”) pour toute petite catégorie C' ayant un objet final, le préfaisceau i% (C') est asphé-
rique.

(ili"””) pour toute petite catégorie asphérique C, le préfaisceau i*(C) est asphérique.

Démonstration. — L’implication (i) = (i), (b) est immédiate. Pour démontrer
que (i) = (i7), (a), on remarque que la condition (7) implique que le morphisme
€. 1 41% (e) — e est une équivalence faible. Or, ¥ étant un adjoint & droite, il trans-
forme un objet final en objet final. On a donc i (e) ~ e et i, (e) ~ iy (eq) ~ A,
ce qui montre que A est asphérique, et prouve 'implication (i) = (). Montrons
Pimplication (ii) = (4éii""). Soit C' une petite catégorie asphérique. Le morphisme
C — e est une équivalence faible, et en vertu de (i), (b), il en est de méme de
i 40%(C) — i 41% (e) ~ A. 1l résulte donc de (), (a) et (La); (1.1.2) que i*%(C) est
un préfaisceau asphérique. L’implication (#7"") = (i) résulte de (Lb), (1.1.2),
Pimplication (44"”) = (44') de 'observation que pour toute petite catégorie C' et tout
¢ € Ob(C), i,4i%(C)/c ~ i,i%(C/c), Vimplication (#') = (#4) de (Lec), (1.1.2), et
limplication (ii7) = (¢) du lemme 1.4.8, ce qui prouve la proposition. O

Remarque 1.4.10. — 1l résulte, en particulier, de la proposition précédente qu’une
catégorie test faible est une catégorie pseudo-test.

Corollaire 1.4.11. — Soient A une catégorie test faible, et B une petite catégorie
asphérique. Alors la catégorie A X B.est une catégorie test faible.

Démonstration. — En vertu de la proposition précédente, il suffit de montrer que
pour toute petite catégorie C. admettant un objet final, le préfaisceau %, 5(C) est
asphérique. Or, on a des bijections fonctorielles en (a,b) objet de A x B

iaxp(C)(a,b) = Homey, (A X B/(a,b), C) = Homey (A/q % B/p, C)

~ Home,,(A/q, Hom(B/p, C) = i3 (Hom(B/p, C))(a) -
Comme la catégorie C' admet un objet final, il en est de méme de la catégorie
Hoim(B/b,C), et comme la catégorie A est une catégorie test faible, le préfaisceau
i* (Hom(B /b () sur A est asphérique. Comme la catégorie B est asphérique, il ré-
sulte alors de la proposition 1.3.18, que le préfaisceau ¥, 5(C) est asphérique, ce qui
acheve la démonstration. O

1.5. Segments et homotopie dans une catégorie

1.5.1. — Soit M une catégorie admettant un objet final e,,. On appelle segment de
M un triplet I = (I,0p,01), ou I est un objet de M, et 0y, 01 : ey, =2 I des mor-
phismes de M. Si M admet un objet initial @, on dit qu’un segment I = (I, dy, 01)



1.5. SEGMENTS ET HOMOTOPIE DANS UNE CATEGORIE 49

est séparant si le morphisme canonique @, — e, est un noyau de la double fleche
(00,01) ey =% I. Soient I = (I,00,01) et I' = (I', 0}, 0;) deux segments de M. On
appelle morphisme de segments de T vers I’ un morphisme ¢ : I — I’ de M tel que
) = 0y et 9] = 0.

1.5.2. — On suppose dans la suite que M admet des produits finis. Soient I =
(I,00,01) un segment de M, et f,g: X —= Y deux morphismes de M. On dit (que
f est I-homotope de facon élémentaire a g s’il existe un morphisme h : I x X — Y
tel que f =h(0y x 1x) et g =h(01 x 1x)

I xX

80V r\(%Xl X

X h X
Y

et on dit que h est une I-homotopie de f & g (ou par abus de langage une I-homotopie).
On remarque que 17 est une I-homotopie de 9y &0y (en identifiant I x e;, & I). Plus
généralement, un morphisme de segments ¢ +I = (I,00,01) — 1 = (I',9},0) est
une I-homotopie de 9 & 9.

)

Soit Z un ensemble de segments de M. On appelle relation de Z-homotopie la
relation d’équivalence engendrée par la relation : “il existe un segment I appartenant
a 7 tel que f soit I-homotope a g-de facon élémentaire”. On dit que deux morphismes
sont Z-homotopes (ou I-homotopes si T = {I}) s’ils sont en relation par la relation
de Z-homotopie. Si Z ={(I; 0o, 1)}, on dira parfois, par abus de langage, qu’ils sont
I-homotopes.

1.5.3. — On vérifie immédiatement que la relation de Z-homotopie est compatible
a la composition et au produit de morphismes :

a) Sifo,f1r: X ==Y, 90,01 : Y —=% Z sont des morphismes de M, et si fy est
Z-homotope a-fi et g9 Z-homotope a g1, alors gg fo est Z-homotope a g1 f1.

b) Sifo,f1: X ==Y, f§, fi : X’ == Y’ sont des morphismes de M, et si fy est
Z-homotope & f1 et f§ Z-homotope & f1, alors fo x f§ est Z-homotope & f1 x f].

En vertu de la propriété (a), il existe une catégorie M7 ayant mémes objets que M,
et telle que pour tous objets X et Y, Hom., (X,Y) soit le quotient de I’ensemble
Hom/(X,Y) par la relation de Z-homotopie, la composition dans M7z étant déduite
de celle de M par passage au quotient, ainsi qu’un foncteur Q7 induisant 'identité
sur les ensembles des objets, associant a une fleche de M sa classe de Z-homotopie,
et jouissant de la propriété universelle suivante. Pour toute catégorie M’, et tout
foncteur F' : M — M’ tel que pour tout couple de morphismes Z-homotopes de M,
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on ait F(f) = F(g), il existe un foncteur unique F : Mz — M’ rendant commutatif

le triangle :
o] N

Mz —— M’
F

L’assertion (b) implique que Mz admet des produits finis, et que le foncteur @z
commute & ces produits.

On dit qu'un morphisme f de M est un Z-homotopisme, ou une Z-équivalence
d’homotopie (ou un I-homotopisme, ou une I-équivalence d’homotopie si T = {I}), si
Qz(f) est un isomorphisme de Mz. La classe des Z-homotopismes de M est donc stable
par composition et par produits finis. On dit qu'un objet X de M est Z-contractile (ou
I-contractile si T = {I}) si Qz(X) est un objet final de Mz, ou de fagon équivalente,
si le morphisme canonique X — ¢;, est un Z-homotopisme. Pour cela, il faut et il
suffit que l'identité de X soit Z-homotope & un endomorphisme constant de X (se
factorisant par I'objet final e,, de M). SiZ = {(I, 0y,01)}, on parlera parfois, par abus
de langage, de I-homotopisme, de I-équivalence d’homotopie, ou d’objet I-contractile.
La classe des objets Z-contractiles de M est stable par produits finis.

1.5.4. — On note 7 la classe des segments I = (I,0y,01) de M tels que 0y et Oy
soient Z-homotopes. On a Z C Z (¢f. 1.5:2), et il résulte de assertion (a) ci-dessus
que la relation de f—homotopie coincide avec la relation de Z-homotopie, et 7 est la
plus grande classe de segments ayant cette propriétg. On a Mz = Mz, Q'Iv =@, et
en particulier, pour qu'un morphisme de M soit un Z-homotopisme, il faut et il suffit
qu’il soit un Z-homotopisme, et pour qu’un objet de M soit f—contractile, il faut et il
suffit qu’il soit Z-contractile.

Si M admet des sommes amalgamées (il suffit des sommes amalgamées sous e, ),
et si les foncteurs produit par un objet respectent les carrés cocartésiens, alors deux
fleches f,g: X~ —=X Y de M sont Z-homotopes si et seulement s’il existe un segment
I appartenant a T et une I-homotopie de f a g.

Si 7' est une deuxieme classe de segments de M, la relation de Z-homotopie est
plusfine que celle de Z’-homotopie si et seulement si pour tout segment I = (I, 9y, 01)
appartenant & Z, dp et d; sont Z’-homotopes, autrement dit, si Z C 7 , et alors
un Z-homotopisme est aussi un Z’-homotopisme, et un objet Z-contractile est aussi
7'-contractile.

1.5.5. — Soient M et M’ des catégories admettant des objets finaux e, et e,
respectivement, et F' : M — M’ un foncteur tel que F'(e,,;) = e,, . Pour tout segment
I=(I,00,01)de M, (F(I),F(dy), F(01)) est un segment de M’, noté F(I). Supposons
que M et M’ admettent des produits finis, et que le foncteur F' y commute. Alors si
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fyg: X =2 Y sont deux morphismes de M, et h: I x X — Y une [-homotopie de
fag,
Fh):F(I)x F(X)~F(IxX)— F(Y)

est une F'(I)-homotopie de F(f) a F(g). On en déduit que si 7 est une classe de
segments de M, et 7' la classe des segments de M’ formée des segments F'(I), pour I
segment appartenant 4 Z, et si f,g: X —= Y sont deux morphismes Z-homotopes-de
M, alors F(f) et F(g) sont Z’-homotopes. Ainsi, en vertu de la propriété universelle de
la catégorie Mz, le foncteur F' induit un foncteur F: M — MY, rendant commutatif
le diagramme :

M—— M’

ol o

MIﬁM//
F

En particulier, si f est un Z-homotopisme de M, alors F(f) est un Z’-homotopisme
de M', et si X est un objet Z-contractile de M, F(X) est un objet Z’-contractile de
M.

Lemme 1.5.6 (d’homotopie). — Soient M_une catégorie admettant des produits fi-
nis, W une partie faiblement saturée de FI(M); et T un ensemble de segments de M,
tel que pour tout segment I = (I,09,01) appartenant a I, le morphisme canonique
py I — ey, ot ey, désigne Uobjet final de” M, soit universellement dans W. Si
frg: X == Y sont deur morphismes Z-homotopes de M, alors :

(a) v(f) =~(g), oty : M — W=LM désigne le foncteur canonique de localisation ;

(b) f est dans W si et seulement si g lest;

(c) sif estun isomorphisme, et g un morphisme constant (se factorisant par l'objet
final ey, ), alors.le morphisme canonique X — e, (et Y — e, ) est universel-
lement dans W.

Démonstration. — Pour démontrer (a) et (b), on peut supposer qu'’il existe un seg-
ment I = (I, 0y, 01) appartenant & Z, et une I-homotopie h: I x X — Y de f a g, de
sorte que le diagramme

I xX

GOV r\({th X

X h X
\ /
Y

soit commutatif. Comme le morphisme canonique p; : I — e,, est universellement
dans W, pro =p; x 1x : I x X — X est dans W, et comme

(1561) pra 0O (80 X 1)() = 1X = prg O (61 X 1)() s



52 CHAPITRE 1. LA THEORIE DES CATEGORIES TEST

on a
Y(pr2)v(9o x 1x) = 1yx) = v(pr2)v(01 x 1x)
d’ou
7(00 x 1x) = (0 x 1x) ,

ce qui implique que

V() =)0 x 1x) = 7(A)7(01 x 1x) =(9) ,
et prouve assertion (a).

De méme, 'égalité 1.5.6.1 implique, en vertu des conditions FS1 et FS2 de la
saturation, que dg X 1x et J; X 1x sont dans W. On en déduit que f (resp. g) est
dans W si et seulement si h l'est (condition FS2 de la saturation), ce qui prouve
Passertion (b).

Montrons lassertion (c¢). Par hypothese, g = sp, ot pi: X' — e, désigne le mor-
phisme canonique et s : e;, — Y un morphisme de M. Il s’agit de montrer que pour
tout objet T' de M, la deuxieme projection pro = p X' 19 : X x T — T est dans W.
Or, en vertu de 1.5.3, (b), f x 11 est homotope a'g x 177= (s x 17)(p x 17), et comme
f est un isomorphisme, il en est de méme de f % 17 qui est donc dans W (conditions
FS1 et FS3 de la saturation). Il résulte donc de (b) que (s x 17)(p X 1r) est dans W,
et comme (p X 17)(s x 17) = 17, p X 11 est-dans W (condition FS3 de la saturation),
ce qui acheve la démonstration. O

Remarque 1.5.7. — Dans la démonstration de 1.5.6, (¢), on utilise pour la premieére
fois de facon essentielle-la condition FS3 de la saturation. Jusqu’a présent, la seule
conséquence utilisée‘de cette condition (combinée avec la condition FS1) était que les
isomorphismes sont dans W.

Proposition 1.5.8. — Soient M une catégorie admettant des produits finis, W une
partie faiblement saturée de FI(M), et T un ensemble de segments de M, tel que pour
tout segment I-= (I,00,01) appartenant a I, le morphisme canonique p; : I — e,
ot ey, désigne l'objet final de M, soit universellement dans W. Si X est un ob-
jet T-contractile de M, alors le morphisme canonique X — e, est universellement
dans W.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate du lemme 1.5.6 (¢). O

1.5.9. — On appelle segment multiplicatif d’une catégorie M admettant des produits
finis, un segment L = (L, A\p, A1) de M, muni d’une loi de composition

A:LxL—1L
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admettant A\g comme unité a gauche et \; comme zéro a gauche, autrement dit, telle
que les diagrammes suivants soient commutatifs

nglL A1><1L

ey XL———LxL ey XL———LxL
A A
1p
ey —————
L M ™ L

En particulier, A est une L.-homotopie de I'identité de L & un endomorphisme constant,
et L est un objet L-contractile de M.

Lemme 1.5.10. — Soient M une catégorie admettant des produits finis, d’objet final
eys W une partie faiblement saturée de FI(M), 1= (I,00,01) un segment de M tel
que le morphisme canonique I — e,; soit universellement dans W, et (L,A), L =
(L, Ao, A1), un segment multiplicatif. S’il existe un morphisme de segments p : I — L,
alors le morphisme canonique p; : L — e,, est universellement dans W.

Démonstration. — Posons h = A(p x 1) : I x L —L

1
IXxL-2 L —2 7

On a
h(0o x 1) = Alp x 11)(0g X 11.) = AN x 1) =1
et
h(0y x 11) = Al X 15) (01 x 1) = A(A\ x 1) = A\ipy,
autrement dit, 1y, et A\1p; sont I-homotopes. Il résulte donc du lemme 1.5.6, (¢) que
py, : L — e, est universellement dans W. O

Remarque 1.5.11. — Voici une démonstration plus conceptuelle de ce lemme. Le
morphisme de segments ¢ définit une I-homotopie de Ag & A1 (cf. 1.5.2), et le segment
L appartient donc & {/HV} (cf. 1.5.4). Comme L est L-contractile (cf. 1.5.9), on en
déduit qu’il est aussi I-contractile (1.5.4), et on conclut par la proposition 1.5.8.

Exemple 1.5.12. — Soit M une catégorie admettant des limites projectives finies,
un objet initial strict @y (on dit qu’un objet initial est strict si tout morphisme de but
cet objet est un isomorphisme), et un objet de Lawvere L (un objet de M représentant
le préfaisceau X + {sous-objets de X}). Comme &) est un objet initial strict, pour
tout objet X de M, le morphisme canonique @y; — X est un monomorphisme. Si
ey désigne l'objet final de M, les monomorphismes 1. —: ey —> ey et Dy —> ey
définissent deux morphismes Ag : e); — L et Ay : e), — L, d’ott un segment L. =
(L, Ao, A1), appelé segment de Lawvere de M. On remarque que l'intersection des
sous-objets
(X' X, X' 5 X)) — (X' xx X" X)
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définit une loi de composition sur L

ArLxL—1L

Lemme 1.5.13. — Le segment L est séparant, (L, A) est un segment multiplicatif, et
pour tout segment séparant 1 = (I,0y,01) de M, il existe un morphisme de segments
p: I — L (non nécessairement unique).

Démonstration. — Montrons que L est séparant. En effet, supposons que le carré
em
/' \Ao‘
X L
N A
€m

(1.5.13.1)

soit commutatif. Comme les carrés

X ——ey Dy ——— D m
(1.5.13.2) 1;{ l J J
X —€Cum X——Cy

sont cartésiens (le second parce que @, est.un objet initial strict), la commutativité
de 1.5.13.1 implique que 1x : X — X et @y — X représentent le méme sous-objet
de X, autrement dit, que ;s — X est un isomorphisme, ce qui prouve ’assertion.

Pour montrer que Ao (resp: Aj) est une unité (resp. un zéro) a gauche pour A,
comme les carrés 1.5.13.2 sont cartésiens, il suffit de remarquer que pour tout objet
X de M, lintersection du sous-objet “plein” (resp. “vide”) de X avec un sous-objet
arbitraire X’ de X est le sous-objet X’ (resp. vide).

Montrons que pour tout segment séparant I = (I, g, 1), il existe un morphisme
de segments ¢ : T — L. Il s’agit de montrer qu’il existe un morphisme ¢ : I — L de
M tel que

(1.5.13.3) Ao =90y, A =0

Soit ¢ : I — L le morphisme correspondant au sous-objet 0y : e); — I de I. Les
égalités 1.5.13.3 résultent alors du fait que les carrés suivants sont cartésiens :

e —— €m Dy — Em
ey T> I em 64> I
0 1

(le deuxieéme puisque I est séparant). O
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Proposition 1.5.14. — Soit M une catégorie admettant des limites projectives fi-
nies, un objet initial strict, et un objet de Lawvere L, et soit W une partie faiblement
saturée de FI(M). Notons e,; un objet final de M. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(a) Le morphisme canonique L — e,, est universellement dans W ;
(b) il existe un segment séparantl = (I,0y,01) de M tel que le morphisme canonique
I — e, soit universellement dans W.

Démonstration. — La proposition résulte aussitot des lemmes 1.5.13 et 1.5.10. O

Exemple 1.5.15. — Supposons que M = Cat, notons A; la catégorie correspon-
dant & ’ensemble ordonné {0 < 1}, et e5,e; : e =X A; les foncteurs définis par 0
et 1 (correspondant aux cribles “plein” et “vide” de e (cf. 1.1.25)). On vérifie immé-
diatement que A; = (Aj, ey, eq) est un segment séparant de Cat, et on remarque
que si ug,u; : A —= B sont deux fleches de Cat, les Aj-homotopies de ug & uy
correspondent biunivoquement aux morphismes de foncteurs de ug vers u;. On en

—~—

déduit facilement que les segments appartenant a {A;} (cf’ 1.5.4) sont exactement
les segments 1 = (I,00,01) tels que les images de 0y et 01 appartiennent & une
méme composante connexe de I, et que deux fleches ug,u; : A —=2 B de Cat sont
Aj-homotopes si et seulement s’il existe un.segment I = (I,0y,0;) de Cat, avec T
connexe, et une I-homotopie h : I x A — B de ug a u1. On dira plus simplement que
ug et uy; sont homotopes. De méme, on dira qu'une fleche de Cat est un homotopisme,
pour Ai-homotopisme, et qu’une catégorie est contractile, pour A-contractile.

Lemme 1.5.16. — Soit C' une petite catégorie admettant un objet c, ayant une
section globale dans 6’, autrement dit, tel qu’il existe un morphisme de préfaisceaux
e = o de source l’objet final e de C et de but co- Alors la catégorie C' est
contractile.

Démonstration..— La donnée du morphisme de préfaisceaux o équivaut a la donnée,
pour tout objet.c de C, d’'un morphisme o, : ¢ — ¢, de sorte que pour toute fleche
f:c— c.de.C, on ait un triangle commutatif

Soient s : e — C' le foncteur défini par I’objet ¢, de C' et p : €' — e 'unique foncteur
de C vers la catégorie ponctuelle. On a ps = 1., le composé sp est 'endofoncteur
constant de C' de valeur ¢, et la famille de morphismes o,, ¢ € Ob(C'), définit un
morphisme de foncteurs 1¢ — sp, qui correspond & une Aj-homotopie de 1¢ a sp,
ce qui prouve le lemme. O
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Proposition 1.5.17. — Si C est une petite catégorie admettant un objet final (ou
initial), alors C' est contractile.

Démonstration. — Si e est un objet final de C, le préfaisceau représentable, repré-
senté par e, noté également e, est un objet final de 6, et le morphisme identique
Le, de eq définit une section globale de e, dans C. En vertu du lemme précédent, la
catégorie C' est donc contractile. L’assertion relative a ’objet initial se démontre de
fagon duale. O

1.5.18. — Le segment A; admet une structure de segment multiplicatif. En effet,
A représente le préfaisceau

C +—— {cribles de C}

sur Cat (1.1.25), et le morphisme de C vers A; se factorisant par e, (resp. e;) cor-
respond au crible plein (resp. vide) de C. On en déduit que la loi de composition
sur A; représentant l'intersection de deux cribles définit une structure de segment
multiplicatif sur A;. Explicitement, cette loi de composition est définie par

Al X Al — Al
(a,b) —a+b—ab, a,beObl4,)=1{0,1}.
C’est le morphisme qui correspond au crible {(0,0)} de Ay x A;.

Proposition 1.5.19. — Pour tout localisateur fondamental faible W, une petite ca-
tégorie contractile est YW-asphérique.

Démonstration. — En vertu de Lb_(1.1.2), et de la proposition 1.1.4, Ay — e est
universellement dans Y. Comme en vertu de La (1.1.2), W est faiblement saturé, la
proposition 1.5.19 résulte de la proposition 1.5.8. O

Corollaire 1.5.20. — Pour tout localisateur fondamental faible W, une petite ca-
tégorie C' admettant un objet ayant une section globale dans C est YWW-asphérique.

Démonstration: ~— En vertu du lemme 1.5.16, le corollaire est un cas particulier de
la proposition précédente. O

1.6. Les catégories test

Dans, ce paragraphe, on se fize, une fois pour toutes, un localisateur fondamental
faible W.

1.6.1. — La propriété d’étre une catégorie test faible n’est pas une propriété locale :
si A est une catégorie test faible, la catégorie A/a, pour a objet de A, n’est pas
nécessairement une catégorie test faible, et si A est une petite catégorie telle que pour
tout objet a de A, A/a soit une catégorie test faible, A n’est pas nécessairement une
catégorie test faible. On est ainsi conduit a poser la définition suivante.
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Définition 1.6.2. — On dit qu'une petite catégorie A est une W-catégorie test lo-
cale, ou plus simplement une catégorie test locale, si pour tout objet a de A, A/a est
une catégorie test faible. On dit que A est une W-catégorie test, ou plus simplement
une catégorie test, si elle est a la fois une W-catégorie test locale et une W-catégorie
test faible.

Proposition 1.6.3. — Soit A une petite catégorie. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(a) A est une catégorie test locale ;
b) pour toute petite catégorie C' admettant un objet final, i%(C) est un préfaisceau
A
localement asphérique (cf. 1.3.6) ;
c) pour toute petite catégorie asphérique C, i%(C) est un préfaisceau localement
g A
asphérique ;
d) pour toute équivalence faible u de Cat, i%(u) est une équivalence faible locale de
A
préfaisceauz sur A (cf. 1.3.6).

Démonstration. — On remarque que pour toute petite catégorie C', on a un isomor-
phisme fonctoriel i*, (C')|(A/a) ~ % /a(C’). La proposition résulte donc de I’équivalence
des conditions (), (#"), (#i"") et (¥i) de la proposition 1.4.9. O

Remarque 1.6.4. — a) Une petite catégorie A est une catégorie test si et seulement
si elle est une catégorie test locale asphérique. En effet, en vertu de la proposition
1.4.9, pour démontrer que sous ces hypothéses A est une catégorie test faible, il suffit
de montrer que pour toute petite catégorie C' ayant un objet final, A/i% (C) — A est
asphérique, ce qui résulte de la proposition 1.6.3. Pour caractériser donc les catégories
test, il suffit de caractériser les catégories test locales.

b) Si A est une catégorie test locale, alors pour tout préfaisceau F' de E, la catégorie
A/F est une catégorie test locale. En effet, pour tout objet (a,p:a — F) de A/F,
on a un isomorphisme canonique (A/F)/(a,p) =~ A/a. Si de plus F est asphérique, il
résulte de (a) que A/ F est une catégorie test.

1.6.5. — SoitA une petite catégorie. On pose Ly = i% (A1), ou A; désigne la
catégorie correspondant & I’ensemble ordonné {0 < 1}. On remarque que si F' désigne
un préfaisceau sur A, on a des bijections fonctorielles

Hom ~(F, La) = Hom o(F, i}y (A1)) ~ Homeg (ia(F), A1)
= Homg,(A/F, Ay) =~ {cribles de A/F'} ~ {sous-objets de F'} .
On en déduit que L4 représente le foncteur
F +—— {sous-objets de F'} |

autrement dit, que L4 est un objet de Lawvere de A.

Théoréme 1.6.6. — Soit A une petite catégorie. Les conditions suivantes sont équi-
valentes :
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(a) A est une catégorie test locale ;
(b) La est localement asphérique ;

(c) il existe un segment séparant 1 = (I,0,0,) de A tel que I soit localement
asphérique.
Démonstration. — Comme A; admet un objet final, 'implication (a) = (b) résulte

de la proposition 1.6.3. Pour montrer 'implication (b) = (a), supposons que' L 4
soit localement asphérique, autrement dit, que le morphisme canonique La — ez,
ou e, désigne l'objet final de A soit universellement dans W. Soit Cune petite
catégorie admettant un objet final. En vertu de la proposition 1.5.17, la catégorie C' est
Aj-contractile, ot A; désigne le segment (Aq,eg, e1) (cf. 1.5.15). Comme le foncteur
%, étant un adjoint a droite, commute aux limites projectives, on en déduit que L 4 :=
(La,i%(eo),i%(e1)) est un segment de A, et que i%(C) est L a-contractile (cf. 1.5.5).
Il résulte donc de la proposition 1.5.8 que le morphisme canonique % (C') — e; est
universellement dans W, autrement dit que % (C) est localement asphérique, ce
qui prouve, en vertu de la proposition 1.6.3, que A est .une catégorie test locale.
L’équivalence de (b) et (¢) résulte de la proposition 1.5.14. O

Corollaire 1.6.7. — Soient A une petite catégorie, i : A — Cat un foncteur tel
que pour tout objet a de A la catégorie i(a) soit non vide (resp. asphérique), et
i* : Cat — A le foncteur

C +— (at+—> Homeg(i(a), C)) .

Si i*(Ay) est un préfaisceau localement asphérique de 2, alors A est une catégorie
test locale.

Démonstration. — Pour montrer que A est une catégorie test locale, on peut suppo-
ser que le localisateur fondamental faible YW n’est pas trivial (car si W = FI(Cat), toute
petite catégorie est.une catégorie test locale). Alors en vertu de la proposition 1.1.29,
toute catégorie asphérique est non vide, et il suffit de démontrer le corollaire sous
Ihypothése que pour tout objet a de A la catégorie i(a) est non vide. Cette hypo-
thése implique aussitot que le foncteur * transforme I'objet initial de Cat en 1'objet
initial de A. Comme le foncteur i* commute aux limites projectives, on en déduit
quesi Ay = (Ay, ey, e;) désigne le segment séparant de Cat de 'exemple 1.5.15, alors
(A1) = (1*(A1),7*(eg), 1% (e1)) est un segment séparant de A. Comme par hypothése
le préfaisceau i*(A) est localément asphérique, le corollaire résulte de la condition (c)
du théoréeme précédent. O

Corollaire 1.6.8. — Soit A une petite catégorie admettant des produits finis. S’il
existe un segment séparant 1 = (I,0y,01) de A tel que I soit représentable, alors A
est une catégorie test.
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Démonstration. — Comme A admet des produits finis, elle admet, en particulier, un
objet final e 4, et elle est donc asphérique. Comme le préfaisceau I est représentable,
pour tout objet a de A, le préfaisceau a x I est aussi représentable, donc asphérique
(1.3.5), ce qui implique que le morphisme I — e4 de A est asphérique (1.3.5), au-
trement dit, que le préfaisceau I est localement asphérique (1.3.6). Il résulte donc du
théoreme 1.6.6 que A est une catégorie test locale, et comme elle est asphérique, elle
est une catégorie test (1.6.4, (a)). O

Remarque 1.6.9. — Si A est une petite catégorie admettant un objet final e4, un
segment séparant (I, 9y, d1) de A, tel que I soit représentable, n’est rien d’autre qu'une
double fleche 0y, 01 : e4 =% I de A telle qu'il n’y ait aucun diagramme commutatif

dans A de la forme
€A
N
X I
\,4 /81
€A .

En particulier, cela exclut 'existence d’un objet-initial dans A.

Exemples 1.6.10. — Le corollaire 1.6.8 fournit un grand nombre d’exemples de
catégories test :

a) La catégorie dont les objets sont les-ensembles
{0,1,..,n}, n=0,
et dont les morphismes.sont toutes les applications entre ces ensembles (catégorie
équivalente a celle des ensembles finis non vides) est une catégorie test.

b) Une petite catégorie équivalente & la catégorie des ensembles ordonnés (ou pré-
ordonnés) finis non vides est une catégorie test.

¢) Une petite catégorie équivalente a celle des catégories finies non vides est une
catégorie test.

d) Plus généralement, soit A une petite sous-catégorie pleine de Cat stable par
produits finis. On suppose :

(7) la catégorie vide n’est pas un objet de A;
(i) il existe une catégorie ayant au moins deux objets, et qui est un objet de A.

Alors A est une catégorie test. En effet, soit I un objet de A ayant au moins deux
objets distincts eq, e1. Alors les fleches 0y, 91 : e == I, définies par ey, eq, définissent
en vertu de la remarque 1.6.9, un segment séparant de ﬁ, et ’assertion résulte du
corollaire 1.6.8. On remarque que les exemples précédents peuvent étre considérés
comme des cas particuliers.



60 CHAPITRE 1. LA THEORIE DES CATEGORIES TEST

e) La sous-catégorie (non pleine) de la catégorie des ensembles dont les objets sont
les puissances {0,1}"™, n > 0, de ensemble {0, 1}, et les morphismes les applications

©="(p1,-..,0n):{0,1}™ — {0,1}", ¢;: {0,1}" — {0,1} ,

ou pour tout i, 0 < 7 < n, p; est une projection ou une application constante, est une
catégorie test.

Corollaire 1.6.11. — Soient A une catégorie test locale (resp. une catégorie test),
et B une petite catégorie arbitraire (resp. asphérique). Alors la catégorie A . x B est
une catégorie test locale (resp. une catégorie test).

Démonstration. — Soient A une catégorie test locale, B une catégorie arbitraire, et
notons pry : A X B — A la premiére projection. En vertu du théoréme 1.6.6, il existe
un segment séparant I = (I, 9y, 01) de A tel que [ soit localement-asphérique. Comme
le foncteur pri : A— Ax B est exact, (pri(I),pri(0o),pri(d1)) est un segment
séparant de m, et il résulte de la proposition 1.3.17 que pri(/) = I ey (ou
es désigne l'objet final de §) est localement asphérique. Le théoreme 1.6.6 implique
donc que A x B est une catégorie test locale, ce qui prouve l'assertion relative aux
catégories test locales. L’assertion relative aux catégories test en résulte, grace a la
remarque 1.6.4, (a) et au corollaire 1.1.5. O

Ezxemple 1.6.12. — Notons A la catégorie_des simplexes, sous-catégorie pleine de
la catégorie des ensembles ordonnés dont les objets sont les ensembles

A, =40,1,...,n}, neN,

ordonnés par 'ordre naturel; de sorte que A soit la catégorie des ensembles simpli-
crauz.

~

Lemme 1.6.13. — L’objet Ay de A est localement asphérique.

Démonstration.~— Pour montrer que A; est localement asphérique, autrement dit,
que le morphisme A; — ex = Ap de A est asphérique (1.3.6), il suffit, en vertu de
1.3.5, de montrer que pour tout m, m > 0, le préfaisceau A,, x A; est asphérique.

Notons
(pk:Aerl—)AmXAl, ngém,
le morphisme de A défini par les morphismes
gD;C : Am+1 — Am s QDZ : Am+1 — Al

de A, définis par
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Notons Fj le préfaisceau image de ¢;. Comme le morphisme ) est un monomor-
phisme de A, on en déduit que F} est isomorphe & A,, 11, et en particulier, Fj, est
représentable, donc asphérique (1.3.5).

On pose
G=UY rm ., o

0<iLk

IN
o
IN
3

On va montrer

(a) Ay X Ay =Gy

() GxNFry1 ~ A, 0<k<m.
La condition (b) impliquera, par récurrence, que pour tout k, 0 < k < m, Gj, est
asphérique (car Go = Fj est asphérique, et si Gy est asphérique (pour-un entier k,
0 <k <m), Ggy1 = Gg U Fiy1 est asphérique, en vertu de (b) et de la proposition
1.3.9), et la condition (a) impliquera alors que A,, x A; est asphérique.

Or, la condition (a) est immédiate. Pour montrer la condition(b), considérons le
morphisme
Vi A — A XAy, 0<k<m,

de A défini par les morphismes

Uy Ay — Ay WA, — Ay
de A, définis par
0, 0<I<k,
=14, K1) =

1, k<l<m.

Notons Fj, le préfaisceau image de 1. Comme le morphisme 15, est un monomor-

-~

phisme de A, on en déduit que Fj est isomorphe & A,,. D’autre part, on vérifie
aussitot que

F,;:GkﬁFk+1 R 0<k<m,
ce qui prouve la condition (b), et achéve la démonstration. O
Proposition 1.6.14. — La catégorie A est une catégorie test.
Démonstration. — Comme la catégorie A admet un objet final Ag, elle est asphé-

rique. Pour montrer donc que A est une catégorie test, il suffit, en vertu de 1.6.4, (a),
de montrer qu’elle est une catégorie test locale. Notons

€p, €1 : AO :; Al
les morphismes définis par
60(0)20, 61(0)21

En vertu du théoréme 1.6.6, pour montrer que A est une catégorie test locale, il
suffit de montrer que (Aj,ep,e1) est un segment séparant de A, et que Ay est un
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objet localement asphérique de A. La premiére assertion résulte immédiatement de
la remarque 1.6.9, et la deuxiéme du lemme 1.6.13. O

Exemple 1.6.15. — Si W est le localisateur fondamental trivial (1.1.28), alors toute
petite catégorie est une W-catégorie test. Si W est le localisateur fondamental faible
grossier non trivial Wy, (1.1.30), pour qu’une petite catégorie soit une W, -catégorie
test, il faut et il suffit qu’elle soit non vide. En effet, il résulte aussitét de la proposition
1.1.29 qu’une petite catégorie est W, -asphérique si et seulement si elle est non vide,
et ’assertion est donc conséquence immédiate de la proposition 1.6.3.

1.7. Les catégories test strictes

Dans ce paragraphe, on se fize, une fois pour toutes, un localisateur fondamental
faible W.

Proposition 1.7.1. — Soit A une petite catégorie. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(a) pour tous objets a et b de A, le produit axb dans A est un préfaisceau asphérique ;

(a") pour tout objet a de A le morphisme canonique d’oubli A/a — A est asphérique ;

(&) le produit de deux préfaisceauz asphériques de A est asphérique ;

(b) le foncteur iz : A — Cat commute aux produits binaires, a équivalence faible
pres, autrement dit, pour tous préfaisceauz F' et G de /T, le morphisme canonique

AJ(F X G) = A/F x A/G

est une équivalence faible ;
(b") pour tous préfaisceaus F' et-G de A, le morphisme canonique

A/(FxG) — A/F x A/G

est asphérique ;
(c) tout préfaisceau représentable de A est localement asphérique ;
(¢) tout préfaisceau asphérique de A est localement asphérique ;
(d) le foncteur diagonal A — A x A est asphérique.
De plus;si A est non vide, chacune de ces conditions implique que la catégorie A est

asphérique.

Démonstration. — La condition (a') est une reformulation de la condition (a). L’im-
plication (a) = (b') résulte de I'observation que pour tous objets (a, p : a — F) et
(b, q:b— G) de A/F et A/G respectivement, on a un isomorphisme canonique

(A/(F x G))/((a,p), (b,q)) ~ AJa x b

L’implication (b') = (b) est évidente, et 'implication (b) = (a”) résulte du corol-
laire 1.1.5. Dire qu'un préfaisceau F' de A est localement asphérique, c’est dire que
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pour tout objet a de A, le préfaisceau a X F' est asphérique, ce qui montre ’'implica-
tion (a”) = (¢’). Les implications (¢) = (¢) et (¢) = (a) sont immédiates, ce qui
prouve I’équivalence des six premieres conditions. L’équivalence de (a) et (d) résulte
de l'observation que pour tout objet (a,b) de A x A, on a un isomorphisme canonique
A/(a,b) ~ AJa x b.

Montrons que si A est non vide, ces conditions impliquent que A est asphérique.
Soit a un objet de A. En vertu de la condition (c¢), le morphisme canonique a — ey de
E, ou e n désigne 'objet final de E, est asphérique, ce qui implique que le préfaisceau

e; est asphérique, autrement dit que la catégorie A est asphérique. O

Définition 1.7.2. — Soit A une petite catégorie. On dit que A ‘est totalement
W-asphérique, ou plus simplement totalement asphérique, si elle est asphérique, et si
pour tous objets a et b de A, le préfaisceau a x b de A est asphérique.

Remarque 1.7.3. — Une catégorie totalement asphérique est donc une petite caté-
gorie satisfaisant aux conditions équivalentes de la proposition 1.7.1 et qui est asphé-
rique, et pour cela il suffit qu’elle soit non vide. En vertu de la proposition 1.1.29, si
le localisateur fondamental faible VW est non trivial, les catégories totalement asphé-
riques sont exactement les petites catégories non vides satisfaisant aux conditions
équivalentes de la proposition 1.7.1. Si A est une catégorie totalement asphérique, il
résulte de 1’équivalence des conditions (a) et (¢’) de la proposition 1.7.1 et de Pasphé-
ricité de A qu’un préfaisceau de A est asphérique si et seulement si il est localement
asphérique.

Exemple 1.7.4. — Une petite catégorie admettant des produits finis est totalement
asphérique, et de méme si elle admet des produits binaires et elle est non vide.

Proposition 1.7.5. — a) Un produit fini de petites catégories totalement asphé-
riques est une catégorie totalement asphérique.

b) Soit u, A —> B un morphisme asphérique de Cat. Si A est totalement asphé-
rique, il en est de méme de B.

c) Soitw,:'A — B un morphisme localement asphérique de Cat. Siu est pleinement
fidéle, B totalement asphérique, et A non vide ou asphérique, alors A est totalement
asphérique.

Démonstration. — a) Comme la catégorie ponctuelle e est totalement asphérique, il
suffit de montrer que le produit de deux catégories totalement asphériques A et B est
totalement asphérique. Comme A X B est asphérique (1.1.5), il suffit, en vertu de la
proposition 1.7.1, de montrer que le foncteur diagonal

Aaxp: AxB—AxBxAxB
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est asphérique. Or, ce foncteur est le composé de Ay x Ap (ot Ay : A— AX Aet
Ap : B — B x B désignent les foncteurs diagonaux) et de I'isomorphisme

AXAXxBxB—AxBxAxB

permutant les deux facteurs du milieu. Comme A et B sont totalement asphériques,
les foncteurs A 4 et Ap sont asphériques (1.7.1), donc aussi Ay x Ap (1.1.6), ce qui
prouve 'assertion.

b) Comme u est une équivalence faible et A asphérique, B est aussi asphérique.
Pour montrer qu’elle est totalement asphérique, considérons le diagramme commutatif

A———B

| o

AXAWBXB ’

ou Ay et Ap désignent les foncteurs diagonaux. Les foncteurs A4 et u X u sont
asphériques, en vertu de 1.7.1 et 1.1.6 respectivement. Comme u est aussi asphérique,
il en est de méme de Ap (1.1.8), ce qui achéve la démonstration (1.7.1).

¢) Le foncteur u étant pleinement fidele, il en-est de méme de adjoint & gauche
u; : A — B de u*. On en déduit que pour tout objet a de A, on a des isomorphismes

a ~ uuy(a) ~ uula)

Comme la catégorie B est totalement asphérique, le préfaisceau représentable u(a) de
B est localement asphérique (1.7.1), et il résulte du corollaire 1.3.13 que le préfaisceau
u*u(a) ~ a de A est localement asphérique, ce qui acheve la démonstration par une
nouvelle application de la proposition 1.7.1 et la remarque 1.7.3. O

Proposition 1.7.6.— Soit A une petite catégorie. On suppose qu’il existe une classe
7T de segments de A telle que pour tout segment 1 = (I,0y,01) de A appartenant a Z, le
préfaisceau I soit localement asphérique, et telle que tout préfaisceau représentable soit
T-contractile. Alors A satisfait aux conditions équivalentes de la proposition 1.7.1. En
particulier, si de plus A est non vide ou asphérique, alors A est totalement asphérique.

Démonstration. — En vertu de la proposition 1.5.8, pour tout objet a de A, le pré-
faisceau représenté par a est localement asphérique, autrement dit, A satisfait a la
condition (¢) de la proposition 1.7.1. En vertu de cette méme proposition, si A est
de plus non vide, A est asphérique, donc totalement asphérique, ce qui achéve la
démonstration. O

Définition 1.7.7. — On appelle W-catégorie test stricte, ou plus simplement caté-
gorie test stricte, une catégorie test totalement asphérique.

Proposition 1.7.8. — Soit A une petite catégorie totalement asphérique. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :
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(a) A est une catégorie test faible ;
(b) A est une catégorie test locale ;
(c) A est une catégorie test;

(d) A est une catégorie test stricte ;

(e) il existe un segment séparant 1= (1,0y,01) de A tel que I soit asphérique ;

(f) lobjet de Lawvere Ly =% (A;) de A est asphérique.

Démonstration. — Comme A est totalement asphérique, I’équivalence (¢) < (d) est
tautologique. L’équivalence des conditions (b), (e) et (f) résulte du théoréme 1.6.6
et de la remarque 1.7.3. La catégorie A étant asphérique, 1’équivalence (b) < (¢)
résulte de la remarque 1.6.4, (a). L’implication (¢) = (a) est évidente. Il reste a
prouver I'implication (a) = (b). Soit C' une petite catégorie admettant un objet final.
En vertu de la proposition 1.4.9, le préfaisceau ¥ (C') est asphérique. Comme A est
totalement asphérique, il résulte de la proposition 1.7.1 que % (C) est localement
asphérique. En vertu de la proposition 1.6.3, la catégorie A est' donc une catégorie
test locale. O

Corollaire 1.7.9. — Soit A une petite catégorie totalement asphérique. S’il existe
un segment séparant 1 = (I1,00,01) de A tel que I.soit représentable, alors A est une
catégorie test stricte.

Ce corollaire, qui est conséquence immédiate de la proposition 1.7.8, généralise et pré-
cise le corollaire 1.6.8. Le corollaire suivant-généralise et précise I’exemple 1.6.10, (d).

Corollaire 1.7.10. — Soient A wune petite catégorie totalement asphérique, et
i : A — Cat un foncteur pleinement fidéle tel que pour tout objet a de A, la catégorie
i(a) soit non vide. S’il existe un objet a de A tel que la catégorie i(a) posséde au
moins deux objets distincts, alors A est une catégorie test stricte.

Démonstration. — Soit a un objet de A tel qu’il existe deux objets distincts cg et
¢y de la catégorie C' = i(a). On en déduit un segment séparant (C, dp,d1) de Cat, on
0y , 01 : e — C’sont définis par les objets ¢y, c; de C. Le foncteur

i*: Cat — A C — (a+— Homeg(i(a), C))

commute aux limites projectives, et comme pour tout objet a de A, la catégorie i(a)
est non vide, il transforme 1'objet initial de Cat en 1’objet initial de A. On en déduit
que (i*(C),i*(8y),i*(81)) est un segment séparant de A. Comme le foncteur i est
pleinement fidéle, on a un isomorphisme i*(C) = i*i(a) ~ a dans A, et i*(C) est donc
un préfaisceau représentable. On conclut alors grace au corollaire précédent. O

Corollaire 1.7.11. — a) Soient A une catégorie test stricte, et B une catégorie
totalement asphérique. Alors la catégorie A X B est une catégorie test stricte.

b) Soitu: A — B un morphisme asphérique de Cat. Si A est totalement asphérique
et B une catégorie test locale, alors A et B sont des catégories test strictes.
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Démonstration. — L’assertion (a) résulte de la proposition 1.7.5, (a), et du corollaire
1.6.11. Montrons I’assertion (b). En vertu de la proposition 1.7.5, (b), B est totalement
asphérique. Elle est donc une catégorie test stricte (1.7.8). On en déduit qu’il existe
un segment séparant (I, 9y, 0;) de B tel que I soit un préfaisceau asphérique (1.7.8).
Comme u est asphérique, u*(I) est un préfaisceau asphérique de A (1.3.11), et comme
u* est un foncteur exact, (u*(I),u*(9p), u*(81)) est un segment séparant de A. Donc
A est aussi une catégorie test stricte (1.7.8), ce qui prouve le corollaire. O

Exzemple 1.7.12. — Les catégories test des exemples 1.6.10, (a) - (e) sont des ca-
tégories test strictes, car elles admettent des produits finis (1.7.4).

Lemme 1.7.13. — Tout objet A, de A est un objet Ai-contractile de ﬁ, ou A4
désigne le segment (Aq,ep,e1) de A (eg et e; étant définis par 0+ 0 et 0+ 1 res-
pectivement).

Démonstration. — Le morphisme
h: A x Ay — A,

correspondant & 'application croissante

k 1=0
(i, k) — . 0<ksm
m 1=1
est une Ai-homotopie de I'identité de Ay, & ’endomorphisme constant de 4,, défini
par 'application croissante constante

k—m 0<ksm
ce qui prouve le lemme. O
Proposition 1.7.14. — La catégorie A est une catégorie test stricte.
Démonstration. — Comme A est une catégorie test (proposition 1.9.14), il suffit de

montrer que A-est totalement asphérique. Comme le préfaisceau de A représenté par
A; est localement asphérique (lemme 1.6.13), cela résulte de la proposition 1.7.6 et
du lemme 1.7.13. O

Exzemple 1.7.15. — La catégorie A étant une catégorie test, elle est en particulier
une catégorie test locale, autrement dit, pour tout m, m € N, la catégorie A/A,, est
aussi une catégorie test. Néanmoins, si le localisateur fondamental faible W est non
trivial, et sim # 0, la catégorie A/A,, n’est pas une catégorie test stricte. En effet, soit
a; = (Ao, 8; : Ao — Ay, Pobjet de AJ/A,, défini par s;(0) =i, 0 < i < m. Comme
m > 1, le produit ag X a,,, dans A//A\m est le préfaisceau vide, objet initial de A//A\m, la
catégorie A/ag X a,, est donc la catégorie vide, et comme le localisateur fondamental
faible W est non trivial, cette catégorie n’est pas asphérique (proposition 1.1.29).
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Exemple 1.7.16. — Plus généralement, si A est une catégorie test arbitraire, en
vertu du théoréeme 1.6.6, il existe un segment séparant (I, dy,d1) de A tel que I soit
localement asphérique, donc asphérique (puisque A est asphérique). On en déduit
que A/I est une catégorie test (1.6.4, (b)). Néanmoins, si le localisateur fondamental
faible W n’est pas trivial, A/I n’est pas une catégorie test stricte. En effet, les objets
(e4:00) et (e3,01) de A/l ~ Z/\I sont des préfaisceaux asphériques de JZ/\I , car
(A/1)/(e3,0;) = AJes ~ A, i = 0,1, mais leur produit dans A/I est le préfaisceau
vide, qui n’est pas asphérique (proposition 1.1.29), ce qui contredit la condition (a’)
de la proposition 1.7.1.

Définition 1.7.17. — Soit A une petite catégorie, et notons Z4 1’ensemble des seg-
ments

I=(I,00,01) , Ao, 01 e =3 T,

de ﬁ, tels que I soit un objet de A. On dit que A est un précontracteur si A est
non vide, et si tout préfaisceau représentable de Aest T 4-contractile. On dit que
A est un W-contracteur, ou plus simplement un contracteur, si A est a la fois un
précontracteur et une catégorie totalement asphérique. On remarque que la notion de
précontracteur (contrairement & celle de contracteur) est indépendante du choix d’un
localisateur fondamental faible. Il résulte du lemme 1.5.16 que tout précontracteur
est une catégorie contractile, et en particulier asphérique (corollaire 1.5.20).

Exemple 1.7.18. — La catégorie ponctuelle, et plus généralement toute catégorie
équivalente a la catégorie ponctuelle, est un contracteur. On dit quun précontracteur,
ou un contracteur, est non trivial s’il n’est pas une catégorie équivalente a la catégorie
ponctuelle.

Proposition 1.7.19. — Soit A un précontracteur non trivial. Alors il existe un seg-
ment séparant 1 = (I,0y,01) de A, avec I objet de A. Si de plus A est un contracteur,
alors A est une catégorie test stricte.

Démonstration. — Notons T4 I'ensemble des segments I = (I, 9y, ;) de A tels que I
soit un-objet.de A. Soit F' un préfaisceau de A. Si F est non vide, il existe une fleche
a — F de g, avec a objet de A. Comme a est Z4-contractile, il existe, en particulier,
un morphisme e — a, d’ou un morphisme e, — F'. On en déduit que si FC— ex
est.un sous-objet de e, alors F' est vide ou égal ae + En effet, en vertu de ce qui
précede, si F' est non vide, il existe une fleche e +— F, cequi implique que FFCs e n
est un isomorphisme. Soit donc I = (I,9p,0;) un segment appartenant & Z4. Alors
Ker(dy, 01) est vide ou égal a e;, autrement dit, ou bien le segment I est séparant, ou
bien dy = 9;1. Si aucun segment de Z4 n’était séparant, la relation de Z4-homotopie
serait donc 1’égalité, et les 7 s-homotopismes les isomorphismes. Comme les objets

de A sont Z4-contractiles, les objets de A seraient isomorphes & ’objet final, ce qui
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est contraire a I’hypotheése de non-trivialité de A, et prouve la premiere assertion. La
deuxieme en résulte, grace a la proposition 1.7.8. O

Ezxemple 1.7.20. — La catégorie A est un contracteur. En effet, en vertu du lemme
1.7.13, la catégorie A est un précontracteur, et en vertu de la proposition 1.7.14, elle
est totalement asphérique.

Ezxemple 1.7.21. — Si W est le localisateur fondamental trivial (1.1.28), alors toute
petite catégorie est une W-catégorie test stricte. Si W est le localisateur fondamental
faible grossier non trivial W, (1.1.30), toute petite catégorie A est une W-catégorie
test locale. Pour que A soit une Wg,-catégorie test il faut et il suffit qu’elle soit non
vide, et pour qu’elle soit une W,,-catégorie test stricte, il faut et il suffit qu’elle soit
totalement Wy, -asphérique, autrement dit, qu’elle soit non vide, et que pour tous
objets a; et a, de A, il existe un objet a de A, et des fleches a — a, et a — a, de A
(exemple 1.6.15, et proposition 1.7.8). Tout précontracteur est-un W,,-contracteur.
En effet, si A est un précontracteur et a,, a, des objets de A, .comme a; et a, sont
T 4-contractiles, il existe des fleches ey —>ay, eg — ay de A\, et par suite, pour tout
objet a de A, des fleches a — a;, a — a, de A.

1.8. Les foncteurs test

Dans ce paragraphe, on se fize, une fois pour toutes, un localisateur fondamental
faible W.

Définition 1.8.1. — Soient A une petite catégorie, i : A — Cat un foncteur, et
i*:Cat — A C — (a+— Homea(i(a), C))

le foncteur correspondant. On dit que ¢ est un foncteur W-asphérique, ou plus sim-
plement un foncteur asphérique, si les deux conditions suivantes sont satisfaites :
(a) pour tout objet a de A, la catégorie i(a) est asphérique;
(b) pour qu'une petite catégorie C' soit asphérique, il faut et il suffit que le préfais-
ceau i*(C) soit asphérique.

Remarque 1.8.2. — Cette notion de foncteur asphérique, de source une petite ca-
tégorie et & valeurs dans Cat, ne doit pas étre confondue avec la notion de morphisme
asphérique de Cat. Le lien entre ces deux notions vient de la proposition 1.3.11 qui af-
firme (entre autres) qu’un morphisme u : A — B de Cat est asphérique si et seulement
si les préfaisceaux asphériques de B sont exactement ceux dont I’image réciproque par
u est un préfaisceau asphérique de A.

Exemple 1.8.3. — Soit A une catégorie test faible. Alors le foncteur i, : A — Cat,
a > A/a, est un foncteur asphérique. En effet, pour tout objet a de A, i,(a) = A/a
admet un objet final, et est donc une catégorie asphérique. D’autre part, en vertu
de la proposition 1.4.9, pour toute petite catégorie C, le morphisme d’adjonction
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i43%(C) — C est une équivalence faible. On en déduit que la catégorie C' est asphé-
rique si et seulement si le préfaisceau % (C') V'est, ce qui prouve que le foncteur i, est
asphérique. On remarque que réciproquement, si A est une petite catégorie telle que
le foncteur i, soit asphérique, la proposition 1.4.9 implique que A est une catégorie
test faible.

Lemme 1.8.4. — Soient u : A — B un morphisme de Cat, j : B — Cat un fonc-
teur, et posons i = ju: A — Cat. On suppose que pour tout objet b de B, la catégorie
j(b) est asphérique.

a) St u est un morphisme asphérique de Cat, le foncteur j : B — Cat est asphérique
st et seulement si le foncteur i : A — Cat [’est.

b) Si le foncteur j est pleinement fidéle et i asphérique, alors u_est un morphisme
asphérique de Cat et j un foncteur asphérique.

Démonstration. — On vérifie immédiatement qu’on a un triangle commutatif
Cat
(1.8.4.1) J/ \

(ou “Iétoile en haut” de i et j a un senslégerement différent de celle de w).

a) Si u est asphérique, il résulte de la.proposition 1.3.11 qu’un préfaisceau F' de
B est asphérique si et seulement si le préfaisceau u*F de A Test. L’équivalence de
I’asphéricité des foncteurs i et j résulte alors immédiatement de la commutativité du
triangle 1.8.4.1.

b) Supposons le foncteur j pleinement fidele et ¢ asphérique. Pour tout objet b de B,
la pleine fidélité de j implique que j*5(b) est isomorphe a b, d’ou u*(b) ~ u*;j*;j(b) =
i*j(b). Comme j(b) est une catégorie asphérique et i un foncteur asphérique, u*(b) ~
i*7(b) est un préfaisceau asphérique, ce qui prouve que le morphisme u est asphérique
(1.3.11).- 11 résulte alors de (a) que j est un foncteur asphérique, ce qui acheve la
démonstration. O

1.8.5. — Soient A une petite catégorie, i : A — Cat un foncteur tel que pour tout
objet a de A, i(a) soit asphérique, Ay une catégorie test faible, et B une petite sous-
catégorie pleine de Cat contenant i(A) et i 4 (Ao), et formée de catégories asphériques.
Les foncteurs i et 7 4 se factorisent par B, et on obtient ainsi un diagramme commutatif

A u B Uuo AO

(1.8.5.1) \ Ej/

Cat .
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Comme Ay est une catégorie test faible, i, est un foncteur asphérique (1.8.3), et
il résulte du lemme 1.8.4, (b) que ug est un morphisme asphérique de Cat, et j un
foncteur asphérique. En vertu du lemme 1.8.4, (a) et (b), on en déduit que le foncteur
est asphérique si et seulement si v est un morphisme asphérique de Cat. Le diagramme
commutatif 1.8.5.1 permet de former un “2-diagramme”

Cat
" “ag
J
(1.8.5.2) B——— A,
Aug
. iB .
L\ L
Cat

dont les deux triangles supérieurs sont commutatifs, et les deux triangles inférieurs
indiquent simplement les morphismes de foncteurs

Ay tiqu™ —ig Aug gty —>ip
définis dans 1.3.10. On en déduit une chaine-de morphismes d’endofoncteurs de Cat

Auxj* Augrs”

(1.8.5.3) iqi* inj*

€A
L o
tagta, — leat

€4, ¢tant le morphisme d’adjonction (ef. 1.3.1), et pour toute petite catégorie C, des
morphismes de Cat

o AT €40 (©)
BJ (C)<0—1A01A0(C)04>0 )

les deux derniers étant des équivalences faibles (A, (j*(C)) en vertu de la proposition

A (G*(C
1.8.5. 241 —1
( 4) .A.*(C) G (@), .

1.3.11, puisque le morphisme g est asphérique, et € 4, en vertu de la proposition 1.4.9,
puisque Ag est une catégorie test faible). Si ¢ est un foncteur asphérique, A, (5*(C))
est aussi une-équivalence faible, car u est alors un morphisme asphérique.

Proposition 1.8.6. — Soient A une petite catégorie, et i: A — Cat un foncteur tel
que. pour tout objet a de A, la catégorie i(a) soit asphérique.

(a)'Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) 4 est asphérique, autrement dit, une petite catégorie C' est asphérique si
et seulement si le préfaisceau i*(C) est asphérique ;
(ii) pour toute petite catégorie asphérique C, le préfaisceau i*(C) est asphé-
rique ;
(ii") pour toute petite catégorie contractile C, le préfaisceau i*(C) est asphé-
rique, et pour tout objet a de A, le préfaisceau i*i(a) est asphérique ;
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(ii"”) pour toute petite catégorie C admettant un objet final, le préfaisceau i*(C)
est asphérique, et pour tout objet a de A, le préfaisceau i*i(a) est asphé-
Tique ;

(iii) A est asphérique, et un morphisme w de Cat est une équivalence faible si
et seulement si i*(w) est une équivalence faible de préfaisceaus ;

(iv) A est asphérique, et pour toute équivalence faible w de Cat, i*(w) est une
équivalence faible de préfaisceaux.

(b) Ces conditions équivalentes impliquent la condition :

(v) (W) C W4, et le foncteur 1* : W' Cat — Wilfl, induit par i*, est un

quasi-inverse a droite du foncteuriy : W;}lle\ — W™ Cat, induit par i, ;
et cette condition est équivalente aux précédentes si le localisateur fondamental
faible W est fortement saturé (cf. 1.4.1).

Démonstration. — On choisit une catégorie test faible Ag (par exemple une des caté-
gories test de 'exemple 1.6.10, ou la catégorie des simplexes A (cf.1.6.14)). On note B
la sous-catégorie pleine de Cat dont 'ensemble des objets est la réunion de 1’ensemble
des images par ¢ des objets de A, et de 'ensemble des images par i 4 des objets de Ao,
et on désigne par j : BC— Cat 'inclusion. On en déduit ainsi un diagramme 1.8.5.1,
et on peut appliquer les considérations de 1.8:5, puisque B est formée de catégories
asphériques.

Les implications (7) = (i) = (#') = (") sont évidentes (1.5.19, 1.5.17). Montrons
limplication (") = (7). En gardant les notations du diagramme 1.8.5.1, comme j est
pleinement fidele, pour tout objet'd de B, on a un isomorphisme u*(b) ~ u*j*j(b) =
i*(4(b)). Comme j(b) est de la forme Ag/ap ou i(a), pour ag objet de Ay et a objet de A
respectivement, ’hypothese (¢i”")-implique que dans les deux cas i*j(b) est asphérique.
On en déduit que u-est un morphisme asphérique de Cat (1.3.11), et par suite, que i
est un foncteur asphérique (cf. 1.8.5).

Montrons I'implication (7) = (i#). Supposons donc que le foncteur ¢ soit asphé-
rique. En vertu de 1.8.5, pour toute fleche w : C — €’ de Cat, on a un diagramme
commutatif

. o o £y ()
i49%(C) ipg*(C) ZAOZAO(C')A—>C

(1861) ZAZ*(’LU)J( J{isj*(w) JjAOi*AO(w) J{w

i (C") ———— i (C") iy % (C') ——s ¢
AT () Sy 19 )Auo(j*(C’)) 4072, (C") o ©

Au(37(C)) Aug (57(C))
—> <—

dont les fleches horizontales sont des équivalences faibles. On en déduit que w est
une équivalence faible si et seulement si 749" (w) V'est, autrement dit si i*(w) est
une équivalence faible de préfaisceaux. Il reste a prouver que A est une catégorie
asphérique, et cela résulte de 'isomorphisme A ~ i 4i*(e).
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L’implication (%) = (iv) est évidente. Montrons I'implication (iv) = (). Soit
C une catégorie asphérique. Alors le morphisme C' — e de Cat est une équivalence
faible, et par (iv), i (C) — i} (e) =~ e4 est une équivalence faible de préfaisceaux.
Comme A est asphérique, e est un préfaisceau asphérique, donc % (C) aussi. Ceci
acheve la démonstration de l'assertion (a).

Démontrons que les conditions équivalentes (7)-(év) impliquent la condition
(v). Supposons donc ces conditions satisfaites. La condition (iv) implique. que
i*(W) C W5 Si I'on note vy : Cat — Hot = W~'Cat le foncteur de localisation, le
diagramme commutatif 1.8.6.1, dont les fleches horizontales sont des équivalences
faibles, montre que

C = ey (O))7(Au (57(0))) "I (Nu(57(C)))

définit un isomorphisme du foncteur i4 i* et du foncteur identique 1po¢. Réciproque-
ment, pour montrer que si le localisateur fondamental faible YW est fortement saturé,
la condition (v) implique la condition (7v), il suffit de montrer que la condition (v)
implique alors que A est asphérique. Or, A ~ i ,i*(e), et par hypothese, (i 4i*(e)) =
ia1*(y(e)) est isomorphe & v(e), qui est un objet final de Hot (1.4.6). On en déduit
que y(A) est aussi un objet final de Hot, et que I'image par 7 du morphisme canonique
A — e est un isomorphisme. L’hypothese que le localisateur fondamental faible W est
fortement saturé implique alors que A — ¢ est une équivalence faible, ce qui acheve
la démonstration de la proposition. O

Corollaire 1.8.7. — Soient A une petite catégorie, et i : A — Cat un foncteur
pleinement fidele tel que pour tout-objet a de A, la catégorie i(a) soit asphérique.
Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) @ est asphérique; autrernent dit, une petite catégorie C' est asphérique si et seule-
ment si le préfaisceau i*(C) est asphérique ;
ii) pour toute petite catégorie asphérique e préfaisceau i est asphérique ;
i) pour toute petite catégoric asphérique C, le préfai (C) est asphérig
ii") pour toute petite catégorie contractile C, le préfaisceau i est asphérique ;
ii’) pour toute petite catégori tractile C, le préfai *(C) est asphériq
ii”) pour toute petite catégorie C' admettant un objet final, le préfaisceau i* es
ii” tout tit tégorie C' admettant bjet I, 1 ’fai C t
asphérique.
De plus, si-ces conditions équivalentes sont satisfaites, la catégorie A est une catégorie
test stricte.

Démonstration. — L’équivalence des conditions (%) - (#") est conséquence immédiate
de la proposition précédente, puisque quand i est pleinement fidele, pour tout objet a
de A, le préfaisceau i*i(a) sur A est isomorphe au préfaisceau représentable représenté
par a, et est donc asphérique. Si ces conditions sont satisfaites, et si a et b sont deux
objets de A, comme en vertu du corollaire 1.1.5 la catégorie i(a) x i(b) est asphérique,
le préfaisceau i*(i(a) x i(b)) ~ i*i(a) x i*i(b) ~ a x b de A est asphérique. On en
déduit que la catégorie A est totalement asphérique. Ainsi le préfaisceau asphérique
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i*(A7) est localement asphérique (cf. 1.7.1) et on conclut par le corollaire 1.6.7 et la
proposition 1.7.8. O

Corollaire 1.8.8. — Soient A une petite catégorie, i : A — Cat un foncteur asphé-
rique, B une petite sous-catégorie pleine de Cat formée d’objets asphériques par la-
quelle i se factorise (par exemple la sous-catégorie pleine de Cat formée des i(a), pour
a objet de A), et j : B — Cat le foncteur d’inclusion. Alors B est une catégorie test
stricte et j un foncteur asphérique.

Démonstration. — Comme 7 est un foncteur asphérique et j pleinement fidele, j.est
un foncteur asphérique en vertu du lemme 1.8.4, (). Le corollaire précédent implique
alors que B est une catégorie test stricte. O

Corollaire 1.8.9. — Soient A une petite catégorie, et i : A — Cat_un foncteur tel
que pour tout objet a de A, la catégoriei(a) admette un objet final. Alors les conditions
sutvantes sont équivalentes :

(i) @ est asphérique, autrement dit, une petite catégorie C est asphérique si et seule-
ment si le préfaisceau i*(C) est asphérique ;
(ii) pour toute petite catégorie asphérique C, le préfaisceau i*(C) est asphérique ;
(ii") pour toute petite catégorie contractile C,.le préfaisceau i*(C) est asphérique;
(ii"”) pour toute petite catégorie C' admettant-un objet final, le préfaisceau i*(C) est
asphérique ;
et si l’on note
@ 11" — legt
le morphisme de foncteurs défini par
e 1 igit(C) = C, (a,i(a) = C) > v(e,), C € 0b(Cat), a € Ob(A),

les deux conditions suivantes sont encore équivalentes aur précédentes :

() pour toute petite catégorie C, le foncteur a :i,41*(C) — C' est une équivalence
faible ;
(') pour toute petite catégorie C, le foncteur o : i ,43"(C) — C' est asphérique.

Démonstration. — L’équivalence des conditions (7) - (#") est conséquence immédiate
des propositions 1.5.17 et 1.8.6. Il reste & prouver que les conditions ("), («) et (o)
sont équivalentes. Or, les implications (o) = (a) = (%) sont évidentes, et I'impli-
cation (i1"") = (a’) résulte de lobservation que pour toute petite catégorie C' et tout
objet ¢ de C, on a un isomorphisme canonique (i 4i*(C))/c ~ i 4i*(C/c). O

Corollaire 1.8.10. — Soient A une petite catégorie, et i : A — Cat un foncteur
asphérique tel que pour tout objet a de A, la catégorie i(a) admette un objet final.
Si M est une sous-catégorie pleine de Cat telle que le foncteur i,i* : Cat — Cat
se factorise par M, alors (M, W N FI(M)) est un modélisateur, et l’inclusion de M



74 CHAPITRE 1. LA THEORIE DES CATEGORIES TEST

dans Cat un morphisme de modélisateurs de (M, W N FI(M)) vers le modélisateur
fondamental (Cat, W).

Démonstration. — Comme, en vertu du corollaire précédent il existe un morphisme
de foncteurs o : i,4i* — lgg: tel que pour toute petite catégorie C, le foncteur
a1 i,1*(C) — C soit une équivalence faible, le corollaire résulte aussitot du lemme
suivant. O

Lemme 1.8.11. — Soient N wune catégorie, W une partie faiblement saturée de
FIIN), f : N— N un foncteur, o« : f — 1y un morphisme de foncteurs tel _que
pour tout objet a de N, a, € W, M une sous-catégorie pleine de N, eti: M — N le
foncteur d’inclusion. On suppose que le foncteur f se factorise par M, de sorte qu’on

ait un triangle commutatif
N—L N
N A
M .

Alors les foncteurs g et i induisent des équivalences de catégories
G:WIN — WAF(M)™'M et -7:AWAFI(M)*M — W N
quasi-inverses l'une de 'autre.

Démonstration. — Pour toute fleche u: a—>a’ de N, on a un carré commutatif

Si uw € W, comme ag,aq € W, on a par saturation g(u) € W N FI(M), et g induit
un foncteur g : W=1N — (W NFI(M))~1M. De méme, comme i(W NFI(M)) C W,
le foncteur ¢ induit un foncteur 7 : (W N FI(M))"'M — W~1N. Le morphisme de
foncteurs o définit un isomorphisme de foncteurs @ : 7g — 1y -1, et la restriction de
a & M induit un morphisme de foncteurs § : gi — 1,7, qui définit un isomorphisme
de foncteurs 6 : gz — Lwnrin) -1 - O

Corollaire 1.8.12. — Soient A une catégorie test faible, et M la sous-catégorie
pleine de Cat dont les objets sont les petites catégories C' localement isomorphes a A,
autrement dit, telles que pour tout objet ¢ de C, il existe un objet a de A tel que les
catégories C/c et A/a soient isomorphes. Alors (M, WNFI(M)) est un modélisateur,
et Uinclusion de M dans Cat un morphisme de modélisateurs.

Démonstration. — On applique le corollaire 1.8.10 au foncteur asphérique

i=1i4:A—Cat ar—— Ala
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(1.8.3), en remarquant que pour tout préfaisceau F' de E, la catégorie A/F est loca-
lement isomorphe a A. O

Corollaire 1.8.13. — Soient A une catégorie pseudo-test, et i : A — Cat un fonc-
teur tel que pour tout objet a de A, la catégorie i(a) soit asphérique. Alors le foncteur
i est asphérique si et seulement si i* : Cat — A est un morphisme de modélisateurs,
du modélisateur fondamental (Cat, W) vers le modélisateur (E, WZ)’ autrement dit,
si

() W=7 Wq);

(b) le foncteur i* induit une équivalence de catégories :

W Cat — Wiljzl\

Démonstration. — Si le foncteur ¢ est asphérique, en vertu de la proposition
1.8.6, (iii), ona W = i*fl(WX), et en vertu de 1.8.6 (v), le foncteur ¢*, induit par i*,
est un quasi-inverse & droite du foncteur 74, induit par iy. La catégorie A étant une
catégorie pseudo-test, le foncteur 74 est une équivalence de catégories, et il en est
donc de méme de 2*. La réciproque résulte du fait que la condition W = i*_l(WZ)
implique la condition (7%) de la proposition 1.8.6, puisque une catégorie pseudo-test
est, par définition, asphérique. O

Ce corollaire justifie la terminologie suivante.

Définition 1.8.14. — On appelle W-foncteur pseudo-test (resp. W-foncteur test
faible), ou plus simplement foncteur pseudo-test (resp. foncteur test faible), un fonc-
teur asphérique dont la catégorie source est une catégorie pseudo-test (resp. une caté-
gorie test faible). On appelle W-foncteur test local, ou plus simplement foncteur test
local, un foncteur i : A = Cat tel que pour tout objet a de A, le foncteur A/a — Cat,
induit par 4, soit un foncteur test faible, autrement dit, si A est une catégorie test
locale, et pour tout.objet a de A, A/a — Cat un foncteur asphérique. On dit que le
foncteur ¢ : A= Cat est un W-foncteur test, ou plus simplement un foncteur test,
s’il est & la fois un foncteur test local et un foncteur test faible, autrement dit, si A est
une catégorietest, et les foncteurs A — Cat et A/a — Cat, a € Ob(A), asphériques.

Ezxzemple 1.8.15. — 1l résulte de 'exemple 1.8.3 que si A est une catégorie test
faible (resp. une catégorie test locale, resp. une catégorie test), alors le foncteur
by A— Cat, a+— A/a, est un foncteur test faible (resp. un foncteur test local,
resp. un foncteur test).

Lemme 1.8.16. — Soient A une petite catégorie, et i : A — Cat un foncteur. Si le
préfaisceau i*(Ay) de A est localement asphérique, alors pour toute petite catégorie
contractile C, le préfaisceau i*(C) est localement asphérique.
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Démonstration. — Si C est une catégorie contractile, elle est par définition
Aj-contractile, ot Ay désigne le segment (Aq, eg, 1) de 'exemple 1.5.15. Comme le
foncteur i* commute aux limites projectives, on en déduit que le préfaisceau i*(C') est
i*(Aq)-contractile, ou i* (A1) = (i*(A1),i*(en),7*(e1)) (1.5.5). Comme par hypothese
le préfaisceau i*(A;) est localement asphérique, en vertu de la proposition 1.5.8, il
en est de méme de i*(C). g

Théoréme 1.8.17. — Soient A une petite catégorie, i : A — Cat un foncteur tel
que pour tout objet a de A, i(a) soit une catégorie asphérique, et

i*:Cat — A | C+— (a+> Homea(i(a),C))
le foncteur correspondant. Les conditions suivantes sont équivalentes ;
(i) A est une catégorie test locale,’V) et i est un foncteur test local ;
i) pour tout objet a de A, le foncteur i|A/a: AJ/a — Cat est-asphérique ;
i"”)  pour tout objet a de A, le foncteuri|A/a : AJa — Cat est un foncteur test local ;

i) pour tout objet a de A, le foncteur i|A/a : AJ/a — Cat est un foncteur test;
i) pour toute petite catégorie asphérique C, le préfaisceau i*(C) est localement

—~ T

asphérique ;

(ii") pour toute petite catégorie contractile C, le préfaisceau i*(C) est localement
asphérique, et pour tout objet a de A, le préfaisceau i*i(a) est localement asphé-
rique ;

(ii"”) pour toute petite catégorie C admettant un objet final, le préfaisceau i*(C) est
localement asphérique, et pour tout objet a de A, le préfaisceau i*i(a) est loca-
lement asphérique ;

(ii"") i* (A1) est un préfaisceau localement asphérique, et pour tout objet a de A, le
préfaisceau i*i(a) est localement asphérique ;

(i) pour toute équivalence faible w de Cat, i*(w) est une équivalence faible locale de
préfaisceauz (cf. 1.3.6).

De plus, si ces conditions sont satisfaites, les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) A est une catégorie test, V) et i un foncteur test;
(2) i est un foncteur asphérique;
(3) A est.une catégorie asphérique.

Démonstration. — Pour a objet de A, on note i, le foncteur i|A/a : A/a — Cat. On
remarque que pour tout objet (a/, f : ' — a) de A/a, on ai¥i, (d/, f) =i*i(a’)|A/a.
Ainsi, pour que le préfaisceau i*i(a) de A soit localement asphérique (1.3.6) pour tout
objet a de A, il faut et il suffit que pour tout objet a de A et tout objet (¢, f : a/ — a)
de A/a, le préfaisceau i%i,(a’, f) de Z/\a soit asphérique. L’équivalence des condi-
tions (i), (i), (#'), (é"), et (iif) résulte alors de la proposition 1.8.6. L’implication

(ii") = (it"") est évidente et I'implication (i) = (') résulte du lemme précédent.

(D pléonasme volontaire
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La condition (7) implique trivialement la condition (i’), et la réciproque résulte du
corollaire 1.6.7 (puisque la condition (i) implique que le préfaisceau i*(A;) est locale-
ment asphérique). Enfin, on vérifie aussitot que la condition (¢) implique la condition
(i"), que la conjonctions des conditions (7) et (i) implique la condition (i), et que
la condition (¢"’) implique la condition (¢). On a donc prouvé I'équivalence de toutes
les conditions (%) - (4it).

Supposons maintenant que ces conditions équivalentes (7)-(4i¢) sont satisfaites; et
montrons I’équivalence des conditions (1), (2) et (3). La condition (i) implique que
pour toute petite catégorie asphérique C, i*(C) — e; est une équivalence faible de
préfaisceaux. Si A est une catégorie asphérique, cela implique que le préfaisceau i*(C)
est asphérique. En vertu de la proposition 1.8.6, le foncteur ¢ est donc asphérique, ce
qui prouve l'implication (3) = (2). Comme le foncteur i est déja par hypotheése un
foncteur test local, et comme une catégorie test locale asphérique est -une catégorie
test (1.6.4, (a)), on en déduit aussi 'implication (3) = (1). L’implication (1) = (2)
étant évidente, et 'implication (2) = (3) résultant de la proposition 1.8.6, cela achéve
la démonstration du théoréme. O

Corollaire 1.8.18. — Soient A une petite catégorie; et i : A — Cat un foncteur tel
que pour tout objet a de A, i(a) soit une catégorie contractile. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) A est une catégorie test locale,® et i est un foncteur test local ;

(i")  pour tout objet a de A, le foncteuri|A/a : AJa — Cat est asphérique ;

(ii) pour toute petite catégorie asphérique C, le préfaisceau i*(C) est localement
asphérique ;

(ii") pour toute petite catégorie contractile C, le préfaisceau i*(C) est localement
asphérique ;

(ii”) pour toute petite catégorie C admettant un objet final, le préfaisceau i*(C) est
localement asphérique ;

(ii"”") i*(Ay) est un préfaisceau localement asphérique.

Démonstration. — L’ équivalence des conditions (7) - (i¢’) résulte directement du théo-
réme précédent. Les implications (#') = (i) et (¢4”) = (it""") sont évidentes, et
Vimplication (#"’) = (') résulte du lemme 1.8.16. O

Corollaire 1.8.19. — Soient A wune petite catégorie totalement asphérique, et
i+ A -~ Cat un foncteur tel que pour tout objet a de A, i(a) soit une catégorie
asphérique. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) A est une catégorie test stricte et i un foncteur test;
(b) 4 est un foncteur test local ;
(¢) i est un foncteur asphérique.

(2) pléonasme volontaire
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Démonstration. — Les implications (a) = (b) et (a) = (¢) sont évidentes. Comme la
catégorie A est totalement asphérique, et en particulier asphérique, il résulte de 1’équi-
valence des conditions (1) et (3) du théoréme 1.8.17 que la condition (b) implique la
condition (a). Enfin, si le foncteur ¢ est asphérique, comme A est totalement asphé-
rique, la condition (#) du théoréeme 1.8.17 est satisfaite, ce qui prouve l'implication
(¢) = (b). O

Corollaire 1.8.20. — Soient A une catégorie test locale non vide, i : A — Cat un
foncteur test local, B une petite sous-catégorie pleine de Cat formée d’objets asphé-
riques par laquelle i se factorise (par exemple la sous-catégorie pleine de'Cat formée
des i(a), pour a objet de A), et j: B — Cat le foncteur d’inclusion. Alors B est une
catégorie test stricte et j un foncteur test.

Démonstration. — Soit a un objet de A. En vertu du théoréme 1.8.17, le foncteur
ilA/a : AJa — Cat est asphérique. Comme ce foncteur se factorise par B, il résulte
du corollaire 1.8.8 que B est une catégorie test stricte et j un foncteur asphérique.
L’assertion résulte alors du corollaire précédent. O

Corollaire 1.8.21. — Soient v : A — B un morphisme de Cat, j : B — Cat un
foncteur, et i = ju : A — Cat le foncteur composé.

(a) Siu est localement asphérique et j un foncteur test local, alors i est aussi un
foncteur test local, et en particulier A est une catégorie test locale.

(b) Siw est asphérique, ou si u est localement asphérique et u induit une surjection
sur les objets, alors si i est un foncteur test local, j est aussi un foncteur test
local, et en particulier B estune catégorie test locale.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de la caractérisation () des
foncteurs test locaux-du théoreme 1.8.17, et des corollaires 1.3.13 et 1.3.14. O

Corollaire 1.8.22. — Soitu : A — B un morphisme localement asphérique de Cat.

(a) Si B est une catégorie test locale, il en est de méme de A.

(b) Si B est une catégorie test, et u une équivalence faible, alors A est une catégorie
test.

(¢) Si-B est une catégorie test stricte, u pleinement fidéle, et A non vide ou asphé-
rique, alors A est une catégorie test stricte.

Démonstration. — L’assertion (a) résulte aussitdt du corollaire 1.8.21, (a), appliqué
au foncteur test local i 5. L’assertion (b) est conséquence immédiate de ’assertion (a),
et de la remarque 1.6.4, (a). En vertu de (a), et de la proposition 1.7.8, Passertion (c)
résulte de la proposition 1.7.4, (c¢). O

Corollaire 1.8.23. — Soient A une petite catégorie, i : A — Cat un foncteur tel
que pour tout objet a de A, i(a) soit une catégorie contractile, et

i!:g*)Cat , i*:Cat — A
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le couple de foncteurs adjoints correspondant d i, i, étant l'unique (4 isomorphisme
unique prés) foncteur prolongeant i et commutant auz limites inductives. On suppose
que A admet un objet final e, que i(eq) = Ag = e, objet final de Cat, et qu’il existe
un segment 1 = (I,0y,01) de A tel que I soit localement asphérique, et un morphisme
de segments de Cat

e iy (I) = (iy(1),4,(00),1,(01)) — A1 = (A1, e0,€1)

(eo et ey étant définis par 0+ 0 et 0 — 1 respectivement). Alors A est une catégorie
test,(3) et i un foncteur test.

Démonstration. — Comme A admet un objet final, elle est asphérique. En vertu du
théoreme 1.8.17 et de son corollaire 1.8.18, il suffit donc de montrer que le préfais-
ceau i*(A;) est localement asphérique. Le morphisme ¢ définit par adjonction un
morphisme de segments ¢ : [ — i*(Ay) = (i*(Ay),i*(e0),i* (1)) de A. En vertu
du lemme 1.5.10, il suffit donc de montrer que i*(A;) admet une structure de seg-
ment multiplicatif. Comme le foncteur ¢* commute aux limites projectives, cela résulte
de 1.5.18. O

Exemple 1.8.24. — Soient A la catégorie test de l’exemple 1.6.10, (a), sous-
catégorie pleine de la catégorie des ensembles ayant pour objets les ensembles
{0,1,...,n} neN,

et i : A — Cat le foncteur associant a un-objet.a de A la catégorie associée a ’ensemble
ordonné formé des parties non vides‘de a, ordonnées par inclusion. Pour tout objet
a de A, la catégorie i(a) est contractile, puisqu’elle admet un objet final (1.5.17),
et le corollaire 1.8.23 montre que 7 est un foncteur test. Considérons, en effet, le
segment ({0, 1}, 8y, 1) de A, 9y et d; étant définis par 0 — 0 et 0 — 1 respectivement.
Comme A est une catégorie test stricte (1.7.12), les préfaisceaux représentables, et
en particulier celui représenté par {0,1}, sont localement asphériques (1.7.1). Pour
pouvoir appliquer le corollaire, il suffit donc de définir un foncteur

v :u({0,1}) = i({0,1}) — 4

induisant un morphisme de segments. Or,

{0}
i({0,1}) = {0,1}
{1} ’

et il suffit donc de définir ¢ par

e({oh) =0 , ({1} =¢({0,1}) =1

(3) pléonasme volontaire
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Exemple 1.8.25. — Soit i : A — Cat I'inclusion canonique de la catégorie des sim-
plexes (1.6.12) dans la catégorie des petites catégories. Alors i* : Cat — A est le
foncteur nerf, noté habituellement N, et i est un foncteur test. En effet, pour tout
m, m € N, i(4,,) = A,, admet un objet final, et est donc contractile (1.5.17), et
en particulier asphérique (1.5.19). D’autre part, i*(A;) n’est autre que le préfais-
ceau représenté par Aq, et en vertu du lemme 1.6.13, ce préfaisceau est localement
asphérique, et lassertion résulte du théoreme 1.8.17, (a) et (b). De plus, le théo-
réme 1.8.17 implique alors que pour tout m, m € N, i*(4A,,), qui n’est autre que le
préfaisceau représenté par 4,,, est localement asphérique, ce qui, en vertu de la pro-
position 1.7.1, fournit une deuxiéme démonstration du fait que A est une catégorie
test stricte (1.7.14).

Ezxzemple 1.8.26. — Soit A une petite sous-catégorie pleine de Cat formée de caté-
gories contractiles, stable par produits finis, et telle que A soit-un objet de A. Alors
le foncteur d’inclusion i : A — Cat est un foncteur test. En effet, comme une catégorie
contractile est non vide, la catégorie vide n’est pas un objet de- A. La catégorie A est
donc une catégorie test stricte (cf. 1.6.10, (d) et 1.7.12). On en déduit que le pré-
faisceau i*(A1), qui est représentable (puisque Aj est un objet de A), est localement
asphérique (1.7.1), ce qui prouve que i est un foncteur test local (1.8.17, (b)), donc
un foncteur test (1.8.17, (a)).

Ezxemple 1.8.27. — Plus généralement, si A est une petite sous-catégorie pleine de
Cat formée de catégories contractiles, stable par produits finis, et satisfaisant a la
condition :

(H) il existe une petite catégorie C' appartenant a& Ob(A) et possédant deux objets
co et ¢ tels qu’il n’y ait aucune fleche de C' de source ¢; et de but ¢ ;

alors le foncteur d’inclusion 7 : A — Cat est un foncteur test. En effet, A est alors
une catégorie test stricte (cf. 1.6.10, (d) et 1.7.12), et le préfaisceau représentable
de A représenté par C est localement asphérique (1.7.1). Considérons le segment
I=(C,dy,0r)de A, ot les foncteurs 9y, 0; : e —= C sont définis par les objets ¢ et ¢1
respectivement. Le crible de C' engendré par ¢y (sous-catégorie pleine de C' formée des
objets ¢ tels qu'’il existe une fleche ¢ — ¢ de C) définit un foncteur ¢,(C) = C — Ay
(1.1:25),-qui en vertu de 'hypothése (H), est un morphisme de segments

iy(I) = (C,00,01) — Ay = (A1, e0,€1)

(ep et ey étant définis respectivement par les objets 0 et 1 de A;). L’assertion résulte
alors du corollaire 1.8.23.

Exemple 1.8.28. — Dans 'exemple précédent, 'hypotheése (H) est essentielle. En
effet, soit par exemple A la sous-catégorie pleine de Cat dont les objets sont les ca-
tégories I, m > 0, ou I = {0 == 1} désigne la catégorie ayant comme objets 0
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et 1 et équivalente & la catégorie e, objet final de Cat (autrement dit, les seuls mor-
phismes non identiques de I sont deux isomorphismes inverses I'un de 'autre 0 — 1
et 1 — 0). On vérifie facilement que cette catégorie est formée de catégories contrac-
tiles. D’autre part, elle satisfait aux conditions de 1.6.10, (d) et est donc une catégorie
test stricte (1.7.12). Montrons que si le localisateur fondamental faible W n’est pas
grossier (1.1.30), le foncteur d’inclusion i : AC— Cat n’est pas un foncteur test (ni
méme un foncteur test faible). Pour cela, il suffit de montrer que le préfaisceau i*(4;)
n’est pas asphérique. Or, i*(A;) est le préfaisceau

I™ +— Homeg (I™, Ay) ~ {cribles de I}

(1.1.25), et on a donc i* (A1) ~ e;Ile 4 (olt e désigne l'objet final de A), car les seuls
cribles de I™ sont le crible plein et le crible vide. On en déduit que i 4i*(Ay) ~ AITA,
et il résulte du lemme suivant que i*(A;) n’est pas asphérique.

Lemme 1.8.29. — Si le localisateur fondamental faible W _n’est pas grossier, alors
toute catégorie asphérique est 0-connexe (connexe non vide).

Démonstration. — Soit C' une catégorie asphérique. Le localisateur fondamental
faible W n’étant pas grossier, il est a fortiori non trivial, et il résulte de la proposi-
tion 1.1.29 que la catégorie C' est non vide. Montrons qu’elle est connexe. Supposons
que C = Cy II Cq, avec Cy,C; # @, choisissons des objets ¢y et ¢; de Cy et Cy
respectivement, et notons Jy : e — C et 91 : e — C les morphismes définis par ¢
et ¢; respectivement, ou e désigne V'objet-final de Cat. On définit ainsi un segment
I=(C,dp,01). Soit A une catégoriemnon vide, p : A — e le foncteur canonique, a un
objet de A, s : e — A le morphisme défini par 'objet a, et ¢ = sp ’endomorphisme
constant correspondant de A. Notons
po:Co X A— A et pr:Ci xA— A
les premiéres projections. On définit un foncteur
h:CxA=(CyxAI(Cy xA) — A
par
h|CyxA=poy et h|Ci xA=cp
On constate immédiatement que h est une I-homotopie de 14 vers ¢, autrement dit,
la catégorie A est I-contractile. Comme la catégorie C est asphérique, il résulte des
propositions 1.1.4 et 1.5.8 que A est asphérique. Ainsi, on a montré que toute catégorie
non vide est asphérique, ce qui implique que tout foncteur entre catégories non vides

est une équivalence faible, et contredit I’hypothese que le localisateur fondamental
faible W n’est pas grossier. O

Exemple 1.8.30. — Notons A’ la sous-catégorie (non pleine) de A ayant mémes
objets que A, et dont les morphismes sont les applications strictement croissantes.

Lemme 1.8.31. — La catégorie A\’ est asphérique.
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Démonstration. — On définit un foncteur D : A’ — A/, en posant pour tout m,
m €N,

DA, = Aerl )
et en définissant, pour toute application strictement croissante ¢ : A, — A,,, D(p)
par

o(k) , 0<k<m,
D(p)(k) =

n+1, k=m+1.
L’inclusion A,,, & A, 1 définit un morphisme fonctoriel 1o, — D, et application

Ay — Apy1 O—m+1 |
un morphisme fonctoriel de ’endofoncteur constant de A’, de valeur Ag;vers D. La
catégorie A’ est donc contractile, et le lemme résulte de la proposition 1.5.19. O
Proposition 1.8.32. — La catégorie A est une catégorie test faible, et le foncteur

d’inclusion i’ : A’ C Cat est un foncteur test faible.
Démonstration. — Considérons les foncteurs
AN s A—C A —5Cat

ot A désigne la catégorie test de 'exemple 1.6.10, (a), sous-catégorie pleine de la ca-
tégorie des ensembles, ayant mémes objets que A (mais comme morphismes toutes les
applications, au lieu de seulement les applications croissantes), et oi u et v désignent
les foncteurs d’inclusion et i le foncteur test de 'exemple 1.8.24, associant a un objet
E de A l'ensemble ordonné formé. des parties non vides de E. On remarque que le
foncteur
in s A — Cat
A — A JA,,

est canoniquement isomorphe & {vu. Pour montrer que A’ est une catégorie test faible,
il suffit de montrer que le foncteur i,, est asphérique (cf. 1.8.3). Le foncteur ¢ étant
un foncteur test, et en particulier un foncteur asphérique, il suffit donc de montrer
que v et u sont des morphismes asphériques de Cat (1.8.4, (a)). Comme l'inclusion
i’ A’ C Cat est le composé du foncteur u suivi de I'inclusion A C— Cat, qui est un
foncteur test (1.8.25), donc un foncteur asphérique, cela prouvera aussi que ¢’ est un
foncteur test faible (1.8.4, (a)).

a) Le morphisme v de Cat est asphérique. En vertu de la proposition 1.3.11, il suffit
de montrer que pour tout objet E de A, le préfaisceau

F=v"(E) , Ap > Homx (A, E) = Homg, (A, E)

de A est asphérique. Comme FE est non vide, on choisit a € FE, et on définit un
morphisme de préfaisceaux
h: Al X F — F
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comme suit. Pour tout m-simplexe ¢ : A,, — A; de A;, et tout m-simplexe
Y : Ay — E de F, le m-simplexe h(p, ) : A, — E de F est défini par
¥(k) st p(k) =0
B, ) (k) = 0<k<m.
a si p(k) =1
Notons I le segment (Aj,eq,e1) de A (ep et ey étant définis par 0+ 0 et 0+—1
respectivement). On remarque que h est une I-homotopie de 'identité de F' versun
endomorphisme constant de F', ce qui implique que F' est I-contractile. Comme 4,
est localement asphérique (1.6.13), il résulte de la proposition 1.5.8 que F' est.un
préfaisceau localement asphérique, donc asphérique, de A, ce qui prouve ’assertion.

b) Le morphisme u de Cat est asphérique. Il s’agit de montrer que pour tout m,
m € N, A’ /Ju*(A,,) est une catégorie asphérique. Notons A’ la catégorie obtenue en
adjoignant un objet initial @ & A’. Ainsi A’ s’identifie au cocrible A — {@} de A’
Notons

o, =(9,9,...,9)
———

n fois
I’objet initial de En7 n > 1. On définit un isomorphisme de catégories

A (D) — N (B}

de A’ /u*(A,,) sur le cocrible AT {@m+1} de Emﬂ, en associant a tout objet
(An, o Ay — Ap) de A Ju*(A,,), Vobjet (ag, a1, ..., am) de AT {Dm+1}, ol
Acard(gafl{i})—l si (p_l{i} 7é %)

a; = 0<is<m.
%) sinon

Il suffit donc de prouver que la catégorie Nmﬂf {Dm+1} est asphérique. On rai-
sonne par récurrence sur m. Pour m = 0, A’ — {2} s’identifie & A’ qui est asphérique
(lemme 1.8.31). Supposons donc que AT {Dm} soit asphérique, et montrons que
G {Dm41} Vest aussi. La catégorie AT {Dm+1} est réunion des cocribles
A" x (A< {@})et (A" = {@m}) x A, et Vintersection de ces deux cocribles est
(A" = {@m}) % (A7 — {@}). Ces trois cocribles sont asphériques, en vertu de 'hypo-
these de récurrence, du lemme 1.8.31, et des corollaires 1.1.5 et 1.1.13. II résulte alors
du corollaire 1.1.27 que A {Dm+1} est asphérique, ce qui prouve lassertion, et
acheve la démonstration. O

Remarque 1.8.33. — Si le localisateur fondamental faible W n’est pas grossier,
alors A’ n’est pas une catégorie test. En effet, si A’ était une catégorie test, il en
serait de méme de A’/Ay ~ e. Or, pour toute petite catégorie C, i i%(C) est la
catégorie discrete ayant méme ensemble d’objets que C'. Si e était une catégorie test,
et en particulier une catégorie test faible, la catégorie discrete {0, 1} = i,i%(A;) serait
asphérique (1.4.9), et le localisateur fondamental faible W serait grossier (1.8.29).
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Exemple 1.8.34. — Pour tout entier n, n > 0, on note A, la sous-catégorie pleine
de A formée des A,,, pour 0 < m < n, et i, : Ag,, — A le foncteur d’inclusion. On
démontre que si n > 1, et si W = W,,_1, alors le foncteur i, est W,,_i-asphérique
[10]. Comme le foncteur i,, est pleinement fidele, on en déduit qu’il est localement
Wh.—1-asphérique (cf. exemple 1.2.14, (a)), et il résulte de la proposition 1.7.14 et du
corollaire 1.8.22, (¢) que Ag,, est une W, _j-catégorie test stricte.

1.9. Décalages et exemples de catégories test

Ce long paragraphe est largement et librement inspiré d’idées de D.-C. Cisinski [11],
et d’une description de la catégorie cellulaire de Joyal [18], due ¢ Clemens Berger [6].
Il a fait Uobjet d’un article en commun avec D.-C. Clisinski [12].

1.9.1. — Soit A une petite catégorie. Un décalage sur A est la donnée d’un endo-
foncteur D : A — A, d’un objet ag de A, et de morphismes de foncteurs

1AL>D<LGO

(ot ag désigne aussi 'endofoncteur constant-de A de valeur ag). On dira parfois que
le quintuplet D = (A, ap, D, o, §) est un décalage, et que le quadruplet (ag, D, a, 8),
ou plus simplement, quand aucune confusion n’en résulte, le couple (a,3), est un
décalage sur A. On dit que I'objet ‘ag de-A est le centre du décalage D, ou que le
décalage D est centré sur ag. Un scindage du décalage D est la donnée pour tout
objet a de A, d’une rétraction r,: D(a) — a de a4. (On ne demande pas que le
morphisme 7, soit fonctoriel en a). On dit qu’un décalage est scindable s’il admet un
scindage, et qu’il est scindé s’il est muni d’un scindage. Le décalage sous-jacent a un
décalage scindé est scindable.

1.9.2. — Soient D = (A, a9, D, a,3) et £ = (B, by, F,, ) deux décalages,

1AL>DLao , 1BL>E(LZ)U

Un morphisme de décalages du premier vers le second est un foncteur v : A — B
satisfaisant aux relations

Eu=uD by = u(ag) Yrxu=uxa , Oxu=uxpg

Si p et ¢ sont des scindages de D et £ respectivement, on dit que u est un morphisme
de décalages scindés si u est un morphisme de décalages, et si pour tout objet a de A,
on a l'égalité q,q) = u(p.). La catégorie des décalages, ainsi que celle de décalages
scindés, admet des petites limites inductives et projectives qui se “calculent argument
par argument”. En revanche, la sous-catégorie pleine de la catégorie des décalages
formée des décalages scindables n’est pas stable par limites inductives ou projectives.
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1.9.3. — Soit A une petite catégorie. Un décalage séparant sur A est un décalage

125 pelag
sur A tel que :

() pour tout objet a de A, la fleche o, : @ — D(a) est un monomorphisme ;
(ii) pour toute fleche f: a — a’ de A, le carré

a—>— D(a)

1

a —— D(d)

Qg
est cartésien ;

(iit) pour tout objet a de A, il n’existe aucun carré commutatif dans A de la forme

a —> o

J»

a—— D(a) )

autrement dit, le produit fibré (a,aa) % p(ay (a0, B.) dans la catégorie A des
préfaisceaux sur A est le préfaisceau vide.

En présence de la condition (¢), la condition (7) équivaut & la condition :

(#') pour toute fleche f : a — a’-de A, si un morphisme a” — D(a) de A ne se
factorise pas par a, : a — D(a), alors le morphisme composé

D(f)

a” D(a) » D(a’)

ne se factorise pas par ay : @’ — D(d).
On dit que le décalage (o, 8) sur A est cartésien s’il satisfait aux seules deux premieres
conditions (¢) et/ (%) ci-dessus, ou de fagon équivalente aux conditions (¢) et ().

Proposition 1.9.4. — Une limite inductive filtrante de décalages séparants (resp.
cartésiens). est-un décalage séparant (rvesp. cartésien).

Démonstration. — La proposition résulte facilement de la propriété de commutativité
des limites inductives filtrantes et des limites projectives finies dans la catégorie des
ensembles, et du “calcul” des limites inductives filtrantes dans la catégorie des petites
catégories. Les détails sont laissés au lecteur. O

1.9.5. — La notion de décalage admet la généralisation suivante, qui sera utile par
la suite. Soit I : A’ — A un foncteur entre petites catégories. Un décalage sur I est la
donnée d’un foncteur D : A’ — A, d’un objet ag de A, et de morphismes de foncteurs

I—“>D<Lao
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(ot ag désigne aussi le foncteur constant de A’ vers A de valeur ap). On dit que objet
ag de A est le centre du décalage, ou que le décalage est centré sur ag. On dira parfois
que le quadruplet (ag, D, a,3), ou plus simplement, quand aucune confusion n’en
résulte, le couple (v, 3), est un décalage sur I, et que le quintuplet D = (I, ag, D, a, 3)
est un décalage généralisé. Un scindage du décalage généralisé D est la donnée pour
tout objet a de A’, d’une rétraction r, : D(a) — I(a) de a,. On dit qu'un décalage
généralisé est scindable s’il admet un scindage, et qu’il est scindé s’il est muni d’un
scindage. On dit que le décalage généralisé D = (I, ag, D, ,3) est séparant si les
conditions suivantes sont satisfaites :

(i) pour tout objet a de A’ la fleche o, : I(a) — D(a) est un monomorphisme

de A;
(#) pour toute fleche f:a — a' de A’, le carré

I(f) JD(f)

D(a')

I(a) —=*— D(a)
I(a) —»

est un carré cartésien de A ;
(#i) pour tout objet a de A’ il n’existe aucun carré commutatif dans A de la forme

o ——— &

IN° I

I(a) —— D(a) ’

autrement dit, le-produit fibré (I(a), ) X p(a) (a0, Ba) dans la catégorie A des
préfaisceaux sur A est le préfaisceau vide.
On dit que le décalage généralisé D = (I,ag, D, a, 3) est cartésien s’il satisfait aux
seules deux premieres conditions (7) et (i) ci-dessus.
Soient D =1+ A" — A a9, D,a,8) et £ = (J: B — B,by, E,~, ) deux déca-
lages généralisés,

I—pe a , J— B’

Un morphisme de décalages généralisés du premier vers le second est un couple de
foneteurs (v',u), u’ : A’ — B’, u: A — B, satisfaisant aux relations

Ju' =ul , Eu =uD, by=ulag), vy*u' =uxa, dxu' =uxf

Si p et g sont des scindages de D et £ respectivement, on dit que (v',u) est un

morphisme de décalages généralisés scindés si (u',u) est un morphisme de décalages
généralisés, et si pour tout objet a de A’, on a I'égalité q,/(,) = u(pa). La catégorie
des décalages généralisés, ainsi que celle des décalages généralisés scindés, admet des
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petites limites inductives et projectives qui se “calculent argument par argument”. La
sous-catégorie pleine de la catégorie des décalages généralisés formée des décalages
généralisés séparants (resp. cartésiens) est stable par limites inductives filtrantes. On
remarque qu’'un décalage sur une petite catégorie A n’est rien d’autre qu'un décalage
sur I’endofoncteur identique de A. La catégorie des décalages s’identifie ainsi & une
sous-catégorie pleine de la catégorie des décalages généralisés.

Dans la suite, on se fixe, une fois pour toutes, un localisateur fondamental faible WV .

Proposition 1.9.6. — Soit A une petite catégorie. Si A admet un décalage, alors A
est asphérique. Si A admet un décalage scindable, alors A est totalement asphérique.

Démonstration. — Si la catégorie A admet un décalage elle est contractile, et la pre-
miere assertion résulte de la proposition 1.5.19. Pour montrer la deuxieme assertion,
il suffit donc de prouver qu’un décalage scindé sur A induit pour tout couple d’objets
ay,as de A, un décalage sur A/a; X as. Soit donc

14— Dl ag
K

r

(r non nécessairement fonctoriel) un décalage scindé sur A. On rappelle qu'un objet
de A/a; X ag est un triplet

(a,p1:a— a1, p2:a—az) , a€ObA, p,p2oeFIA |

un morphisme f : (a,p1,p2) — (a’, ), ph) étant une fleche f: a — d’ telle que
f A f /
a———q a————q ’
\/ / \/ / "
P1 P} P2 ph o,
0 0 p2 = paf

D' :Alay x ag — AJay X as

On définit

par
D/(a7p17p2) = (D(a)7 ralD(p1)7 Ta2D(p2)) ; D/(f) :D(f)
On ‘définit des morphismes de foncteurs

’

/ B
1A/a1 Xag L> D/ <; (aO; Talﬂa17 r(l2/6a2)
par

’ _ / o
Xa,pr,p2) = Xa s ’B(a,pl’l)z) =Ba

qui sont bien des morphismes de A/a; X as

Qgq Ba
(aaplap2) — D/(aaplap2) = (D(a)’ ralD(pl)a TazD(pZ)) — (a0a 7"a1ﬁala Tazfgaz) )
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car en vertu de la fonctorialité de o et 3, on a

TaiD(pi)O‘a =Tq;0a;Di =Pi €t TaiD(pi)ﬂa = raiﬂai ) 1=1,2
La fonctorialité de o’ et 8’ résulte de celle de a et (. O
Corollaire 1.9.7. — Soit A une petite catégorie admettant un décalage scindable.

Sl existe un segment séparant I = (I,0y,01) de A tel que I soit asphérique, alors-A
est une catégorie test stricte.

Démonstration. — Le corollaire résulte aussitét des propositions 1.7.8 et 1.9.6.. [

Proposition 1.9.8. — Soient A, B deux petites catégories,

1AL>D<L% ) 1BL>E<LI>O

des décalages sur A et B respectivement, et u : A — B un morphisme de décalages.
Si le décalage (v, 9) est scindable, alors u est un foncteur asphérique.

Démonstration. — Soit b un objet de B. Il s’agit de montrer que la catégorie A/b
est asphérique, et pour cela, en vertu de la proposition 1.9.6, il suffit de construire
un décalage sur A/p. Choisissons un scindage ¢ (non nécessairement fonctoriel) du
décalage scindable (y,d). On définit un décalage

1A/b L} D’ (L CL(/)
sur la catégorie A/p comme suit. L'objet ag) de A/p est défini par ag = (ao, qv0)-

0p qb

E(b) b

u(ao) = bo
Le foncteur D’ : A/b — A/p est défini en posant, pour tout objet (a,g : u(a) —b)
de A/p,

E(g) v

D'(a,g9) = (D(a), %:B(g)) u(D(a)) = E(u(a)) » E(b) b,

et pour toute fleche f : (a,g9) — (a’,g') de A/p, D'(f) = D(f). Les morphismes de
foncteurs o’ ‘et 8’ sont définis par

Vo) =+ Blag =0 . (a,9)€O0b(Asp) |

qui sont bien des morphismes de A/b

(a,9) =22 D'(a, g) = (D(a), %E(g)) “2— (a0, @b)

car le fait que u soit un morphisme de décalages et la fonctorialité de -y et 6 impliquent
les égalités

wE(g)u(ea) = @ E(9)Vu(a) = @ 10g =g

wE(9)u(Ba) = @ E(9)dua) = @
La fonctorialité de o’ et 8’ résulte de celle de a et 3, ce qui acheéve la preuve. O
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1.9.9. — Soient A une catégorie et U un crible de A. On note A—U la sous-catégorie
pleine de A définie par Ob(A — U) = Ob A — Ob U, et on vérifie aussitdot que A — U
est un cocrible de A. Cette convention permet d’énoncer le lemme suivant, dont la
démonstration est immédiate.

Lemme 1.9.10. — Soient A une catégorie, U un crible de A, et v : U — C un
foncteur dont le but est une catégorie admettant un objet final e.. Alors il existe un
unique foncteur v : A — C tel que v|U = u et tel que v|A — U soit le foncteur
constant de valeur e, .

Proposition 1.9.11. — Une petite catégorie admettant un décalage séparant est une
catégorie test faible.

Démonstration. — Soit A une petite catégorie admettant un décalage séparant

1a—s Dl _ag

En vertu de la proposition 1.4.9, pour montrer que la catégorie A est une catégorie
test faible, il suffit de prouver que pour toute petite catégorie C' admettant un objet
final e, la catégorie A/i* (C') est asphérique, et pour cela il suffit de montrer qu’elle
admet un décalage (1.9.6). On définit un foncteur D¢ : A/i% (C) — A/i% (C) comme
suit. Soit (a, p : A/a — C) un objet de A/i%(C). Comme «, : a — D(a) est un
monomorphisme, le foncteur A/a, : A/a — A/D(a), induit par oy, identifie A/a a
un crible de A/D(a), et il résulte du'lemme 1.9.10 que le foncteur p : A/a — C' se
prolonge en un foncteur unique p: A/D(a) — C, induisant p sur le crible A/a, et le
foncteur constant de valeur I'objet final e de C sur le cocrible complémentaire. On
pose D¢ (a,p) = (D(a), D). Soit

(ayp:AJa— C) SN (d,p': AJd' — C)

un morphisme de A/i% (C'), autrement dit, une fleche f : a — o’ de A telle que le
triangle

A/a—>A/a

N

soit-commutatif. Il résulte aussitot de la fonctorialité de a et de la condition (i), 1.9.3,
que le triangle

A/D(a) A/D

\

AP0 A/p(!
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est commutatif, autrement dit que D(f) : (D(a),p) — (D(a’),p’) est un mor-
phisme de A/i%(C). On pose Dc(f) = D(f), définissant ainsi un foncteur
Do : A/i%(C) — A/i*%(C). Comme par construction, pour tout objet (a,p) de

A/i%(C), le triangle
——— A/D(a

est commutatif, le morphisme de foncteurs a induit un morphisme de foncteurs
a¢ :1ayiv (o) — Dc. Enfin, la condition (éi7), 1.9.3, implique que pour tout objet
(a,p) de A/i%(C), le triangle

AJag 25 4/D(a)

N

ou ey : A/ag — C désigne aussi le foncteur constant de valeur e, est commutatif,
ce qui implique que le morphisme de foncteurs 3 :'ap — D induit un morphisme de
foncteurs B¢ : (ao, en) — Dc, ce qui achéve la démonstration. O

Corollaire 1.9.12. — Une petite catégorie admettant un décalage a la fois séparant
et scindable est une catégorie test stricte.

Démonstration. — Le corollaire est conséquence immédiate des propositions 1.7.8,
1.9.6 et 1.9.11. O

Exemple 1.9.13. — Soit D : A — A le foncteur défini en posant pour tout m,
m €N,

D(Am) = Am+1 )

et en définissant pour toute application croissante ¢ : A, — A,, D(y) par

o(k) , 0<k<m,
D(p)(k) =
n+1, k=m+1.
L’inclusion naturelle
Apn s A kt—k , 1<k<m ,

définit un morphisme fonctoriel o : 1o —> D, et Iapplication

Ay — Api1 O—m+1 |
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un morphisme fonctoriel 3 de I’endofoncteur constant de A, de valeur Ay, vers D. On
obtient ainsi un décalage de centre Ay

1AL>D<LA0

Ce décalage est scindable. En effet, pour tout entier m > 0, 'application croissante
Tm : Ami1 — Ay, définie par

k, 0<ksm,
rm(k):
m, k=m+1,

est une rétraction (non fonctorielle) de a, . Comme il est facile de vérifier que ce
décalage est également séparant, le corollaire 1.9.12 fournit une troisieme, preuve du
fait que A est une catégorie test stricte (1.7.14 et 1.8.25).

Ezxemple 1.9.14. — Le foncteur D : A — A de I'exemple précédent induit par
restriction un foncteur D’ : A’ — A/, et les morphismes de foncteurs «, 3 des mor-
phismes de foncteurs

IN L/> D’ L Ao
On vérifie aussitot que le décalage ainsi défini sur A’ (considéré déja dans 1.8.31)
est un décalage séparant, et la proposition 1.9.11 fournit une deuxiéme preuve du
fait que A’ est une catégorie test faible (1.8.32). En revanche, on remarque que les
rétractions r,, ne sont pas des morphismes de A’, et que le décalage induit n’est pas
scindable. L’inclusion A’C— A est un morphisme de décalages de (A’, Ag, D', o/, 3)
vers (A, Ag, D, a, 3). En particulier, la proposition 1.9.8 implique que cette inclusion

est un foncteur asphérique (ce qui'a déja été prouvé par une autre méthode dans la
démonstration de la proposition 1.8.32).

Exzemple 1.9.15. — Soit A la sous-catégorie pleine de celle des ensembles ordonnés,
et applications croissantes, dont le seul objet est I’ensemble ordonné N des entiers
naturels. En d’autres termes, A est le monoide des applications croissantes N — N,
considéré comme catégorie a un seul objet. On définit un décalage scindé sur A

1AL>D<LGO
K~

r

comme suit. Le foncteur D est défini en posant pour toute application croissante
p:N—N,
. 0, 1=0,
D()(i) = , ,
pi—1)+1, i=1.
Le morphisme de foncteurs «, qui est tout simplement une application croissante
a : N — N, est défini par a(i) =i+ 1, 7 > 0. L’objet ag est 'unique objet ag = N
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de A, et le morphisme ( est 'application constante de valeur 0. Enfin, le scindage r
est défini par
0, 1=0,
r(i) =

i—1, i=1.
On vérifie aussitot que ce décalage est séparant. Le corollaire 1.9.12 implique alors que
la catégorie A est une catégorie test stricte. En particulier, la catégorie des ensembles
munis d’une action a droite du monoide des applications croissantes N — N modélise
les types d’homotopie!

Ezxemple 1.9.16. — Pour toute catégorie C, on note C* la catégorie obtenue de C
par adjonction formelle d’un objet final. On remarque que C' s’identifie & un crible de
C™, et que si C' a déja un objet final, ce dernier n’est plus un objet final de C*. Soit
A une petite sous-catégorie pleine de Cat satisfaisant aux conditions suivantes :

(i) la catégorie ponctuelle e est dans A;
(it) pour tout objet a de A, la catégorie a* est dans A.

Soit D : A — A le foncteur défini en posant pour tout objet a de A, D(a) = a*, et
en définissant pour tout morphisme f : a — a’ de A, D(f) comme étant le foncteur
envoyant l'objet final de D(a) sur Pobjet final de D(a") et induisant f sur le crible de
D(a) défini par I'inclusion a & D(a). On note ¢, cette inclusion, et 8, : e — D(a) le
foncteur défini par 'objet final de D(a). On définit ainsi un décalage sur A, de centre

la catégorie ponctuelle e,

IALDLe ,

ol e désigne aussi ’endofoncteur-constant de A de valeur e. On vérifie aussitdt que ce
décalage est cartésien, et qu’il est séparant si la catégorie vide n’est pas dans A. En
particulier, la catégorie A est alors, en vertu de la proposition 1.9.11, une catégorie
test faible. Si tout objet de A admet un objet final, alors ce décalage est scindable.
En effet, en vertu du lemme 1.9.10, pour tout objet a de A, le morphisme identique
de a se prolonge alors en une rétraction D(a) — a de U'inclusion a < D(a), envoyant
lobjet final de~D(a) sur un objet final de a. Ainsi, le corollaire 1.9.12 implique que
sous ces hypotheses, A est une catégorie test strict. On remarque que cet exemple
généralise I’exemple 1.9.13.

Exemple 1.9.17. — Soit A une catégorie ayant un objet initial ag. Alors

1
14 i> 1g+——ag
K~

11A
est un décalage scindé cartésien (mais pas séparant) sur A, de centre 1’objet initial
de A. En particulier, il résulte de la proposition 1.9.6 que la catégorie A est totale-
ment asphérique. D’ailleurs, ce dernier résultat est a priori évident, puisque pour tout
couple d’objets ai, as de A, 'objet initial de A induit un objet initial de A/a; X as,
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et par suite cette catégorie est asphérique (1.1.13). En revanche, si le localisateur fon-
damental faible W n’est pas grossier, une telle catégorie A n’est jamais une catégorie
test, ni méme une catégorie test faible. En effet, soit L4 = % (A;) lobjet de Lawvere
de A (cf. 1.6.5). Pour tout objet a de A, I'ensemble L 4(a) est formé des sous-objets
X du préfaisceau représentable représenté par a, et comme ag est un objet initial de
A, un tel sous-objet est non vide si et seulement si 'ensemble X (ag) est non vide. On
en déduit facilement que

a — {sous-objets non vides du préfaisceau représentable a}

~ {cribles non vides de la catégorie A/a}

= {cribles de la catégorie A/a contenant 'objet (ag,a9 — a)}
définit un sous-préfaisceau de L 4, et que le préfaisceau L 4 est somme disjointe de ce
sous-préfaisceau et du sous-préfaisceau défini par les sous-objets vides; ce qui prouve
que L4 n’est pas connexe. Le lemme 1.8.29 implique alors que si le localisateur fon-
damental faible W n’est pas grossier, alors L4 = i% (A1) n’est pas asphérique, et par
suite, en vertu de la proposition 1.4.9, que A n’est pas une catégorie test faible.

1.9.18. — Soit m un entier, m > 0. On note P,, I’ensemble des parties de I’ensemble
I, ={1,2,...,m} (L =92 si m=0)

(y compris la partie pleine et la partie vide)..On rappelle que la catégorie de Segal T
est la catégorie dont les objets sont les'ensembles I,,, m > 0, un morphisme I°,, — I,
étant une application ¢ : I3, — P, ‘telle que pour tout couple 4,7, 1 < i < i’ < m,
on ait (i) N(i') = @. Le composé de deux morphismes composables

r,—n —Y,r

de I' est défini par
(op)i)= U »@G) ., 1

Jj€p(4)

N

T<m

On remarque que I est un objet nul (& la fois initial et final) de I'. La catégorie T’
est équivalente a la catégorie opposée a celle des ensembles finis pointés, et plus pré-
cisément, isomorphe & la catégorie opposée de celle dont les objets sont les ensembles
{0,1,...,m}, m >0, et les morphismes les applications envoyant 0 sur 0. A une telle
application

0,1,...,n) —2510,1,....m}

on associe le morphisme I, — I}, de T, défini par i > f~1(i), 1 <i < m, et & un
morphisme ¢ : I',, — I, de I', on associe ’application

f:{0,1,....,n} —{0,1,...,m}
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définie par

T, si jeo() |
D=0 . s j¢ U o)
1<i<m

Exemple 1.9.19. — L’objet Iy de la catégorie de Segal I' étant en particulier un
objet initial, cette catégorie admet un décalage scindé “évident” (exemple 1.9.17).
Mais elle admet aussi un décalage scindé non trivial, également centré sur I,

1r L) E+— 1y N
K
=
défini comme suit. Le foncteur £ : I' — I est défini en posant pour tout-m, m € N,
E (F m) =1 m+1
et en définissant pour tout morphisme g : I,, — I, de ', E(g) par

g(k), 0<k<m,
E(g)(k) =
{n+1}, k=m+1.

Pour tout entier m > 0, les morphismes

I'm

Y
I, —— E(},)

N
sont définis par
’Vl—'m(k):{k} ) 1<k<m 9
k} 0<k<m,
N Be {k}
g, k=m+1.

On remarque que dans cet exemple la rétraction r est fonctorielle, et on vérifie faci-
lement que le décalage ainsi défini est cartésien (mais pas séparant).

1.9.20. — Soient' A une catégorie, et F' : B — T" un foncteur. Le produit en cou-
ronnes F[A, noté parfois B[ A, quand il n’y a aucune ambiguité sur le foncteur F,
est la.catégorie dont les objets sont les couples [b; (a1, ..., am)], ou b est un objet de
B tel que F(b) = I, et (ay,...,a;,) un m-uplet d’objets de A. Un morphisme

[b; (a1, ... am)] — [b;(d),...,al,)]
est un couple [g;f], ot g : b — V' est un morphisme de B, et
£ = (firi @i — air)1<i<m, v eF(g)()

une famille de morphismes de A. Si

[5: (a1, am)] — 25 (0 (@l al )] = 1 (o)

» Um/
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est un couple de morphismes composables,

f = (firi)i<i<cm,ireF(g)G) - £ = (fing i<ir<m, ivergn@)
le composé
[g”;f”} = [g/7f/] o [g,f]
est défini par
9"=4g'9 . " ={ldicicm,iverene)
ou fll; = fluifi;s U étant Punique entier dans F(g) (i) tel que i € F(g')(¢"):
On remarque que si A est la catégorie ponctuelle e, alors le produit en“couronnes
B f e est canoniquement isomorphe a la catégorie B.

1.9.21. — La construction du produit en couronnes est fonctorielle : Soient A, A" et
B des petites catégories, et
A—s54 . p-tsp-Ltar
des foncteurs. On en déduit un foncteur
K=H[G:B[A=FH[A —— F[A=B[A ,
en posant
K[b;(a1,...,an)] =[H(); (G(a1),...,Glan))], [b;(a1,...,am)] € Ob(B' [A'),
et
Klgi £ = (fji)i;] = [H(9); GE).= (G(f;1)i;] »  |o:f] €F(B[4)
Si les foncteurs G et H sont fideles (resp. pleinement fideles), alors il en est de méme
du foncteur H [G.

En particulier, soit @ un objet de A, et notons aussi a : e — A le foncteur de la
catégorie ponctuelle vers A, défini par cet objet. On en déduit un foncteur fidele

I,=1gfa:Bfe~B——B[A |,

qui est pleinement fidele si a est un objet rigide de A (n’admettant pas d’autre endo-
morphisme que 'identité). Explicitement, pour tout objet b de B tel que f(b) = I,
I,(b) = [b; (aya,...,a)]
——
m fois

et pour tout morphisme g : b — V' de B tel que F(b) = I, et F(V') = I}y,

I.(g) : [b;(a,a,...,a)] —— [V;(a,a,...,a)]
——— ———
m fois m/’ fois

est défini par

I.(9) = [9; (1a)1<i<m, irer(g)() ]
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1.9.22. — Soient B une petite catégorie, b un objet de B, et F': B — I" un foncteur.
En vertu de ce qui précede, le foncteur b : e — B définit un foncteur fidele
I,:B— B[B

d’ou, par fonctorialité du produit en couronnes, un foncteur
1BfIb:BfB—>Bf(BfB) ,

et par suite, un foncteur

12/ (18f 1) : Bf (B/B) — B[ (B[(B[B)) .

et ainsi de suite. De fagon plus précise, on définit une suite de catégories B,,, n > 0,

By = e = catégorie ponctuelle,

Bn—i-l:Ban )

et une suite de foncteurs I, : B, — B, 11, n > 0, par
Ip=b:e— B , foncteur défini par I'objet b'de B,

par

In+1 - 1BfIn
On obtient ainsi une tour de catégories
I In_1 I, Iny1
LY B, B

1=1p

To=b I
By=e—— B, =B—>By,=B[B
Le produit en couronnes infini, défini par la catégorie pointée (B,b) (et le foncteur

F: B —T), est la catégorie limite inductive
C(B,b) := C(B,b, F) := B = lim B,

La fonctorialité du produit'en couronnes implique que cette construction est foncto-
rielle. Si H : (B’,b')’— (B, b) est un morphisme de catégories pointées (un foncteur

H : B'— B tel que H(b/) =b), on en déduit un foncteur
C(H): C(B',V') = C(B', b/, FH) — C(B,b) .

Si le foncteur H est fidéle (resp. pleinement fidéle), il en est de méme du foncteur C(

Exemple 1.9.23. — On définit un foncteur F : A — T par

E(A,)=Tn m=0
Flp)(i) ={jleli-1) <j<e@)}, ¢:An — Ay €Fl(A), 1<i<m.
On pose

0 =C(A,Ay) =C(A, Ay, F)

Il résulte des considérations développées dans [5] et [6] que cette catégorie coincide

avec la catégorie cellulaire introduite par Joyal dans [18].
L’inclusion A’ C— A induit un foncteur F' = F|A’: A’ — T, d’ou une catégorie

0 = C(A, Ay) = C(A, Ao, F')
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et un foncteur fidéle ® — O. En vertu de la définition des produits en couronnes
infinis, on a un diagramme commutatif de foncteurs fideles

O —— O] —— 0, —— O, —— Ol ——
@0 @1 /@2 @n @n—ﬁ—l*)"' ’

avec ©) = Oy = e la catégorie ponctuelle, ©] = A’, O = A et

;1+1:A/f6;1 y ®n+1:Af®n ; n=>0 ,
e =1limo, , © =1im®e,

Comme A; est un objet rigide, aussi bien de A’ que de A, les fleches horizontales
sont des foncteurs pleinement fideéles, et les catégories O, (resp. ©,) s’identifient &
des sous-catégories pleines de © (resp. de ©).

1.9.24. — Soient B une petite catégorie, et F' : B — I' un foncteur. On dit qu'un
décalage

1p L L J. bo

sur la catégorie B est adapté au foncteur F'; ou plus simplement, quand il n’y a aucune
ambiguité sur le foncteur F', qu’il est. un-T-décalage, si les deux conditions suivantes
sont satisfaites :

(i) F(bo) =1Ip;

(#) pour tout objet b de B-tel que F(b) = I, on a FL(b) = I 41, et pour tout 4,

1<i<m, F(By)(0) = {d}-

On dit qu’il est strictement adapté au foncteur F', ou qu’il est un I'-décalage strict, si
de plus la condition suivante est satisfaite :

(#i) pour tout couple d’objets b,b’ de B tels que F(b) = I, et F(b') = I}/, et toute
fleche g: b— b de B,onam’/+1€ FL(g)(m+1).

Si le foncteur F' est un morphisme de décalages, du décalage £ = (B, by, L, 3, 5) sur
B vers le décalage sur la catégorie I' défini dans I’exemple 1.9.19, alors le décalage £
est strictement adapté au foncteur F', mais la réciproque n’est pas vraie en général.
En particulier, le décalage de I'exemple 1.9.19 est strictement adapté au foncteur
identique de T'.

Exemple 1.9.25. — Les décalages des exemples 1.9.13 et 1.9.14 sur A et A’ sont
strictement adaptés respectivement aux foncteurs F' : A —T et F/ : A’ —T de
lexemple 1.9.23. En revanche, les foncteurs F' et F’ ne sont pas des morphismes de
décalages, de ces décalages vers le décalage sur I' de I'exemple 1.9.19.
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Lemme 1.9.26. — Soient B une petite catégorie, F : B — I' un foncteur, et

1BL>L<L1)0

un D-décalage sur la catégorie B. Si g : b— b est une fleche de B et si
F(b) = I, alors pour tout i, 1 < i < m, on a FL(g9)(i) = F(g)(i). De plus, si
(qv : L(b) — b)peob(p) est un scindage du décalage (B3, ('), et b un objet de B tel que
F(b) = I, alors pour tout i, 1 < i< m, on a F(q)(#) ={i} et F(g)(m+1)=2.

Démonstration. — Soit g : b — b une fleche de B telle que F(b) = I, E(V) =1 ,,.
En vertu de la fonctorialité de 3, on a un carré commutatif

o) — s prp)

F(g)l lFL(g)

F(b) —— FL(V) ;
F(ﬁb/)

et comme (3, 3') est un I'-décalage, on a
F(Bp)(i)={i}, 1<i<m, et FBe)(@)=1{i'}, 1<i<m.
On en déduit que pour tout 7, 1 <7 < m, on a

(FL(g)o F(B))(1) = U ' FL(g)(¢') = FL(g)(1) ,
Y EF(By)(i)
(F(By) o F(g9))(i) = < U F(By)(@') = Flg)(i) ,
iEF(9)(d)
d’ou FL(g)(i) = F(g)(d).

Soient maintenant (gp :*L(b) — b)pcon(p) un scindage du décalage (3,03'), et b
un objet de B tel que F(b) = I,,,. Comme (5,0’) est un I'-décalage, pour tout i,
1< i< m,ona F(B)(7) = {i}, et la relation ¢,5, = 1, implique que

{ib=Fl@ab)@)= U Fla)()="Flp)(i)
JEF(By)(4)
ce qui implique en particulier que F(g,)(m + 1) = & (puisque par définition des mor-
phismes de T, les ensembles F(gp)(j), 1 < j < m+1, sont deux a deux disjoints). O

Proposition 1.9.27. — Soient A, A’, B des petites catégories, I : A’ — A et
F.:B—T des foncteurs, C = B[A, C' = B[A, et
a o’ 8 B
[ —25 K+2—ay  (resp. lp——L+—by )
un décalage sur le foncteur I (resp. un I'-décalage sur la catégorie B). Alors il existe

un unique décalage sur le foncteur J = 13[[ ¢ —=C

T (b ()]
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(ot () désigne 'unique “0-uplet” d’objets de A) tel que pour tout objet [b; (ay,. .., am)]
de C', on ait

(1.9.27.1) MIb; (a1, ... ,am)] = [L(O); (K(a1),...,K(am),a0)]
(1.9.27.2) Vibs(aram)] = B (@) 1<i<m]
(1.9.27.3) Vibs(ar,am)] = 1O O

et pour toute fleche

[gf]
[ba <a17~-~7am>] L> [b/;(allv"-aa{m’”v g: b— b/v f= (fi’i ap — a;’)léigm,i’GF(g)(i)

de C', on ait
(1-927-4) M[g§f] = [g/;f/] s 9/ = L(g) > f' = (fi/'i)lgz‘gmH,i'eFL(g)(z‘) s
ot pour tout i, 1 <i < m+1, et tout i, i' € FL(g)(4),

K(fi’i) ) st ng )
(1.9.27.5) fhi= a;/‘/ , si i=m+1 et ' #£#m' +1,
lag s st i=m+1 et ' =m'+1.

De plus, si les décalages (a,a’) et (B,5) admettent des scindages p et q respective-
ment, alors le décalage (v,7') admet un scindage r défini en posant, pour tout objet
[b; (a1,...,am)] de C’,

(19276) T[b;(al,...,am)] = [Qb; (pai)lgigm]

Enfin, si le décalage (o, &) est cartésien, et si (3,0') est un I'-décalage strict et s’il

est séparant, alors le décalage (y,~') est séparant.

Démonstration. — a) Définition du foncteur M. Pour tout objet [b; (a1,...,am)]
de C’, on définit M[b; (a1, ..., an)] par 'égalité 1.9.27.1. Soit

[g; €] :[b;(ar,...,am)] — [0 (... al,)]
un morphisme de C’, ot g : b — b’ est une fleche de B, F(b) = I, F(b') = Iy, et

£ = (firi 2 ai — @) 1<i<m, irer(g)(3)

est une famille de fleches de A’. Vérifions que les formules 1.9.27.4 et 1.9.27.5 défi-
nissent bien un morphisme M|g;f] de C. En vertu de la premiere partie du lemme
précédent, pour tout i, 1 < ¢ < m, on a FL(g)(i) = F(g)(i), et par suite, on peut
définir un morphisme

Mlg;f] : M[b;(a1,...,am)] MV (ay,...,al )]

y Ym/
l I [

[¢ ;1] [L(b); (K(a1),...,K(am),a0)] —— [L(¥); (K(a}),...,.K(al, ), a0)] ,
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en posant ¢’ = L(g) : L(b) — L(b") et en définissant

f' = (fi//i)lgigmﬂ,i’eF(g')(i):FL(g)(i) )
comme suit. Pour 7 tel que 1 < i< m, et i’ € FL(g)(i) = F(g)(4), on pose
firi = K(firi) + K(ai) — K(ajy)

et pour i =m+ 1,47 € FL(g)(m+ 1), on pose

fir i1 = a;;/ tag — K(ay,), si i'#m' +1,
et

firmi1 = lag a0 —>ag sioi'=m'+1,
(chacun de ces deux cas pouvant se présenter ou pas). La compatibilité de M aux

unités est évidente, et sa compatibilité a la composition résulte de celle de K et L, et
de la fonctorialité de o’. Cela acheve la définition du foncteur M : €' — C.

b) Définition du morphisme de foncteurs v. Comme~(3, ') est un I'-décalage,

la condition (¢) de la définition d’un tel décalage implique aussitot que pour tout
objet [b; (a1,...,am)] de C’, la formule 1.9.27.2 définit un morphisme

Mbs(ar,.am)] - Jb; (a1, .. am)] ——— MIb;(ay, ... am)]
I [
[b; (I(a1), ..., I(am))] —— [L(b); (K(a1), ..., K(am),ao)]

de C, et la fonctorialité de « et 8 implique immédiatement celle de .

¢) Définition du morphisme de foncteurs 4. Comme (3, 3') est un I'-décalage,
on a F(by) = I, et par suite [bo; ()] est un objet de C, et la formule 1.9.27.3 définit
un morphisme

’y[/b;(al,...,am)] : [bo, ()] — M[b7 (ah s 7am>] = [L(b)7 (K(a1)7 .o 7K(am)a aO)]
de C. La fonctorialité de 8’ implique aussitot celle de +'.

d) Le cas scindé. Soient maintenant p et ¢ des scindages des décalages («, ') et
(8,) respectivement, et [b; (a1,...,a,)] un objet de C’. En vertu de la deuxiéme
partie dulemme précédent, la formule 1.9.27.6 définit un morphisme

TIbi(at,....am)] M[b§ (ar,... 7am>] _— J[b; (a1y.. .,am)]

I |
[L(b); (K(a1), -+, K(am), a0) | —— [b; (I(an), .., I(am))]

de C, et il est alors immédiat que ce morphisme est une rétraction de Vibs(ar,emsam)]"

e) Le cas séparant. Il reste & montrer que si le décalage («, ') est cartésien, et si
(B,0") est un I'-décalage strict et séparant, alors le décalage (v,7’) est séparant.

%) Soit [b; (a1,...,a,)] un objet de C’. Montrons que
Vibi(arsam)] 105 (L (@1), - I(am))] — [L(b); (K(a1), ..., K(am), ao)]
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est un monomorphisme de C'. Pour toute fleche

[t;s = (Sij)lgjgn,ieF(t)(j)] Sy (@) = [0 (I(a1), - I(am))]
de but [b; (I(a1),...,I(am))] de C, on a

’Y[b;(al,,,,,am)][t;s] = [Bot; (a; Si5)1<i<n, ic F() () ]

Comme par hypothese les fleches B et ay,, 1 < i < m, sont des monomorphismes, il

en est de méme de Mbs(ar,am)]

1) Soit [g;f = (fi/i)lgigm,i/eF(g)(i)] o[y (ar, ... am)] — [V (af, "'7a‘lvn’)]
une fleche de C’. Montrons que le carré

[b; (I(a1), .., I(am))]
J(g:f] Mlgif]
[0';(I(ar), ... . 1(ay,)] ——————[L(b); (K(a}),..., K(a, ), ao)]

est un carré cartésien de C. Soient donc
Lk = (kij)i<i<n, ier) ()] 2 (05 (1, 20)) —= [L(b); (K (a1), ..., K(am),a0)] ,

[t';8" = (s 1<isn, iver@) ()] : 05 (@1, -y n) | == [V (I(d)), ..., I(ay,))]
deux fleches de C telles que
(1.9.27.7) Mlg:t] o [L.I= Yoy, ) © [155]

Cette égalité implique en particulier que
(1.9.27.8) L(g)l = Byt
d’ott FL(g)F(l) = F(By)F(t"). Comme (5, 3') est un I'-décalage, la condition (ii) de
la définition de cette notion implique donc que pour tout j, 1 < j < n,
U  FL(g)() = F({')(j)
i€F(1)(5)

En particulier; comme (3, 8) est un I'-décalage strict, on en déduit que

m+1¢ U F(O)3)
1<<n
L’égalité 1.9.27.7 implique donc que pour tout j, 1 < j < n, tout i € F(I)(j), et tout
i’ € FL(g)(i) (= F(g)(i) par le lemme 1.9.26), on a i’ € F(t')(j) et

(1.9.27.9) K(fri)kiy = o, i

i vJ
Comme le décalage (3, 3') est séparant, et en particulier cartésien, 1'égalité 1.9.27.8

implique I'existence d’un morphisme unique ¢t : y — b de B tel que

(1.9.27.10) I=0/t et t'=gt
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La premiére de ces deux égalités implique alors que F'(5,)F(t) = F(l), et par suite,
comme (3,3') est un I'-décalage, que pour tout j, 1 < j < n, F(t)(j) = F()(5).
Ainsi, comme le décalage («, ) est cartésien, pour tout entier j, 1 < j < n, tout
i € F(t)(5) = F()(j), et tout i' € F(g)(¢) = FL(g)(%), 'égalité 1.9.27.9 implique
I'existence d’un morphisme unique s;/;; : ; — I(a;) de A tel que

(192711) kij = g, Sitij et Si’j = I(fi/i)si/ij

Comme a4, est un monomorphisme, la premiere de ces deux égalités implique que
le morphisme s;/;; est indépendant de ¢ € F(g)(¢), et on pose donc s;; = s;745. On
définit ainsi un morphisme

[t;s = (Sij)1<j<n,ieF(t)(j)] Sy (@, )] = [b; (1), - - 1 (am))]
de C, qui en vertu des égalités 1.9.27.10 et 1.9.27.11, satisfait aux relations
LX) = Yooy, amy [ is] et [ts'] = J[g;i flo[t;s]

ce qui prouve 'assertion. La vérification de la derniére propriété d’un décalage sépa-
rant étant immédiate, ceci acheve la démonstration de la proposition. ]

Remarque 1.9.28. — On vérifie aussitot que le déecalage (vy,7’) défini dans la pro-
position précédente dépend fonctoriellement des'décalages (o, o) et (8, 3’) en un sens
facile a préciser.

Corollaire 1.9.29. — Soient A et B deux-petites catégories, et F' : B — T un
foncteur.

(a) Si A admet un décalage et B-un I'-décalage, alors B[ A admet un décalage.

(b) Si A admet un décalage; B un I'-décalage, et si ces deuzx décalages sont scin-
dables, alors B[ A.admet un décalage scindable.

(¢) Si A admet un décalage cartésien et B un T'-décalage strict et séparant, alors
B[ A admet un décalage séparant.

Démonstration. — Le corollaire est conséquence immédiate de la proposition précé-
dente appliquée a°A" = A, et & I = 14, 'endofoncteur identique de A. O

Corollaire 1:9.30. — Soient A et B deux petites catégories, et F' : B — T un
foncteuwr:

(a) Si A admet un décalage et B un T-décalage, alors B [A est une catégorie asphé-
rique.

(b) Si A admet un décalage, B un I'-décalage, et si ces deuzx décalages sont scin-
dables, alors B[ A est une catégorie totalement asphérique.

(¢) Si A admet un décalage cartésien et B un I'-décalage strict et séparant, alors
BfA est une catégorie test faible.

(d) Si A admet un décalage cartésien, B un I'-décalage strict et séparant, et si ces
deux décalages sont scindables, alors B[ A est une catégorie test stricte.



1.9. DECALAGES ET EXEMPLES DE CATEGORIES TEST 103

Démonstration. — Ce corollaire résulte du corollaire précédent, des propositions
1.9.6, 1.9.11, et du corollaire 1.9.12. [
Exemple 1.9.31. — Le corollaire 1.9.29 implique aussitét par récurrence que

comme A admet un I-décalage strict séparant et scindable (exemples 1.9.13 et
1.9.25), pour tout entier n > 1, la catégorie O, de l'exemple 1.9.23 admet un
décalage séparant et scindable, et est donc en vertu du corollaire 1.9.12, une catégorie
test stricte. De méme, comme A’ admet un T'-décalage strict séparant (exemples
1.9.14 et 1.9.25), pour tout entier n > 1, la catégorie ©/, de I'exemple 1.9.23 admet
un décalage séparant, et est donc en vertu de la proposition 1.9.11, une catégorie test
faible. De plus, en vertu de la proposition 1.9.8 et de la remarque 1.9.28, 'inclusion
0! — 0O, (exemple 1.9.23) est un foncteur asphérique.

Exemple 1.9.32. — Soit A une catégorie admettant un objet initial. Alors le pro-
duit en couronnes A [A est une catégorie test stricte. En effet, la catégorie A admet
un I'-décalage strict séparant et scindable (exemples 1.9.13 et 1.9.25), et A un déca-
lage cartésien (exemple 1.9.17). L’assertion résulte donc du corollaire 1.9.30, (d). De
méme, comme A’ admet un I'-décalage strict séparant (exemples 1.9.14 et 1.9.25), le
corollaire 1.9.30, (¢) implique que A’ [ A est une catégorie test faible.

Proposition 1.9.33. — Soient B une petite catégorie, F' : B — T un foncteur, et
bo un objet de B.

(a) Si B admet un I'-décalage, centré sur by, alors le produit en couronnes infini
C(B,by) admet un décalage;

(b) Si B admet un I'-décalage scindable, centré sur by, alors le produit en couronnes
infini C(B,bg) admet.un décalage scindable ;

(¢) Si B admet un T'-décalage strict séparant, centré sur by, alors le produit en
couronnes infini C(B,by) admet un décalage séparant.

Esquisse de la preuve. — Considérons la tour de catégories
TIo=bo I =1y, Iz In—1 I, Iy
A0:64)A1:B4>A2=BIB An An+14)"'

(ot Apy1 = B[ Ay, Iny1 =15 [1,, n > 0) définissant le produit en couronnes infini
A=C(B,b) =1lim A4, |,
et soit
1p N L P bo
un I'-décalage sur B. On définit par récurrence une suite de décalages sur les foncteurs

I, n >0,

’
QAn, A
D, = I, K, e, |
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(ot K, : A, — A, 41 est un foncteur, e, un objet de A,,41, considéré comme foncteur
constant A, — A1, et a, et o), des morphismes de foncteurs) comme suit :

¢ B
Dy= by —2 L(bo) by

et pour tout n > 0, le décalage D,, 41 sur I,,41 = 1BfIn est obtenu du I'-décalage
donné sur B, et du décalage D,, sur I,, par le procédé de la proposition 1.9.27.. Un
calcul direct montre par récurrence que pour tout n > 0, le couple (I, I,+1) est.un
morphisme de décalages généralisés de D,, vers D,, 1. On obtient ainsi un systeéme
inductif de décalages généralisés, et par passage & la limite, on déduit un décalage sur
le foncteur lim 7, : lim A, — lim 4,11, qui n’est autre que le foncteur identique de
A =lim A,, = C(B, by). On obtient ainsi un décalage sur C(B, by), ce qui prouve déja
lassertion (a) de la proposition.

Si le décalage donné sur B admet un scindage r = (r, : L(b) — b)pe B, ce scindage
induit un scindage 7, du décalage généralisé Dy

s By
by —2 L(bo) ¢—— by,
&_/

T’bo

et le procédé de la proposition 1.9.27 permet de définir, par récurrence, des scindages
sur les décalages D,,. On vérifie alors facilement que les couples (I, I,+1) sont des
morphismes de décalages généralisés scindés, d’ou par passage a la limite, un scindage
du décalage sur C(B, by), ce qui prouve l'assertion (b). Enfin, si le décalage donné sur
B est un I'-décalage strict séparant, il résulte de la proposition 1.9.27 que les décalages
D,, sont séparants. La stabilité des décalages séparants par limites inductives filtrantes
implique alors que le décalage sur C(B, by) I'est également, ce qui démontre la derniére
assertion de la proposition. O

Corollaire 1.9.34. — Soient B une petite catégorie, F': B — ' un foncteur, et by
un objet de B.

(a) Si B admet un I'-décalage, centré sur by, alors le produit en couronnes infini
C(B,by) est une catégorie asphérique ;

(b). Si B admet un I'-décalage scindable, centré sur by, alors le produit en couronnes
infini C(B,bg) est une catégorie totalement asphérique;

(¢)'Si B admet un T'-décalage strict séparant, centré sur by, alors le produit en
couronnes infini C(B,by) est une catégorie test faible;

(d) Si B admet un I'-décalage strict séparant et scindable, centré sur by, alors le
produit en couronnes infini C(B,bg) est une catégorie test stricte.

Démonstration. — Ce corollaire résulte de la proposition précédente, des propositions
1.9.6, 1.9.11, et du corollaire 1.9.12. [
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Ezxzemple 1.9.35. — Comme la catégorie A admet un I'-décalage strict séparant et
scindable, centré sur Ag (exemples 1.9.13 et 1.9.25), il résulte du corollaire précédent
que la catégorie O (exemple 1.9.23) est une catégorie test stricte. De méme, comme
la catégorie A’ admet un I'-décalage strict séparant, centré sur Ay (exemples 1.9.14
et 1.9.25), il résulte du corollaire précédent que la catégorie © (exemple 1.9.23) est
une catégorie test faible. D’ailleurs, la proposition 1.9.33 implique que les catégories
O et © admettent des décalages séparant, celui sur © étant méme scindable, et grace
a la fonctorialité des constructions (cf. remarque 1.9.28) 'inclusion ®' — © est un
morphisme de décalages. Il résulte donc de la proposition 1.9.8 que cette inclusion est
un foncteur asphérique.

Ezxemple 1.9.36. — Une catégorie directe finie est une catégorie. C"dont le nerf
est un ensemble simplicial fini, autrement dit, ayant un nombre fini de simplexes
non dégénérés. De facon équivalente, cela signifie que le graphe orienté ayant comme
sommets les objets de C', et comme arétes les fleches non identiques de C, est fini et
n’a pas de cycles orientés, ou encore que la catégorie libre engendrée par ce graphe
est finie. On peut alors définir une fonction dimension Ac : Ob(C) — N comme suit.
Pour tout objet ¢ de C, Ac(c) est le plus grand entier n tel qu’il existe un n-simplexe
non dégénéré du nerf de C' (autrement dit ‘une suite composable de n fleches non
identiques de C)

cCo—>Cl —> ' —>Cp

tel que ¢ = ¢,. On vérifie facilement que pour toute fleche non identique ¢ — ¢’ de C,
on a Ag(c) < Ac(c). Sila catégorie.C est non vide, on désigne par m¢ 'entier naturel
me = max{Ac(c) | ¢ € Ob(C)}, et on remarque que 'application A¢ induit alors une
surjection Ob(C) — Apy. et définit un foncteur noté aussi Ac : C — A,

Soient A une petite sous-catégorie pleine de Cat formée de catégories directes finies
non vides, et A’ la sous-catégorie de A ayant mémes objets que A, et dont les fleches
sont les morphismes f : a — a’ de A satisfaisant & la condition suivante :

(H) Siz,y sont deux objets de a tels que A\, (z) = Ay (y), alors A/ (f(z)) = A (f(¥))-

La condition (H) implique aussitdt que pour toute fleche f : a — o/ de A’, il existe
un unique morphisme f : A,, — Ay, de A tel que le carré suivant de foncteurs

a a’
)\QJ J{Aa/
A

me ——— Amy,
f

5

soit commutatif. On en déduit un foncteur

A — A ar— Ay, ., f—Ff
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et en composant avec le foncteur A — I' de 'exemple 1.9.23, on obtient un foncteur
A" — T. Pour tout objet ag € Ob(A’) = Ob(A), on peut donc considérer le produit
en couronnes infini C(A4’, ap).

Supposons maintenant que la catégorie A satisfait aussi aux conditions (7) et (i)
de l'exemple 1.9.16, et considérons le décalage sur A,

a—2spel e ,
défini dans cet exemple, qui est séparant puisque A est formée de catégories non vides.
Pour tout objet a de A, a, et 3, satisfont & la condition (H), et si f : a —»a’ est une
fleche de A satisfaisant & cette condition, il en est de méme de D(f), et par suite le
décalage («, 8) sur A induit un décalage séparant,

a’ B

lA/ — D/+———¢ s
sur A’. En particulier, il résulte de la proposition 1.9.11 que A’ est une catégorie
test faible. D’autre part, le foncteur A’ — A, défini ci-dessus; est un morphisme de
décalages du décalage (o', 8) sur A’ vers le décalage de I'exemple 1.9.13 sur A. Comme
ce dernier est un I'-décalage strict (cf. exemple 1.9.25), on en déduit facilement qu’il
en est de méme de (o, '), et par suite, en vertu.du corollaire 1.9.34 (¢), le produit
en couronnes infini C(A’,e) est une catégorie-test faible.

Enfin, supposons de plus que tout objet de A admet un objet final. Alors, confor-
mément & Pexemple 1.9.16, le décalage (a,3) est scindable, et on remarque que la
rétraction de oy, a € Ob(A), définie dans cet exemple satisfait & la condition (H). On
en déduit que le décalage (o', 3") sur A’ est également scindable, et par suite A’, et le
produit en couronnes infini C(A’, e) sont des catégories test strictes (corollaires 1.9.12
et 1.9.34 (d)).

Un exemple remarquable de catégorie A satisfaisant & toutes les conditions ci-
dessus est la catégorie Ay, définie comme suit. On dit qu’'une sous-catégorie pleine
A de Cat formée de catégories directes finies est stable par regroupement familial si
pour toute famille finie (a;)1<i<m, m = 0, d’objets de A, telle que m,, = Myg,,, pour
1 < 4,7 <m, lacatégorie (IT1<;<ma;)* est encore dans A. La catégorie Ag est la plus
petite sous-catégorie pleine de la catégorie des catégories directes finies, stable par
regroupement familial. Les objets de Ag sont les ensembles ordonnés correspondant
aux arbres finis “bien taillés”. Voici un exemple d’un tel ensemble ordonné

[}

AN

S

L\
|

L
\
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Les morphismes de Ag sont les applications croissantes entre ces ensembles ordonnés.
La catégorie A} a les mémes objets que Ay, et comme morphismes les applications
croissantes envoyant les sommets de “méme hauteur” sur des sommets de méme hau-
teur.

Les paragraphes 1.9.37 a 1.9.39 ci-dessous, plus heuristiques, esquissent une descrip-
tion combinatoire du produit en couronnes, du produit en couronnes infini, ainsi que
des décalages des propositions 1.9.27 et 1.9.33. Ces paragraphes sont simplement.des-
tinés a guider l'intuition du lecteur et ne seront pas utilisés dans la suite.

1.9.37. — Soient A une catégorie, et F' : B — I' un foncteur. On représente un
objet [b; (a1,...,a)] du produit en couronnes B [ A par 'arbre planaire de hauteur
au plus un avec m “branches”

A

dont les “feuilles” sont décorées par les objets ay,- -, a,, de A, et la “racine” par
l’'objet b de B, et qui est réduit a sa simple racine si m = 0. Plus généralement,
si on définit par récurrence les catégories produit en couronnes itéré B,, en posant
By = A, et pour n > 0, B, = Ban,l7 les objets de B,, sont représentés par des
arbres planaires de hauteur au plus n, dont. les sommets de hauteur n sont décorés
par des objets de A et les sommets de hauteur strictement plus petite par des objets
b de B tels que si F(b) = I, alors il y a exactement m branches (le “tronc” n’étant
pas considéré comme une branche) partant du sommet décoré par b. En particulier,
si m = 0, ce sommet est un sommet maximal. On remarque que 'orientation du
plan induit un ordre total sur les ensembles de sommets de méme hauteur. Voici un
exemple pour n = 3 :

ay as as agq
by bs be
bo bs
by )

olla; €0Ob(A),1<i<4,b;€0b(B),1<j<6,et
F(b)=F(bs) =1y, Fbg)=1I1, F(b)=1Iy, F(b3)=F(by) =13

Revenons au cas général. La description des morphismes est plus délicate. Soient X
et X’ deux arbres ainsi décorés. Les morphismes de B,, de source I'objet représenté
par X et de but 'objet représenté par X’ sont en bijection avec les couples (E, g), ou
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E est un ensemble de couples (s', s) formés d’un sommet s’ de X’ et d'un sommet s
de X de méme hauteur, et g = (gs's)(s,s)ep est une famille indexée par I'ensemble E,
avec gy 1 Ts —> T, OU T, (resp. x%,) est la décoration du sommet s (resp. s), et gs/s
un morphisme de A ou de B, selon que la hauteur commune de s et s est égale & n ou
strictement inférieure, ces données étant assujetties aux deux conditions suivantes :

i) le couple formé par la racine de X’ et la racine de X appartient & I’ensemble F:;
it) pour tout couple (s',s) € E, si la hauteur commune p de s et s" est strictement
plus petite que n, et si F(xs) = Iy, et F(x,) = I, alors pour tous 7,4,
1<i<m, 1< 7 <m/, on al’équivalence
i' € Fges)(i) <= (sl,81) €E
ou s; (resp. s) désigne le sommet de hauteur p+ 1, extrémité dela i-éme (resp.
i’-éme) branche issue du sommet s (resp. '), pour Uordre induit par 'orientation
du plan.

1.9.38. — En gardant les notations du paragraphe précédent, supposons que

IAL>K<L/CLO (resp. lg—ﬁ—>L<Lbo )

soit un décalage (resp. un I'-décalage) sur la catégorie-A (resp. B), et soit

1p, — My = [bp; ()]

le décalage sur By = B[A obtenu en-appliquant la construction de la proposi-
tion 1.9.27 au foncteur identique I = 14 de A. Alors on a

K(ay) K(as2) - .K(am) .ag

L(b)

(le tracé en pointillé de la derniére branche étant purement pictural, et n’ayant pas
une signification mathématique particuliére) et

bo

[bo; ()] = o

Soit maintenant
Y
Lp, — My < [bo; ()]

le décalage sur B,, obtenu par itération de cette construction. Si X est I’arbre décoré
associé a un objet de B,, alors 'arbre décoré correspondant a I'image de cet objet
par le foncteur de décalage M,,, noté aussi M,,(X), est obtenu comme suit. On forme
d’abord l'arbre décoré X’ obtenu de X en remplagant les décorations des sommets
de hauteur n (qui sont des objets de A) par leurs images par le décalage K, et celles

des sommets de hauteur strictement plus petite (qui sont des objets de B) par leurs
images par le décalage L. Alors M,,(X) s’obtient de X’ en ajoutant & chaque sommet
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de hauteur strictement plus petite que n une nouvelle branche, a droite de toutes
les autres issues de ce sommet, dont on décore I'autre extrémité par ag si elle est de
hauteur n, par by sinon. Voici un exemple pour n = 3 :

ao K(a1) K(a2) K(as) ag
o )

ay az as
bo bo
by e .
7‘ 13 b _ - L(ba
b " bo
’ bs L(b2) .
by

L(by)

1.9.39. — En gardant toujours les notations du paragraphe 1.9.37,.on suppose dé-
sormais que la catégorie A est la catégorie ponctuelle. Dans ce cas, les sommets de
hauteur n d’un arbre décoré représentant un objet de By n’ont plus besoin d’étre
décorés, puisqu’il n’y a aucune ambiguité sur I'objet de A qui les décore. De plus,
dans ce cas, le choix d’un objet by de B définit, conformément au paragraphe 1.9.22,
pour tout n, n > 0, un foncteur fidele (pleinement si by est un objet rigide de B)
I, : By, — Bpy1. Si X est un arbre décoré représentant un objet de B,,, 'arbre dé-
coré représentant I'image dans B,, ;1 de cet objet par le foncteur I,, est obtenu de X
en décorant tous les sommets (non décorés) de hauteur n par by, et en laissant les
décorations des autres sommets inchangées. Par exemple, pour n = 3,

bo bo bo

by by

ba bs ba

Ainsi, par passage a la limite inductive, les objets du produit en couronnes infini
C(B,bgp) sont_en bijection avec les arbres finis de hauteur arbitraire, dont tous les
sommets sont décorés par des objets de B, avec la seule restriction que si un sommet
est décoré par un objet b de B tel que F(b) = I, alors il y a exactement m branches
partant de ce sommet. Soit maintenant
1p 2 12 b,

un I'-décalage sur B, de centre by. Conformément a la preuve de la proposition 1.9.33,
en itérant la construction de la proposition 1.9.27 et en passant a la limite inductive,
on en déduit un décalage M sur le produit en couronnes infini C(B,by). Si X est un
arbre décoré représentant un objet de C(B, by), arbre décoré représentant 'image de
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cet objet par le foncteur M est obtenu en remplacant les décorations des sommets
de X par leurs images par le décalage L, et en ajoutant a chaque sommet de X une
nouvelle branche, a droite de toutes les autres issues de ce sommet, dont on décore
lautre extrémité par by. Voici un exemple pour n = 3 :

bo bo bo
) ) )
b by b '
bo .bO
by
i ‘ / z bs p— b(J. .bO
bao bs
bo
.

b1




CHAPITRE 2

LES LOCALISATEURS FONDAMENTAUX

2.1. Les propriétés élémentaires des localisateurs fondamentaux

2.1.1. — On appelle localisateur fondamental une partie W._de FI(Cat) satisfaisant
aux conditions suivantes :

LA La partie W de FI(Cat) est faiblement saturée.
LB Si A est une petite catégorie admettant un objet final, alors A — e, ol e désigne
I’objet final de Cat, est dans W.

LC Si
A—*—B
x ﬁ
C
est un triangle commutatif de Cat, et si pour tout objet ¢ de C, le foncteur
u/c: A/c — B/c induit par u est dans W, alors u est dans W.

On remarque qu’un localisateur fondamental est en particulier un localisateur fon-
damental faible. En effet, les conditions La (1.1.2) et Lb (1.1.2) coincident aux condi-
tions LA et LB respectivement, et la condition Le (1.1.2) est le cas particulier de la
condition LC correspondant & B =C' et w = 15 (et v = u).

Ainsi, on dispose, en particulier, des notions d’équivalence faible, de foncteur asphé-
rique et de catégorie asphérique, introduites en 1.1.2. Si C' est une petite catégorie,
v A= C, w: B— C deux objets de Cat/C et u : A— B un morphisme de
Cat/C, de sorte que v = wu, on dit que u est une W-équivalence (ou une équivalence
faible) localement sur C si pour tout objet ¢ de C, le foncteur u/c : A/c — B/e,
induit par u, est une équivalence faible. La condition LC affirme donc que pour toute
petite catégorie C, un foncteur qui est une équivalence faible localement sur C' est
une équivalence faible. Dualement, on dit que le foncteur u est une W-équivalence (ou
une équivalence faible) colocalement sur C si u® est une W-équivalence localement
sur C° (A° et B° étant considérées comme catégories au-dessus de C° par v° et w®
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respectivement). Il résulte de la proposition 1.1.21 et de LC qu’un foncteur qui est
une équivalence faible colocalement sur C' est une équivalence faible. Le foncteur u
est une équivalence faible colocalement sur C si et seulement si pour tout objet ¢ de
C, le foncteur c\u : ¢\A — ¢\ B, induit par u, est une équivalence faible (cf. 1.1.24).

On remarque qu’un foncteur entre petites catégories u : A — B est asphérique
(resp. coasphérique) si et seulement s’il est une équivalence faible localement (resp.
colocalement) sur B (A et B étant considérées comme catégories au-dessus de B par
u et 1p respectivement).

Soient C une petite catégorie, et A — C un objet de Cat/C. On dit quun mer-
phisme ¢ : F — G de préfaisceaux sur A est une W-équivalence (ou une équivalence
faible) localement sur C si le morphisme

ialp

AJF —29 4
N

de Cat/C est une W-équivalence localement sur C'. Il résulte de la condition LC que si
le morphisme ¢ est une équivalence faible localement sur'C', alors il est une équivalence
faible. On remarque que ¢ est une W-équivalence locale (cf 1.3.6) si et seulement si
 est une W-équivalence localement sur A; autrement dit, si le morphisme

AJF =29 aa

N

de Cat/A est une W-équivalence localement sur A. Ainsi, la condition LC implique
qu'une W-équivalence locale de préfaisceaux est une W-équivalence.

Ezxzemple 2.1.2; — On vérifie immédiatement que les localisateurs fondamentaux
faibles des exemples 1.1.28, 1.1.30 et 1.1.31 sont des localisateurs fondamentaux, et
il résulte d’une version relative du théoréme A de Quillen [10] qu’il en est de méme
de Wy (exemple 1.1.33). Pour tout entier n, n > 0, on démontre que W, (exemple
1.1.34) est aussi un localisateur fondamental [10].

Dans)la suite, on se fize, une fois pour toutes, un localisateur fondamental.

Proposition 2.1.3. — Un produit fini d’équivalences faibles de Cat est une équiva-
lence faible.

Démonstration. — 11 suffit de montrer que le produit de deux équivalences faibles
uy : Ay — By, us : A5 — By de Cat est une équivalence faible. Comme

U1><UQ=(131 xu2)(u1x1A2) y
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il suffit de montrer que pour toute équivalence faible v : A — B de Cat, et toute
petite catégorie C, le morphisme u X 1o est une équivalence faible. On a un triangle

commutatif
uXlce

Ax(C ——Bx(C
PN
C I}

ou p et g désignent les deuxiémes projections. En vertu de LC, il suffit donc de montrer
que pour tout objet ¢ de C, le morphisme

(uxlc)/e=uxlgy.

(AxC)/e~AxC/e

BxClc~(BxC)/c

est une équivalence faible. Or, on a un carré commutatif

uXloy/e
AxCle——2"" s BxCJe

J |

A B ’

u

ou les fleches verticales désignent les premiéres projections qui sont des équivalences
faibles, en vertu de LB et de 1.1.4. Comme u est une équivalence faible, on en déduit
qu’il en est de méme de u x 1¢/., ce qui achéve la démonstration. O

Proposition 2.1.4. — Une somme arbitraire d’équivalences faibles de Cat est une
équivalence faible.

Démonstration. — Soit u; : A; — By, ¢ € I, une famille d’équivalences faibles de Cat.
Notons aussi I la catégorie discrete correspondant a I’ensemble I. On a un triangle

commutatif évident
u=1I u;
A=TT4; i€l 1I1B:=B

i€l icl

N

I
et on remarque que pour tout objet ¢ de I, le morphisme u/i : A/i — B/i s’identifie
a u; »A; — B;. En vertu de LC, u est donc une équivalence faible, ce qui démontre
la proposition. O

2.1.5. — Soient M une catégorie, W une partie de FI(M), et v : M — W=1M le
foncteur de localisation (cf. 1.4.1). On rappelle que la propriété universelle du foncteur
de localisation ~y (cf. 1.4.1) se précise par la propriété “2-universelle” suivante : Pour
toute catégorie N, le foncteur

Hom (W 1M, N) ——s Hom(M, N)
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de la catégorie des foncteurs de W 1M vers N dans celle des foncteurs de M vers N,
associant a un foncteur F' le foncteur Fy, et a un morphisme de foncteurs o le mor-
phisme de foncteurs a % v, établit un isomorphisme de la catégorie Hom(W 1M, N)
sur la sous-catégorie pleine Homy, (M, N) de Hom(M,N) formée des foncteurs
G : M — N tels que, pour tout w € W, G(w) soit un isomorphisme de N. On pose
Homy, (M, N) = Ob(Homy, (M, N)).

Lemme 2.1.6. — Soient (i,j) un couple de foncteurs adjoints, i : M —>M’,
j:M — M,

erij — lap n:ly — ji
les morphismes d’adjonction, et W, W' des parties de FI(M) et FI(M') respectivement
telles que

i(w)cw’ et JWHcCcw
Notons v : M —s W=IM et v+ M' — W' M’ les foncteurs de localisation, et
T WM — W M et j: WM — WM les foncteurs induits par i et j
respectivement, de sorte qu’on ait des carrés commutatifs

M —’L> M/ Ml ;) M
"/l l’y' 'y'l l’Y
WM ——=w'~ M WM = WM

Alors (2,7) est un couple de foncteurs adjoints, les morphismes d’adjonction étant
déduits de € et .

Démonstration. — Le lemme est une conséquence formelle de la “2-fonctorialité” de
la localisation, elle méme conséquence de la propriété “2-universelle”. Les détails sont
laissés au lecteur. O
Lemme 2.1.7. — Soient' I un ensemble fini, (M;);cr une famille de catégories, et

pour tout i, i € I, W; une partie de FI(M;) contenant les identités. Alors le foncteur
canonique

1 1
i€l icl i€l
est un isomorphisme de catégories.

Démonstration. — Le lemme étant évident pour un ensemble [ vide, ou ayant un seul

élément, il suffit, par récurrence, de 1’établir pour I = {1, 2}. Or, pour toute catégorie
N, on a des bijections fonctorielles :

Hom (W My x Wy ' My, N) ~ Hom(W;* My, Hom(W, ' My, N))
~ Hom(W; ' My, Homyy, (M2, N)) ~ Homy,, (M;, Homy, (M, N))
~ Homyy, , yp, (M1 x Mz, N) ~ Hom((Wy x Wa) ™" (M x M), N)
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I’avant derniére résultant de I’hypothése que W7 et W5 contiennent les identités, ce
qui prouve le lemme. O

Proposition 2.1.8. — Soient M une catégorie admettant des produits (resp. des
sommes) binaires, et W une partie de FI(M) contenant les identités et stable par
produit (resp. somme) de deux fleches. Alors WM admet des produits (resp. des
sommes) binaires, et le foncteur de localisation v : M — W~='M commute a ces
produits (resp. sommes).

Démonstration. — Sila catégorie M admet des produits binaires, le foncteur diagonal
A : M — MxM admet un adjoint a droite IT : M x M — M (foncteur produit): On a
A(W) C WxW, et comme W est stable par produit de deux fleches, INW x W) C W.
En vertu du lemme 2.1.6, les foncteurs

AWIM— WxW) ' (MxM), TT:(WxW)" " (MxM)— WM,

induits par A et II respectivement, forment un couple de foncteurs adjoints. Or, en
vertu du lemme 2.1.7, la catégorie (W x W)~1(M x M) est canoniquement isomorphe
au produit W—'M x WM, et on vérifie facilement que A s’identifie par cet isomor-
phisme au foncteur diagonal. On en déduit que W ~*M admet des produits binaires,
II étant un foncteur produit, ce qui achéve la démonstration, la partie concernant les
sommes se déduisant par passage aux catégories opposées. O

Proposition 2.1.9. — La catégorie.Hot = Hotyy, = W™'Cat admet des produits
finis et des sommes finies, et le foncteur de localisation canonique v : Cat — Hot y
commute.

Démonstration. — La-proposition résulte des propositions 2.1.8, 2.1.3, 2.1.4, du
lemme 1.4.6, et de son dual. O

Proposition 2.1.10. — Soit A une petite catégorie. La classe Wy = i;l(W) des
équivalences faibles de A (cf. 1.3.3) est stable par petites sommes arbitraires, la caté-
gorie/l:lotA = Hotyy 4 = Wilj admet des sommes finies, et le foncteur de localisation
V4 1 A — Hotu, ainsi que le foncteur v, : Hoty — Hot, induit pari,, y commutent.

Démonstration. — La premiere assertion résulte de la commutativité du foncteur i ,
aux limites inductives et de la proposition 2.1.4. Les autres assertions s’en déduisent en
vertu de la proposition 2.1.8, du dual du lemme 1.4.6, et de la proposition précédente.

O

Proposition 2.1.11. — Soit A une petite catégorie asphérique. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(a) A est totalement asphérique ;
(b) Wy est stable par produits binaires.
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De plus, si ces conditions équivalentes sont satisfaites, la catégorie Hots admet des
produits finis et le foncteur de localisation v, : A — Hota, ainsi que le foncteur
1, : Hot4 — Hot, induit par i ,, y commutent.

Démonstration. — Soient ¢ : F' — F' et ¢ : G — G’ deux équivalences faibles de A
On a un carré commutatif

ig(F x Q) —— i, (F) xiy(G)

Z'A(%(’Xil’)l liA(@)XiA(w)

i (F' % G —— i, (F') x i ,(G")

dont les fleches horizontales sont les morphismes canoniques, la fleches verticale de
droite étant une équivalence faible de Cat, en vertu de la proposition 2.1.3. Si la
catégorie A est totalement asphérique, la proposition 1.7.1, (b), implique que les fleches
horizontales sont des équivalences faibles de Cat, ce qui prouve que la fleche vertical
de gauche l’est aussi, et par suite, que ¢ X 1 est une équivalence faible de //1\, d’ou
la condition (b) de la proposition. Réciproquement, supposons que W soit stable
par produits binaires et sgient a,b deux objet de A. Comme A est asphérique, si €q
désigne un gbjet final de A, les morphismes @ — s etb — €q sont des équivalences
faibles de A, donc aussi a X b — epXeqs2en ce qui implique que le préfaisceau
a x b est asphérique, et montre que la catégorie A est totalement asphérique, en vertu
de la proposition 1.7.1, (a).

Si ces conditions équivalentes sont satisfaites, 'existence des produits finis dans
Hot 4, ainsi que la commutativité.du foncteur de localisation v, : A — Hot A auxdits
produits, résultent de la proposition 2.1.8 et du lemme 1.4.6. La commutativité du
foncteur 7, : Hoty4 — Hot aux produits finis résulte alors des propositions 1.7.1, (b)
et 2.1.9, et de 'asphéricité de A (pour la compatibilité & I'objet final). O

Proposition 2.1.12. — Soit
A———B
N/
C
un triangle commutatif de Cat. On suppose que pour tout objet ¢ de C, le morphisme

Ue @ A. — By, induit par u dans les fibres, est une équivalence faible.

(a) Siv et w sont des précofibrations, alors le foncteur u est une équivalence faible
localement sur C.

(b) Siwv et w sont des préfibrations, alors le foncteur u est une équivalence faible
colocalement sur C.

En particulier, dans les deuz cas (a) ou (b), le foncteur u est une équivalence faible.



2.1. LES PROPRIETES ELEMENTAIRES DES LOCALISATEURS FONDAMENTAUX 117

Démonstration. — Pour tout objet ¢ de C, on a un carré commutatif dans Cat

ACL)BC

A/C‘/)B/C )

ou i. et j. désignent les foncteurs canoniques. Si v et w sont des précofibrations,
en vertu du lemme 1.1.15, les foncteurs . et j. admettent des adjoints a gauche, et
sont donc coasphériques, et en particulier des équivalences faibles (1.1.24). Comme
par hypothése u. est une équivalence faible, il en est de méme de u/¢, ce qui prouve
lassertion (a). L’assertion (b) en résulte par passage aux catégories opposées, en vertu

de la proposition 1.1.21. O
Théoréme 2.1.13. — Soit W une partie de FI(Cat). Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(a) W est un localisateur fondamental.
(b) W satisfait aux conditions suivantes :
LA° La partie W de FI(Cat) est faiblement.saturée.
LB® Si A est une petite catégorie admettant un objet initial, alors A — e est
dans W.
LC° Si

A———DB
x ﬁ
C
est un triangle commutatif de Cat, et si pour tout objet ¢ de C, le foncteur
c\u : \A — c\B, induit par u, est dans W, alors u est dans W.
(¢) W satisfait auz conditions suivantes :

Lo La partie W de FI(Cat) est faiblement saturée.
L3 Le morphisme canonique Ay — e est dans W.

Ly Si
A—"—B
x %
C
est un triangle commutatif de Cat, p et q des cofibrations, u un foncteur
cocartésien (transformant morphismes cocartésiens en morphismes cocar-
tésiens), et si pour tout objet ¢ de C, le foncteur u. : A. — B., induit
par u dans les fibres, est dans W, alors u est dans W.

(d) W satisfait auz conditions suivantes :
La® La partie W de FI(Cat) est faiblement saturée.
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LB° Le morphisme canonique Ay — e est dans W.

Ly° Si
A—2 B
C

est un triangle commutatif de Cat, p et q des fibrations, u un foncteur car-
tésien (transformant morphismes cartésiens en morphismes cartésiens),
et si pour tout objet ¢ de C, le foncteur u. : A, — B, induit par v dans
les fibres, est dans W, alors u est dans W.

Démonstration. — L’implication (a) = (c) résulte de la proposition 2.1.12. Pour
montrer 'implication (¢) = (b), soit W une partie de FI(Cat). satisfaisant aux condi-
tions La, LG, L. La condition LA® coincide avec la condition L, et est donc satis-
faite. Pour montrer les conditions LB® et LC®, on procede par plusieurs étapes.

i) Montrons que le morphisme canonique Aj —» e est universellement dans
W, autrement dit, que pour toute petite catégorie A, la premiére projection
1:AXx Ay — A est dans W. On a un triangle commutatif

Ax A 2244

N/

les fleches obliques étant des cofibrations, et la fleche horizontale un foncteur cocar-
tésien, induisant dans les fibres au-dessus d’un objet a de A un foncteur s’identifiant
au foncteur canonique Ay — e, qui est dans W en vertu de LS. 1l résulte donc de Ly
que pry est dans W.

it) Montrons que W satisfait a la condition LB°, autrement dit, que pour toute

petite catégorie A admettant un objet initial, le morphisme canonique A — e est

dans W. En effet, en vertu de la proposition 1.5.17, la catégorie A est contractile, et
comme W est faiblement saturé, ’assertion résulte de (7) et de la proposition 1.5.8.

#i7) Introduisons une version relative de la catégorie S(A) introduite dans 1.1.17.
Soit u : A — B un morphisme de Cat. On définit une catégorie S(u) comme suit :

Ob(S(u)) = {(a,b, f) | a € Ob(A), b € Ob(B), f : b — u(a) € FI(B)}

et si (a,b,f) et (a/,V, f") sont deux objets de S(u), 'ensemble des morphismes
Homg,((a, b, f), (a',b', f')) est formé des couples (g,h), g : a—a' € FI(A),
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h:b — b € FI(B) tels que le diagramme :
b I, u(a)

h] u(g) fr=ulg)fh
)

I T) u(a

soit commutatif. L'identité de (a, b, f) est définie par 1,5, 5) = (14, 15), et si
(g:h) = (a,b, f) —> (a0, f') et (g",h): (a', ¥, 1) — (a”, 0", f")
sont des morphismes de S(u),
(g',h) o (g,h) = (g'g, hl)

On définit deux foncteurs :

B° +— S(u) Ny
en posant pour tout objet (a,b, f) de S(u),
su(a,b, f)=b tu(asbyf) =a
et pour tout morphisme (g, h) de S(u),
su(g;h) =h o tulgh) =g

(On remarque que la catégorie S(A) et les foncteurs s4 et t4 introduits dans 1.1.17
s’identifient & S(u), s, et t, respectivement, pour A = B et u = 14.) On vérifie facile-
ment que les foncteurs s, et t,, sont des cofibrations, en remarquant qu’un morphisme
(g, h) de S(u) est cocartésien relativement & s,, (resp. t,,) si et seulement si g (resp. h)
est un isomorphisme; et que si-h : b’ — b (resp. g : @ — a’) est un morphisme de B
(resp. A) et (a,b, f) unobjet de S(u) au-dessus de b (resp. a), alors

(1a, 1) < (a,b, f) — (a,b', fh)

(resp. (gvlb) : (a7b7 f) B (a’lvb’u(g)f) )

est un morphisme cocartésien relativement a s, (resp. t,) au-dessus de h (resp. g).
On remarque que la fibre S(u), (resp. S(u),) de s, (resp. t,), au-dessus d’un objet
b (resp. a) de B® (resp. A), est la catégorie b\A (resp. (B/u(a))® ~ u(a)\B°). En
particulier, les fibres de ¢,, possédent un objet initial, ce qui implique, en vertu de (%7)
et de L, que t, est dans W.

Soit
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un carré commutatif de Cat. On définit un foncteur S(v,w) : S(u) — S(v') comme

suit :
S(U7w)(avba f) = (U(a)aw(b)aw(f)) ) (aabaf) € Ob(S(u)) ’
f:b—u(a) , w(f) : w(b) — wu(a) = v'v(a) ,
S(v,w)(g,h) = (U(g),w(h) ’ (gvh) € FI(S(U))

On vérifie aussitot qu’on a un diagramme commutatif

iv) Montrons que W satisfait a la condition LC°. Soit donc
A—"—B
C
un triangle commutatif de Cat, et supposons.que pour tout objet ¢ de C, le foncteur

c\u : ¢c\A — ¢\B, induit par u, est‘dans WW. En vertu de ce qui précéde, on a un
diagramme commutatif

Sy ty

c° S(v) A
1CoJ/ S(u,l¢) ‘u
c° S(w) B

tw

Sw
En particulier, on a un triangle commutatif

S(u,1lc)

S(U)\—/>S(w)
c° ’

ou s, et s, sont des cofibrations, et on vérifie immédiatement que S(u,1lc) est un
foncteur cocartésien. Comme pour tout objet ¢ de C, S(u, 1¢) induit un foncteur dans
les fibres au-dessus de ¢ s’identifiant & c\u : ¢\A — ¢\ B qui est par hypothése dans
W, il résulte de la condition Ly que S(u, 1¢) est dans W. Comme t,, et ¢,, sont dans
W, il en est de méme de u. Ceci achéve la démonstration de implication (¢) = (b).
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Montrons Pimplication (b) = (a). Soit donc W une partie de FI(Cat) satisfaisant
aux conditions LA®, LB® et LC°. Notons W° la partie de Fl(Cat) définie par

We = {u € FI(Cat) | u® € W}

Il est immédiat que W° est un localisateur fondamental. En vertu de 1.1.13, une petite
catégorie admettant un objet initial est WW°-asphérique, ce qui implique la condition
LB pour W. De méme, pour toute petite catégorie C, un morphisme de Cat/C' qui
est une W¢-équivalence colocalement sur C' est dans W° (cf. 2.1.1), ce qui implique
la condition LC pour W, et acheve la démonstration de I’équivalence des -conditions
(a), (b) et (c).

En appliquant cette équivalence & W°, pour une partie W de Fl(Cat), on déduit
I’équivalence des conditions (a), (b) et (d) pour W, ce qui achéve la-démonstration
du théoreme. O

2.2. Foncteurs d’intégration et de cointégration

2.2.1. — Soient I une petite catégorie, et F' : I — Cat un foncteur. On rappelle une
construction de Grothendieck d’une catégorie [ F' et d’une cofibration O : [ F — T
associées au foncteur F'. Les objets de C' = fF sont les couples (i,a), ol 7 est un
objet de I et a un objet de F(i). Un morphisme de (¢,a) vers (i',a’) est un couple
(k,f), ou k : i — ¢’ est un morphisme de I et f : F(k)(a) — o’ un morphisme
de F(i’). Le composé d'un morphisme (k;f) : (i,a) — (i',a’) et d’'un morphisme
(K, f): (i',d") — (i",a") est défini'par

(K, f1) ok, f) = (K'k, o F(K))(f))

F(K")(f) / f!
—

F(K'k)(a) = F(K)F(k)(a) F(K) (@) ———a"

Le foncteur 0, est défini par
GF(i,CL) =1 ) (iva’) € Ob(C) ’ GF(kmf) =k ) (kvf) € FI(C) :

On vérifie facilement que les morphismes cocartésiens de C relativement a 6 sont
les fleches (k, f) de C telles que f soit un isomorphisme, et que 8, : C' — I est une
cofibration dont les fibres C; s’identifient aux catégories F'(i). Quand le foncteur F'
est donné par une formule explicite, la catégorie [ F est parfois notée [ ; ', ou encore
fi <Ob(1) F (i), pour indiquer le domaine de définition du foncteur F'.

Exemple 2.2.2. — Soient A une petite catégorie et H,4 le foncteur
Hy:A°x A— Cat (b,a) — Homa(b,a)

ou l'ensemble Hom(b,a) est considéré comme une catégorie discrete. Alors

[ Hy s’identifie a la catégorie S(A) introduite dans 1.1.17, et la cofibration

O, : JHs— A° x A au foncteur (sa,ta) : S(A) — A° x A (cf. 1.1.17). Cela
explique et redémontre le lemme 1.1.18, affirmant que s4 et t4 sont des cofibrations
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(puisque les projections sont des cofibrations, et les cofibrations sont stables par
composition). Plus généralement, si u : A — B est un morphisme de Cat, et H, le
foncteur

H,:B°xA—Cat , (b,a) — Hompg(b,u(a))

alors [ H, s’identifie & la catégorie S(u) considérée dans la démonstration du théo-
réme 2.1.13.

2.2.8. — Soient I une petite catégorie, F' : I — Cat un foncteur, et C' = [ F. Pour
tout objet i de I, on définit un foncteur

par
li(a) = (i,a) , a€Ob(F(i)),

Li(f) =L, ), feFRIF@E),

qui identifie F'(7) a la fibre C; de 0, au-dessus de i. De plus, pour tout morphisme
k:i— 14 de I, on définit un morphisme de foncteurs

P(i) ——=— F({)
\\5%/ ﬂk 2l —— ZZ/F(]C)
L Ly
C
par
51@,(1 = (k7 1F(k)(a)) : (iua’) — (ZlvF(k)(a)) ) a € Ob(F(Z))

On remarque que si k: ¢ — i, k' : i — " sont deux morphismes composables de I,
on a la condition de cocycle :

(2.2.3.1) Bk’k = (ﬁk’ *F(k’))ﬁk 5 Bli = 1l1-

(k)

F(i)

Ces données satisfont a la propriété universelle suivante, analogue a celle des limi-
tes inductives. Pour toute catégorie D, toute famille de foncteurs m; : F(i) — D,
i € Ob([), et toute famille de morphismes de foncteurs v, : m; — my F(k), ki — 7',
k € FI(I), satisfaisant & la condition de cocycle

Yk = (Ve * F(R)ve M, = lm
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pour k : ¢ —4', k' : i’ — ¢" morphismes composables de I, il existe un foncteur
unique H : C' — D tel que

(2.2.3.2) m; = Hl; , i€ O0b(I), et Y. =Hx*pB;, keFII).

Explicitement, on a

H(i,a) = m;(a) , (i,a) € Ob(C) ,
(2.2.3.3)
H(k, f) =mi (Ve » (K, f):(i,a) — (i,a") € FIC) .

En particulier, il existe un foncteur unique
tel que si g; : F'(i) — lim F', i € Ob([), désigne le morphisme canonique,

(2234) Ei:KFOli,iEOb(I), et Kp*ﬂkzlei,kii%iIEH(I).

Explicitement :
Kp(i,a) = &(a) , (i,a) € Ob(C) ,
(2.2.3.5)
KF(ka f) = Ei’(f) ) (ka f) : (7;70,) — (i/,a/) € F|(C) .
2.2.4. — La propriété universelle décrite dans 2.2.3 se précise par une propriété

“2-universelle” faisant de C' = [ Frune “2-limite inductive” : Pour tout couple de
foncteurs H, H' : C' —= ("’ définissant

m; = Hl; , i€ Ob(I) v =Hx0B;, keFI(I),
m, = H'l;y. i€ 0b(I), Ve =H %8, keFI(I),
et toute famille de morphismes de foncteurs
a;img —>m; ieOb(l)
satisfaisant aux relations

(2.2.4.1) Yoy = (g *x F(k))y, k:i—i eFI(I) ,

mi % mq F(k)

all J{ai,*F(k)

m;, —— m}, F (k)
Tk

il existe un unique morphisme de foncteurs o’ : H — H' tel que

(2.2.4.2) a, =o' xl; i€ Ob(I)
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2.2.5. — Soient maintenant F’ : I — Cat un deuxiéme foncteur,
eF/:C/:fF/HI

la cofibration correspondante, et o : ' — F’ un morphisme de foncteurs, de sorte
que pour tout objet i de I, v, : F'(i) — F’(i) soit un foncteur. On définit un foncteur
u= [a:C — C' en posant

u(i,a) = (i, ;(a)) (i,a) € Ob(C)
u<kv f) = (k7 az’(f)) ) (k7 f) € HOmc((i, a)? (ilv al))

(Comme (k, f) est un morphisme de C de (4, a) vers (¢/,a’), f : F(k)(a) — o/ est un
morphisme de F(i') et o/ (f) : a; F(k)(a) — o (a’) un morphisme de F’(3"). Comme
« est un morphisme de foncteurs, o, F(k)(a) = F'(k)a;(a), donc (k, c;»(f)) est bien
un morphisme de C’, de (i, a;(a)) vers (¢, a;(a’)).) On a un triangle commutatif de
foncteurs

u= [

c=fr—L [ =c
I )

et on vérifie facilement que w est un foncteur cocartésien (transformant morphismes
cocartésiens en morphismes cocartésiens).

Le foncteur u = [ a peut étre aussi défini par la propriété universelle de C. Notons
l;: F'(i) — O, i€ 0b(l)
By e UL P (k) k:i— 1 eFI(I) |

les foncteurs et morphismes de foncteurs canoniques correspondant au foncteur F”,
et définissons

m; =lia; ;v i€ O0b(I), Ve =Bpxa;, k:i—i €FI(I),

i
F(i) — F'(i

(i)
N e mi=ta, P P (Ba, = ay F(R) = ma F(E) |
O/

Soient k : 4 — ¢’ et k' : i/ — 7" deux morphismes composables de I. On a
Vo = Blow * o = ((51/« * F/<k))6;c) *Qy = (51/« * (F/(k)ai))(ﬁllc * ;)

= (B * (@ F(K))) (Br x ;) = (B % o) % F (k) (By, * ;) = (myr x F(k))my,
et

/
Y, =P roy =1 xoy =1, =1y,
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La propriété universelle de C' implique par conséquent ’existence d’un unique foncteur
u:C — C tel que
lia, =wul; , i€ O0b(I), et  Bpxo;=uxpfr, k:i—i €FI(I) |,

et on vérifie facilement que ce foncteur coincide au foncteur f «a défini précédemment.
On a ainsi défini un foncteur d’intégration

J; = J : Hom(1,Cat) — Cat/I

de source la catégorie des foncteurs de I vers Cat et de but celle des petites-catégories
au-dessus de I, se factorisant par la sous-catégorie des catégories cofibrées sur I et
des foncteurs cocartésiens.

2.2.6. — Dualement, pour toute petite catégorie I, on définit un. foncteur de coin-
tégration
V=V :Hom(I° Cat) — Cat/I

associant a un foncteur contravariant F' : I° — Cat de I vers Cat la catégorie fibrée
(g : VF — I définie comme suit. Les objets de VF' sont les couples (i,a), ol ¢ est
un objet de I et a un objet de F (7). Un morphisme de (¢, a) vers (i’,a’) est un couple
(k,f), o k : ¢ — 4’ est un morphisme de-I et f :a — F(k)(a’) un morphisme
de F(i). Le composé d’un morphisme (k, f) : (i;a) — (i',a’) et d’'un morphisme
(K', ) : (,a") — (¢7,a") est défini par

(K, f') o (k, f) = (K'k, F(k)(f) o f)

0 —F 5 P () 29D By P () = F(RE) @)

Le foncteur (5 est défini par
Cp(iya) =1, (iya) € Ob(VF), Cplk, Y=k, (k f)eF(VF).

Si F’ : I° — Cat est un deuxiéme foncteur, et o : ' — F’ un morphisme de foncteurs,
on définit un foncteur Va

VF4>VF’

N e

cartésien au-dessus de I (transformant morphlsmes cartésiens en morphismes carté-
siens) par

Va(i,a) = (i, a,(a)) (i,a) € Ob(VF)
va(k7f) = (k7az(f)) ’ (k7f) € HomVF((i7a)v(i/7a,))

On vérifie facilement que pour tout foncteur F' : I° — Cat, on a

ViF=([. F)° et Cp=(0p)° |
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ou par abus de notations, F° ne désigne pas le foncteur opposé a F', mais le foncteur
composé de F' : I° — Cat et de l"automorphisme 7° : Cat — Cat associant a une petite
catégorie la catégorie opposée. En revanche, (6 5.)° désigne bien le foncteur opposé au
foncteur Op. : [ 1o I — I°. De fagon plus précise, on a un diagramme commutatif
de foncteurs

Hom(7°, Cat) v, Cat/I

(2.2.6.1) H°m<110x7°{ }"/1

Hom(I°, Cat) ——— Cat/I°
Io
dont les fleches verticales sont des isomorphismes de catégories induits par l'invo-
lution 7°. On laisse le soin au lecteur d’énoncer et vérifier la propriété universelle
satisfaite par la cointégration.

2.3. Images directes et composés transfinis d’équivalences faibles

Dans ce paragraphe, on se fize, une fois pour toutes, un localisateur fondamental WW.

Proposition 2.3.1. — Soient I une petite catégorie, F,F' : I —= Cat deux
foncteurs, et a« : F — F' un morphisme de foncteurs. Si a est une équivalence
faible argument par argument, autrement. dit, si pour tout objet i de I, le fonc-
teur o : F(i) — F'(i) est une équivalence faible, alors [a : [F — [F’' est une
équivalence faible localement sur I, et en particulier, une équivalence faible.

Démonstration. — La proposition est une conséquence immédiate de 2.2.5, et de la
proposition 2.1.12. O
2.3.2. — Dans la suite; on va s’intéresser au cas ou la catégorie I est la catégorie
engendrée par le graphe

0—2

1 ’
de sorte que la donnée d’un foncteur I — Cat équivaut a la donnée d’un diagramme

Co —25 Cy

ull
Cq

de Cat. Si on pose

COE)CQ

C1
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Ob(C) ={(i,a) |1 =0,1,2, a € Ob(C;)},
Homc((4,a), (i,a")) ~ Homg, (a,a’) , i=0,1,2, a,a’ € Ob(C;),
Homa((0,a), (4,0)) ~ Home, (u;(a),b) , i=1,2, a€Ob(Cy), beOb(C),

Hom¢ ((4, a), (j,b)) = @ sinon.

En vertu des considérations du numéro 2.2.3, on a un “2-diagramme”

Co — " 0
B2

Ch
et dans ce cas particulier, la propriété universelle affirme que pour tout “2-diagramme”

CO*)OQ

V2

C1 T)D ?
il existe un foncteur unique g: C — D tel que
m; =gl; ;- 1=0,1,2, ’Yi:g*ﬁiv 1=1,2.

7

La propriété “2-universelle” (cf. 2.2.4) affirme que si on a un deuxiéme “2-diagramme

Uz
Co - ” C2
Y5
—
U1 , m6 mIQ
1

C,—————D

mj
définissant un foncteur ¢’ : C' — D tel que

(2.3.2.1) m;=4¢'l;, i=0,1,2, vi=g *Bi, i=12,
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alors pour tout triplet de morphismes de foncteurs

Co Ch Cs
mt/ é\m m:g%m m{é\m

X/D\/ D D\Z
tels que
(2.3.2.2) iy = (o % ui)y; i=1,2 ,
il existe un morphisme de foncteurs unique o’ : ¢ — ¢’ tel que
(2.3.2.3) a, =a xl; 1=0,1,2
Proposition 2.3.3. — En gardant les notations ci-dessus, si ui est une équivalence

faible, il en est de méme de l5.

Démonstration. — Le foncteur l5 est le composé
u u
A Co — C2 f @ Co — C2
Co ——— [1a] —— [m] ,
C() Cl

ou I est le morphisme canonique, et « est le morphisme de foncteurs

Co 25O,

lc"l Y? %z
Co

C() UQ*)CQ

Comme u1, 1¢, et 1, sont des équivalences faibles, il résulte de la proposition 2.3.1
que [« est une équivalence faible.

11 suffit donc de montrer que [} est une équivalence faible. Or, le diagramme com-
mutatif

C()#)CQ

Co——— Cs

définit, en vertu de la propriété universelle (cf. 2.3.2), un foncteur

Co i> Cy .
[
Co
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tel que si

Co——
1
désigne le “2-diagramme” canonique associé a
u
, Co — Ca2
C = /ICO\L ,
Co
on ait
I§ = ug =l ly=1 T =1y, = 4
rlp=ug=rly, rly=1c, , rx0;=1luyy=1rx5

En particulier, r est une rétraction de l5. On va montrer que l5r est I-homotope a
lor, ou 1= (1,0,,02), les foncteurs 01,02 : ¢ —=% I étant définis par les objets 1 et 2
de I. Pour définir une I-homotopie

uy uy
0—2 Co — C2 h Co — C2

D fug TR e
1 Co Co

il suffit, en vertu de 'identification
Hom(I x €', C") ~ Hom(I,Hom(C’,C")) ,
de définir des foncteurs
hi:C'— C" | i=0,1,2

et des morphismes de foncteurs

a;:hg — h; j=1,2
En “vertu-de la propriété universelle (cf. 2.3.2), hy = 1¢v est défini par le
“2-diagramme”
Co $>Cz
EA
Leg 8 1 Iy
<
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he = lyr est défini par le “2-diagramme”

Co 4“2 ” CQ

et on définit hg par le “2-diagramme”

C(J#)CQ

B

100 l/ l/2
0

<—

Co——F— '
lO

Les trois morphismes de foncteurs

Co Co Co
A
L =11

\J xcf \'J

C/ / Cf/
vérifient les relations 2.3.2.2 de la propriété “2-universelle”, et définissent ainsi un
morphisme de foncteurs.ay+: hg — h1. De méme, les trois morphismes de foncteurs

Cy Co Cy
" <ﬁ:%> i, " u/ ﬁ:%\ Y A=
C’ \IC/ C’

permettent de définir un morphisme de foncteurs o, : hg — hg, par la propriété
“2-universelle”. On a donc prouvé que 1 est I-homotope & l5r. Or, I admet un objet
initial, et est donc asphérique (1.1.13). On en déduit que I — e est universellement
dans W (proposition 1.1.4), et il résulte donc du lemme d’homotopie 1.5.6, (b) que I
est une équivalence faible. Comme rl4 = 1¢,, cela prouve, en vertu de la propriété de
saturation faible FS3, que [} est une équivalence faible, et achéve la démonstration. [

Remarque 2.3.4. — Au cours de la démonstration précédente, on a montré en par-
ticulier que si u; est un isomorphisme, alors lo est un homotopisme (cf. 1.5.15).
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2.3.5. — Revenons au cas ou I est une petite catégorie arbitraire. Soient A une
petite catégorie, et F': I — A un foncteur noté indiciellement :

F,:=F(), i€0b(l), F,:=F(k), keFI(I)
On se propose d’étudier le foncteur canonique (cf. 2.2.3)
K=K r: C=[i,F — limi,F iy (F')=A/F'

ot F’ désigne la limite inductive lim F'. Explicitons le foncteur K. Pour tout i,
i € Ob(I), notons &; : F; — F’ le morphisme canonique, de sorte que pour tout
morphisme k : i — ¢’ de I, le triangle

F—>F/

N L

soit commutatif. Un objet de C est un triplet (i,a,2 : a = F;), ot i € Ob(I),
a € Ob(A), z € FI(A). On a

K(i,a,x:a — F;) =(a,6;x :a=— F')
aéFii)F’

Un morphisme

k,
(i,a, : a —F) Q) (i',a' 2" a' — Fy)

de C est un couple (k, f), ot k : ¢ — 4’ est une fleche de I, et f : a — @’ une fleche
de A, rendant commutatif le diagramme

f /
a———q
xl lx'
F,—— Fy
Fy,
On a
f !
a———q
K(ka f) = f 3 ei& \/Ei’x, 5i’xlf =cepFrr =¢x
F/
Proposition 2.3.6. — Le foncteur K : [ i, F — limi, F' est une fibration.
Démonstration. — On vérifie facilement qu'un morphisme (k, f) de C' = [i,F est

cartésien relativement a K si et seulement si k est un isomorphisme. En particulier, la
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partie de FI(C) formée des morphismes cartésiens est stable par composition. Soient
maintenant (¢,a,z : a — F;) un objet de C et

, f
o ———a
F/
un morphisme de A/F', F" = lim I, de but I'image de cet objet par K. Alors

(Li,f)

(i,a,xf :a' — F}) (i,a,x:a — F})

est un morphisme cartésien de C' dont le but est ’objet donné de C, et-dont 'image
par K est le morphisme donné de A/F”’, ce qui démontre la proposition: O

2.3.7. — Soit (a,s: a — F') un objet de A/F’. On se propose d’étudier la fibre

Cs = (fiAF)s

du foncteur K au-dessus de cet objet. Les objets de C sont les objets (i,a,2 : a — F})
de C tels que g,z = s, et les morphismes entre tels objets, les morphismes

k,1q ;
(i,a,7:a — F}) (1) (i',a,2" : a — F))
de C (de sorte que le triangle
a
RN
F,— F,
Fy,

soit commutatif). Pour tout objet ¢ de I, considérons la fibre (A/F;)s du morphisme
iq(ei) : AJF; — A/F' au-dessus de (a,s : a — F”). Les objets de (A/F;)s sont les
couples (a,x : a — F;) tels que g;& = s, et les seuls morphismes sont les identités.
Pour tout morphisme k : i — 4’ de I, on en déduit un foncteur

(i4(Fk))s
(A/F;)s — (A/Fir)s

associant & un objet (a,x : a — F;) de (A/F;)s Vobjet (a, Fyx : a — Fy) de (A/Fyr)s.

On définit ainsi un foncteur (i 4 F')s : I — Cat, et par suite, on peut former la catégorie
f(iAF)S ’

dont les objets sont les triplets (i,a,2 : @ — F;), i € Ob(I), tels que (a,2 : a — F;)

soit un objet de (A/F;)s, autrement dit tels que £;x = s, et les morphismes les couples

(k,1a)

(i,a,2 :a — F) (i a,2" :a — Fy) k:i— i eFI(I) ,
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(puisque les seuls morphismes de (A/F;)s sont les identités) tels que le triangle

a
7/ X
F,—— Fy
Fy
soit commutatif. On a donc démontré :
Lemme 2.3.8. — Soit (a,s : a— F') un objet de A/F'. Alors on a un isomor-

phisme canonique

(fiAF)s = f(iAF)s

2.3.9. — Supposons maintenant que la catégorie I soit la catégorie engendrée par le
graphe

0—2

|

1 )
de sorte que la donnée du foncteur F : [ — A soit équivalente a la donnée d’un
diagramme

Fy 25 Ry

gl
Fy

de A, la limite inductive F’ du foncteur F' étant la somme amalgamée, de sorte qu’on
ait un carré cocartésien

FOLFQ

F1T1>F/

Proposition 2.3.10: — En gardant les notations ci-dessus, si ¢, est un monomor-
phisme, .aloms le foncteur canonique
A/Fy — A/F
K:C= 1 — A/F'
A/Fl

est une fibration a fibres contractiles.

Démonstration. — Comme en vertu de la proposition 2.3.6, le foncteur K est une
fibration, il suffit de montrer que pour tout objet (a,s : A — F’) de A/F’, la fibre
Cs de K au-dessus de cet objet est contractile. En vertu du lemme 2.3.8, on a
(A/Fo)s — (A/F2)s
Cs = 1

(A/F1)s
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En considérant s comme un élément de F'(a) = Fi(a) g, ) F2(a), on distingue deux
cas.

a) L’élément s de F'(a) n’appartient pas a 'image de Fy(a) dans F’(a). Alors on
vérifie immédiatement que

g — o g —ye
Co= [ | ou Cs= [ | :
e 1%}

et Cy est réduite a la catégorie ayant un seul objet, et 'identité de cet objet 'comme
seul morphisme.

b) L’élément s de F’(a) appartient a I'image de Fy(a) dans F’(a). Alors on vérifie
facilement que (A/Fy)s — (A/F1)s est un isomorphisme (on utilise que ¢ : Fy — Fy
est un monomorphisme). En vertu de la remarque 2.3.4, le morphisme canonique

(A/Fo)s — (A/F2)s
(A/Fa)y —— / 1l ~ C,
(A/F1)s
est donc un homotopisme. Or, le morphisme &5 : F» — F’ est un monomorphisme
(car ¢, est un monomorphisme), et par suite (A/Fy)s est la catégorie ponctuelle. On
en déduit que la catégorie C; est contractile, ce qui prouve la proposition. O

Remarque 2.3.11. — En vertu de la proposition 1.5.19, si ¢; est un monomor-
phisme, le foncteur K ci-dessus est donc coasphérique (cf. 1.1.24), et en particulier
une équivalence faible.

Corollaire 2.3.12. — Soient A une petite catégorie,

F()i)FQ

Fr——F'

un carré cocartésien de A, et supposons que @, soit un monomorphisme. Alors si ¢,
(resp. py) est une équivalence faible, il en est de méme de €4 (resp. €1).

Démonstration. — Considérons le diagramme

Uy =14 (3)

A/Fo A/F2

ul—u«ol)l lb

AJFy — AJF.
A ’ ’

A/F1

A/F >
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ou Iy, I et K désignent les foncteurs canoniques (cf. 2.3.2 et 2.3.5), et dont les deux
triangles sont commutatifs (mais pas le carré). Si ; (resp. ¢5) est une équivalence
faible, alors uy (resp. ug) est une équivalence faible, et en vertu de la proposition 2.3.3,
il en est de méme de Iy (resp. l;). Or, comme ¢; est un monomorphisme, en vertu
de la remarque précédente, K est une équivalence faible. On en déduit que i ,(e2)
(resp. i4(e1)) est une équivalence faible de Cat, autrement dit, que 2 (resp. €1) est
une équivalence faible de 121\, ce qui acheve la démonstration. O

Corollaire 2.3.13. — Soient A une petite catégorie, et

FQL)FQ

€2
NN

Xo F1 — F
le
X1 ¥,
Go — G X'

G

un cube commutatif de A dont les faces horizontales sont cocartésiennes, et tel que
©1, ¥1 soient des monomorphismes, et xo, X1, Xo des équivalences faibles. Alors '
est une équivalence faible.

Démonstration. — On a un carré commutatif
AJFy —> AJF, «
1 A/F’
AJF
Jiaxx ia(x')

A/Go — A/G2
1 A/G ,

’7
A/Gy K

ou y désigne le morphisme de foncteurs défini par x,, X1, X2, €t K et K’ les foncteurs
canoniques’ (cf. 2.3.5). En vertu de la proposition 2.3.1 et de la remarque 2.3.11, les
foncteurs f iq*X, K et K’ sont des équivalences faible, et il en est donc de méme de
i4(x"), ce qui prouve le corollaire. O

Proposition 2.3.14. — Soient I un ensemble bien ordonné, A une petite catégorie,
et F:1— A un foncteur (o0 I désigne aussi la catégorie associée & l'ensemble
ordonné I) tel que pour tout i < j, le morphisme F; — F; soit un monomorphisme.
Alors le foncteur canonique

K:C=[i,F — AJF |
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ou F' = lim F', est une fibration a fibres contractiles.

Démonstration. — Soit (a,s : a — F’) un objet de A/F’, et considérons s comme
élément de F’(a). Comme les morphismes de transition F; — F; sont des monomor-
phismes, F’(a) s’identifie & la réunion croissante des F;(a). Comme I est bien ordonné,
il existe un plus petit élément i, de I tel que s € F;_(a). Alors on vérifie facilement
que la fibre Cs; de K au-dessus de l'objet (a,s : a — F’) s’identifie a la catégorie
correspondant a I’ensemble ordonné formé des i € I tels que i, < 7. Cette catégorie
ayant un objet initial, elle est contractile (1.5.17). Comme en vertu de la propesition
2.3.6, K est une fibration, cela achéve la démonstration. O

Remarque 2.3.15. — En vertu de la proposition 1.5.19, le foncteur K ci-dessus est
donc coasphérique (cf. 1.1.24), et en particulier une équivalence faible:

Corollaire 2.3.16. — Soient I une catégorie correspondant d un. ensemble bien or-
donné, A wune petite catégorie, F,G : I —= A deuz foncteurs, et ¢ : F — G un
morphisme de foncteurs. On suppose :
(a) pour touti et j dans I, sii < j, les morphismes F; —F; et G; — G sont des
monomorphismes ;
(b) pour tout i dans I, le morphisme ¢, : F; — G; est une équivalence faible.

Alors limp : lim F — lim G est une équivalence faible.
—_— _— _—
Démonstration. — En effet, on a un carré commutatif de Cat

JisF ——— A/lIm F

fiA*WJ( liA(“_m,SO)

JiaG —— A/limG

dont les fleches horizontales sont, en vertu de la remarque précédente, des équivalences
faibles. Comme [ i 4 ¢ est une équivalence faible (proposition 2.3.1), il en est de méme
de i, (lim ), ce qui démontre le corollaire. O

Corollaire 2.3.17. — Pour toute petite catégorie A, la partie de FI(A\) formée des
fleches qui sont a la fois des équivalences faibles et des monomorphismes est stable
par composition transfinie. Autrement dit, pour tout ensemble bien ordonné I, et tout
foncteuwr F : I — A tel que les morphismes F; — F;, i < j, 1,5 € I, soient des
monomorphismes et des équivalences faibles, le morphisme canonique Fop — lm F', ot
0 désigne le plus petit élément de I, est une équivalence faible (et un monomorphisme).

Démonstration. — Le corollaire est une conséquence immédiate du corollaire précé-
dent, appliqué au morphisme du foncteur constant de valeur Fy vers le foncteur F'
défini par les fleches Fy — F;, i € I. O

Les corollaires 2.3.16 et 2.3.17 seront généralisés au paragraphe suivant.
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2.4. Catégories filtrantes et asphéricité

2.4.1. — On rappelle qu'une catégorie pseudo-filtrante est une catégorie I satisfai-
sant aux deux conditions suivantes :

PS1 tout diagramme de I de la forme :

peut étre inséré dans un diagramme commutatif :

/ " \
i i’
\ i2 /
PS2 pour toute double fleche ky, ky : ¢ == j de I, il existe une fleche I : j — j' de
I telle que lk; = lk,.

Une catégorie I est dite filtrante si elle est pseudo-filtrante, non vide, et connexe.

bl

On vérifie facilement qu’en présence de PS2, cela signifie que I est non vide, et que
pour tout couple d’objets i;, iy de I, il existe un objet ¢ de I, et des fleches i; — ¢
et i — % de I. Un ensemble ordonné est dit filtrant si la catégorie correspondante
Pest. Si I est un ensemble ordonné non vide, il est filtrant si et seulement si pour
tout couple d’éléments i, i, de I, il existe un élément ¢ de I tel que ¢; < i et iy < 4.
Tout ensemble totalement ordonné non vide est filtrant. Un ensemble ordonné fini est
filtrant si et seulement si il admet un plus grand élément.

2.4.2. — On rappelle qu’'un foncteur cofinal est un foncteur u : I — J tel que pour
tout objet j de J, la catégorie j\I soit connexe non vide. Si I et J sont des petites
catégories, dire que le foncteur u est cofinal revient a dire qu’il est Wy-coasphérique, ou
Wy est le localisateur fondamental des exemples 1.1.31 et 2.1.2. Si I est une catégorie
satisfaisant a la condition PS1, et en particulier si elle est pseudo-filtrante ou filtrante,
on vérifie facilement quun foncteur w : I — J pleinement fidéle est cofinal si et
seulement si pour tout objet j de J, la catégorie j\I est non vide. Si I et J sont
des petites catégories cela signifie que u est W,,-coasphérique, ou W,, désigne le
localisateaur fondamental grossier non trivial des exemples 1.1.30 et 2.1.2.

Lemme 2.4.3. — Soit u: I — J un foncteur.

(a) Sila catégorie I est pseudo-filtrante, alors pour tout objet j de J, la catégorie
J\I Uest aussi.

(b) Si la catégorie I est pseudo-filtrante, et si le foncteur u est cofinal, alors pour
tout objet j de J, la catégorie j\I est filtrante.
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Démonstration. — Une vérification immédiate prouve l’assertion (a), et I'assertion
(b) en résulte aussitot. O
Lemme 2.4.4. — Soit J un ensemble ordonné filtrant infini. Alors il existe un en-

semble bien ordonné I, et une famille croissante (J;)icr de sous-ensembles ordonnés
filtrants de J telle que

J=UJ . card(J;) < card(J) , iel
i€l
Démonstration. — On procede en plusieurs étapes.

a) 11 existe une application
Filt: P(J) — P(J)

ou P(J) désigne l'ensemble des parties de J, telle que pour toute partie E de J,
Filt(E) soit un sous-ensemble ordonné filtrant de J, contenant E, tel que

_ fini si F est finie
card(Filt(E)) = card(E) sinon

En effet, si 'ensemble E est fini, on pose Filt(F) = E U {j}, ot j est un majorant
de F dans J (qui existe puisque J est filtrant et B fini). Si E est infini, on définit
par récurrence une suite croissante (E,)nen de parties de J, par Ey = E, E,4q
étant obtenue de E,, par adjonction, pour chaque couple j, j' d’éléments de F,,, d’'un
majorant de j et 5/ dans J. On pose
Fit(EY="U E. ,
n=0

et il est immédiat que Filt(E) est un sous-ensemble ordonné filtrant de J, et que
card(Filt(E)) = card(E).

b) 1l existe un ensemble bien ordonné I tel que card(I) = card(.J), et tel que pour
tout ¢, ¢ € I,

card{i’ € I | i <i} < card(J)

En effet, en vertu du théoreme de Zermelo, il existe une relation de bon ordre < sur
I’ensemble sous-jacent a J. Si I’ensemble des éléments j de J tels que

card{j' € J | j' < j} = card(J)

est vide, on peut prendre I = J muni de ce bon ordre. Si cet ensemble est non vide,
il admet un plus petit élément jo. On peut alors prendre I = {j € J | j < jo}, muni
du bon ordre induit, et remarquer que card(l) = card(J).
¢) On va définir, par récurrence transfinie, une famille croissante (J;);e; de sous-
ensembles ordonnés filtrants de J telle que J = |J J;, et
i€l
fini si card{i’ € I | i’ < i} est fini

(%) card(J;) = {

card{i’ € I | i’ < i} sinon ,
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ce qui prouvera le lemme. Pour cela, choisissons une bijection j : I — J, i > j;. Soit
7 un élément de I, et supposons qu’on a défini J;; pour i’ < 7. On pose
Ji = Filt((_U Ji) U {ji}>
i<t
La condition (*) se vérifie aussitét par récurrence transfinie, ce qui achéve la démons-
tration. O

Lemme 2.4.5. — Soit I une petite catégorie filtrante. Alors il existe un ensemble
ordonné filtrant J, et un foncteur cofinal J — I, ’ensemble ordonné J étant identifié
a la catégorie correspondante (Deligne, SGA4, I, Exposé 1, 8.1.6 [2]).

Démonstration. — On suppose d’abord que ensemble préordonné Ob([) n’a pas de
plus grand élément, autrement dit (puisque la catégorie I est filtrante) que pour tout
objet i de I, il existe une fleche i — 4’ de I telle qu’il n’y ait aucun morphisme de 7’
vers 1.

Un sous-graphe de I est un couple G = (S, F), ou S est une partie de Ob(I) et F'
une partie de FI(I) telles que la source et le but de toute fleche de I appartenant a
F soient dans S. Un sommet de G est un objet de I appartenant a S, et une aréte
de G est une fleche de I appartenant & F. On ne suppose pas que le composé dans 1
des deux arétes composables de G soit une aréte de G, ni que l'identité dans I d’un
sommet de G soit une aréte de G. Si G = (5, F') est un sous-graphe de I, on dit qu’un
sommet e de G est un sommet final de G si

(a) pour tout sommet s de G, il existe une aréte unique f; : s — e de G
(b) pour toute aréte f:s — tde G,ona f; = fif;
(C> fe = le.
On remarque que si G = (S1;.F1) et Go = (Sa, Fy) sont deux sous-graphes de I, alors
G1 UGy = (51U Sy, F1U Fy) est un sous-graphe de I.
Soit J I’ensemble des sous-graphes finis G' de I ayant un unique sommet final e,
ordonné par inclusion

(S,F) c (§,F') — ScS et FCF

Si G = (S, F) est un sous-graphe fini de I, il existe G’ € J tel que G C G'. En effet,
comme la catégorie I est filtrante, et comme S est fini, il existe un objet e, de I
et une famille g, : s — ¢y, s € S, de morphismes de I. Comme F' est fini, il existe
un morphisme g : e, — e; de I tel que pour toute aréte f : s — ¢t de G, on ait
99, = 99, f. Comme l'ensemble préordonné Ob(I) n’a pas de plus grand élément, il
existe un morphisme h : e; — e de I tel que e ¢ S. Il suffit alors de prendre

G =(Su{e}, FU{f,|seStU{l}), ou fs=hgg,, s€S

On en déduit que ’ensemble ordonné J est filtrant : si G1, G2 € J, en vertu de ce qui
précede, il existe G € J tel que Gy UG C G.
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On définit un foncteur u : J — I par
Gr——eq (GCG) — (eqg —eq)

ol e, (resp. ey ) désigne 'unique sommet final de G (resp. G'), et e, — e 'unique
(en vertu de (a)) aréte de G’ de e, vers e,. Il résulte alors facilement des conditions
(b) et (¢) qu’on définit ainsi un foncteur. Ce foncteur est cofinal :

i) Si i est un objet de I, et si 'on pose G = ({i},{1;}), alors G € J, et 1; est_un
morphisme de i vers u(G) = 4, ce qui prouve que la catégorie i\ J est non vide.

i1) Sii est un objet de I, et (G4, g, : i — u(Gy)), (Gg, 95 : i — u(G5)) deux objets
de i\J, en vertu de ce qui a été démontré précédemment, il existe G € J contenant
le sous-graphe fini de I

{i—)u(Gl)}U{i—Hﬁ(Gg)}UGlLJGg N

ou {i — u(G1)} et {i — u(G2)} désignent par abus de notations les sous-graphes
{i,u(G)} o) et ({i,u(Gs)},{g2}) de I. Les inclusions G; C G et Go C G
définissent alors, par application du foncteur u, des morphismes u(G1) — u(G) et
u(G2) — u(G) qui, en vertu de la condition (b), rendent commutatif le carré

ce qui prouve la connexité de la catégorie i\ J.

Cas général. La catégorie I xN (ot N désigne la catégorie associée a 'ensemble ordonné
des entiers naturels) est filtrante, et ’ensemble préordonné de ses objets n’a pas de
plus grand élément. En vertu de ce qui précede, il existe donc un ensemble ordonné
filtrant J, et un foncteur cofinal J — I x N. Pour conclure, il suffit de considérer le
composé de ce foncteur avec la premiere projection I x N — I, qui est un foncteur
cofinal, et de remarquer que le composé de deux foncteurs cofinaux est cofinal. O

Lemme 2.4.6. — Soient I une petite catégorie filtrante, et F' : I — Cat un foncteur.
Alors-les fibres du foncteur canonique (2.2.3)

Kp: [F— lim F
sont des catégories filtrantes.

Démonstration. — Pour tout objet i de I, on note g; : F'(i) — lim F' le foncteur
canonique. On rappelle que pour tout objet (i,a) de [ F, i € Ob(I), a € Ob(F(i)), on
a Kp(i,a) = €;(a), et pour toute fléche (k, f) : (i,a) — (¢/,a’) de [F,ouk:i— 1
est une fleche de I, et f : F(k)(a) — o’ une fleche de F(i'), on a Kp(k, f) = € (f).
Soit b un objet de la catégorie lim F'.
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a) La fibre ([ F), est non vide : il existe un objet i de I, et un objet a de F (i) tels
que b = £;(a), ce qui implique que (i,a) est un objet de ([ F)b.

b) Soient (iy,a;) et (iy,ay) deux objets de ([ F),, de sorte que &; (a;) = b =
€i,(as). Comme Ob(lim /') = lim Ob(F"), et comme la catégorie [ est filtrante, il existe
un objet ¢ de I, et des morphismes ky : iy — 4, ky : iy —> @ tels que F(k;)(aq) =
F(ky)(ay). Alors (i,a), ot a = F(k;)(a;) = F(ky)(as) est un objet de ([ F), et
(ky,1,) : (iy,a0) — (iya), (ky,1,) : (iy, ay) — (i,a) des morphismes de ([ F),.

¢) Soit une double fleche de ([ F),

(ky,f1)

(i,a) —— 2 (i',d)

(ky,f3)
de sorte que €;(a) = b = ey (a’) et ey (f1) = 1, = €4 (fy). Comme la catégorie I est
filtrante, il existe une fleche k' : &' — i de I telle que k'k; = k'ky; et on a

i (F(K)(f1)) = e (fi) = 1, = e (f5) = e (E(K")(f2))

Comme FI(lim /) = lim FI(F") (puisque I est une catégorie filtrante), il existe donc
une fleche k" : i — 7' de I telle que

F(K")F(K')(f1) = F(E")YE(E)(f>)
Posons k = Ek"k’. Alors

i (Blpay@n)
— oL

(¢',a’)
est une fleche de ([ F),, et
(k7 1F(k)(a’))(k17f1) = (kv ]-F(k)(a’))(kafQ) )

ce qui acheve la démonstration. O

(", F(k)(a"))

Dans la suite, on se fize, une fois pour toutes, un localisateur fondamental faible WW.

Lemme 2.4.7. — Soient I un ensemble bien ordonné mon vide, et F : I — Cat
un foncteur tel que pour tout couple i, j, i < j, d’éléments de I, le morphisme
F(i) —<F(j) induise un isomorphisme de la catégorie F(i) sur un crible de la ca-
tégorie F(f). Si pour tout i, i € I, la catégorie F(i) est asphérique, il en est de méme
de la catégorie limite inductive lim F'.

Démonstration. — Considérons le diagramme de foncteurs canoniques

[F
7Y
I lim

Par hypothese, 0 est une cofibration a fibres asphériques, et par suite, en vertu de
la proposition 1.1.16, 8 est un foncteur asphérique, et en particulier une équivalence
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faible. D’autre part, on vérifie facilement que I’hypotheése faite sur le foncteur F'
implique que sil’on pose A = lim F', alors pour tout i, i € I, la catégorie (i) s'identifie
a un crible de la catégorie A. Grace a la bijection naturelle entre les cribles de A et
les sous-préfaisceaux de ’objet final de A\, on vérifie aussitot que la proposition 2.3.14
implique que K5 est une fibration a fibres contractiles, donc asphériques (1.5.19). On
en déduit que Kr est un foncteur coasphérique, et en particulier une équivalence faible
(1.1.24). Comme I est un ensemble bien ordonné non vide, la catégorie correspondante
admet un objet initial, et elle est donc asphérique (1.1.13). Les morphismes 0 et Kp
étant des équivalences faibles, cela prouve que la catégorie lim I’ est asphérique, et
acheve la démonstration. O

Lemme 2.4.8. — Soit J un ensemble ordonné filtrant. Alors J, considéré comme
petite catégorie, est une catégorie asphérique.

Démonstration. — On raisonne par récurrence transfinie sur le cardinal de J. Si J
est fini, J étant filtrant, il admet un plus grand élément, et la catégorie associée a J
admet un objet final et est donc asphérique. Supposons done que J soit infini, et que
I’assertion soit établie pour tout ensemble ordonné filtrant de cardinal strictement
plus petit que celui de J. En vertu du lemme 2.4:4, il existe un ensemble bien ordonné
1, et une famille croissante (J;);cr de sous-ensembles ordonnés filtrants de J, telle que
J=UJ , card(J;) < card(J) iel
=

Par hypothese de récurrence, pour tout 4, i € I, la catégorie J; est asphérique. Soit
J! le crible de J engendré par J;

J! =44"e J| il existe j € J; tel que j' < j}

Le foncteur d’inclusion J; C— J/ est coasphérique. En effet, pour tout objet j de J/, la
catégorie j\J; est un cocrible de J;, qui est non vide, puisque J! est le crible engendré
par J;, et qui s’identifie donc a un sous-ensemble ordonné filtrant de J;. L’hypothese de
récurrence implique donc que j\J; est asphérique. On en déduit que J est asphérique.
Or, pour tout.couple 4, i" € I, i < i’, J} est un crible de J},, et J = lim J;. L’assertion

résulte donc du lemme 2.4.7. iel O
Proposition 2.4.9. — Toute petite catégorie filtrante est asphérique.
Démonstration. — Soit I une petite catégorie filtrante. En vertu du lemme 2.4.5, il

existe un ensemble ordonné filtrant J et un foncteur cofinal v : J — I. Pour tout objet
i de I, la catégorie 7\ J est un ensemble ordonné filtrant. En effet, cette catégorie est
filtrante d’apres le lemme 2.4.3, (b), et il est évident qu’elle est un ensemble ordonné.
Il résulte donc du lemme précédent que le foncteur u est coasphérique. Une nouvelle
application de ce lemme implique alors que I est asphérique. O
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2.4.10. — On rappelle qu'un objet de présentation finie d’'une catégorie M est un
objet X de M tel que le foncteur

M —éns Y +— Homp(X,Y)

commute aux limites inductives filtrantes. On vérifie facilement que si M = Cat est la
catégorie des petites catégories, alors toute catégorie finie est un objet de présentation
finie de Cat (la réciproque étant fausse).

Lemme 2.4.11. — 1l existe une catégorie test A, et un foncteur test i A — Cat
tel que le foncteur

i*:Cat —> A, C + (a +— Homeg(i(a), C))
commute auzx limites inductives filtrantes.

Démonstration. — 11 suffit de choisir une catégorie test A, et un foncteur test
i: A — Cat tel que pour tout objet a de A, i(a) soit une-catégorie de présentation
finie, de sorte que le foncteur ¢* commute aux limites inductives filtrantes. On peut
prendre par exemple A = A et i : ACCat inclusion, ¢* étant alors le foncteur
nerf (1.8.25), ou prendre pour A une petite sous-catégorie pleine de Cat formée de
catégories finies contractiles, stable par produits finis, et telle que A; soit un objet
de A, et i : AC— Cat l'inclusion (1.8.26). O

Proposition 2.4.12. — a) Une petite limite inductive filtrante de petites catégories
asphériques est asphérique.

b) Si le localisateur fondamental faible W est un localisateur fondamental, alors il
est stable par petites limites-inductives filtrantes, et en particulier, par composition
transfinie.

Démonstration. — En vertu du lemme précédent, on peut choisir une catégorie test A,
et un foncteur test ¢ : A — Cat tel que le foncteur 7* commute aux limites inductives
filtrantes. En vertu de la proposition 2.3.6, pour toute petite catégorie I, et tout
foncteur-F' : I — Cat, le foncteur canonique

K inF: Ji it F — limi,i* F'

est.une fibration. Si en outre la catégorie I est filtrante, il résulte du lemme 2.4.6 que les
fibres)de ce foncteur sont des catégories filtrantes, et par suite qu’elles sont asphériques
(proposition 2.4.9). On en déduit que le foncteur K; ;«r est alors coasphérique, et en
particulier une équivalence faible (1.1.24).

a) Soient I une petite catégorie filtrante, et F' : I — Cat un foncteur & valeurs des
catégories asphériques. Pour montrer que lim F' est une catégorie asphérique, il suffit
de montrer que

igi"(Um F) ~ 4,0 (lim " F) >~ lim i 43 F
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Iest. Or, dans le diagramme de foncteurs canoniques

o -k
[iq i F
0, i Ki i
I lims o F

on a vu que K; ;«p est une équivalence faible, et par hypothese GiAi* r est une co-
fibration & fibres asphériques, donc aussi une équivalence faible (1.1.16). L’assertion
résulte donc de la proposition 2.4.9.

b) Supposons que le localisateur fondamental faible W soit un localisateur fonda-
mental, et soient I une petite catégorie filtrante, F, G : I — Cat deux foncteurs, et
«a : ' — G un morphisme de foncteurs qui soit une équivalence faible argument par
argument. Pour montrer que

lima:limF — lim G
est une équivalence faible, il suffit, en vertu de la proposition 1.8.6, (a), de montrer
que
ia8"(Ima) o iy Hm (7" * o) = lim(iyi* * «)
Iest. Or, on a un carré commutatif dont les lignes sont des équivalences faibles

KiAi*F
szz*F—~—>llmZAl F

Lk s
szl *Qv lim 4 44" %

fiAi*G—ﬂi;Hl)iAi*G )
Ki ira

et il résulte des propositions 1.8.6 et 2.3.1 qu’il en est de méme de la fleche verticale
de gauche, ce qui prouve 'assertion. O

Remarque 2.4.13.— On rappelle qu’un rétracte d’un objet X d’une catégorie M
est un objet X’ de M tel qu’il existe des morphismes 7 : X’ — X et r: X — X' de
M tels que 7i = 1x/. L’endomorphisme ir de X est alors un projecteur : (ir)? = ir.
Si I désigne la catégorie ayant un seul objet, et un seul morphisme non identique
p; tel que p? = p, et F : I — M le foncteur qui envoie I'unique objet de I sur X
et la fleche p sur 'endomorphisme ir de X, alors la catégorie I est filtrante, et on
a un isomorphisme lim F' ~ X’. On dit qu'une classe d’objets d’une catégorie est
stable par rétractes si tout rétracte d’un objet de cette classe appartient aussi a ladite
classe. On dit qu'une classe de fleches est stable par rétractes si elle ’est comme classe
d’objets de la catégorie des fleches. En vertu de ce qui précede, une classe d’objets ou
de fleches qui est stable par limites inductives filtrantes 1’est également par rétractes.
Il résulte directement de I'axiome de saturation faible d’un localisateur fondamental
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faible que la classe des catégories asphériques est stable par rétractes. L’assertion (b)
de la proposition précédente implique le corollaire suivant.

Corollaire 2.4.14. — Si le localisateur fondamental faible VW est un localisateur
fondamental, alors il est stable par rétractes.

Corollaire 2.4.15. — Soit A une petite catégorie.

(a) Une petite limite inductive filtrante de préfaisceaur asphériques sur A est-un
préfaisceau asphérique.

(b) Si le localisateur fondamental faible W est un localisateur fondamental, alors
la partie W4 = i;l(W) de FI(A) formée des équivalences faibles est stable par
petites limites inductives filtrantes, et en particulier par rétractes.

Démonstration. — Le corollaire résulte de la proposition 2.4.12, du corollaire 2.4.14,
et de la commutativité du foncteur ¢, avec les limites inductives. O
Lemme 2.4.16. — Soient I un ensemble ordonné filtrant admettant un plus petit

élément iy, F, G : I — Cat deuz foncteurs, de source 'ensemble ordonné I considéré
comme une catégorie, o : F'— G un morphisme de foncteurs, et x; wun objet de
G(ip). On note x (resp. x;) l'image de x;  dans lim G (resp. dans G(i), pouri € I).

Alors on a un isomorphisme canonique (hgm)j E)/p =~ @,161(}?(’)/%)

Démonstration. — Le lemme résulte de la description des limites inductives filtrantes
dans Cat et de la commutativité de ‘ces'limites avec les limites projectives finies. Les
détails sont laissés au lecteur. O

Proposition 2.4.17. — a) Une. petite limite inductive filtrante de morphismes
asphériques de Cat est un foncteur asphérique.

b) Si le localisateur fondamental faible W est un localisateur fondamental, alors
pour toute petite catégorie C, la classe des fleches de Cat/c qut sont des équivalences
faibles localement sur C' est stable par petites limites inductives filtrantes.

Démonstration. — Pour montrer 'assertion (a), considérons une petite catégorie fil-
trante I, deux foncteurs F, G : I — Cat, et un morphisme de foncteurs o : FF — G
tel que pour tout objet i de I, le morphisme «; : F(i) — G(i) soit un foncteur
asphérique. Il s’agit de montrer qu’alors le foncteur li_m)l Q li_mUF — li_m)IG est
aussi asphérique. En vertu du lemme 2.4.5, on peut supposer que I est la catégorie
associée a un ensemble ordonné, noté également I. Soit x un objet de liLnUG ; on
veut montrer que la catégorie (h_m)l F) /2 est asphérique. Il existe 4, dans I et un
objet z; de G(ig) tel que x soit I'image de z;, par le morphisme canonique. Quitte a
remplacer I par le sous-ensemble ordonné de I formé des éléments de I qui sont supé-
rieurs ou égaux a i, qui est cofinal dans I, on peut supposer que i, est le plus petit
élément de I. En vertu du lemme précédent, on a alors un isomorphisme canonique
(li_mq F)/g =~ li—mM‘eI(F(i)/xi)’ ot pour tout i € I, z; désigne I'image de x; dans G(3).
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Comme par hypothese, pour tout ¢ € I, la catégorie F(i) Jx; est asphérique, I'assertion
résulte alors de la proposition 2.4.12, (a). Quand le localisateur fondamental faible
W est un localisateur fondamental, I’assertion (b) se démontre de fagon analogue, en
utilisant la partie (b) de la proposition 2.4.12. O

Corollaire 2.4.18. — a) Une petite limite inductive filtrante de morphismes coa-
sphériques de Cat est un foncteur coasphérique.

b) Si le localisateur fondamental faible W est un localisateur fondamental, alors
pour toute petite catégorie C, la classe des fléches de Cat/c qui sont des équivalences
faibles colocalement sur C est stable par petites limites inductives filtrantes.

Démonstration. — Le corollaire s’obtient de la proposition précédente par passage
aux catégories opposées (cf. 1.1.24 et 2.1.1). O

Corollaire 2.4.19. — Une petite limite inductive filtrante de petites catégories to-
talement asphériques est totalement asphérique.

Démonstration. — Soient I une petite catégorie filtrante, et F' : I — Cat un fonc-
teur a valeurs des catégories totalement asphériques. En vertu de la proposition 1.7.1,
pour tout objet i de I, le morphisme diagonal Ap;y : F(i) — F(i) x F(i) est asphé-
rique. Or, on vérifie facilement que le foncteur-diagonal A“—”’»z F: liinq F— th,I Fx
li_rn)j F s’identifie a la limite inductive des foncteurs Ap(;), et il résulte de la proposi-
tion 2.4.17, (a), qu’il est asphérique. Une nouvelle application de la proposition 1.7.1

implique alors que la catégorie h_m)l F est totalement asphérique. O
Corollaire 2.4.20.— Soient (A, )nen une famille de petites catégories indexée par

les entiers naturels, et pour tout n, n € N, u,, v, : A, — Anpt1 deux morphismes de
Cat. On note U et V les foncteurs U,V : N — Cat, de source la catégorie associée
a lensemble ordonné des entiers naturels, définis par les systémes de morphismes
(wn)nen et (Un)nen Tespectivement. Si pour tout n, n € N, il existe un morphisme de
foncteurs au, *u, — vy, alors il existe un diagramme dans Cat

H_nl)NU*i>C<L> lim 'V

avec i morphisme asphérique et j morphisme coasphérique. En particulier, i et j sont
des équivalences faibles, et les images de li_m)N U et li_m)N V' dans Hot sont isomorphes.

Démonstration. — Pour tout n, n € N, le morphisme de foncteurs a,, : u, — v,
définit un foncteur h, : Ay x A, — A,41 tel que

hn(eg X 14,) = up et hnler x1a4,)=v,



2.4. CATEGORIES FILTRANTES ET ASPHERICITE 147

ou eg et e; désignent les foncteurs de la catégorie ponctuelle vers A, définis respec-
tivement par les objets 0 et 1 de A;. On en déduit un diagramme commutatif

Heo X 1A" Hel X 1A

N,
Ay, II Al) XAp e A,
Np

H lA1 X hop on

Npg1
n+1 — ( H Al) x A”H‘l —— An+1 ’

6() X g, Nnt1 er Xy
Np 41 Npp41

ol pour tout entier k, Ni désigne I’ensemble ordonné des entiers naturels supérieurs
ou égaux a k, les produits étant ordonnés par ’ordre décroissant des indices. Comme 0
(resp. 1) est un objet initial (resp. final) de Ay, il résulte de la proposition 1.1.11 (resp.
de 1.1.24) que les fleches horizontales de gauche (resp. de droite) sont des morphismes
asphériques (resp. coasphériques). Par passage a la limite inductive, on obtient donc
en vertu de la proposition 2.4.17, (a), et du corollaire.2.4.18; (a), un diagramme

. ; j .
lim U —— ¢+ lim V
tel que ¢ soit asphérique et j coasphérique. O

Lemme 2.4.21. — Soient (Ap)nen une famille de petites catégories indexée par les
entiers naturels, et pour tout nyn € N, I, 1 A, — Ant1 un morphisme de Cat.
Si pour tout m, n € N, il existe un décalage sur le foncteur I, (cf. 1.9.5), alors la
limite inductive li_mmeN A, A(du foncteur I : N — Cat, de source la catégorie associée
a ’ensemble ordonné des entiers naturels, défini par le systéme de morphismes (I,)nen
de Cat) est une catégorie asphérique.

Démonstration..— Soit

- D, K, . neN |,
un décalage sur le foncteur I,,, de sorte que D,,, K, : A, — A, 41 soient deux fonc-
teurs (K, étant un foncteur constant défini par un objet de A, +1) et a,, B, des mor-
phismes de foncteurs. On note D, K : N — Cat les foncteurs définis par les systemes
de morphismes (D, )nen et (K, )nen respectivement. En vertu du corollaire 2.4.20, il
existe alors un diagramme dans Cat

@)NI C < hin)ND o4 @)NK

dont toutes les fleches sont des équivalences faibles. Comme lim K est une catégorie
ponctuelle, cela prouve le lemme. O
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Proposition 2.4.22. — La catégorie associée o l’ensemble ordonné formé des par-
ties finies non vides, ordonnées par la relation d’inclusion, d’un ensemble dénombrable
est une catégorie test faible.

Démonstration. — Soit A la catégorie associée a I’ensemble ordonné formé des parties
finies non vides de I'’ensemble N des entiers naturels. Pour montrer que A est une
catégorie test faible, il suffit, en vertu de la proposition 1.4.9, de prouver que pour toute
petite catégorie C' admettant un objet final, la catégorie B = A/iZ(C) est asphérique.
La catégorie B est la catégorie associée a 1’ensemble ordonné dont les éléments sont
les couples (E, p), ot E est un sous-ensemble fini non vide de N et p : P*(F) — C un
foncteur, de source la catégorie associée a ’ensemble ordonné des parties non vides
de E et de but C, un tel couple (E,p) étant inférieur ou égal & un_autre (E’,p’) si
E C E’ et si pour toute partie non vide F' de E, p'(F) = p(F). Pour tout entier
naturel n, on note B, la sous-catégorie pleine de B formée des couples (E, p) tels que
max(E) < n, et I, : B, — By41 le foncteur d’inclusion. On a. B = h_m)n NB"' Pour
montrer que la catégorie B est asphérique, il suffit done d’apres le lemme 2.4.21 de
construire pour tout n, n € N, un décalage sur le foncteur [,;. On définit un foncteur
D,, : B,, — By41 en associant & un objet (F, p) de B, 1'objet (FU{n+1},p’) de Bp11,
oup' : P*(EU{n+1}) — C est I'unique foncteur dont la restriction au crible P*(E)
de P*(EU{n+1}) est égale & p et dont la restriction au cocrible complémentaire est
le foncteur constant de valeur un objet final fixé e de C' (¢f. 1.9.10), et en observant
que cette application induit une application croissante des ensembles ordonnés sous-
jacents & By, et B, 1. D’autre part,l'inclusion £ C EU{n+ 1} définit un morphisme
de foncteurs av, : I, — D,,. Enfin, si.l’on note b, U'objet ({n+1},p,) de Bp11, oll p,
désigne le foncteur P*({n+1}) — C associant & 'unique partie non vide du singleton
{n+1} Pobjet final ec-de C, l'inclusion {n+1} C EU{n+ 1} définit un morphisme
de foncteur 3, : b, — D, ou'b,, désigne aussi le foncteur constant de B,, vers B, 11
de valeur 1'objet b,,. On a ainsi défini un décalage

I~ D, " b,
sur I,,, ce qui achéve la démonstration. O
Remarque 2.4.23. — Si le localisateur fondamental faible W n’est pas grossier,

alors la catégorie A de la proposition précédente n’est pas une catégorie test. En effet,
si.a est un objet de A constitué d’un singleton, la catégorie A/a est une catégorie ponc-
tuelle, qui n’est pas une catégorie test pour un tel localisateur (c¢f. remarque 1.8.33).

Corollaire 2.4.24. — La catégorie Ord des petits ensembles ordonnés, munie des
équivalences faibles induites de celles de Cat, est un modélisateur, et l’inclusion cano-
nique Ord C— Cat définit un morphisme de modélisateurs

(Ord, W N FI(Ord)) —> (Cat, W)
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Démonstration. — Le corollaire résulte de la proposition précédente, en appliquant
le corollaire 1.8.10 a la catégorie A associée a ’ensemble ordonné par inclusion des
parties finies non vides d’un ensemble dénombrable, au foncteur asphérique ¢ = iz
(¢f. exemple 1.8.3), et & M = Ord. O






CHAPITRE 3

THEORIE HOMOTOPIQUE ELEMENTAIRE DES
CATEGORIES

3.1. Colimites et extensions de Kan homotopiques

3.1.1. Pour tout objet I de Cat, on note Cat/I la catégorie des petites catégories
au-dessus de I, dont les objets sont les couples formés d’un objet A de Cat et d’un
foncteur A — I, et dont les morphismes sont les triangles commutatifs

A—A
I .
Pour toute fleche w : J — I de Cat, on note

Cat/w : Cat/J — Cat/I

le foncteur défini par

A A

vh — wvh

J 1
Pour toute petite catégorie I, on définit des foncteurs (cf. 2.2.5)

@/
Cat/T o, Hom(I,Cat) Hom(1,Cat) —— Cat/I
(AyA— 1) — (i— AJi) F +—— ([F, [F—1I)
Proposition 3.1.2. Soit w: J — I un foncteur entre petites catégories. Alors
OroCat/w ©’;0Hom(w,1cat

Cat/J Hom(Z,Cat) Hom(I, Cat) ) Cat/J

est un couple de foncteurs adjoints. En particulier, pour J = I et w = 17, on obtient
que (O1,0%) est un couple de foncteurs adjoints.
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Démonstration. — On va définir des morphismes d’adjonction
£:070Cat/wo O’y o Hom(w, 1cat) — lhom(r.cat) -
n:legeyg — O’ 0 Hom(w, 1eat) 0 O o Cat/w

et on va laisser le soin au lecteur de vérifier les relations d’adjonction.

a) Définition de €. Soit F : I — Cat un foncteur. Définissons un morphisme fonc-
toriel €, autrement dit, pour tout objet ¢ de I, un foncteur

epi ([Fw) /i—F(@)
fonctoriel en 7. Les objets de la catégorie ( [ Fw) /i sont les triplets (j,a,p : w(j) — i),
ol j est un objet de J, a un objet de F'w(j), et p une fleche de I. Un morphisme de
([ Fw)/i, de source (j,a,p : w(j) — i) et de but (j',a’,p’ : w(j’) — i), est un couple
(I, f),onl:j— j est une fleche de J, f : Fw(l)(a) — o’ une fleche de Fw(j’), telles

que
w(l

) — s w(j)
N % p="pw(l)

On définit le foncteur €, par
EF’Z»(L(J,,[):’U)(]')%i):F(p)((l) ’

epi(l, ) =F@)(f) : FE)Ewl)(a) = F(p)(a) — F(p')(a)
On laisse le soin au lecteur de vérifier la compatibilité a la composition et aux identités,

w(j

ainsi que la fonctorialité en i et-en F.

b) Définition de n. Soit (A, v+ A — J) un objet de Cat/J. Définissons un foncteur,
au-dessus de J,

Naw:A— jG
ou
G:J— Cat
désigne le foncteur
J— A/w(j)

Les objets de [ G sont les triplets (j,a,p : wv(a) — w(j)), out j est un objet de J, a
un-objet de A, et p une fleche de I. Un morphisme de (j,a,p : wv(a) — w(j)) vers
(5 ap'  wu(a’) — w(j’)) est un couple (I, f), ol : j — j' est une fleche de J,
f :a — a’ une fleche de A, telles que le carré

wu(f)
—

wo(a) wo(a')
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soit commutatif. Pour tout objet a de A, on définit

nA,v(a) = (’U(Cl), a, 1wv(a) : U}’U(CL) — U)U(a)) )

et pour toute fleche f:a — a’ de A,

77A,v(f) = (’U(f), f) : (v(a), a, 1wv(a)) — (v(al)v a,v lwv(a’))'
On vérifie facilement la compatibilité a la composition et aux identités, ainsi que la
fonctorialité en (4, v). O

Dans la suite, on se fixe, une fois pour toutes, un localisateur fondamental faible V.

3.1.3. — Soit I une petite catégorie. On note W la partie de FI(Hom(I, Cat)) formée
des équivalences faibles argument par argument, autrement dit, des morphismes de
foncteurs o : F' — F”

I
o\
F{=|F'
<, J
Cat

tels que pour tout ¢, i € Ob(I), a; soit dans W. Onnote Wj la partie de FI(Cat/I)
formée des foncteurs qui sont des équivalences faibles localement sur I, autrement dit,
des morphismes

A—"— A
x\/v' v=1'u
I

de Cat/I tels que pour tout 4, i € Ob(I), le foncteur u/i: A/i — A’/i, induit par u,
soit une équivalence faible.

Théoreme 3.1.4. — Pour toute petite catégorie I, on a
_ -1
Wi=er'wn . Wr=e; (W)

et les foncteurs
O;: W}_lcat/I — WIIM(I, Cat)
et
O : W; ' Hom(I, Cat) — W, 'Cat/I
induits par ©1 et © respectivement, sont des équivalences de catégories quasi-inverses
lune de lautre.

Démonstration. — L’égalité W) = ©7'(Wr) est évidente. Comme (67,0) est un
couple de foncteurs adjoints (3.1.2), il suffit en vertu du lemme 1.4.8, de montrer que
pour tout foncteur F : I — Cat, le morphisme d’adjonction

€FI@[@/I(F) — F
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est une équivalence faible argument par argument. Or, on a vu au cours de la dé-
monstration de la proposition 3.1.2 que pour tout objet ¢ de I, le morphisme e, ; est
le foncteur

(JF) /i— F(i)
défini par
epi(i’,a,pii’ — i) =F(p)(a) ,

6F7i((i’,a,p ci — ) ﬂ) (", d,p i" — 1)) = F(p')(f)
On définit un foncteur
ap; F(i) — ([ F)/i
par
ap;(a) = (i,a,1; i — i), a€ Ob(F(i)),
04F7i(f) = (1, f), feFI(F(®)).
On vérifie facilement que (ep;, ap;) forme un couple de foncteurs adjoints. On en

déduit que e, ; est asphérique (1.1.11), et en particulier une équivalence faible, ce qui
acheve la démonstration du théoreme. O

Dans la suite, on suppose que le localisateur fondamental faible VW est un localisateur
fondamental.

Lemme 3.1.5. — Soit w: J — I ‘un morphisme de Cat. Alors
Hom(w, 1eat) Wr) C Wy et (Cat/w)(W) c Wy
Démonstration. — La premiére inclusion est évidente. Pour montrer la deuxieme,

considérons un morphisme

A—— A

N/
Jw

1

de Cat/J qui est une équivalence faible localement sur J. Il s’agit de montrer qu’il est
une équivalence faible localement sur I, autrement dit, que pour tout objet ¢ de I, le
foncteur w/i : A/i — A’/i est une équivalence faible. On a un triangle commutatif

A — Wy

N S
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et pour tout objet (j,k : w(j) — ¢) de J/i, on a des isomorphismes canoniques
(A/i)/ (G, k)= A)j . (A k)= A')5

et (u/i)/(j, k) s’'identifie & u/j qui est par hypotheése une équivalence faible. Le fonc-
teur u/i est donc une équivalence faible localement sur J/i, ce qui prouve qu’il est
une équivalence faible. O

3.1.6. — En vertu du lemme précédent, pour toute fleche w : J — I de Cat, le
foncteur

Hom(w, L¢ar) : Hom(Z, Cat) — Hom(.J, Cat)
induit un foncteur
w* : Wy Hom(I, Cat) — W' Hom(J, Cat)
et le foncteur
Cat/w : Cat/J — Cat/I

un foncteur

Catjw: W, Cat)J — W, Cat /I
Pour toute petite catégorie I, on pose

Hot(I) = Hot,y,(I) = W} Hom(I, Cat)

(de sorte que si I = e, Hot(e) = W, Hom(e, Cat) ~ W~'Cat = Hot (cf. 1.4.2)). Pour
tout morphisme w : J — I de Cat, on a donc défini un foncteur

w*+Hot(I) — Hot(J)
On définit un foncteur
w : Hot(J) — Hot(I)
en posant
w, = O 0 Cat/w o O
Théoréme 3.1.7. — Pour tout morphisme w : J — I de Cat, les foncteurs
w, : Hot(J) — Hot(I) w” : Hot(I) — Hot(J)

forment un couple de foncteurs adjoints.

Démonstration. — Il résulte de la proposition 3.1.2, du théoréme 3.1.4, et des lemmes
3.1.5 et 2.1.6 que le couple de foncteurs (8 o Cat/w, ©; o w*)

Cat/w Ie)
W, 'Cat/)J /AN W, Cat /T —=— Wy Hom(I, Cat) = Hot (I)

w* A _
Wyt Hom(I, Cat) = Hot(I) =+ Hot(J) = W; ! Hom(J, Cat) == W', ~"Cat/.J
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est un couple de foncteurs adjoints. Comme en vertu du théoréme 3.1.4, O et @7&
sont des équivalences de catégories quasi-inverses I'une de I'autre, w* ~ 0 o (O ow*)
est un adjoint & droite de (O o Cat/w) o ©’; = w,, ce qui prouve le théoréme. O

Corollaire 3.1.8. — Soit J—— J' === J” dans Cat. Alors on a un isomorphisme
de foncteurs (w'w), ~ wjw,.

Démonstration. — Le corollaire résulte immédiatement du théoreme 3.1.7 et de I'iso-
morphisme évident (w'w)* ~ w*w'™. O
Ezxzemple 3.1.9. — Soit J une petite catégorie. On note
7, : Hom(J,Cat) — W' Hom(J, Cat) = Hot(.J)
le foncteur de localisation (de sorte que si J = e,
7, : Cat ~ Hom(e, Cat) — W, ' Hom(e, Cat) ~ W~!'Cat = Hot

s’identifie au foncteur de localisation canonique v : Cat — Hot (cf. 1.4.2)). On note
py:J — el'unique foncteur de J vers la catégorie ponctuelle. On vérifie immédiate-
ment que pour tout foncteur F' : J — Cat, on a

(o) (F) =~([ F)
En particulier, si A est une petite catégorie, et F' le foncteur constant de valeur A
F:j—A j€0b(J) |
alors
(P s (F) =y(J x A)
autrement dit,
(Pr)piv(A) ~y(J x A)

Ainsi, en vertu de la proposition 2.1.9, le foncteur
(py)hp5 : Hot — Hot

s’identifie au foncteur v(J) x 7, produit par v(J) dans Hot.
On suppose, dans la suite, que le localisateur fondamental W est fortement saturé.(!)

Proposition 3.1.10. — Soit w: J — I un morphisme de Cat.

(a) 'Pour que w soit une équivalence faible, il faut et il suffit que le morphisme de
foncteurs

(ol = (pr)ww*pr — (prhwr
défini par le morphisme d’adjonction, soit un isomorphisme.

(1) En fait, on démontre que, conformément & une conjecture de Grothendieck [14], tout localisateur
fondamental est fortement saturé [10].
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(b) Pour que w soit asphérique, il faut et il suffit que le morphisme de foncteurs
wpy ~ ww'p; — p;
défini par le morphisme d’adjonction, soit un isomorphisme.

Démonstration. — a) Pour toute petite catégorie A, le morphisme

V(I x A) = (pr)(ps) V(A) — (pr)i(pr) "V (A) =~ (I x A)
n’est autre que v(w X 14), qui est un isomorphisme si et seulement si w X 14 est une
équivalence faible (puisque W est fortement saturé). L’assertion (a) résulte donc de
2.1.3.

b) Pour toute petite catégorie A, wp%v(A) (resp. pjy(A)) est 'image par v; du
foncteur i — (J x A)/i = J/ix A (resp. du foncteur constant i —> A), i € Ob(I), et le
morphisme w,p%y(A) — pjy(A4) est I'image par y; du morphisme de foncteurs défini
par la deuxiéme projection J/i x A — A. L’assertion () résulte/donc de 1.1.4. O

Remarque 3.1.11. — Les assertions (a) et (b) de la proposition 3.1.10 admettent
la généralisation commune suivante : Soit

J——J
’x/u’ w=w"u
I

un triangle commutatif de Cat. Pour.que le morphisme u soit une équivalence faible
localement sur I, il faut et il suffit que le-morphisme de foncteurs
wply 2awjuutph — wiph

défini par le morphisme-d’adjonction, soit un isomorphisme.
En effet, pour toute petite catégorie A, le morphisme w,p%vy(A) — wip%,v(A) de
Hot(I) s’identifie & 'image par ; du morphisme de foncteurs

i u/ixla:Jix A— J/)ix A | i€ 0b(l) |
et ’assertion résulte de 2.1.3.

Exemple 3.1.12. — Si WV est le localisateur fondamental W, des exemples 1.1.31 et
2.1.2{ on vérifie facilement que le foncteur 7y induit une identification de la catégorie
Hot(I) = Hoty,, (I) & la catégorie Hom(I, Ens) des foncteurs de I vers la catégorie des
ensembles. Pour toute fleche w : I — J de Cat, le foncteur u* : Hot(J) — Hot([)
s’identifie au foncteur

Hom(J, Ens) — Hom(I,&ns) F+— Fu
et le foncteur u, : Hot(I) — Hot(J) a I’adjoint & gauche du précédent (I’extension de

Kan a gauche classique). En particulier, pour toute petite catégorie I, et tout foncteur
F : I — &ns, image de F par (p;), s’identifie & la limite inductive lim F de F.
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Remarque 3.1.13. — Soit I une petite catégorie, et considérons les foncteurs
Cat/I ——"— Hom(I°,Cat) | Hom(I°, Cat) ——— Cat/I
(A, A— 1) — (i—1i\A) F +— (VE,VF —1)

(voir 2.2.6). Il résulte aussitot de la proposition 3.1.2, et de la commutativité du

=/

diagramme 2.2.6.1 que (2;,Z%) est un couple de foncteurs adjoints. On note Wy la
partie de Fl(Cat/I) formée des foncteurs qui sont des équivalences faibles colocalement
sur I, autrement dit, des morphismes

A—— A
x\/v' v="1u
I

de Cat/I tels que pour tout ¢, i € Ob(I), le foncteur ¢\u:i\A-— i\ A’, induit par v,
soit une équivalence faible. Il résulte alors du théoreme 3.1.4, de la proposition 1.1.21,
et de la commutativité du diagramme 2.2.6.1 qu’on a

WY =Er W) . Wi =57 0V))
et que les foncteurs
=, WY Cat /T — W;3 Hom(I°, Cat) = Hot (I°)
et
= : Hot(I°) =Wy Hom(I°, Cat) — Wy~ 'Cat/I

induits par Z; et Z} respectivement, sont des équivalences de catégories quasi-
inverses I'une de ’autre. De méme, le lemme 3.1.5 implique que pour tout morphisme
w:J — I de-Cat, on a linclusion (Cat/w)(W/) C WY, et par suite, que le foncteur
Cat/w induit un foncteur

Cat/w : W~ 'Cat)J —s W}~ Cat/I

Enfin, il résulte facilement des considérations des numéros 1.1.17 a 1.1.20, et de la
commutativité du diagramme 2.2.6.1 que pour tout morphisme w : J — I de Cat, le
foncteur composé Eo o Cat/w® o =/},

]

Cat/w° 10

Hot(J) ———— W".~Cat/J° ———— W}, "' Cat /I° ——— Hot(I)

=/
B

est canoniquement isomorphe au foncteur w.
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3.2. Morphismes propres, lisses

Dans ce paragraphe, on se fize, une fois pour toutes, un localisateur fondamental
faible W.

Définition 3.2.1. — On dit qu'un morphisme u : A — B de Cat est W-propre, ou
plus simplement propre, si pour tout objet b de B, le morphisme canonique

ip: Ay — A/b at (a,1p :ula) —b), a€Ob(Ay),

est coasphérique. On dit que u est W-lisse, ou plus simplement lisse, si le morphisme
u® : A° — B° est propre, autrement dit, si pour tout objet b de B, le morphisme
canonique

Jo: Ay —> \A at> (a,1p:b— u(a)), a€ Ob(4y),
est asphérique.

Exemple 3.2.2. — 1l résulte de 1.1.15 et 1.1.24 qu’'une précofibration est un mor-
phisme propre. Dualement, une préfibration est un morphisme lisse. En particulier,
une immersion ouverte (morphisme de Cat isomorphe a Iinclusion d’un crible) est un
morphisme lisse, et une immersion fermée (morphisme isomorphe a l'inclusion d’un
cocrible) est un morphisme propre.

Proposition 3.2.3. — Soit u : A — B un morphisme de Cat. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(a) wu est propre;
(b) pour tout objet a de A, les fibres du morphisme
a\A— D\B b=u(a) ,
induit par u, sont asphériques ;

(¢) pour tout morphisme B = Ay — B de Cat, si l'on forme le carré cartésien

A= AxgB —— A

|

B —B >
Uinclusion A} C— A’, de la fibre de A’ au-dessus de l'objet 1 de B' = Ay, est un
morphisme coasphérique ;
(d) pour toute fiéche fo : by — b1 de B, et tout objet ag de Ay, la catégorie
A(ag, fo) dont les objets sont les fléches [ : ag — a de source ag qui relévent
fo (w(f) = fo), et dont les morphismes sont les triangles commutatifs

ao
/N
a —)g a/
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avec g morphisme de Ap, (u(g) = 1p,), est asphérique.

Démonstration. — L’équivalence de (a), (b) et (d) est un simple exercice de traduc-
tion laissé au lecteur. Montrons 1’équivalence de (¢) et (d). La donnée d’une fléche
fo :bo — b1 de B équivaut & celle d'un foncteur A; — B comme dans (c), et af-
firmer, avec les notations de (¢), que A] C— A’ est coasphérique, c’est affirmer que
pour tout objet a’ de A’ la catégorie a’\ A} est asphérique. Si a’ € Ob(A)), cela est
vrai sans hypothése sur u (puisque alors a’\ A} admet un objet initial, et par suite est
asphérique (1.1.13)). Il suffit donc de le vérifier pour o’ dans A’ — A} = Af ~ Ay, .
Mais alors a' s’identifie & un objet ag de Ay, et on vérifie que a’\ A} est isomorphe &
la catégorie A(ao, fo) de (d). Cela achéve la démonstration. O

Corollaire 3.2.4. — Les morphismes propres sont stables par changement de base,
autrement dit, pour tout carré cartésien dans Cat

Al——A

B —— B ’
si u est propre, il en est de méme de u’.

Démonstration. — Le corollaire résulte de/la proposition 3.2.3, puisque la condition
(¢) est stable par changement de base. O

Remarque 3.2.5. — 1l résulte de‘la condition (d) de la proposition 3.2.3 et de la
proposition 1.1.29 que si le localisateur fondamental faible W n’est pas trivial, alors
un morphisme propre u : A — B est un morphisme fermé, autrement dit, I'image
par u de tout fermé de-Ob(‘A) (ensemble d’objets d’un cocrible de A) est un fermé de
Ob(B). En particulier, on se gardera de croire qu'une équivalence de catégories soit
toujours un morphisme propre. On vérifie facilement qu’elle est propre si et seulement
si elle induit une surjection sur les objets (si W est non trivial).

Proposition 3.2.6. — Soit u: A — B un morphisme propre de Cat. Les conditions
suivantes sont_équivalentes :
(a) w.esta fibres asphériques ;
(b) w est asphérique ;
(¢) w est universellement asphérique, autrement dit, il est asphérique et le reste
aprés tout changement de base ;
(d) w est universellement dans W.

Démonstration. — Le morphisme u étant propre, pour tout objet b de B, le mor-
phisme canonique A, — A/b est coasphérique, et en particulier une équivalence faible,
ce qui montre ’équivalence des conditions (a) et (b). Comme étre propre a fibres asphé-
riques est, en vertu du corollaire 3.2.4, une propriété stable par changement de base,
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ceci prouve aussi I’équivalence de (a) et (¢). Les implications (¢) = (d) et (d) = (a)
étant évidentes, cela achéve la démonstration. O

Lemme 3.2.7. — Soient u : A — B un morphisme de Cat, a un objet de A, et
b = u(a). Si le morphisme u est propre, il en est de méme du morphisme a\A — b\ B,
induit par u.

Démonstration. — En vertu de la condition (b) de la proposition 3.2.3, il suf-
fit de montrer que pour tout objet (a’, f : a—a') de a\A, le morphisme
(a’, H\(a\A) — (b, 9)\(b\B), ou (V',g9) = (u(a’),u(f)), est & fibres asphériques.
Or ce morphisme s’identifie au morphisme a’\A — ¥\ B, induit par u, qui est a
fibres asphériques, en vertu de la condition (b) de la proposition 3.2.3, puisque le
morphisme u est propre. O

Proposition 3.2.8. — Soient u : A — B un morphisme propre de Cat, a un objet
de A, et b=u(a). Alors le morphisme a\A — b\ B, induit parw, est universellement
dans W.

Démonstration. — 1l résulte de la condition (b) de-la proposition 3.2.3 que le mor-
phisme a\A — b\ B est a fibres asphériques, et du lemme précédent qu’il est propre.
L’assertion résulte donc de la proposition 3.2.6. O

Proposition 3.2.9. — Soit u : A — B.un morphisme de Cat. Si u est propre, alors
u est colocalement coasphérique (cf. 1.1.24).

Démonstration. — Cela résulte aussitot de la proposition 3.2.8, puisqu’un morphisme
de Cat universellement dans W est en particulier coasphérique. O

Proposition 3.2.10.— Les morphismes propres sont stables par composition.

Démonstration. — Soit+ A —— B —~— ¢ dans Cat, avec u, v propres. Formons le
diagramme

A’ a\A

|

A
B’ b\B B
C )

|

{(, N} A\C
ol a est un objet de A, b = u(a), ¢ = v(b) = vu(a), (¢, f : ¢ — ) un objet de
c\C, les deux carrés de gauche étant cartésiens. Comme v est propre, il résulte de
la condition (b) de la proposition 3.2.3 que B’ est asphérique. Comme wu est propre,
il résulte de la proposition 3.2.8 que le morphisme a\A — b\ B est universellement

dans W. On en déduit que le morphisme A’ — B’ est une équivalence faible, et par
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suite que A’ est asphérique. Cela prouve que vu est propre en vertu de la condition

(b) de la proposition 3.2.3. O
Lemme 3.2.11. — Soit

A——A

B ——B

un carré cartésien de Cat. Alors pour tout objet a de A, b =u(a), le carré-induit
a\A' ——a\A
b\B' —— b\B

est cartésien.

Démonstration. — Considérons le cube commutatif

Al— A
AN [N

a\A" —— a\A

B —|——B

AN AN

DB —— 5 b\B

La face arriere est cartésienne par hypothese, et les faces horizontales sont cartésiennes
par définition de a\ A’ et b\B’. On en déduit que la face avant est cartésienne, ce qui
prouve le lemme. O

Proposition 3.2.12. — Soient C une petite catégorie,
A———B
C

un morphisme de Cat/C, C' — C' un morphisme propre, et formons le diagramme
de changement de base dont les trois carrés sont cartésiens

A A\
X,

(3.2.12.1) B’

/ |~

c’ C
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Siu est une équivalence faible colocalement sur C, alors u' est une équivalence faible
colocalement sur C'.

Démonstration. — Soient ¢/ un objet de C’, ¢ son image dans C, et considérons le
diagramme induit par le diagramme 3.2.12.1
\A c\A
d\B’ l c\B
d\C’ c\C

En vertu du lemme 3.2.11, les deux carrés contenant ¢/\C’" — ¢\C' sont cartésiens
(le troisieme carré 1'est donc aussi). Comme C’' — C' est propre, il résulte de la pro-
position 3.2.8 que ¢/\C’ — ¢\C est universellement dans W, .donc ¢/\A" — c\A et
d\B" — ¢\B sont des équivalences faibles. Si u est une.équivalence faible colocale-
ment sur C, ¢\A — ¢\ B est une équivalence faible, donc ¢’\A" — ¢/\ B’ aussi, ce qui
prouve que u’ est une équivalence faible colocalement sur C”. O

Corollaire 3.2.13. — L’image inverse d’un-morphisme coasphérique par un mor-
phisme propre est coasphérique.

Démonstration. — Le corollaire est un'cas particulier de la proposition 3.2.12. O

Corollaire 3.2.14. — L’image inverse d’un morphisme colocalement coasphérique
par un morphisme propre est colocalement coasphérique.

Démonstration. — Soit
A/ L} A
4]
B'——B

un carré cartésien de Cat, u étant un morphisme colocalement coasphérique et v un
morphisme propre. On vérifie facilement que pour tout objet a’ de A’, le carré induit

a/\A' ——a\A a=w(a)
l l b =4/(a)
Y¥\B' —— b\B b=u(a) =v(V)

est cartésien. L’assertion résulte donc du lemme 3.2.7 et du corollaire précédent. [

Théoréeme 3.2.15. — Soit w : A — B un morphisme de Cat. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes :
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(a) wu est propre;
(b) pour tout diagramme de carrés cartésiens dans Cat

A" —— A —— A

|

B"—— B ——B )
si v est coasphérique, il en est de méme de w.

Démonstration. — L’implication (a) = (b) résulte des corollaires 3.2.4 et 3.2.13. Mon-
trons que (b) implique (a). Pour tout objet b de B, on a un diagramme de carrés
cartésiens

R

{b} —— B/b—— B 2
ou l'image de {b} — B/b est l'objet final de B/b. Le morphisme {b} — B/b admet
donc un adjoint & gauche, et par suite est coasphérique (1.1.24). L’hypothese (b)
implique alors que A, — A/B est coasphérique, ce qui prouve que u est propre. [

Proposition 3.2.16. — Soient C une petite catégorie,

u

A——B
C

un morphisme de Cat/C, avec v et w propres. Si u induit des équivalences faibles dans
les fibres au-dessus de C, alors u est une équivalence faible localement sur C, et en
particulier, si le localisateur fondamental faible W est un localisateur fondamental, u
est une équivalence faible.

Démonstration.— Pour tout objet ¢ de C, on a un carré commutatif
A.—“— B,
Ale T/c> B/c >

ol iy et ip désignent les morphismes canoniques. Comme v et w sont propres, i4 et
1p sont coasphériques, et en particulier des équivalences faibles. Par hypothese, u, est
une équivalence faible; on en déduit donc que u/c est une équivalence faible, ce qui
prouve la proposition. O
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Remarque 8.2.17. — La proposition 3.2.16 généralise la partie (a) de la proposi-
tion 2.1.12.

Proposition 3.2.18. — Une petite limite inductive filtrante de morphismes propres
de Cat est un foncteur propre.

Démonstration. — Soient I une petite catégorie filtrante, F, G : I — Cat deux fonc-
teurs, et a : ' — G un morphisme de foncteurs tel que pour tout objet ¢ de I, le
morphisme «; : F(i) — G(i) soit un foncteur propre. Il s’agit de montrer qu’alors
le morphisme @U a li_m)l F— liinq G est aussi un foncteur propre. En vertu du
lemme 2.4.5, on peut supposer que I est la catégorie associée a un ensemble ordonné,
noté également I. Soit x un objet de li_m)l G ; on veut montrer que le foncteur cano-
nique (h_m)I F), — (h_m)I F) /- est coasphérique. Il existe i, dans-I et un objet z; de
G(ig) tel que x soit 'image de z; par le morphisme canonique. Quitte & remplacer
I par le sous-ensemble ordonné de I formé des éléments de [ qui sont supérieurs ou
égaux a 1, qui est cofinal dans I, on peut supposer que i, est le plus petit élément de I.
Le lemme 2.4.16 et la commutativité des limites inductives filtrantes dans Cat avec
les produits fibrés impliquent facilement que le morphisme (hi1>1 F), — (@U F) /x
s’identifie & la limite inductive des morphismes canoniques F(i),, — F(i) ;5 OU
pour tout i € I, x; désigne I'image de x;; dans G(i). Comme par hypothese, pour
tout ¢ € I, le morphisme F(i),, — F'(i)/x, est coasphérique, I'assertion résulte du
corollaire 2.4.18, (a). O

Remarque 3.2.19. — Toutes les assertions concernant les morphismes propres ad-
mettent une version duale.relative aux morphismes lisses. En particulier, les mor-
phismes lisses sont stables par changement de base, composition, et limites inductives
filtrantes. Un morphisme lisse a fibres asphériques est universellement dans V. Pour
qu’un morphisme u de Cat soit lisse, il faut et il suffit que 'image inverse par v d’un
morphisme asphérique soit asphérique, et que u conserve cette propriété apres tout
changement de base. On laisse le soin au lecteur de formuler les versions duales des
autres assertions.

3.2.20. — Soient w : J — I un morphisme de Cat, F : I — Cat un foncteur, et
posons' G = Fw : J — Cat. Le morphisme w induit un foncteur

défini par

w(j,a) = (w(G),a) ,  (5,a) €0b(fG) ,
w(g, f)=(w(e). ) ,  (¢.f):(a) = (',a) €FI(fG)
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Le foncteur w : [ G — [ F peut étre aussi défini par la propriété universelle de [ G.

Notons
li:F(i)HfF , i€ Ob(I) |,

Beili— 1y F(k) ,  k:i—i €FII) |

les foncteurs et morphismes de foncteurs canoniques correspondant au foncteur F'
(cf. 2.2.3), et définissons

l; =l : GG) = F(w(j)) — [F ,  j€O0b(J) ,
ﬁ; = ﬂw(q) : l; = lw(j) — lw(j’)F(w(q)) = l;’G(q) , qij— j/ € Fl(J) t
On vérifie aussitot qu’on a la relation de cocycle
/B(I]’q = (6:1’ *G(Q))ﬁ; ) ﬂij = 1l; )

pour ji>j’ L)j” morphismes composables de J, et que.w : [G — [ F est le
foncteur défini, grace a la propriété universelle de [ G, par la famille des foncteurs l;-,
Jj € Ob(J), et des morphismes de foncteurs 3, ¢ € FI(J), (ef. 2.2.3).

Lemme 3.2.21. — Soient w : J — I un morphisme de Cat, F : I — Cat un fonc-
teur, et posons G = Fw : J — Cat. Alors on a un.carré cartésien

[G % JF

00 J JeF

J———1

ot O, Op désignent les cofibrations associées auz foncteurs G' et F' respectivement
(cf. 2.2.1), et w le foncteur induit par w (cf. 3.2.20).

Démonstration. — Le lemme résulte d’une simple vérification, laissée au lecteur. [

Lemme 3.2.22. — Soient u : A — B un morphisme de Cat, et F : A — Cat un
foncteur. Pour tout b, b € Ob(B), on a un isomorphisme canonique

(JF) /b~ [F|A/b .

ot F|A/b désigne le composé de F avec le foncteur canonique A/b — A.

Démonstration. — En vertu du lemme 3.2.21, on a un carré cartésien

[F|A/b— [F

L]

Alb— A )
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et comme le carré
Ab— A

| ]

B/b—— B

est aussi cartésien, il en est de méme du carré composé

[F|Ab—— [F

L]

B/b—— B

Le carré
(fF)/o——F
B/b— B
étant aussi cartésien, le lemme en résulte. O
Proposition 3.2.23. — Soit w : J — I un morphisme de Cat. Les conditions sui-

vantes sont équivalentes :
(a) le morphisme w est coasphérique ;
(b) pour tout foncteur F : I — Cat; le morphisme
fFw— [F
induit par w, est coasphérique ;
(¢c) pour tout foncteur F : I — Cat, le morphisme
JFw— [F
induit par w, est une équivalence faible.

Démonstration:. — En vertu du lemme 3.2.21, on a un carré cartésien

[ Fw—— [F

| I

JT>I ’

et O est une cofibration, et en particulier un morphisme propre (3.2.2). L’implication
(a) = (b) résulte donc du corollaire 3.2.13. L’implication (b) = (c¢) résulte de 1.1.24.
Montrons 'implication (¢) = (a). Soit ¢ un objet de I, et considérons le foncteur
F : I — Cat associant & un objet i de I la catégorie discréte correspondant & 1’en-
semble Hom;(4,i"). Alors, en vertu de (¢), [ Fw — [ F est une équivalence faible, et
on vérifie facilement que [ F ~i\I, que [ Fw ~i\J, et que la fleche [ Fw — [F
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s’identifie au morphisme i\w : i\J — 4\, induit par w, ce qui prouve que w est
coasphérique, et acheéve la démonstration. O

Le corollaire suivant compléte la proposition 3.1.10.

Corollaire 3.2.24. — Supposons que le localisateur fondamental faible W soit un
localisateur fondamental, et qu’il soit fortement saturé.® Soit w : J — I un mor-
phisme de Cat. Pour que w soit coasphérique, il faut et il suffit que le morphisme. de
foncteurs

(pohw* = (prhww” — (pr);

défini par le morphisme d’adjonction, soit un isomorphisme.

Démonstration. — Pour tout foncteur F' : I — Cat, le morphisme

V(JFw) =~ (p,)w*y (F) — (pp)yy(F) ~ ([ F)
de Hot(e) ~ Hot (cf. 3.1.9) s’identifie & y(w), ot w : [ Fw — [ F désigne le mor-
phisme induit par w. Le corollaire résulte donc de la proposition 3.2.23, et de la forte
saturation de W. O

Remarque 3.2.25. — La proposition 3.2.23 et le corollaire 3.2.24 admettent une
version relative analogue a celle de la proposition 3.1.10 (remarque 3.1.11). Soit

u

J———J
lx\/”, w=wu
I

un triangle commutatif dans Cat. Pour tout foncteur F': I — Cat, le triangle

ou u, w, w désignent les foncteurs induits par u, w et w’ respectivement, est commu-
tatif. On en déduit un diagramme commutatif

[ Fw O J
_ \ ) 0 \ )
” [ Fw J J
IF . ;

(2) Voir note 1, page 156.
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dont les faces carrées sont cartésiennes, en vertu du lemme 3.2.21. Il résulte donc de la
proposition 3.2.12 que si le morphisme u est une équivalence faible colocalement sur
I, alors @ est une équivalence faible colocalement sur [ F. Réciproquement, si pour
tout foncteur F' : I — Cat, le morphisme @ : [ Fw — [ Fw’ est une équivalence
faible colocalement sur [ F, alors u est une équivalence faible colocalement sur I.
En effet, soit ¢ un objet de I, et considérons le foncteur F' : I — Cat associant.a
un objet i’ de T la catégorie discréte correspondant & ensemble Homy(i,¢"). Alors le
foncteur u : [ Fw — [ Fw' s’identifie au foncteur i\u : i\J — i\ J', induit par u; et
la catégorie [ F a la catégorie ¢\I. Il résulte donc de I'hypothése que le morphisme
i\u est une équivalence faible colocalement sur i\I. En particulier, le morphisme

i\ i\ > (6, L)\(\T) — (6, L)\(@\T) = i\J"

ou (i,1;) désigne lobjet initial de ¢\I, est une équivalence faible; ce qui prouve que le
morphisme u est une équivalence faible colocalement sur I.-Si le localisateur fonda-
mental faible W est un localisateur fondamental, le raisonnement précédent montre
aussi que le morphisme u est une équivalence faible colocalement sur I si et seulement
si pour tout foncteur F : I — Cat, le morphisme u : ['Fw — [ Fw' est une équiva-
lence faible. Si de plus W est fortement saturé, ® cette derniére condition équivaut
a affirmer que le morphisme de foncteurs

*

(p)w* =~ (PJ/)!UIU*U’/* — (py )’

défini par le morphisme d’adjonction, est un isomorphisme (ce qui généralise le co-
rollaire 3.2.24). En effet, on vérifie aussitdét que pour tout foncteur F' : I — Cat, le
morphisme

v(J Fw) == (py)w*y; (F) — (py)w v (F) = ~([ Fw)

de Hot(e) ~ Hot s’identifie au morphisme ().

Remarque 3.2.26. — Si W est le localisateur fondamental Wy des exemples 1.1.31
et 2.1.2, conformément aux considérations de ’exemple 3.1.12, on retrouve comme
cas particulier du corollaire 3.2.24 le résultat classique suivant :

Pour qu’un foncteur entre petites catégories w : J — I soit cofinal, autrement dit,
Wi -coasphérique (cf. 2.4.2), il faut et il suffit que pour tout foncteur F : I — Ens, de
[ vers la catégorie des ensembles, l'application canonique lim Fw — lim F', induite

=7 =3I
par w, soit bijective.

La remarque 3.2.25 fournit le raffinement suivant, sans doute bien connu :

(3) Voir note 1, page 156.
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Pour tout triangle commutatif de foncteurs entre petites catégories

u

J———J
LN/U/ w=wu |,
I

les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) pour tout objet i de I, le foncteur i\J — i\J’, induit par u, définit une bijection
mo(i\J) — mo(i\J') ;
(b) pour tout foncteur F : I — Ens, de I vers la catégorie des ensembles, l'applica-
tion canonique li_m)J Fw — li_m)J, Fw', induite par u, est bijective.

3.2.27. — Soit u : A — B un foncteur entre petites catégories. Dans la suite de ce
paragraphe, on désigne aussi, par abus de notation, par u,, u* les foncteurs

Hom(A, Cat) — Hom(B,Cat) ,  Hom(B,Cat) ~+ Hom(A,Cat)
Fr— (b= ([ F)/b) G+ Gu
u = OpoCat/uo® (cf. 3.1.1), u* = Hom(u, lca), de sorte qu'on ait des carrés
commutatifs
Hom(A, Cat) —— Hom(B, Cat) Hom(B, Cat) —“— Hom(A, Cat)
MJ yB %{ Jm
Hot(A) ———— Hot(B) - Hot(B) R Hot(A)

(cf. 3.1.6, 3.1.9) (le premier -uniquement dans le cas ou le localisateur fondamental
faible W est un localisateur fondamental).

3.2.28. — Soit
AI L} A
S,
B ——B
un carré-cartésien de Cat. Pour tout foncteur F': A — Cat, on déduit un carré carté-
sien composé

[Fo—"" [F

eml leF

A/L}A
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(cf. 3.2.21). Pour tout objet b’ de B’, le foncteur w induit un foncteur
(J Fw)/t) — ([ F)/v(b))
et on remarque que
([ Fw)/V = (ww*(F))(¥)) et ([ F)/v(t)) = (07w (F) ()
On en déduit un morphisme
Kp : uw® — vy,

de Hom(Hom(A,Cat), Hom(B',Cat)), appelé morphisme de changement de base asso-
cié au carré D.

Proposition 3.2.29. — Soit

w

Al——A

D= J l

B'——B

un carré cartésien de Cat, avec u morphisme propre (resp. v morphisme lisse). Alors
le morphisme de changement de base kp : ujw* — v*u, est coasphérique (resp. uni-
versellement dans W) argument par argument, autrement dit, pour tout foncteur
F: A — Cat, et tout objet b" de B/,

kpge (V) + (uw™ (F)) (V) — (0w (F))(V)

est coasphérique (resp. universellement dans W), et en particulier, une équivalence
faible.

Démonstration. — Cas u propre. En vertu du corollaire 3.2.4, le morphisme u’ est
propre aussi, et pour tout objet b’ de B’, on a donc un carré commutatif

Ay, —=— Ay

L]

AJY —— Afo(V)

dont les fleches verticales sont coasphériques, et la fleche horizontale du haut un
isomorphisme, puisque le carré D est cartésien. Pour tout foncteur F' : A — Cat, on
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en déduit un carré commutatif

wa|AZ, — IF|Av(b’)

| |

[ Fw|A' /¥ —— [ F|AJv(b)
IR R

(f Fu) /¥ (J F) fo(¥)
Il Il

(ufuw* (F))(8') (0" (F)) ()

dont les fleches verticales sont des morphismes coasphériques (proposition 3.2.23),
et la fleche horizontale du haut un isomorphisme. Il résulte alors de la proposition
1.1.8 (forme duale) que la fleche horizontale du bas est coasphérique, ce qui prouve
I’assertion, en vertu du lemme 3.2.22.

Cas v lisse. Soit F': A — Cat un foncteur, et considérons le carré cartésien

(cf. 3.2.28). En vertu du dual du lemme 3.2.11, pour tout objet &’ de B’, on en déduit
un carré cartésien

”D,F(b')

(f Fw) V) ———— (] F) /o))

W |

By B/u(v)

Comme v est lisse, il résulte de la proposition 3.2.8 (forme duale) que le morphisme
B/Y — B/v(l'), induit par v, est universellement dans W. Il en est donc de méme
de rp ('), ce qui achéve la démonstration. O

3.2.830. — Soit u : A — B un morphisme de Cat. Par abus de notation, on désigne
par [, A/bla catégorie [ F,, ot F, est le foncteur F, : B — Cat défini par b +— A/b.
La catégorie [, A/b est la catégorie dont les objets sont les triplets (b, a, f : u(a) — b),
a € Ob(A), b € Ob(B), f € FI(B), un morphisme de (b, a, f) vers (V/,a’, f') étant un
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couple (h:b—V,g:a—a € FI(A), h € FI(B), tel que le carré
ple ( , g , g ; , tel g

fi |7

u(a) &) u(a’)
h b’
soit commutatif. On définit des foncteurs

iyt A—— [5 AJb ) Tyt [gAb—— A
at— (u(a), a, 1u(a)) (ba a, f) F—a
et un morphisme de foncteurs

a=aq, i,r, — 1f Al Apa,py = ([ 1a) # (u(a), a, L)) — (b,a, f)
B
et on vérifie aussitot que r,%, = 14. On en déduit que ¢, et r, sont des équivalences
faibles. On remarque qu’on a u = 0, i,, ou 0 est le morphisme canonique
Op, : [gA/b= [F, — B
Le morphisme u se décompose donc en une équivalence faible suivie d’une cofibration.

De plus, pour tout carré commutatif de Cat

A=A
B ——B
on a des carrés commutatifs
A———A Jo AV —— [z AJb Jo AV —— [ A/
S A
fB/A//b/T)fBA/b A——F A B'———B ;

otts: [ AV — [5 A/best le foncteur défini par (b, d’, ') = (v(b'), w(a’),v(f")),
ainsi que l’égalité

S* Qs = QU * 8

Dans la suite de cette section, jusqu’au paragraphe 3.2.35 inclus, on suppose que le
localisateur fondamental faible W est un localisateur fondamental.

Théoréme 3.2.31. — Soit u : A — B un morphisme de Cat. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(a) u est propre;
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(b) pour tout diagramme de carrés cartésiens dans Cat
Al — A — A
N,
B"—— B ——DB >

le morphisme de changement de base associé au carré de gauche est une équi-
valence faible argument par argument.

Démonstration. — L’implication (a) = (b) résulte du corollaire 3.2.4 et de la propo-
sition 3.2.29. Montrons I'implication (b) = (a). En vertu du théoréme 3.2.15, il suffit
de montrer que si

A ——A
S
B ——B

est un carré cartésien dont le morphisme de changement de base xp, est une équiva-
lence faible argument par argument, et si v est coasphérique, alors w est coasphérique.
Par hypotheése, pour tout foncteur F' : A — Cat, et tout objet b’ de B’,

tip (V) (ujw™ (F)) () — (v uy(F))(¥)
est une équivalence faible, et il résulte de-la proposition 2.3.1 que
f“D,F o uw* (F) — [ v*u,(F)

est une équivalence faible. D’autre part, comme v est coasphérique, il résulte de la
proposition 3.2.23 que le morphisme

v foru(F) = [u(Flo— [u(F) ,
induit par v, est une équivalence faible, et par suite aussi le composé
af’%,F Jujw* (F) — [ u,(F)

Or, en reprenant ’abus de notation de 3.2.30,

Juw = [ Grap . [ur =[G

et on a un carré cartésien

[Fu-" " [F

u'GFwJ/ J{u@F
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(cf. 3.2.28), d’olt un carré commutatif

[Fw——— [F

| |

[ urap—— [ (Ep

dont les fleches verticales sont des équivalences faibles (cf. 3.2.30). On vérifiefacilement
que s =0 [ Kp g, Ce qui implique que w est une équivalence faible, et prouve, en
vertu de la proposition 3.2.23, que le foncteur w est coasphérique, ce qui acheéve la
démonstration. O

Lemme 3.2.32. — Soit

A —— A

D= l l

B/T>B

un carré cartésien de Cat. On suppose que A-est la catégorie ponctuelle e, que B admet
un objet initial g, et que le morphisme w-est le foncteur e — B défini par cet objet.
Alors le morphisme de changement de base kp : wjw* — v*u, est une égquivalence
faible argument par argument si et seulement si le foncteur v’ est asphérique.

Démonstration. — Pourtoute petite catégorie C, vue comme foncteur de e vers Cat,
et tout objet b’ de B’, on a des isomorphismes

(uw*(C))(V') = (A"xC) /b ~ A /Y xC', (v'u,(C))(b') ~ Homp(@,v(b'))xC ~C,
et le morphisme de changement de base
tip,o(t) : (uw™ (C) () — (v7uy(C))(¥)

s’identifie & la projection A’/b' x C — C, ce qui prouve le lemme, en vertu des pro-
positions 1.1.3 et 1.1.4. O

Théoréme 3.2.33. — Soit u : A — B un morphisme de Cat. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(a) u est lisse;
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(b) pour tout diagramme de carrés cartésiens dans Cat

A// S Bl/

|

A/ N B/

|

AT>B )

le morphisme de changement de base associé au carré du haut est une équivalence
faible argument par argument.

Démonstration. — L’implication (a) = (b) résulte de la proposition 3.2.29 et de la
stabilité des morphismes lisses par changement de base (cf. remarque 3.2.19). Pour
montrer I'implication (b) = (a), soit b un objet de B, et considérons le diagramme
de carrés cartésiens de Cat

Ay —— e

!

b\A ——b\B

o |

A———B

ol e — b\ B est le foncteur. défini par Uobjet (b, 15) de b\ B. La condition (b) implique
que le morphisme de.changement de base associé au carré du haut est une équivalence
faible argument par argument, et il résulte donc du lemme précédent que le foncteur
Jb est asphérique, ce qui prouve ’assertion. O

Remarque 3.2.34. — 1l résulte aussitét du lemme 3.2.22 et de la remarque 3.2.25
que si

A/LA

D= J

B —— B

désigne un carré cartésien de Cat, alors le morphisme de changement de base kp, est
une équivalence faible argument par argument si et seulement si pour tout objet b’ de
B’, le foncteur A’ /b — A/v(b'), induit par w, est une équivalence faible colocalement
sur A.
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3.2.35. — En reprenant les notations de 3.1.6, soit
A —— A
o
B'—— B
un carré cartésien de Cat. On en déduit un carré commutatif

Hot (A’) +“— Hot(A)

HOt(BI) <;* HOt(B) ?

les foncteurs u* et v'* admettant des adjoints & gauche
uy : Hot(A) — Hot(B) et  wj:Hot(A") — Hot(B')

respectivement (cf. 3.1.7). On appelle aussi morphisme de changement de base
associé au carré cartésien D et on note c¢p : ww* —v*y, le morphisme de
Hom(Hot(A), Hot(B')), composé des fleches

uw* — ujw*utu, = uiu vt — v,
définies par les morphismes d’adjonction 1ye(a) = u*u, et uju'’ — THot(B)- On vé-
rifie facilement que le morphisme cp, est induit, par localisation, par le morphisme
kp (cf. 3.2.28), autrement dit, en gardant les notations de 3.1.9, pour tout foncteur
F:A— Cat, on a

CDyu(F) = VB'(“D,F)

Ainsi, en vertu de la proposition 3.2.29, si u est propre ou v lisse, alors le morphisme
¢p est un isomorphisme. Il résulte du théoréeme 3.2.31 (resp. 3.2.33) que cette pro-
priété caractérise les morphismes propres (resp. lisses) si 'on demande qu’elle reste
vraie aprés tout changement de base (pourvu que le localisateur fondamental W soit
fortement saturé (4)).

Ce qui suit est largement et librement inspiré du chapitre VII des Dérivateurs de
Grothendieck [15]. On ne suppose plus que le localisateur fondamental faible W soit
un localisateur fondamental.

3.2.36. — On note E l'ensemble ordonné (ainsi que la catégorie correspondante)
dont-les éléments sont les entiers relatifs, et dont la relation d’ordre est définie par

p=q <= (p=gq) ou (Fk€Ztelquep=2ketq=2k=+1) ,
autrement dit

E= - +——-4—-3—-2—7-1—0—1¢—2—3+—4—

(4) Voir note 1, page 156.
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Pour tout couple p, g d’entiers relatifs tels que p < ¢, on note E, , le sous-ensemble
ordonné de E formé des k € Z tels que p < k < ¢, muni de la relation d’ordre induite
par <.

3.2.837. — Soit C une petite catégorie. Pour tout couple p,q d’entiers relatifs tels
que p < ¢, on note Ch, ((C) I'ensemble des foncteurs de E vers C correspondant &
des diagrammes dans C

&CiélB}C73<£072£>871&COL01£CQLC3&C4;’E_}
tels que
Ci:cp7 fizlcpa ’Lgpa et Cj:an fj:10q7 j>Q7

et Ch, ,(C) la sous-catégorie (non pleine) de Hom(E, C') dont les objets sont les fonc-
teurs appartenant & Ch,, ,(C'), et les morphismes les transformations naturelles «v entre
tels foncteurs, satisfaisant aux conditions

Oli:Oép, Z<p7 et Oéj:Oéq, j?q

La catégorie Ch,, (C) s’identifie de fagon évidente a la catégorie Hom(E, ,, C') des
foncteurs de E,, ; vers C. On définit des foncteurs s, : Ch, (C) — C en posant

P,q

sgl(c) =c¢, , t7(c) = cg» €€0bCh, (C)=Ch,,(C),

spl() =a,, tgl(a) =a,, ~a€FICh, (C),

et un foncteur i¢;* : ¢ — Ch,, (C), associant a un objet ¢ de C'le foncteur constant

de valeur ¢. On a

sttoi? =1c = th? o if?
Lemme 3.2.38. — Soient C'une petite catégorie, et p, q deux entiers relatifs impairs

tels que p < q. Alors le foncteur

(s 15 : Ch

a(C) — CxC

est une cofibration.

Démonstration. — Comme p et ¢ sont impairs et p < g, onap+1<qg—1, et on
peut considérer la catégorie Ch, ;. 1(C) ainsi que le morphisme

p+1,g—1 ,p+1,q—1y |
(SC e ): @p

414-1(C) — CxC
de Cat, et définir un foncteur
F:CxC—Cat |, (¢, = Chy i1 o1(C)/(c, )

Un objet de Ch, .y ,1(C)/(c,¢) est un triplet formé d'un diagramme dans C de la
forme

Cp+1l — Cpt+2 ¢— -+ — Cg—2 ¢— Cg-1
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et de morphismes ¢p41 — ¢ et ¢;—1 — ¢’ de C. La donnée d’un tel triplet équivaut
a la donnée d'un objet de Ch, (C) de la forme

Cp =C4—Cptl —3 Cpt2¢— -+ —Cq24—Cq-1 —3 ¢y =

Un morphisme de Ch,,_; ,_1(C)/(¢, ') correspond & un morphisme de Ch, (C) de la
forme

C—Cptl —> Cp42 ¢— -+ — Cg—24—Cg—1 — ¢/
apzlcl lap_u laﬁ.g laq_z laq—l J,QQZlC/
G O~ Gy o G

Il est alors facile de vérifier que le foncteur

(st #7:) : Ch, (C) — C x C

T =—Pq

s’identifie & la cofibration canonique 6 : [[F — C x C associée au foncteur F, ce
qui prouve le lemme. O

Lemme 3.2.39. — Soient C une petite catégorie; et p, q deux entiers relatifs tels
que p < q. Alors les foncteurs

sg!: Ch, (C) — C et tg?:Ch, (C)—C
ont des fibres contractiles.

Démonstration. — Montrons par-exemple I'assertion relative & s7;?. On raisonne par

récurrence sur n = ¢ — p. Si p = ¢, la catégorie @p’q(C’) s’identifie a C, et le foncteur
st? au foncteur identique 1¢, ce qui prouve 'assertion dans ce cas. Supposons que
g > p, et soit cun objet de C'. On a une inclusion évidente i : E, ;1 < E,, , admettant

une rétraction r, définie par

k p<k<gq,
r(k) =
q_17 k:q7

et un morphisme de foncteurs « entre ir et l]Ep Y (de ir vers l]E,, Y si ¢ est impair, ou
dans Pautre sens si g est pair), induisant 'identité sur E, ,_1. Vu les identifications
Ch,, =Hom(E, ,,C) et Ch, , 1 = Hom(E, 4—1,C), on en déduit des foncteurs

i :Qp,q E— Qp,qfl et r :Qp,qfl - @p,q

tels que i*r* = 1, , et un morphisme de foncteurs a* entre r*i* et 1, . On
q—1

D, -—P,q
vérifie facilement que ces foncteurs et ce morphisme de foncteurs sont compatibles au
passage aux fibres au-dessus de ¢, définissant ainsi une équivalence d’homotopie entre

-1 . )
la fibre de sf;? au-dessus de ¢ avec celle de s7;?” . Comme par hypothése de récurrence

cette derniere est contractile, cela prouve I'assertion. Pour montrer ’assertion relative



180 CHAPITRE 3. THEORIE HOMOTOPIQUE ELEMENTAIRE DES CATEGORIES

a t%?, on raisonne de fagon analogue, ou on la déduit de ce qui précede, en utilisant

I 1bomorphisme
S E_g_p—E,, , kt— —k ,

qui induit un isomorphisme S*: Ch, ., — Ch_, _ tel que tg;? = 5,9 77S*. O
3.2.40. — Soient C' une petite catégorie, et I la partie de Z x Z formée des couples
(p, q) tels que p < ¢, munie de la relation d’ordre < définie par

(p,g) <@,d) <= p<pet g<qd (p,q), (0,q)el

On remarque que I est un ensemble ordonné filtrant, que pour tous (p, q), (p',¢’) €
q

si (p,q) < (p',q'), alors Ch, (C) est une sous-catégorie (non pleine, si (p;q) < (p/,
de Ch,, ,/(C), et qu'on a alors des triangles commutatifs

!

1,
)

C)———Ch,
Pqtpx/ \/(qutpq / \
CxC ¢)&——Ch,,

On note Ch (C) la sous-catégorie (non pleine) de Hom(E, C), réunion filtrante des
sous-catégories Ch,, ,(C), pour (p, q) € I, et Chis (€) l'ensemble des objets de Ch . (C'),
réunion des ensembles Ch, ,(C), de sorte que

Choo(C) = lim Ch,4(C) et Ch (€)= lim Ch, (C)

(p,a)€l (p,q)el

La commutativité des triangles ci-dessus montre aussitot que les foncteurs
STt Ch, ,(C)y—C et ig?: C— Ch, ,(C)
définissent par passage a la limite inductive des foncteurs
sEyty v Ch (C) — C et i :C— Ch_(C)

de sorte que

oo\ 1 P.q o _ i P.q 00 i P
s¢ = lim sg" tg = lim t5 et ig = lim g
(pa)el (p.a)el (pa)el

De plus, on a donc s&F 01y = 1g =tF oy .

3.2.41. — L’application k+— k + 1, k € Z, définit un isomorphisme T :[E° — |
de la catégorie opposée a E avec E. On en déduit, pour toute petite catégorie C', un
isomorphisme de catégories

Hom(E, C) % Hom(EE°, C') ~ Hom(E, C°)°
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On vérifie facilement que cet isomorphisme induit un isomorphisme des sous-catégories
Ch (C) = (Ch _(C°))°, rendant commutatif le diagramme

Ch () —= (Ch . (C°))°

(8%07 té’c)J J{(S?o, tocoo)o

CxC———(C°xC°)°
Proposition 3.2.42. — Pour toute petite catégorie C, le foncteur
(sgh t&):Ch (C) — C x C
est propre et lisse.
Démonstration. — L’ensemble I’ des couples (p, q) appartenant & I’ensemble ordonné

T (3.2.40) avec p et ¢ impairs est une partie cofinale de I. On en déduit un isomor-
phisme

(52, 3) = lim (s50,#05)
(p.9)El
Le lemme 3.2.38, 'exemple 3.2.2, et la proposition 3.2.18 impliquent alors que le
foncteur (s, t%) est propre. La lissité découle de ce résultat appliqué a la catégorie
opposée C°, et des considérations du paragraphe précédent. O

Corollaire 3.2.43. — Pour toute ‘petite-catégorie C, les foncteurs
sg :Ch (C)—C et tg :Ch (C) — C
sont propres et lisses.

Démonstration. — Comme les deux projections

CxC

N

C C

sont a la fois des fibrations et des cofibrations, le corollaire résulte de la proposition,
et de la-stabilité des morphismes propres et des morphismes lisses par composition
(3.2.10 et 3.2.19). O

Proposition 3.2.44. — Pour toute petite catégorie C, les foncteurs
sg :Ch (C)—C et t& :Ch (C)—C

ont des fibres asphériques.

Démonstration. — Comme on a
oo : D,q oo 3 p,q
s¢ = lim s et tg = lim tg

(pa)el (p,q)€l
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(¢f. 3.2.40), la proposition résulte du lemme 3.2.39, de la commutativité des limites
inductives filtrantes aux produits fibrés, et des propositions 1.5.19 et 2.4.12, (a). O

Théoréme 3.2.45. — Tout morphisme de Cat se décompose en une équivalence
faible, swivie d’un foncteur propre et lisse.’) De plus, on peut choisir cette décom-
position de sorte que ladite équivalence faible admette une rétraction qui soit un
foncteur propre et lisse a fibres asphériques.

Démonstration. — Soit u : A — B un morphisme de Cat, et formons le carré carté-
sien
¢ ———Ch_(B)

QJ l(s%ﬂ t%)

Ax B—— B x B
uXlp

Le foncteur (s%, t%) étant propre et lisse (3.2.42), il en est de méme de ¢ (3.2.4
et 3.2.19). Comme on a I'égalité (u x 15)(1a,u) = (s%, t%)iFu, il existe une unique
fleche j: A — C telle que

qj = (1a,u) et vj=1ig5u

l(S%? t5)

AxXxB—BxB
uxlp
On pose
Pry Pro
r=prpog et p=prpoq , A+—AxB——B ,

ol pry et pry désignent les deux projections. La stabilité des morphismes propres et
des morphismes lisses par composition (3.2.10 et 3.2.19) implique que p et r sont
propres et lisses. D’autre part, on vérifie aussitot que le carré

A———B

u

(5) Cela résulte aussi d’un théoréme dii & Denis-Charles Cisinski [10, théoréme 5.3.14], utilisant des
techniques moins élémentaires.
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est cartésien, ce qui implique en vertu de la proposition 3.2.44 que r est a fibres
asphériques, et il résulte de la proposition 3.2.6 qu’il est en particulier une équivalence
faible. Enfin, on a les égalités

pj=rpryoqj=pryo(la,u)=u et rj=priogj=pryo(la,u)=1a ,
la deuxiéme égalité impliquant que j est une équivalence faible, ce qui acheéve la

démonstration. O

Définition 3.2.46. — On dit qu’un morphisme u : A — B de Cat est W-localement
constant, ou plus simplement localement constant, si pour toute fleche g : by — by-de
B, le morphisme

AJbg — A/by (a, f :u(a) — by) —> (a, gf : u(a) —.b1)"

induit par g, est une équivalence faible. On dit que u est W-colocalement constant, ou
plus simplement colocalement constant, si le morphisme u° : A° = B° est localement
constant, autrement dit, si pour toute fleche g : by — by de B, le morphisme

bi\A — bp\A (a,f:b1 — u(a)) — (a, fg.r bp — u(a))
induit par g, est une équivalence faible.

Proposition 3.2.47. — Un morphisme propre et lisse de Cat est d la fois localement
et colocalement constant.

Démonstration. — Soient u : A —» B un morphisme propre et lisse de Cat et
g :bp — by une fleche de B. Montrons que le foncteur A/by — A/by, induit par
g, est une équivalence faible. Le morphisme g de B définit un foncteur A; — B.
Formons le carré cartésien

Ay=AxpA — A

|

Ay —B

Le foncteur w étant propre, il résulte de la proposition 3.2.3, (¢) que linclusion
i1 : Ap, C5 Ay de la fibre Ay, de A au-dessus de l'objet by de B (qui s’identifie &
la fibre de A, au-dessus de 'objet 1 de A;) est un morphisme coasphérique et en par-
ticulier une équivalence faible. Dualement, u étant aussi un foncteur lisse, I'inclusion
i0 Ap, & Ay est un foncteur asphérique et en particulier une équivalence faible. On
note v : A; — A/b; le foncteur défini sur les objets par
(a,g9:ula) —by) , pour a objet de Ay au-dessus de by
v =
( (a,1y(q) s u(a) — b1) pour a objet de A4 au-dessus de b;

et sur les fleches par

fra—ad v+ f:v(a) — v(d)
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On vérifie aussitot que le diagramme

i0 i1
Abo Ag Abl

L N

Afbg —————— S Afby

dont les fleches verticales sont les morphismes canoniques et la fleche horizontal du bas
le foncteur induit par g, est commutatif. Or, comme le foncteur u est propre les fleches
verticales de ce diagramme sont des morphismes coasphériques et en particulier.des
équivalences faibles. Les fleches i et i1 étant également des équivalences faibles, on dé-
duit par une double application de la saturation faible que le foncteur A/by — A/by,
induit par g, est une équivalence faible, ce qui prouve que le morphisme u est locale-
ment constant. Comme le foncteur u est aussi lisse, le méme argument appliqué a u°
prouve que u est également colocalement constant, ce qui prouve la proposition. [

3.3. Variation du localisateur fondamental faible

Jusqu’a présent, on a en général fixé un localisateur fondamental faible et considéré les
notions qui s’en déduise, sans chercher a étudier leur comportement quand on change
de localisateur. Dans ce paragraphe, on se fixe deux localisateurs fondamentauz faibles
W et W' tels que W C W',

3.3.1. — Par hypotheése, toute W-équivalence de Cat est une W’-équivalence. 11
découle donc aussitot des définition que toute petite catégorie W-asphérique est
W'-asphérique, et tout morphisme W-asphérique (resp. localement W-asphérique) de
Cat est W -asphérique (resp. localement W’-asphérique). Dualement, tout morphisme
Wh-coasphérique (resp. colocalement W-coasphérique) de Cat est W'-coasphérique
(resp. colocalement W'-coasphérique). Si

A———B
C

est un triangle commutatif de Cat, et si le morphisme u est une W-équivalence loca-
lement (resp. colocalement) sur C, alors u est aussi une W’-équivalence localement
(resp. colocalement) sur C. Enfin, un morphisme W-propre (resp. W-lisse) de Cat est
W'-propre (resp. W'-lisse).

3.3.2. — Soit A une petite catégorie. Une W-équivalence de préfaisceaux sur A
est alors une W’-équivalence, et il résulte de ce qui précede qu’un préfaisceau
Wh-asphérique (resp. localement W-asphérique) est W’ -asphérique (resp. locale-
ment W'-asphérique), et qu'un morphisme W-asphérique de préfaisceaux sur A est
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W'-asphérique. De méme, une W-équivalence locale de préfaisceaux sur A est une
W'-équivalence locale.

3.3.3. — Il est immédiat qu'une W-catégorie pseudo-test est aussi une W’ -catégorie
pseudo-test. D’autre part, le critére (4é) de la proposition 1.4.9 implique que toute
Wh-catégorie test faible est une W’-catégorie test faible, et par suite aussi que toute
Wh-catégorie test locale (resp. W-catégorie test) est une W’-catégorie test locale (resp.
W'-catégorie test). Il résulte des considérations du paragraphe 3.3.2 qu’une catégo-
rie totalement W-asphérique est totalement W -asphérique. On en déduit que toute
Wh-catégorie test stricte est une W’ -catégorie test stricte, et que tout W-contracteur
est un W’ -contracteur.

3.8.4. — Soient A une petite catégorie, et i : A — Cat un foncteur. Si i est
Wh-asphérique (cf. 1.8.1), alors il est aussi W'-asphérique. En effet, on observe
d’abord que pour tout objet a de A, la catégorie i(a) étant W-asphérique, elle est
aussi W'-asphérique. Soient Ay une W’-catégorie test faible (par exemple une des
catégories test de l'exemple 1.6.10, ou la catégorie des simplexes A (cf. 1.6.14)),
et B une petite sous-catégorie pleine de Cat contenant i(A) et i, (Ag), et formée
de catégories W-asphériques, donc aussi W’ -asphériques. Les foncteurs i et ¢ A, S€
factorisent par B, et on obtient ainsi un diagramme commutatif

A—"— B4,

N

En vertu du lemme 1.8.4, (b), la W-asphéricité du foncteur ¢ implique celle du mor-
phisme u de Cat, qui est-par'suite aussi W-asphérique (cf. 3.3.1). D’autre part, comme
le foncteur 7 4 = est W-asphérique (cf. 1.8.3), le lemme 1.8.4, (b), implique qu’il en est
de méme du foncteur j, et il résulte alors du lemme 1.8.4, (a), que le foncteur ¢ est
W'-asphérique.

On en déduit (cf. 3.3.3) que si ¢ est un W-foncteur pseudo-test (c¢f. 1.8.14), alors
il est aussi un W’-foncteur pseudo-test, et de méme si i est un W-foncteur test faible
(resp. test local, resp. test), il est aussi un W'-foncteur test faible (resp. test local,
resp. test).






CHAPITRE 4

LA THEORIE DES STRUCTURES D’ASPHERICITE

4.1. Structures d’asphéricité

Dans ce paragraphe, on se fize, une fois pour toutes, un localisateur fondamental
faible W.

Définition 4.1.1. — Une structure de YWW-asphéricité, ou plus simplement structure
d’asphéricité, est un couple (M, M,s), o M est une catégorie (localement petite)
et M,s une classe d’objets de M, tel qu’il existe un objet A de Cat et un foncteur
1: A — M satisfaisant aux deux conditions suivantes :

(7) pour tout objet a de A, on a i(a) € Mys;

(#) silon note i* le foncteur

i* M — A, z+— (a+— Hom(i(a),z)),

alors on a M,y = (i*)'l(ﬁas), ol Aps désigne la partie de Ob A formée des

objets asphériques de A.
On dira aussi parfois que M,s est une structure de W-asphéricité sur M ou plus sim-
plement une structure d’asphéricité sur M. Les éléments de M4 seront appelés objets
Mas-W-asphériques, ou objets Mys-asphériques, ou objets VW-asphériques, ou encore
plus simplement objets asphériques de M. Etant donné une structure d’asphéricité
(M, M4s); on dira qu’un foncteur ¢ : A — M, de source une petite catégorie A et
de but M, est un foncteur Mys-W-asphérique, ou foncteur Mys-asphérique, ou fonc-
teur YW-asphérique, ou encore plus simplement foncteur asphérique, si il satisfait aux
conditions (¢) et (i) ci-dessus.

Remarque 4.1.2. — Ainsi, si M est une catégorie (localement petite), pour définir
une structure d’asphéricité M,s sur M, il suffit de se donner une petite catégorie
A et un foncteur i : A — M tel que pour tout objet a de A, le préfaisceau i*i(a)

e—1 A

soit asphérique, et poser Mus = i* 71 (A,s). En particulier, toute petite sous-catégorie
pleine A de M définit une structure d’asphéricité sur M en posant M,s = i*~1(Ayg), o
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1 : A — M désigne le foncteur d’inclusion, puisque le foncteur ¢ étant alors pleinement
fidele, pour tout objet a de A, on a un isomorphisme i*i(a) ~ a, et par suite, le
préfaisceau i*i(a) est représentable, donc asphérique. Il résultera du lemme 4.1.4 que
toute structure d’asphéricité sur M peut étre obtenue ainsi.

Exemple 4.1.3. — 8Si Cat,s désigne la classe des objets asphériques de Cat, le couple
(Cat,Cat,s) est une structure d’asphéricité. En effet, si A est une catégorie test faible
et i : A — Cat le foncteur iy : at+— A/q, d'une part, pour tout objet a de 4, la
catégorie i(a) = A/a est dans Cat,s, puisqu’elle admet un objet final, et d’autre part,
une petite catégorie C' est asphérique si et seulement si i*(C) est un préfaisceau
asphérique (cf. exemple 1.8.3). De plus, si A est une petite catégorie et ¢ : A =— Cat
un foncteur, alors ¢ est un foncteur Cat,s-asphérique au sens de la définition 4.1.1 si
et seulement si il est un foncteur asphérique au sens de la définition 1.8:1.

Lemme 4.1.4. — Soient (M, M,s) une structure d’asphéricité, u : A — B un mor-
phisme de Cat, j : B — M wun foncteur, et posons i = ju v A — M. On suppose que
pour tout objet b de B, l'objet j(b) de M est asphérique.

a) Siu est un morphisme asphérique de Cat, le foncteur j : B — M est asphérique
si et seulement si le foncteuri: A — M [’est.

b) Si le foncteur j est pleinement fidéle et i asphérique, alors u est un morphisme
asphérique de Cat et j un foncteur asphérique.

Démonstration. — On vérifie immédiatement qu’on a un triangle commutatif

M

(4.1.4.1) ’/ \

B————A
(ot “Iétoile en haut” de iet j a un sens légerement différent de celle de u).

a) Si u est asphérique, il résulte de la proposition 1.3.11 qu'un préfaisceau F' de
B est asphérique si et seulement si le préfaisceau u*F' de A Dest. L’équivalence de
I’asphéricité des foncteurs i et j résulte alors immédiatement de la commutativité du
triangle 4.1.4:1.

b) Supposons le foncteur j pleinement fidéle et le foncteur ¢ asphérique. Pour
tout objet b de B, la pleine fidélité de j implique que j*;j(b) est isomorphe a b,
d’ott w*(b) ~ u*j*j(b) = ¢*j(b). Comme j(b) est un objet asphérique de M et ¢ un
foncteur asphérique, u*(b) ~ i*;j(b) est un préfaisceau asphérique, ce qui prouve que
le morphisme u est asphérique (1.3.11). 1l résulte alors de (a) que j est un foncteur
asphérique, ce qui acheve la démonstration. O

Remarque 4.1.5. — 1l résulte aussitot du lemme précédent que pour toute struc-
ture d’asphéricité (M, M,s), il existe une petite sous-catégorie pleine B de M formée
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d’objets asphériques telle que le foncteur d’inclusion j : B — M soit asphérique. En
effet, par définition d’une structure d’asphéricité, il existe une petite catégorie A et
un foncteur asphérique i : A — M. Il suffit alors, en vertu de la partie (b) du lemme,
de prendre pour B la sous-catégorie pleine de M formée des objets i(a), pour a objet
de A.

Ezxzemple 4 1.6. — Soient B une petite catégorie et BaS la classe des objets asphe—
riques de B. Alors (B Bas) est une structure d’asphéricité. En effet, si j : B — B
désigne le plongement de Yoneda, on a j* =~ 1z, et par suite, un objet « de B est
dans Bas si et seulement si j*(x) est un prefalsceau asphérique. Comme j est pleine-
ment fidele, il résulte aussitot du lemme précédent que si u : A — B est un morphisme
de Cat, alors u est asphérique si et seulement si le foncteur composéi = ju: A — B
est Eas—asphérique.

Lemme 4.1.7. — Soient (M, M,s) une structure d’asphéricité, C une petite sous-
catégorie pleine de M formée d’objets asphériques, k : C.— M le foncteur d’inclu-
sion, A et B deuz petites catégories, eti: A— M et j: B— M deuz foncteurs se
factorisant par C, de sorte qu’on a un diagramme commutatif

A

B

Sij est un foncteur asphérique, alors k est un foncteur asphérique, v est un morphisme
asphérique de Cat, et pour que le foncteur i soit asphérique, il faut et il suffit que u
soit un morphisme asphérique de Cat.

Démonstration. — Comme le foncteur j est asphérique et le foncteur k pleinement
fidele, il résulte de la partie (b) du lemme 4.1.4 que v est un morphisme asphérique de
Cat et que le foncteur k est asphérique. Si u est un morphisme asphérique de Cat, la
partie (@) du lemme implique alors que ¢ est un foncteur asphérique. Réciproquement,
si i est un foncteur asphérique, alors u est un morphisme asphérique en vertu de la
partie (b) du lemme. O

Proposition 4.1.8. — Soient (M, M,s) une structure d’asphéricité, A une petite
catégorie, et i : A — M un foncteur tel que pour tout objet a de A, l'objet i(a) de M
soit asphérique. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) le foncteur i est asphérique, autrement dit, un objet x de M est asphérique si
et seulement si le préfaisceau i*(x) de A est asphérique ;
(b) pour tout objet asphérique x de M, le préfaisceau i*(x) de A est asphérique ;
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(c) il existe une petite catégorie B et un foncteur asphérique j : B — M tel que
pour tout objet x de M de la forme x = i(a), pour a objet de A, ou x = j(b),
pour b objet de B, le préfaisceau i*(x) de A soit asphérique.

De plus, si le foncteur i est pleinement fidéele, ces conditions sont encore équivalentes
a la condition :

(") il existe une petite catégorie B et un foncteur asphérique j : B — M tel que
pour tout objet b de B, le préfaisceau i*j(b) de A soit asphérique.

Démonstration. — L’implication (a) = (b) est évidente. Pour montrer I'implication
(b) = (c¢), on remarque que par définition d’une structure d’asphéricité, il existe une
petite catégorie B et un foncteur asphérique j : B — M. Comme les foncteurs i et
j se factorisent par la sous-catégorie pleine de M formée des objets asphériques, la
condition (b) implique que pour tout objet x de M de la forme z = i(a), pour a objet
de A, ou x = j(b), pour b objet de B, le préfaisceau i*(x) de A est asphérique, ce qui
prouve la condition (¢). Supposons maintenant que la condition (¢) soit satisfaite, et
notons C' la sous-catégorie pleine de M formée des objets. de la forme i(a), pour a
objet de A, ou j(b), pour b objet de B, et k : C — M le foncteur d’inclusion. Par
hypothese, C' est formée d’objets asphériques de M, et par construction, les foncteurs
1 et j se factorisent par C. En vertu du lemme précédent, pour montrer que i est un
foncteur asphérique, il suffit de montrer que le morphisme u : A — C de Cat, induit
par i, est asphérique. Or, la condition (¢) implique que pour tout objet ¢ de C, le
préfaisceau u*(c) ~ u*k*k(c) = i*k(c) de A est asphérique, ce qui implique, en vertu
de la proposition 1.3.11, que u est asphérique, et prouve I'implication (¢) = (a). Enfin,
si le foncteur 4 est pleinement fideéle, I’équivalence des conditions (c¢) et (¢’) résulte
du fait que, sous cette hypothése, pour tout objet a de A, on a un isomorphisme
i*i(a) ~ a, ce qui implique que le préfaisceau i*i(a) sur A est représentable, donc
asphérique. O

Corollaire 4.1:9.— Soient (M, M,s) une structure d’asphéricité, A une petite caté-
gorie, k : A — M un foncteur, et B une petite sous-catégorie pleine de M génératrice
par épimorphismes stricts, formée d’objets asphériques de M, telle que le foncteur
d’inclusion ... B — M soit asphérique, Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) le foncteur k : A — M est un foncteur asphérique pour la structure d’asphéri-
cité M,s sur M ;

(b) le foncteur i = "k : A — B est un foncteur asphérique pour la structure
d’asphéricité sur B de l'exemple 4.1.6.

Démonstration. — On remarque d’abord que comme le foncteur [ est asphérique,
pour tout objet a de A, lobjet k(a) de M est asphérique si et seulement si le pré-
faisceau I*k(a) = i(a) de B est asphérique. En vue de la preuve de I’équivalence des
conditions (a) et (b), on peut donc supposer que le foncteur k se factorise par la
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sous-catégorie pleine de M formée des objets asphériques et que le foncteur ¢ se fac-
torise par la sous-catégorie pleine de B formée des préfaisceaux asphériques (ces deux
conditions étant équivalentes et impliquées par 1'asphéricité de k ou de ). D’autre
part, comme B est une sous-catégorie pleine génératrice par épimorphismes stricts de
M, le foncteur I* est pleinement fidele. On en déduit que pour tout objet z de M et
tout objet a de A, on a des bijections fonctorielles
(") (a) = Homg(i(a) Iz) = Homg(l*k(a),l*x)
~ Homy (k(a),z) = k*(x)(a) ,

d’olt un isomorphisme i*(I*x) ~ k*(x) de préfaisceaux sur A. En particulier, pour
tout objet a de A, on a

(1) k*k(a) ~i*(I"k(a)) = i*i(a),
et comme le foncteur [ est pleinement fidele, pour tout objet b de B, on a
(2) E*1(b) ~ i*(I*1(b)) ~ i*(b).

Or en vertu de la proposition précédente, appliquée a la structure d’asphéricité
(M, M,s) et au foncteur asphérique I, pour que le foncteur k soit asphérique il faut
et il suffit que pour tout objet a de A et tout objet b de B, les préfaisceaux k*k(a)
et k*I(b) de A soient asphériques. La méme. proposition appliquée a la structure
d’asphéricité sur B de I’'exemple 4.1.6 et au foncteur asphérique j : B — B défini
par le plongement de Yoneda, implique que le foncteur ¢ est asphérique si et seulement
si pour tout objet a de A et tout objet.b de B, les préfaisceaux i*i(a) et i*;5(b) = i*(b)

sont asphériques. Le corollaire résulte donc des isomorphismes (1) et (2). O
Corollaire 4.1.10. — Soit A une petite catégorie. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(a) A est une catégorie test faible ;

(b) le foncteur Ni, : A — 3, ou iy : A —s Cat désigne le foncteur at— A/q et
N : Cat — A le foncteur nerf (cf. exemple 1.8.25), est un foncteur asphérique
pour la_structure d’asphéricité sur A de l’exemple 4.1.6.

Démonstration. — Comme A est une catégorie test faible si et seulement si le fonc-
teur i 4 A — Cat est asphérique (cf. exemples 1.8.3 et 4.1.3), assertion est un cas
particulier du corollaire précédent, appliqué a la structure d’asphéricité sur Cat de
I’exemple 4.1.3, au foncteur i 4, et & la sous-catégorie pleine A de Cat. O

Lemme 4.1.11. — Soient I une catégorie non vide, et J une sous-catégorie pleine
de I, satisfaisant aux conditions suivantes :

(a) pour tout couple iy, i, d’objets de I, il existe un objet j de J et des morphismes
g —j elig —>jdel;

(b) pour tout objet i de I et tout objet j de J, il existe au plus un morphisme i — j
de I.
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Alors la catégorie I est filtrante et le foncteur d’inclusion J — I est cofinal.

Démonstration. — Soit kq,ky : i3 —X iy une double fleche de I. En vertu de la
condition (a), il existe un objet j de J et un morphisme k : i, — j de I, et la
condition (b) implique que kk; = kk,, ce qui prouve la condition (PS2) de 2.4.1.
Comme la catégorie I est par hypothése non vide, la condition (a) implique alors
qu’elle est filtrante (cf. 2.4.1). Comme le foncteur d’inclusion J — I est pleinement
fidele, pour montrer qu'’il est cofinal, il suffit donc de montrer que pour tout objet ¢
de I, la catégorie j\J est non vide (cf. 2.4.2), ce qui résulte de la condition(a). U

4.1.12. — Soit (M, M,s) une structure d’asphéricité. On note Cat/M la catégorie
dont les objets sont les couples (A, i), ot A est une petite catégorie et ¢ un foncteur de
A vers M, un morphisme de (A, i) vers un autre objet (B, j) de Cat/Mf€tant un mor-
phisme u : A — B de Cat tel que ju = i. On note Asph (M, M,s) la sous-catégorie de
Cat/) dont les objets sont les objets (A, i) de Cat/M tels que i : A — M soit un fonc-
teur asphérique, un morphisme de (A4, 7) vers un autre objet (B, j) de Asph(M, M,s)
étant un morphisme u : (A4,7) — (B, j) de Cat/M tel que u soit un morphisme asphé-
rique de Cat. Enfin, on note Asph’(M, M,s) la sous-catégorie pleine de Asph (M, Mys)
formée des objets (A,4) de Asph(M, M,s) tels que i soit une inclusion pleine.

Proposition 4.1.13. — Soit (M, M,s) une structure d’asphéricité. La catégorie
Asph(M, M,s) est filtrante, et le foncteur d’inclusion

Asph/ (M, Ms)- = Asph(M, M,s)

de la sous-catégorie pleine Asph’(M, M) dans Asph(M, Mas) est cofinal. De plus,
Asph/ (M, M,s) est une sous-catégorie pleine de Cat/M -

Démonstration. — Le fait que la catégorie Asph’(M, M,s) est une sous-catégorie
pleine de Cat/)f résulte aussitot du lemme 4.1.4, (b). Pour montrer les autres as-
sertions, on appliquera le lemme 4.1.11 & T = Asph(M, Mys) et J = Asph/ (M, M,s).
Vérifions les conditions (a) et (b) de ce lemme. Soient

(A,i: A— M) et (B,j:B— M)

deux objets de Asph(M, M,s), C la sous-catégorie pleine de M formée des objets x
de M de la forme x = i(a), pour a objet de A, ou = = j(b), pour b objet de B,
k : C — M le foncteur d’inclusion, et v : A — C et v : B — C les morphismes de
Cat induits par les foncteurs i et j respectivement. Le lemme 4.1.7 implique que (C, k)
est-un objet de Asph’/ (M, M,s), et que
u: (A7) — (C,k) et v:(B,j) — (C,k)

sont des morphismes de Asph(M, M,s), ce qui prouve la condition (a). Pour montrer
la condition (b), on remarque que si u,v : (A,7) —= (B, j) est une double fleche de
Asph(M, Mys) de but dans Asph’ (M, M,s), les égalités ¢ = ju et ¢ = jv impliquent,
vue que j est une inclusion, que u = v, ce qui achéve la démonstration. O



4.1. STRUCTURES D’ASPHERICITE 193

Corollaire 4.1.14. — Soient M une catégorie (localement petite), A, B deux objets
de Cat, eti: A— M et j: B— M deux foncteurs. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(a) il existe une structure d’asphéricité Mys sur M telle que i et j soient des fonc-
teurs M,s-asphériques ;

(b) pour tout objet a de A et tout objet b de B, i*i(a) et i*j(b) sont des préfaisceaus
asphériques de E, et 7*i(a) et j*j(b) des préfaisceaur asphériques de B ;

(c) il existe une petite sous-catégorie pleine C' de M, et des morphismes asphériques
u:A—Cetv:B— C deCat, tels que i = ku et v =Fkj, ou k.: C —M
désigne le foncteur d’inclusion.

Démonstration. — L’implication (a) = (b) est évidente. Réciproquement, si la condi-
tion (b) est satisfaite, et si on définit M,s comme étant la classe-des objets « de M
tels que j*(x) soit un préfaisceau asphérique de E, alors, puisque pour tout objet b
de B, j*j(b) est un préfaisceau asphérique de E, M, est une structure d’asphéricité
sur M (cf. remarque 4.1.2) et j : B — M un foncteur M,s-asphérique. Comme pour
tout objet a de A, le préfaisceau j*i(a) de B est asphérique, i(a) est dans M, et
il résulte alors de la condition (¢) de la proposition 4.1.8 que le foncteur i est aussi
M,s-asphérique, ce qui prouve la condition (a).

Pour montrer 'implication (a) = (c¢), on remarque que si la condition (a) est
satisfaite, alors (A,7) et (B,j) sont des-objets de Asph(M, M,s). En vertu de la
proposition précédente, il existe un objet (C, k) de Asph'(M, M,s) et des morphismes
u: (Ayi) — (Cok) et v: (B,j) —(C, k) de Asph(M, M,s). En particulier, C est une
petite sous-catégorie pleine de M, k : C — M le foncteur d’inclusion, et v : A — C
et v : B — C des morphismes asphériques de Cat, tels que i = ku et j = kv, ce
qui prouve la condition (¢). Réciproquement, si la condition (¢) est satisfaite, et si on
définit M,s comme étant la classe des objets x de M tels que k*(x) soit un préfaisceau
asphérique de C , alors M, est une structure d’asphéricité sur M (cf. remarque 4.1.2)
et k: C' — M un foncteur M,s-asphérique, ce qui implique, en vertu du lemme 4.1.4,
que ¢ = ku et 7 = kv sont des foncteur M,s-asphériques. O

Proposition 4.1.15. — Soit (M, M,s) une structure d’asphéricité. Il existe une
unique classe W de fléches de M telle que pour toute petite catégorie A et tout
foncteur asphérique i : A — M, on ait

W= (")"'Wq) = {f e M) [i*(f) € Wz} = {f € FI(M) | i, (f) € W}.

Démonstration. — L’unicité est évidente, vue que par définition d’une struc-
ture d’asphéricité, il existe une petite catégorie A et un foncteur asphérique
1 : A — M. Pour montrer 'existence, il suffit de montrer que si A et B sont deux
petites catégories, et i : A— M et j : B— M des foncteurs asphériques, on a



194 CHAPITRE 4. LA THEORIE DES STRUCTURES D’ASPHERICITE

(*)7'W3) = (5°)"'(W5). Comme en vertu de la proposition 4.1.13 la catégo-
rie Asph(M, M,s) est filtrante, il suffit de montrer lassertion quand il existe un
morphisme asphérique v : A — B tel que ¢ = ju. Or, dans ce cas, en vertu de la
proposition 1.3.11, pour toute fleche f de M, le morphisme ¢*(f) = u*j*(f) de A est
une équivalence faible si et seulement si le morphisme j*(f) de B est une équivalence
faible, ce qui achéve la démonstration. J

4.1.16. — La classe de fleches W associée par la proposition précédente a une
structure d’asphéricité (M, Mys) sera notée W ar,.),

lés les M,s-W-équivalences ou M,s-équivalences ou W-équivalences de M, ou plus
simplement, quand aucune ambiguité n’en résulte, les équivalences faibles de M. On

et ses éléments seront appe-

remarque que par définition, et par saturation faible du localisateur fondamental
faible W, la classe Wz, ar,,) est faiblement saturée, et toute fleche entre objets asphé-
riques de M est une équivalence faible. On note

Hot,, = HOt(M,MaS) = HOt(M,MaS),W = W(_J\},M“)M

la catégorie localisée de M par les équivalences faibles. Ainsi, pour toute petite caté-
gorie A, et tout foncteur asphérique i : A — M, le foncteur i* : M — A induit un
foncteur 7* : Hotp, = W&\} My M — WilA = Hoty4 (cf. 1.4.4).

Si (M, Mys) est la structure d’asphéricité (Cat;Catas) de I'exemple 4.1.3, alors on
a Wicat,cat..) = V. En effet, si A est une catégorie test faible, alors le foncteur
ig:A— Cat, at— A/qg, est Catas-asphérique (cf. 4.1.3), et par suite,

W(Cat,Catas) X (ZZ)_l(W;{) = W7

la deuxieme égalité venant de la.définition d’une catégorie test faible. En particulier,
on a Hotcat,cat,.),w-= Hotyy =Hot (cf. 1.4.2).

Si B est une petite catégorie et (M, M,s) la structure d’asphéricité (E,Eas) de
I’exemple 4.1.6, alors on a W@g y = Ws. En effet, le plongement de Yoneda
j:B— B est.alors un foncteur éas—asphérique (cf. 4.1.6), et comme le foncteur j*
est isomorphe au foncteur identique de B, on a W@ By = (7*)"'(W5) = W5. En

particulier, on a Hot(ﬁ’é\%)’W = Hotyy g = Hotp (cf. 1.4.4).

4+:1.17.— Soit (M, M,s) une structure d’asphéricité. On va définir un foncteur, de
la‘catégorie Asph(M, M,s) vers la catégorie des foncteurs de M vers Cat qui res-
pectent et refletent les équivalences faibles et les morphismes de foncteurs qui sont
des équivalences faibles argument par argument, comme suit. A un objet (A4,7) de
Asph(M, M,s), autrement dit un couple formé d’une petite catégorie A et d’un fonc-
teur asphérique i : A — M, on associe le foncteur composé k(4 ;) = i 47"

MLLZLC(H.
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Par définition des équivalences faibles d’une structure d’asphéricité et d’une catégorie
de préfaisceaux, on a

kW) = (@) 7yt W) = (i) 7 W3) = Wi, -

et par suite, le foncteur k(4 ;) respecte et reflete les équivalences faibles. A un mor-
phisme u : (A,i) — (B, j) de Asph(M, M,s), autrement dit un morphisme asphérique
u: A — B de Cat tel que i = ju, on associe le morphisme de foncteurs k, = Ay *xj*

) A -
/ X)
M = u*)[ \\(A” Cat
x I /
B

ou A, @ i,u* — iz désigne le morphisme de foncteurs défini au paragraphe 1.3.10.
Comme le morphisme u de Cat est asphérique, il résulte de la proposition 1.3.11 que
le morphisme de foncteurs A, est une équivalence faible argument par argument, et
par suite, il en est de méme de k.

Siwu: (Aji)— (B,j) et v: (B,j)— (C;k)sont deux morphismes composables
de Asph(M, Mys), on a (cf. 1.3.10)

kow = Mg * K = Ay x0)) % k7 = (A x E*)( Ay x v E")
= Ay * k") (A * (k0)*) = Ao x K" ) Ay x J7) = kyka ,

et pour tout objet (A, i) de Asph(M;M,s), on a
kl(A‘i) = )\1A *1* = 1iA *1* = ].iAi* = ]‘k(A,i,) y

ce qui prouve qu’on a bien défini un foncteur.

Comme en vertu de ‘la proposition 4.1.13 la catégorie Asph(M, M,s) est fil-
trante, et en particulier 1-connexe, les foncteurs I;:(A’i) : Hoty; — Hot, induits par
localisation des foncteurs k4 ;), pour A petite catégorie et i : A — M foncteur
asphérique, sont canoniquement isomorphes, définissant ainsi un foncteur canonique
l;( M, M)+ Hotyr — Hot. Ainsi, pour toute petite catégorie A, et tout foncteur asphé-
rique i : A — M, le foncteur l;:( M,M,,) est canoniquement isomorphe au composé

Hot s L) Hot 4 2414> Hot
des foncteurs induits par i* et i 4 (cf. 1.4.4 et 4.1.16).
Définition 4.1.18. — Soit (M, M,s) une structure d’asphéricité. On dit qu’elle

est W-modélisante, ou plus simplement modélisante, si le foncteur canonique
k(.. - Hotar — Hot est une équivalence de catégories.
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Exemple 4.1.19. — La structure d’asphéricité (Cat,Cat,s) de Pexemple 4.1.3 est
modélisante. En effet, si A est une catégorie test faible, alors le foncteur ¢ , : A — Cat,
a = A/q, est Catas-asphérique (cf. 4.1.3), et par suite, le foncteur canonique E(Cat,Catas)
s’identifie au foncteur 7,7% : Hot — Hot, qui est, par définition d’une catégorie test
faible (cf. 1.4.7), isomorphe au foncteur identique 1ygt.

Exemple 4.1.20. — Si B est une petite catégorie et (M, M,s) la structure d’asphé-
ricité (§, §as) de 'exemple 4.1.6, et si j: B — B désigne le plongement de Yoneda,
qui est un foncteur asphérique pour cette structure d’asphéricité, on a k(g =~ ip
(puisque j* ~ 1§), et par suite, le foncteur canonique k(§7§as) : Hot; — Hot s’identi-
fie au foncteur 1 : Hotz = Hotp — Hot (cf. 4.1.16). En particulier, si le localisateur
fondamental faible W est fortement saturé, ou si B est supposée asphérique, la struc-
ture d’asphéricité (E,ﬁas) est modélisante si et seulement si B est une catégorie

pseudo-test (cf. 1.4.4 et 1.4.5).

Proposition 4.1.21. — Soit (M, M,s) une structure d’asphéricité. Les conditions
sutvantes sont équivalentes :

(a) la structure d’asphéricité (M, M,s) est modélisante ;

(b) il existe une petite catégorie A et un foncteur asphérique i : A — M tels que
le foncteur k) = 147" : M — Cat induise une équivalence de catégories entre
les catégories localisées ;

(b") (M, Wi, m,.)) est un modélisateur, et il existe une petite catégorie A et un fonc-
teur asphérique i : A — M tels que le foncteur k(4 ;) = i 41" soit un morphisme
de modélisateurs (M, War,0y) — (Cat, W) (cf. 1.4.3);

(¢) pour toute petite catégorie A et tout foncteur asphériquei : A — M, le foncteur
kca,iy = i,1" : M= Cat induit une équivalence de catégories entre les catégories
localisées ;

(c") (M, W(a,n..)) est un modélisateur, et pour toute petite catégorie A et tout fonc-
teur asphérique i : A — M, le foncteur ks = 149" est un morphisme de
modélisateurs (M, W n,.)) — (Cat, W) (cf. 1.4.3).

Démonstration.— La proposition est conséquence immédiate des considérations du
paragraphe 4.1.17. O

Définition 4.1.22. — On dit qu'une structure d’asphéricité (M, M,s) est W-asphé-
rique, ou plus simplement asphérique, s’il existe une petite catégorie A asphérique et
un foncteur asphérique ¢ : A — M.

Proposition 4.1.23. — Soit (M, M,s) une structure d’asphéricité. Les conditions
sutvantes sont équivalentes :

(a) la structure d’asphéricité (M, M,s) est asphérique, autrement dit, il existe un
objet asphérique A de Cat et un foncteur asphérique i : A — M ;
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(b) pour toute petite catégorie A, et tout foncteuri: A — M, si i est un foncteur
asphérique, alors A est un objet asphérique de Cat.

De plus, si la catégorie M admet un objet final e,;, ces conditions sont aussi équiva-
lentes aux conditions suivantes :

(c) ey est un objet asphérique de M, autrement dit ey; € My ;

(") il existe une petite sous-catégorie pleine B de M formée d’objets asphériques
telle que ey, soit un objet de B, et telle que le foncteur d’inclusion j: B — M
soit asphérique.

Démonstration. — L’implication (b) = (a) est évidente par définition d’une struc-
ture d’asphéricité. Réciproquement, supposons qu’il existe une petite catégorie asphé-
rique A et un foncteur asphérique i : A — M, et soit B une petite-catégorie et
j : B— M un foncteur asphérique. Comme en vertu de la proposition 4.1.13 la ca-
tégorie Asph(M, Mys) est filtrante, il existe un objet (C, k) de Asph(M, Mys) et des
morphismes u : (A,i) — (C,k) et v: (B,j) — (C, k) de. Asph(M, M,s). On dispose
donc de morphismes asphériques v : A — C et v : B — C"de Cat, qui sont en parti-
culier des équivalences faibles. Comme A est asphérique, il en est donc de méme de C
et de B, ce qui prouve 'assertion.

Supposons maintenant que M admette un objet final e,,, et soient A une petite
catégorie et 7 : A — M un foncteur asphérique. Pour que 1'objet e,, de M soit asphé-
rique, il faut et il suffit que le préfaisceaui*(e,,) de A soit asphérique, autrement dit,
puisque i*(e,,) est un objet final de A\, que A ~ A/i*(eM) soit un objet asphérique
de Cat, ce qui prouve ’équivalence de la condition (c) aux conditions (a) et (b). Pour
montrer I'implication (¢) = (¢'), soient B la sous-catégorie pleine de M formée des
objets z de M de la forme = = i(a), pour a objet de A, ou x =e,;, et j: B— M le
foncteur d’inclusion. Si la condition (c¢) est satisfaite, B est une petite sous-catégorie
pleine de M formée d’objets asphériques, et comme le foncteur asphérique 7 se fac-
torise par B, il résulte du lemme 4.1.4, (b), que j est un foncteur asphérique, ce qui
prouve la condition (¢’). Enfin, I'implication (¢’) = (c¢) est évidente, ce qui achéve la
démonstration. O

Exemple 4.1.24. — Si B est une petite catégorie, la structure d’asphéricité (§ , gas)
de l'exemple 4.1.6 est asphérique si et seulement si B est un objet asphérique de Cat.
En effet, cela résulte aussitdt de la condition (¢) de la proposition précédente

Proposition 4.1.25. — Soient (M, M,s) une structure d’asphéricité asphérique, A
une petite catégorie asphérique, et i : A — M un foncteur tel que pour tout objet a
de A, Uobjet i(a) de M soit asphérique. Si la catégorie M admet un objet final, les
conditions suivantes sont équivalentes :

(a) le foncteur i est asphérique ;
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(b) pour qu’un morphisme f de M soit une équivalence faible, il faut et il suffit que
i*(f) soit une équivalence faible de préfaisceaux sur A ;

(c) si f est une équivalence faible de M, alors i*(f) est une équivalence faible de
préfaisceaux sur A.

Démonstration. — Les implications (a) = (b) et (b) = (¢) sont évidentes. Suppo-
sons donc la condition (c¢) satisfaite, et montrons que le foncteur ¢ est asphérique.
En vertu de la proposition 4.1.8, il suffit de montrer que si z est un objet asphérique
de M, alors i*(x) est un préfaisceau asphérique de A. Or, en vertu de la proposition
précédente, 'objet final e;, de M est aussi un objet asphérique de M, et par suite,
I'unique morphisme z — e,, est une équivalence faible de M (cf. 4.1.16). La condi-
tion (¢) implique alors que le morphisme i*(z) — ¢*(e,,) est une équivalence faible
de préfaisceaux sur A. Comme i*(e,,) est un objet final de E, et A est par hypothese
un objet asphérique de Cat, le préfaisceau i*(e,,) est asphérique, donc aussi i*(x), ce
qui achéve la démonstration. O

Proposition 4.1.26. — Soit (M, M,s) une structure d’asphéricité modélisante. Si
la catégorie M admet un objet final et si le localisateur fondamental faible W est
fortement saturé, alors la structure d’asphéricité (M, M,s) est asphérique.

Démonstration. — Comme la structure d’asphéricité (M, M,s) est modélisante, il
existe une petite catégorie A et un foncteur asphérique i : A — M tels que le foncteur
composé 41" induise une équivalence de catégories 7,2* : Hotp; — Hot

Hotys = W(A}[,Mas)M —j—) Hot4 = Wilzzl\i) Hot = W~ 1Cat .

Soit e,, un objet final de M. Alors I'image de e,, dans Hot; est un objet final de
Hotys (cf. lemme 1.4.6), et par suite, 7,7%(e;;) est un objet final de Hot. Comme le
localisateur fondamental faible W est fortement saturé, on en déduit que la catégorie
i 49* (e, ) est asphérique. Le préfaisceau i*(e,,) de A est done asphérique, et par suite,
I'objet final e,, de M est asphérique, ce qui en vertu de la proposition 4.1.23, implique
que la structure d’asphéricité (M, M,s) est asphérique. O

Définition 4.1.27. — On dit qu’une structure d’asphéricité (M, M,s) est totale-
ment W-asphérique, ou plus simplement totalement asphérique, s’il existe une petite
catégorie A totalement asphérique et un foncteur asphérique i : A — M.

Remarque 4.1.28. — Puisque par définition toute petite catégorie totalement
asphérique est asphérique, une structure d’asphéricité totalement asphérique est
asphérique.

Proposition 4.1.29. — Soit (M, M,s) une structure d’asphéricité. Les conditions
suivantes sont équivalentes :
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(a) la structure d’asphéricité (M, M,s) est totalement asphérique, autrement dit, il
exriste une petite catégorie totalement asphérique A et un foncteur asphérique
i:A— M;

(b) pour toute petite catégorie B, et tout foncteur asphérique j : B — M pleinement
fidéle, B est totalement asphérique.

De plus, si la catégorie M admet des produits finis, ces conditions sont aussi équiva-
lentes aux conditions suivantes :

(¢) wun produit fini d’objets asphériques de M est encore asphérique, autrement dit,
M, est stable par produits finis dans M ;

(") il existe une petite sous-catégorie pleine B de M formée d’objets asphériques,
stable par produits finis dans M, et telle que le foncteur d’inclusion j : B — M
soit asphérique.

Démonstration. — L’implication (b) = (a) résulte du fait qu’il existe une petite sous-
catégorie pleine B de M telle que le foncteur d’inclusion j : B'— M soit asphérique
(cf. remarque 4.1.5). Pour montrer la réciproque, supposons qu'’il existe une petite
catégorie A totalement asphérique et un foncteur asphérique i : A — M, et soient
B une petite catégorie et j : B — M un foncteur asphérique pleinement fidele. I1
s’agit de montrer que la catégorie B est totalement asphérique. En vertu de la pro-
position 4.1.23, la catégorie B est asphérique, et en vertu de la proposition 4.1.13,
il existe un objet (C,k) de Asph’(M, M,s) et des morphismes u : (A,i) — (C,k)
et v: (B,j) — (C,k) de Asph(M, M,s)-En particulier, on a des morphismes asphé-
riques u: A — C' et v : B — C de Cat, le morphisme v satisfaisant a ’égalité kv = j.
Comme les foncteurs j et k sont pleinement fideles il en est de méme de v qui est
donc un morphisme localement asphérique de Cat (cf. 1.2.14, (b)). Comme la catégorie
A est totalement asphérique et le morphisme w asphérique, il résulte de la proposi-
tion 1.7.5, (b), que la catégorie C est totalement asphérique. Comme le morphisme
v de Cat est localement asphérique et pleinement fidele, et B un objet asphérique de
Cat, il résulte alors de la partie (c¢) de cette méme proposition que B est totalement
asphérique, ce qui prouve ’assertion.

Supposons maintenant que la catégorie M admette des produits finis, et montrons
qu’alors les conditions (¢) et (¢’) de la proposition sont équivalentes aux conditions
précédentes. Si la structure d’asphéricité (M, M,s) est totalement asphérique, il existe
une petite catégorie A totalement asphérique et un foncteur asphérique i : A — M.
Soient z, y deux objets asphériques de M. Les préfaisceaux i*(z) et i*(y) sur A sont
alors asphériques, et comme la catégorie A est totalement asphérique, il résulte de la
proposition 1.7.1 que le préfaisceau i*(z x y) ~ i*(x) x i*(y) est asphérique, et par
suite, que I'objet x Xy de M est asphérique. Comme en vertu de la proposition 4.1.23 et
de la remarque 4.1.28, l'objet final de M est asphérique, ceci prouve la condition (c).
Montrons Pimplication (¢) = (¢’). Soient A une petite catégorie, i : A — M un
foncteur asphérique, B la sous-catégorie pleine de M formée des produits finis d’objets
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de la forme i(a), pour a objet de A, et j : B — M le foncteur d’inclusion. Alors B
est une petite sous-catégorie pleine de M stable par produits finis, et la condition (¢)
implique qu’elle est formée d’objets asphériques. Comme le foncteur asphérique ¢ se
factorise par B, le lemme 4.1.4, (), implique que le foncteur j est asphérique, ce qui
prouve la condition (¢’). Enfin, Pimplication (¢) = (a) résulte du fait qu'une petite
catégorie admettant des produits finis est totalement asphérique (cf. 1.7.4). O

Exemples 4.1.30. — 1) La structure d’asphéricité (Cat, Cat,s) de 'exemple 4.1.3 est
totalement asphérique. En effet, un produit fini d’objets asphériques de Cat est asphé-
rique (cf. corollaire 1.1.5), et I’assertion résulte de la condition (¢) de la proposition
précédente.

2) Si B est une petite catégorie, la structure d’asphéricité (E, Eas) de 'exemple 4.1.6
est totalement asphérique si et seulement la catégorie B est totalement asphérique.
En effet, cela résulte aussitdt de la condition (¢) de la propesition précédente et de
la condition (a”) de la proposition 1.7.1.

Proposition 4.1.31. — Soit (M, M,s) une structure.d’asphéricité asphérique. Si M
admet des produits finis, et si le localisateur fondamental faible W est un localisateur
fondamental, les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) (M, M,s) est totalement asphérique;
(b) Wns,m,.) est stable par produits binaires.

De plus, si ces conditions équivalentes sont satisfaites, la catégorie localisée Hotpr =
W(;Vl[ M ‘)M admet des produits finis,-et le foncteur de localisation M — Hotyy, ainsi

que le foncteur canonique ﬁ(M M) - Hotp; — Hot (cf. 4.1.17), y commutent.

Démonstration. — Si la structure d’asphéricité (M, M,s) est totalement asphérique,
il existe une petite catégorie A totalement asphérique et un foncteur asphérique
i: A— M. Comme le localisateur fondamental faible WW est un localisateur fon-
dAamental, en-vertu de la proposition 2.1.11, la classe W, des équiAvalences faibles de
A est stable par produits binaires. Comme le foncteur i* : M — A commute auxdits
produits, la classe W) = (i*)’l(WX) des équivalences faibles de M est aussi
stable par produits binaires, ce qui prouve I'implication (a) = (b). Réciproquement,
supposons que Wy ar,.) soit stable par produits binaires, et soit x et y deux ob-
jets asphériques de M. Comme la catégorie M admet des produits finis, elle admet
en particulier un objet final e,;, et comme la structure d’asphéricité (M, Mys) est
asphérique, il résulte de la proposition 4.1.23, (¢), que cet objet est asphérique. On en
déduit que les morphismes * — e,, et y — e;, sont des équivalences faibles de M
donc x Xy — e, X ey, ~ e, aussi, et par suite que I'objet x x y de M est asphérique.
La proposition 4.1.29, (¢), implique alors que la structure d’asphéricité (M, M,s) est
totalement asphérique, et prouve I’équivalence des conditions (a) et (b).
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Si ces conditions sont satisfaites, la proposition 2.1.8 et le lemme 1.4.6 impliquent
que Hoty; admet des produits finis et que le foncteur de localisation M — Hotps y
commute. La derniere assertion résulte alors de l'exactitude a gauche du foncteur ¢,
et de la proposition 2.1.11. O

Définition 4.1.32. — Soient (M, M,s) une structure d’asphéricité, A une petite
catégorie, et i : A— M un foncteur. On dit que i est un foncteur localement
M,ys-W-asphérique, ou localement M,s-asphérique, ou localement VW-asphérique,
ou plus simplement localement asphérique, si pour tout objet a de A, le foncteur
Qg ° A/a — M, induit par i, est asphérique.

Remarque 4.1.83. — Si (M, M,s) est une structure d’asphéricité, A une petite ca-
tégorie, et ¢ : A — M un foncteur localement asphérique, alors pour tout objet a
de A, l'objet i(a) de M est asphérique.

Remarque 4.1.34. — Si B est une petite catégorie, (M, M,s) la structure d’asphé-
ricité (E,Eas) de l'exemple 4.1.6, v : A — B un morphisme de Cat, et i = ju le
composé de u avec le plongement de Yoneda j : B — é, il faut se garder de croire
que u est un morphisme localement asphérique de Cat si et seulement si le foncteur
i : A — B est localement asphérique. En effet, dire que le foncteur i est localement
asphérique, revient a dire que pour tout objet a de A, le morphisme A/q — B, in-
duit par u, est asphérique (cf. exemple 4.1.6), tandis que dire que u est un morphisme
localement asphérique de Cat, revient a-dire que pour tout objet a de A, le mor-
phisme A/a — B Ju(a) induit paru, est asphérique, ce qui n’est pas équivalent. Si
B est totalement asphérique, on a simplement une implication : u morphisme loca-
lement asphérique de Cat implique i foncteur localement asphérique (en vertu de la
condition (a’) de la proposition 1.7.1 et de la stabilité des morphismes asphériques
par composition (cf. 1.1:8), puisque le morphisme A/a — B est égal au composé
AJa — B/u(a) — B).

Proposition 4.1.35. — Soient (M, M,s) une structure d’asphéricité, A une petite
catégorie, eti : A = M un foncteur tel que pour tout objet a de A, l'objet i(a) de M
soit asphérique. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) Adefoncteur i est localement asphérique ;

(b) pour tout objet asphérique x de M, le préfaisceau i*(x) de A est localement
asphérique ;

(c) il existe une petite catégorie B et un foncteur asphérique j : B — M tel que
pour tout objet x de M de la forme x = i(a), pour a objet de A, ou x = j(b),
pour b objet de B, le préfaisceau i*(x) de A soit localement asphérique ;

et ces conditions impliquent la condition suivante :

(d) pour toute équivalence faible f de M, le morphisme i*(f) est une équivalence
faible locale de préfaisceaux sur A.
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De plus, si la catégorie M admet un objet final, et si la structure d’asphéricité
(M, M,s) est asphérique, les conditions (a)-(d) sont toutes équivalentes.

Démonstration. — L’équivalence des conditions (a)-(c) résulte de la proposi-
tion 4.1.8, appliquée aux foncteurs i,, pour a objet de A (cf. 4.1.32 et 1.3.6). Que
ces conditions équivalentes impliquent la condition (d), est immédiat en vertu de la
définition des équivalences faibles d’une structure d’asphéricité (cf. 4.1.16) et de la
définition des équivalences faibles locales d’une catégorie de préfaisceaux (cf! 1.3.6).
Enfin, la derniere assertion résulte de la proposition 4.1.25, appliquée aux fonecteurs
i,, pour a objet de A, et du fait que les catégories A/a sont asphériques. O

Remarque 4.1.36. — En gardant les notations de la proposition précédente, il ré-
sulte de la condition (b) de cette proposition et de la condition (b) de la propo-
sition 4.1.8 que si le foncteur i est localement asphérique, et si la catégorie A est
asphérique, alors le foncteur i est asphérique (cf. 1.3.6).

Corollaire 4.1.87. — Soient (M, M,s) une structure d’asphéricité, A une petite ca-
tégorie totalement asphérique, et i : A — M un foncteur tel que pour tout objet a
de A, Uobjet i(a) de M soit asphérique. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) le foncteur i est asphérique;
(b) le foncteur i est localement asphérique.

De plus, si ces conditions équivalentes sont satisfaites, la structure d’asphéricité
(M, M,s) est totalement asphérique.

Démonstration. — Le corollaire résulte aussitét des propositions 1.7.1, 4.1.8 et 4.1.35,
la derniére assertion étant immédiate en vertu de la définition d’une structure d’asphé-
ricité totalement asphérique (cf. 4.1.27). O

Corollaire 4.1.88. — Soient (M, M,s) une structure d’asphéricité, A une petite ca-
tégorie non vide, et i: A — M un foncteur pleinement fidéle tel que pour tout objet a
de A, Uobjet i(a) de M soit asphérique. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) la structure d’asphéricité (M, M,s) est totalement asphérique et le foncteur i est
asphérique ;
(b) le foncteur i est localement asphérique.
De plus, si ces conditions équivalentes sont satisfaites, la catégorie A est totalement
asphérique.

Démonstration. — La condition (a) implique, en vertu de la proposition 4.1.29, que la
catégorie A est totalement asphérique, ce qui prouve la derniére assertion et implique
la condition (b), en vertu du corollaire précédent. Il reste & prouver I'implication
(b) = (a). Supposons donc que le foncteur i soit localement asphérique, autrement
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dit que pour tout objet a de A, le foncteur composé
Alg —— A— M

soit asphérique. Comme le foncteur 7 est pleinement fidele et la catégorie A non vide,
cela implique, en vertu du lemme 4.1.4, (b), et de la proposition 1.7.1, (a’), que le
foncteur ¢ est asphérique et la catégorie A totalement asphérique. En particulier; la
structure d’asphéricité (M, M,s) est alors totalement asphérique (cf. 4.1.27), ce qui
acheve la démonstration. O

Corollaire 4.1.39. — Soient (M, M) une structure d’asphéricité, u: A — B un
morphisme de Cat, j : B — M un foncteur, et posons i = ju: A — M. On suppose
que pour tout objet b de B, l'objet j(b) de M est asphérique.

(a) Siu est un morphisme localement asphérique de Cat et j un foncteur localement
asphérique, alors i est ausst un foncteur localement asphérique.

(b) Siwu est un morphisme asphérique, ou si u est un morphisme localement asphé-
rique et induit une surjection sur les objets, et si i est un foncteur localement
asphérique, alors j est aussi un foncteur localement asphérique.

Démonstration. — L’assertion (a) résulte de la proposition 4.1.35, (b), et du corol-
laire 1.3.13, (a), et assertion (b) résulte de-la proposition 4.1.35, (b), et du corol-
laire 1.3.14, (a). O

Définition 4.1.40. — Soient (M;M,s) une structure d’asphéricité, A une petite
catégorie, et i : A — M un foncteur.. On dit que i est un Mos-W-foncteur pseudo-test,
ou un Mys-foncteur pseudo-test, ou un W-foncteur pseudo-test, ou plus simplement
un foncteur pseudo-test, siles conditions suivantes sont satisfaites :

(a) A est une catégorie pseudo-test ;
(b) la structure d’asphéricité (M, M,s) est modélisante ;
(c) le foncteur i est asphérique.

On dit que iest.un Mys-W-foncteur test faible, ou un M,s-foncteur test faible, ou un
W-foncteur test faible, ou plus simplement un foncteur test faible, si la condition (a)
ci-dessus est remplacée par la condition

(a") A est une catégorie test faible.

On dit que 7 est un Mys-W-foncteur test local, ou un Ms-foncteur test local, ou un
W-foncteur test local, ou plus simplement un foncteur test local, si pour tout objet a
de A, le foncteur i, : A/q — M, induit par ¢, est un foncteur test faible, autrement
dit si les conditions suivantes sont satisfaites :

(a) A est une catégorie test locale;
(b) la structure d’asphéricité (M, M,s) est modélisante ;
(¢) le foncteur 7 est localement asphérique.
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Enfin, on dit que i est un M,ys-W-foncteur test, ou un Mgq-foncteur test, ou un
W-foncteur test, ou plus simplement un foncteur test, si il est a la fois un fonc-
teur test faible et un foncteur test local, autrement dit si les conditions suivantes sont
satisfaites :

(a) A est une catégorie test ;
(b) la structure d’asphéricité (M, M,s) est modélisante ;
(c) le foncteur i est & la fois asphérique et localement asphérique.

Exemple 4.1.41. — Si (M, M,s) est la structure d’asphéricité (Cat,Cat.s) de
Iexemple 4.1.3, A une petite catégorie, et i : A — Cat un foncteur, alors i est
un foncteur pseudo-test (resp. test faible, resp. test local, resp. test) au sens de la
définition 1.8.14 si et seulement si il ’est au sens de la définition ci-dessus.

Lemme 4.1.42. — Soient (M, M,s) une structure d’asphéricité, A une petite caté-
gorie, et i : A — M un foncteur pseudo-test. Alors i* : (M, Winm,.)) — (;[7 W2)
est un morphisme de modélisateurs, autrement dit, on aWniar,,) = (i*)fl(WZ) et
le foncteur 1* : Hotpy —> Hoty, induit par i*, est une équivalence de catégories.

Démonstration. — Par définition des équivalences faibles d’une structure d’asphéri-
cité (cf. 4.1.16), on a Wpsa,.) = (i*)_l(WX). Comme 7 est un foncteur pseudo-test,
la structure d’asphéricité (M, M,s) est modélisante (cf. 4.1.18), et par suite, le fonc-
teur canonique l;:( M, M,,) : Hotyr — Hot est une équivalence de catégories. Or, puisque
le foncteur 4 est asphérique, le foncteur kaz ar,.) est, par définition (cf. 4.1.17), iso-
morphe au composé des foncteurs

= 7
Hota; —— Hot4 —— Hot |

induits par les foncteursi* : M — A et Tyt A — Cat. Comme A est une catégorie
pseudo-test, le foncteur 7, est une équivalence de catégories (cf. 1.4.4), et par suite,
il en est de méme pour 7*, ce qui prouve le lemme. O

Proposition 4.1.43. — Soient (M, M,s) une structure d’asphéricité modélisante, A
une catégorie pseudo-test, et i : A — M un foncteur tel que pour tout objet a de A,
lobjet i(a), de M soit asphérique. Si la catégorie M admet un objet final, et si la
structure d’asphéricité (M, M,s) est asphérique (cette hypotheése étant conséquence
des autres si le localisateur fondamental faible W est fortement saturé (cf. proposi-
tion 4.1.26)), les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) i est un foncteur pseudo-test, autrement dit, i est asphérique;

(b) i* est un morphisme de modélisateurs ;

(c) on a (W m,.)) C Wy et le foncteur v* : Hotas — Hota, induit par i*, est
une équivalence de catégories ;

(d) on a (W, m,.)) C W5
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Démonstration. — L’implication (a) = (b) résulte du lemme précédent, les implica-
tions (b) = (c¢) et (¢) = (d) sont évidentes et I'implication (d) = (a) résulte de la
proposition 4.1.25. O

Proposition 4.1.44. — Soient (M, M,s) une structure d’asphéricité totalement
asphérique, A, B deux petites catégories, i : A — M et j : B — M deux foncteurs
se factorisant par la sous-catégorie pleine de M formée des objets asphériques.  On
suppose que la catégorie M admet des produits binaires, et que pour tout objet
a de A et tout couple d’objets b,b’" de B, les Hom internes Hom,,(7(b)yi(a)) et
Hom,,(j(b),j(V')) existent dans M et sont asphériques. On note i K j le foncteur

iMj:AxB— M, (ab)r— i(a) x j(b).

(a) Sii est un foncteur asphérique et B une catégorie asphérique; alors le foncteur
i X 7 est asphérique.

(b) Sii est un foncteur localement asphérique, il en est de méme de i X j.

(¢) Sii est un foncteur test faible et B une catégorie asphérique, alors i X j est un
foncteur test faible.

(d) Sii est un foncteur test local, il en est de méme de i X j.

(e) Sii est un foncteur test et B une catégorie asphérique, alors ilkj est un foncteur
test.

Démonstration. — Comme la structure d’asphéricité (M, M,s) est totalement asphé-
rique, pour tout objet (a,b) de A x B, l'objet i(a) x j(b) de M est asphérique
(cf. 4.1.29, (¢)). Pour montrer l'assertion (a), il suffit donc en vertu de la propo-
sition 4.1.8, (¢), de montrer que pour tout objet x de M de la forme x = i(a) pour a
objet de A, ou & = (iXj)(a’{¥'), pour (¢/,b’) objet de A x B, le préfaisceau (iXj)*(x)
sur A X B soit asphérique. Or, on remarque que pour tout objet x de M tel que le
Hom interne Hom,,(j(b), x) existe pour tout objet b de B, on a pour tout objet (a, b)
de A x B, des bijections fonctorielles
(1 ® 5)*(z)(a,b).= Homps(i(a) x j(b),z)
=~ Homay(i(a), Hom (5 (b), z)) = ¢* (Hom, (j (b), )) (a) .

Comme la catégorie B est supposée asphérique, il résulte de la proposition 1.3.18 que
pour montrer que le préfaisceau (iXj)*(x) sur Ax B est asphérique, il suffit de montrer
que pour tout objet b de B, la préfaisceau * (HoimM (4 (D), ;v)) de A est asphérique,
autrement dit, comme le foncteur 7 est supposé asphérique, que Hom,,(j(b),z) est
un objet asphérique de M. Si z = i(a), pour a objet de A, Hom,,(j(b),z) existe
et est asphérique par hypothese. Si z = (i K j)(a',V') = i(a’) x j(V'), pour (a',V’)
objet de A x B, on remarque que puisque Hom,,(j(b),i(a’)) et Hom,,(5(b),7(V'))
existent dans M et sont asphériques, Hom,,(j(b),z) existe aussi et est isomorphe
a Hom,,(j(b),i(a") x Hom,,(j(b), ('), qui est un objet asphérique de M, par total
asphéricité de M (cf. 4.1.29, (¢)). Ceci achéve la preuve de l'assertion (a).
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Pour montrer 'agsertion (b), on remarque que comme, pour tout objet (a,b) de
A x B, le foncteur (i X j)(qp) @ A X B/(a,b) — M, induit par i X j, s'identifie au
foncteur i, X 75, ou i, : A/a — et gy : Bjp — M désignent les foncteurs induits
respectivement par 4 et j, Passertion résulte de (a) appliqué aux foncteurs i, et jp,
qui satisfont aux conditions requises, puisque i étant un foncteur localement asphé-
rique, i, est un foncteur asphérique, et la catégorie B /b, admettant un objet final, est
asphérique.

Montrons 'assertion (¢). Comme un foncteur test faible est en particulier un fonc-
teur asphérique, il résulte des hypotheses de cette assertion et de (a) que!le foncteur
1 X j est asphérique. Il reste donc a montrer que A x B est une catégorie test faible,
ce qui résulte de la proposition 1.4.11, ou de ’assertion (a) appliquée & M = Cat,
munie de la structure d’asphéricité de I’exemple 4.1.3, et aux foncteurs 7, : A — Cat
et ig : B — Cat (cf. 1.8.3), en remarquant que le foncteur i,y p A X B — Cat
s’identifie au foncteur ¢, iy, et que les Hom internes dont I’asphéricité est requise
sont des catégories admettant un objet final.

L’assertion (d) résulte aussitdt de 'assertion (b) et du corollaire 1.6.11, ou directe-
ment de ’assertion (¢), en raisonnant comme dans la preuve de assertion (). Enfin,
lassertion (e) résulte des assertions (c) et (d). O

Corollaire 4.1.45. — Soient C une petite catégorie admettant des produits binaires,
A, B deuz petites catégories, eti: A — C et j: B — C deux foncteurs. On suppose
que pour tout objet a de A et tout couple d’objets b,b' de B, les préfaisceauz

Homs(j(b),i(a)) . ¢t Homs(j(b) x ¢,i(a)),

Homa(j(0),4 (), e+ Homa(j(b) x ¢, (b)),
de C sont asphériques. On note i X j le foncteur
iKjrAx B— C, (a,b) —i(a) x j(b).
Si i est un mornphisme asphérique de Cat et B une catégorie asphérique, alors le

morphisme X5 est asphérique.

Démonstration. — Si la catégorie C' est vide, il n’y a rien a prouver; on peut donc
supposer qu’elle est totalement asphérique (cf. 1.7.4). Le corollaire résulte alors direc-
tement de la proposition 4.1.44, (a), appliquée & la structure d’asphéricité (6 , aas) de
Pexemple 4.1.6, qui est alors totalement asphérique (cf. 4.1.30, (2)). O

4.2. Structures homotopiques et structures de contractibilité

4.2.1. — Soient M une catégorie admettant des produits finis, et Z une classe de
segments de M. On dit que Z est saturée si T = T (cf. 1.5.4), autrement dit, si tout
segment (1,0, 01) de M tel que 9y soit Z-homotope & 9; appartient & Z.



4.2. STRUCTURES HOMOTOPIQUES ET STRUCTURES DE CONTRACTIBILITE 207

4.2.2. — Une structure de segments homotopiques est un couple h = (M, T), formé
d’une catégorie M admettant des produits finis, et d’une classe saturée Z de segments
de M. Un segment appartenant a Z sera appelé segment h-homotopique, ou plus sim-
plement, segment homotopique, et on dira parfois que Z est une structure de segments
homotopiques sur M. On rappelle qu’'on associe a la classe de segments Z une relation
d’équivalence de Z-homotopie sur la classe des fleches de M (cf. 1.5.2), qu’on no-
tera ~y, et qu’on appellera relation de h-homotopie, ou relation d’homotopie, quand
aucune ambiguité n’en résulte. Cette relation relie des fleches ayant méme source et
méme but, et est compatible a la composition et au produit de deux fleches (cf. 1.5.3).
Puisque la classe Z est saturée, Z est formée des segments (1,0, 01) de M tels que
Oy ~p 01. Ainsi, la classe 7 et la relation ~j se déterminent mutuellement. Les
Z-homotopismes et les objets Z-contractiles de M (cf. 1.5.3) seront appelés respecti-
vement h-homotopismes et objets h-contractiles, ou plus simplement homotopismes
et objets contractiles, quand il n’y a aucune ambiguité sur le choix de la structure
de segments homotopiques. On dira qu’un segment (I, g, 1) est h-contractile, ou
contractile si I est un objet h-contractile de M. Si Z est une partie de Z, on dit que
To engendre la structure de segments homotopiques-h = (M,7) si T = fo. Les no-
tions de h-homotopie, de h-homotopisme, et d’objet h-contractile coincident alors avec
celles de Zp-homotopie, Zp-homotopisme, et d’objet Zg-contractile (cf. 1.5.4). Toute
classe Z de segment de M engendre une structure de segments homotopiques (M, Z),
en posant 7 = fo.

Ezxemple 4.2.3. — On dit qu'un objet o d’une catégorie M est connezxe si dés que
x est isomorphe & une somme de-deux objets de M, au moins I'un de ces deux objets
est un objet initial de M, et qu’il est 0-conneze si, de plus, il n’est pas un objet initial
de M. Si M est une catégorie admettant des produits finis, la structure canonique de
segments homotopiques sur M est la structure homotopique hyy = (M,Z), o Z = INO,
et Zy désigne la classe des segments (I, 9y, 01) de M tels que I soit un objet 0-connexe
de M.

Exemple 4.2.4. — Soient M une catégorie admettant des limites projectives finies,
e, un objet final de M, et W une classe faiblement saturée de fleches de M (cf. 1.1.1).
On définit une structure de segment homotopiques hy = (M, Z), en posant Z = fo, ou
Ty désigne la classe de segments (I, 9o, 01) de M tels que le morphisme I — e, soit
universellement dans W, autrement dit, tels que pour tout objet x de M la deuxiéme
projection I x x — x soit dans W. On dira que hyy est la structure de segments ho-
motopiques sur M définie par la classe de fléches W. Pour tout objet hy -contractile
de M, il résulte du lemme d’homotopie 1.5.6, que le morphisme x — ¢;, est univer-
sellement dans W. Un cas particulier important est celui ot M = Aet W = Wo,
dans quel cas la structure homotopique hyy,.. est engendrée par la classe des segments
(I,00,01) de A tels que I soit un préfaiscegu localement asphérique de A (cf. 1.3.6).
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En vertu de ce qui précede, tout préfaisceau hyy.--contractile de A est localement
A
asphérique.

4.2.5. — Solent h = (M,ZI) et K’ = (M’,Z’) deux structures de segments homoto-
piques. Un morphisme de structures de segments homotopiques de (M, T) vers (M',T")
est un foncteur F : M — M’ commutant aux produits finis et tel que F(Z) C 77,
autrement dit, tel que pour tout segment h-homotopique I, le segment F(I) de M’
(cf. 1.5.5) soit un segment h’-homotopique.

Proposition 4.2.6. — Soient h = (M,T) et ' = (M',Z') deux structures de-seg-
ments homotopiques, Iy une classe de segments qui engendre la structure de segments
homotopiques T sur M, et F : M — M’ un foncteur commutant auz produits finis.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) F est un morphisme de structures de segments homotopiques de (M,T) wvers
(M',T) ;
(a') pour tout segment 1 appartenant d Iy, le segment F(T) de M’ est un segment
I’ -homotopique ;
(b) pour tout couple de fléches f, g de M, si f ~y gy alors F(f) ~p F(g).
De plus, si ces conditions équivalentes sont-satisfaites, si f est un h-homotopisme,
alors F(f) est un h'-homotopisme, et si x est un objet h-contractile de M, alors F(x)
est un objet h'-contractile de M'.

La proposition est évidente et sa démonstration laissée au lecteur.

Exemple 4.2.7. — Soient M une catégorie admettant des produits finis, et Z,, la
classe de tous les segments de M. Alors le couple hy, = (M,Z,,) est une structure
de segments homotopiques, appelée la structure de segments homotopiques grossiére
sur M. Pour toute structure de segments homotopiques Z sur M, le foncteur identique
1ps est un morphisme de structures de segments homotopiques de (M, Z) vers (M, Zy, ).

Exemple 4.2.8. — Soient M une catégorie admettant des produits finis, et Zy,
la classe de tous les segments (I,0p,01) de M tels que dy = ;. Alors le couple
has = (M;Zgs) est une structure de segments homotopiques, appelée la structure
de segments homotopiques discréte ou triviale sur M. Pour toute structure de seg-
ments homotopiques Z sur M, le foncteur identique 13, est un morphisme de struc-
tures de segments homotopiques de (M,Zys) vers (M,Z). Deux fleches de M sont
has-homotopes si et seulement si elles sont égales, les hgs-homotopismes sont les iso-
morphismes de M, et pour qu'un objet de M soit hgs-contractile, il faut et il suffit qu’il
soit un objet final de M. La classe vide de segments de M engendre cette structure
de segments homotopiques.

4.2.9. — Une structure de contractibilité est un couple (M, M.), formé d’une caté-
gorie M (localement petite) admettant des produits finis, et d’une classe M. d’objets
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de M, tel qu’il existe un ensemble My d’objets de M contenu dans M. tel que M. soit
la classe des objets contractiles de la structure de segments homotopiques Z sur M
engendrée par ensemble Zy des segments (I, g, d1) de M, pour I dans My. On dira
alors que M, est une structure de contractibilité sur M, que 'ensemble My engendre
la structure de contractibilité (M, M,), ou la structure de contractibilité M, sur M,
et que (M,7) est la structure de segments homotopiques définie par la structure.de
contractibilité (M, M.). On dira méme parfois qu’une structure de segments homoto-
piques h = (M, Z) est une structure de contractibilité pour dire que le couple (M, M),
ou M. désigne la classe des objets h-contractiles de M, est une structure de contrac-
tibilité, autrement dit que (M,Z) est la structure de segments homotopiques définie
par une structure de contractibilité. De facon informelle, on peut dire qu’on obtient
ainsi une inclusion des structures de contractibilité dans les structures de segments
homotopiques.

Quand il n’y a aucune ambiguité sur le choix de la structure de contractibilité
M. sur M, on parlera parfois de relation d’homotopie, d’homotopismes, ou d’ob-
jets contractiles, au lieu de relation de h-homotopie, de h-homotopismes ou d’objets
h-contractiles, pour h = (M, Z) la structure de segments homotopiques définie par la
structure de contractibilité (M, M.). En particulier, avec cette terminologie, M. est
la classe des objets contractiles de M.

Si My est un ensemble d’objets de M, on dit que My engendre une structure de
contractibilité sur M, s’il existe une classe M. d’objets de M (forcément unique) telle
que (M, M.) soit une structure de contractibilité engendrée par My. En particulier,
par définition, on a alors My C M.

Proposition 4.2.10. — Soient M une catégorie (localement petite) admettant des
produits finis, e,; un objet final de M, My un ensemble d’objets de M, Iy ’ensemble
des segments (I,00,01) de M tels que I appartienne ¢ My, et h = (M,T) la structure
de segments homotopiques sur M engendrée par Zy. Les conditions suivantes sont
équivalentes

(a) Moy engendre une structure de contractibilité sur M ;

(b) tout objet de M appartenant a My est h-contractile ;

(b%). tout objet de M appartenant a My est Zy-contractile ;

(b)) ‘pour tout objet x de M appartenant a My, il existe n > 0, une suite (z;)o<i<n
d’objets de M appartenant a My, et pour tout i, 0 < i < n, des morphismes
56,5% tey — x; et hy rx; x x — x tels que :

(i) ho(sd x 1) = 1, et h,(sT x 1) se factorise par e, ;
(ii) pour tout i, 0 <i<mn, on a hi_y(si x 1) = hi(sh x 1,).

La proposition est tautologique et sa démonstration laissée au lecteur.
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Exemple 4.2.11. — Soit A une petite catégorie non vide. Pour que ’ensemble des
objets de A engendre une structure de contractibilité sur A, il faut et il suffit que la
catégorie A soit un précontracteur (cf. 1.7.17).

Exemple 4.2.12. — Soient M une catégorie (localement petite) admettant des pro-
duits finis, et L un segment multiplicatif de M (cf. 1.5.9). Alors 'ensemble My = {LL}
engendre une structure de contractibilité sur M.

Ezxemple 4.2.13. — Si Cat. désigne la classe des petites catégories contractiles,
(Cat, Cat.) est une structure de contractibilité. Elle est engendrée par 'ensemble {A4},
ou A désigne le segment multiplicatif du paragraphe 1.5.18. La structure de segments
homotopiques définie par cette structure de contractibilité est la structure usuelle dé-
crite dans 'exemple 1.5.15.

Exemple 4.2.14. — Soient M une catégorie (localement petite) admettant des pro-
duits finis, et M, la classe des objets finaux de M. Alors (M, M) est une structure
de contractibilité appelée la structure de contractibilité triviale sur M. Elle est engen-
drée, au choix, par I’ensemble vide d’objets de M, ou par le singleton {e,,}, ou e,
désigne un objet final de M.

Proposition 4.2.15. — Soient (M, M.) une structure de contractibilité, My un en-
semble d’objets qui l'engendre, et h = (M,Z) la structure de segments homotopiques
définie par cette structure de contractibilité. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

(a) la structure de contractibilité (M, M) est triviale, autrement dit, tout objet de
M appartenant a M. est un objet final de M ;

(') tout objet de M appartenant & My est un objet final de M ;

(b) la structure de segments homotopiques h = (M,T) est triviale (cf. 4.2.8), autre-
ment dit, pour tout segment h-homotopique (I,0y,01), on a Oy = 01 ;

(b") pour tout segment (I,0y,01) de M, avec I appartenant d M., on a Oy = 01 ;

(b") pour tout segment (I,00,01) de M, avec I appartenant ¢ My, on a Oy = 01 ;

(¢) sideux morphismes de M sont h-homotopes ils sont égauz;

(d) tout h-homotopisme de M est un isomorphisme ;

(e) rtout objet h-contractile de M est un objet final de M.

La proposition est tautologique et sa démonstration laissée au lecteur.

Proposition 4.2.16. — Soient (M, M.) une structure de contractibilité, My un en-
semble d’objets qui l'engendre, h = (M,I) la structure de segments homotopiques
définie par cette structure de contractibilité, Ty une classe de segment de M qui en-
gendre la structure de segments homotopiques (M,T), b’ = (M',I') une structure de
segments homotopiques, et F' : M — M’ un foncteur commutant auzx produits finis.
Les conditions suivantes sont équivalentes :
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(a) F est un morphisme de structures de segments homotopiques de (M,T) wvers
(M, T

(') pour tout segment I appartenant a Io, le segment F(I) de M’ est un segment
I -homotopique ;

(") pour tout segment I = (I,09,01) de M, avec I dans My, le segment F(I) de M’
est un segment h'-homotopique ;

(b) pour tout couple de fléches f, g de M, si f ~p, g, alors F(f) ~p F(g).

(¢) pour tout objet h-contractile x de M, autrement dit x appartenant & M., l'objet
F(z) de M’ est h'-contractile ;

(") pour tout objet x de M appartenant a My, l'objet F(x) de M’ est h'-contractile ;

(d) pour tout h-homotopisme f de M, F(f) est un h'-homotopisme de M'.

La proposition est tautologique et sa démonstration laissée au lecteur.

4.3. Structure d’asphéricité définie par une structure de contractibilité

Dans ce paragraphe, on se fize, une fois pour toutes, unlocalisateur fondamental
faible W.

Définition 4.3.1. — Soit N une catégorie (localement petite). On dit que N est
un W-asphérateur, ou plus simplement un'asphérateur, si le couple (N, N,s), olt Nyq
désigne la classe de tous les objets de V| est une structure d’asphéricité. On dit qu'un
asphérateur N est W-asphérique, ou plus simplement asphérique (resp. totalement
W-asphérique, ou plus simplement totalement asphérique), sila structure d’asphéricité
(N, Nas) Dest.

Proposition 4.3.2.— Soit N une catégorie (localement petite). Les conditions sui-
vantes sont équivalentes. :

(a) N est un asphérateur;

(b) il existe une petite catégorie A et un foncteur i : A — N tel que pour tout objet
x de N, le préfaisceau i*(x) de A soit asphérique ;

(c) il existe une petite sous-catégorie pleine B de N telle que si j : B — N désigne
le-foncteur d’inclusion, pour tout objet x de N, le préfaisceau j*(x) de B soit
asphérique.

Démonstration. — L’équivalence des conditions (a) et (b) est une traduction de la
définition d’une structure d’asphéricité, et 'implication (¢) = (b) est évidente. Enfin,
I'implication (b) = (¢) résulte du lemme 4.1.4, (b), en prenant pour B la sous-catégorie
pleine de N formée des objets i(a), pour a objet de A. O

Ezxzemple 4.3.3. — Toute petite catégorie est un asphérateur. En effet, si A est une
petite catégorie, le foncteur j = 14 : A — A satisfait au critere (¢) de la proposition
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ci-dessus, puisque j* s’identifie alors au plongement de Yoneda et tout préfaisceau
représentable est asphérique.

Exemple 4.3.4. — Soient (M, M,s) une structure d’asphéricité et N la sous-
catégorie pleine de M formée des objets asphériques de M, autrement dit, des objets
appartenant a la classe M,s. Alors, il résulte aussitét de la condition (b) de la
proposition précédente que N est un asphérateur.

Exzemple 4.3.5. — Toute catégorie (localement petite) admettant un objet. initial
est un asphérateur. En effet, si N est une catégorie admettant un objet initial @ et
si A = e est la catégorie ponctuelle et i : A — N le foncteur défini par I’objet initial
@ de N, alors pour tout objet z de N, la catégorie A/Z*(!L‘) s’identifie a la catégorie
ponctuelle, et par suite, le préfaisceau :*(x) est asphérique. La proposition 4.3.2, (b),
implique alors que la catégorie N est un asphérateur.

Exemple 4.3.6. — Si le localisateur fondamental faible W n’est pas le localisateur
fondamental trivial W = FI(Cat), et si E est une catégorie discréte dont la classe des
objets n’est pas un ensemble, alors £ n’est pas un asphérateur. En effet, pour toute
petite catégorie A et tout foncteur ¢ : A — F, il existe alors un objet x de E qui n’est
pas I'image d’un objet de A, ce qui implique que la catégorie A/i* () est vide. Il résulte
alors de la proposition 1.1.29 que cette catégorie n’est pas asphérique, autrement dit,
que le préfaisceau i*(x) n’est pas asphérique. En vertu de la proposition 4.3.2, (b),
la catégorie E n’est donc pas un asphérateur. Un raisonnement analogue montre que
méme la catégorie E* obtenue de F'en adjoignant formellement un objet final n’est
pas un asphérateur.

4.83.7. — Soient (M, M,s) une structure d’asphéricité et N une sous-catégorie pleine
de M. On dit que N engendre la structure d’asphéricité (M, M,s), ou que N engendre
la structure d’asphéricité M, sur M, siles deux conditions suivantes sont satisfaites :

(i) tout objet de. /N est un objet asphérique de M ;
(ii) il existe une petite catégorie A et un foncteur asphérique i : A — M se facto-
risant par IV ;

En vertu du lemme 4.1.4, (b), si N est petite, cela signifie simplement que le foncteur
d’inclusion’ N — M est asphérique.

Lemme 4.3.8. — Soient (M, M,s) une structure d’asphéricité et N une sous-
catégorie pleine de M qui l’engendre. Si A est une petite catégorie, et i : A — M un
foncteur tel que pour tout objet a de A, lobjet i(a) de M soit asphérique, alors les
conditions suivantes sont équivalentes :
(a) le foncteur i est asphérique;
(b) pour tout objet x de M de la forme x = i(a), pour a objet de A, ou qui est un
objet de N, le préfaisceau i*(x) de A est asphérique.
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De plus, si le foncteur i est pleinement fidéle, ces conditions sont encore équivalentes
a la condition :

(b") pour tout objet x de M appartenant & la sous-catégorie N, le préfaisceau i*(x)
de A est asphérique.

Démonstration. — Comme la sous-catégorie pleine N de M engendre la structure
d’asphéricité (M, M,s), en vertu de la partie (7) de la définition, elle est formée d’objets
asphériques de M, et I'implication (a) = (b) est évidente. D’autre part, en vertu de la
partie (i7) de la définition, il existe une petite catégorie B et un foncteur asphérique
j: B — M se factorisant par N. La condition (b) implique alors que pour tout objet
x de M de la forme x = i(a), pour a objet de A, ou = = j(b), pour b objet de B, le
préfaisceau i*(x) de Aest asphérique. Il résulte donc de la proposition.4.1.8; (¢), que le
foncteur i est asphérique, ce qui prouve I'implication (b) = (a). De méme, la derniére
assertion résulte de la proposition 4.1.8, (¢’), ce qui achéve la démonstration. O

Proposition 4.3.9. — Soient M une catégorie (localement, petite) et N une sous-
catégorie pleine de M. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) Il existe une structure d’asphéricité Mys sur M telle que N ’engendre ;
(b) N est un asphérateur ;

De plus, si ces conditions sont satisfaites la-structure d’asphéricité Mys sur M de la

condition (a) est unique, et pour toute petite catégorie A et tout foncteur i : A — M

se factorisant par N, les conditions suivantes sont équivalentes :

(a') le foncteur i : A — M est M,g-asphérique;

(b") le foncteur A — N, indwit-par-i, est Nas-asphérique, ot N,y désigne la classe
des objets de N.

Démonstration. — Notons k : N — M le foncteur d’inclusion. S’il existe une struc-
ture d’asphéricité M,s sur M telle que N D’engendre, alors, par définition, il existe
une petite catégorie A et un foncteur M gs-asphérique i : A — M se factorisant par
N tel que pour tout objet = de N, le préfaisceau i*(x) de A soit asphérique. On en
déduit que si i’ : A — N désigne le foncteur induit par ¢, de sorte que ¢ = ki’, pour
tout objet & de N le préfaisceau i'*(z) ~ i""k*k(x) = i*(z) de A est asphérique, ce
qui implique que N est un asphérateur. Réciproquement, si N est un asphérateur et
i’ :.A— N un foncteur N.s-asphérique, o N.s désigne la classe de tous les objets
de N, et si on pose i = ki’ et on note M, la classe des objet 2 de M tels que i*(x)
soit un préfaisceau asphérique de ;1\, alors on vérifie aussitot que (M, M,s) est une
structure d’asphéricité engendrée par N, ce qui prouve I’équivalence des conditions
(a) et (b).

Si ces conditions équivalentes sont satisfaites, 1’équivalence des conditions (a’) et
(b") résulte du lemme précédent, et cela implique 1'unicité de la structure d’asphéricité
M,s engendrée par N. L]
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Remarque 4.3.10. — En vertu de la proposition précédente, pour M une catégorie
(localement petite) et un N une sous-catégorie pleine de M qui est un asphérateur,
on pourra parler de la structure d’asphéricité M,s sur M engendrée par N.

Proposition 4.3.11. — Soient M une catégorie (localement petite), N une sous-
catégorie pleine de M qui est un asphérateur, et M,s la structure d’asphéricité sur M
engendrée par N. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) la structure d’asphéricité (M, M,s) est asphérique (resp. totalement asphérique) ;
(b) Uasphérateur N est asphérique (resp. totalement asphérique).

Démonstration. — Soient N,g la classe de tous les objets de N, et A une petite sous-
catégorie pleine de N telle que le foncteur d’inclusion A — N soit N,s-asphérique. En
vertu de la proposition 4.3.9, 'inclusion A — M est alors un foncteur M,s-asphérique,
et en vertu de la proposition 4.1.23 (resp. 4.1.29), la structure d’asphéricité (M, Mys)
est asphérique (resp. totalement asphérique) si et seulement si la catégorie A est asphé-
rique (resp. totalement asphérique). Par une nouvelle application de cette méme pro-
position, cette derniére condition équivaut a l’asphéricité (resp. la totale asphéricité)
de la structure d’asphéricité (N, Nys), ce qui prouve-la proposition. O

Proposition 4.3.12. — Soit (M, M.) une structure-de contractibilité. Alors la sous-
catégorie pleine N de M formée des objets appartenant ¢ M. est un asphérateur, et
la structure d’asphéricité Mys sur M engendrée par N est totalement asphérique.
De plus, pour toute petite sous-catégorie pleine A de M, totalement asphérique, for-
mée d’objets contractiles de M, dont l’ensemble des objets engendre la structure de
contractibilité, le foncteur d’inclusion i : A — M est M,s-asphérique (et donc aussi
localement M,s-asphérique).

Démonstration. — On observe d’abord que comme la classe M, est stable par pro-
duits finis dans M (cf. 1.5.3), il existe une petite sous-catégorie pleine A de M, formée
d’objets contractiles, stable par produits finis, et en particulier totalement asphérique
(cf. 1.7.4), dont I'ensemble des objets engendre la structure de contractibilité. En ef-
fet, il suffit de choisir un ensemble M, qui engendre la structure de contractibilité
(M, M.), et prendre pour A la sous-catégorie pleine de M formée de produits finis
d’objets de M appartenant a M.

Soit donc A une petite sous-catégorie pleine de M, formée d’objets contractiles,
totalement asphérique, dont I’ensemble des objets engendre la structure de contrac-
tibilité, et i : A — M le foncteur d’inclusion. Comme le foncteur ¢* commute aux
produits finis, pour tout objet x de M appartenant & M., le préfaisceaux i*(z) de
A est contractile pour la structure de segments homotopiques sur A engendrée par
les segments (I, 0y, 01) avec I préfaisceau représentable. Comme la catégorie A est
totalement asphérique, les préfaisceaux représentables sont localement asphériques
(cf. 1.7.1, (¢)), et il résulte alors du lemme 1.5.6 que le préfaisceau i*(z) est locale-
ment asphérique, donc asphérique, puisque la catégorie A est asphérique (cf. 1.3.6). On
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en déduit, en vertu de la proposition 4.3.2, que la sous-catégorie pleine N de M formée
des objets appartenant a M, est un asphérateur, et en vertu de la proposition 4.3.9,
que si M,s désigne la structure d’asphéricité sur M engendrée par N, le foncteur ¢ est
M,s-asphérique, ce qui implique en particulier que la structure d’asphéricité (M, M,s)
est totalement asphérique, et acheve la démonstration. O

4.8.13. — Si (M, M.) est une structure de contractibilité, on dira que la structure
d’asphéricité (M, M,s) de la proposition précédente est la structure d’asphéricité en-
gendrée par la structure de contractibilité (M, M.). On remarque qu’'on a M. C M.

Exemple 4.3.14. — Soient M une catégorie (localement petite) admettant des pro-
duits finis, e,, un objet final de M, M, la structure de contractibilité triviale sur M
de 'exemple 4.2.14, et (M, M,s) la structure d’asphéricité engendrée par la structure
de contractibilité (M, M.). Si le localisateur fondamental faible:WW n’est pas grossier
(cf. 1.1.30), alors M,s est la classe des objets z de M admettant exactement une sec-
tion globale, autrement dit, tels que I’ensemble Hom(€eps, ) soit un singleton. En
effet, 'ensemble {e,,} engendre la structure de contractibilité (M, M.), et puisque
e,y est un objet final de M, la sous-catégorie pleine A de M ayant comme seul objet
e, est isomorphe a l'objet final e de Cat, et est en particulier une catégorie totale-
ment asphérique. Il résulte donc de la proposition 4.3.12 que le foncteur d’inclusion
1:e~A— M est M,s-asphérique. On en déduit que M, est la classe des objets z
de M tels que la catégorie i 4i*() soit asphérique. Or, cette derniére est isomorphe
a la catégorie discréte d’ensemble d’objets Homys (e, x). Lassertion résulte donc du
lemme 1.8.29. Le méme raisonnement, montre que si W est le localisateur fondamen-
tal grossier non trivial Wy, (ef. 1.1.30), alors M, est la classe des objets x de M, tels
que z admet une section globale, autrement dit, tels que I’ensemble Hom s (eps, ) soit
non vide. Enfin, si W est le localisateur fondamental trivial (cf. 1.1.28), alors M, est
la classe de tous les objets'de M.

Lemme 4.3.15. — Soient (M, M.) une structure de contractibilité non triviale
(cf. 4.2.14), 'A une petite catégorie, et i : A — M un foncteur tel que pour tout objet
a de A; Vobjet i(a) de M soit dans M.. Alors il existe un segment I = (I,0y,0:) de
M, avec I dans M. tel que le segment i*(I) de A soit séparant.

Démonstration. — Comme (M, M.) n’est pas la structure d’asphéricité triviale sur
M, en vertu de la proposition 4.2.15, il existe un segment I = (I,0y,01 : ), =% I)
de M, avec I dans M, et tel que dy # 01. On va montrer que le segment *(I) de A
est séparant. Il s’agit de vérifier que pour tout objet a de A, les deux composés

a——i*(ey) = eq
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ne sont par égaux, autrement dit, par définition de i*, que les deux composés

9o
. N
i(a) — ey —— I
1

sont différents. Comme i(a) est dans M., il admet une section globale s : e,; — i(a),
de sorte que si ces deux composés étaient égaux, en précomposant avec le morphisme s,
on obtiendrait que dy = 9y, ce qui est absurde. O

Théoréme 4.3.16. — Soient (M, M.) une structure de contractibilité, My un en-
semble d’objets qui l’engendre, Mg la structure d’asphéricité sur M engendrée par-la
structure de contractibilité (M, M.), A une petite catégorie, et i : A — M un fonc-
teur tel que pour tout objet a de A, Uobjet i(a) de M soit dans M. Les conditions
sutvantes sont équivalentes :

(a) le foncteur i est localement M,s-asphérique ;
(') pour tout objet x de M appartenant ¢ My, le préfaiscean i*(x) de A est locale-
ment asphérique ;
(b) le foncteur i* : M — A est un morphisme de la structure de segments homoto-
piques sur M définie par la structure de contractibilité (M, M.) vers la structure
de segments homotopiques hyy sur A définie par la classe de fléches W de A
(cf. 4.2.4). !
Si ces conditions équivalentes sont satisfaites, alors :
(i) pour que le foncteur i soit Mas-asphérique, il faut et il suffit que la catégorie A
soit asphérique ;
et si de plus (M, M) n’est pas la structure de contractibilité triviale (cf. 4.2.14), alors :

(ii) A est une catégorie test locale ;

(i) pour que i soitun foncteur test local, il faut et il suffit que la structure d’asphé-
ricité (M, M) soit modélisante ;

(iv) pour que A soit une catégorie test (vesp. test stricte), il faut et il suffit qu’elle
soit asphérique (resp. totalement asphérique);

(V) pour que i soit un foncteur test, il faut et il suffit que la catégorie A soit asphé-
rique.et-que la structure d’asphéricité (M, M,s) soit modélisante ;

Démonstration. — L’implication (a) = (a’) résulte de la proposition 4.1.35 et des in-
clusions' My C M. C M,s. Comme le foncteur * commute aux produits finis, I'implica-
tion (a’) = (b) est conséquence de la proposition 4.2.16, (a”). Montrons I'implication
(b) = (a). Soient B la sous-catégorie pleine de M formée des produits finis d’objets
de M appartenant a My, et j : B — M le foncteur d’inclusion. Comme la classe M,
est stable par produits finis (cf. 1.5.3), B est formée d’objets contractiles de M et
I’ensemble de ses objets engendre la structure de contractibilité M. sur M. La catégo-
rie B étant totalement asphérique (cf. 1.7.4), il résulte donc de la proposition 4.3.12
que le foncteur j est M,s-asphérique. Soit z un objet de M de la forme x = i(a),
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pour a objet de A, ou z = j(b), pour b objet de B. Par hypothése, x appartient alors
a M., et la condition (b) implique donc, en vertu de la proposition 4.2.16, (¢), que
i*(x) est un objet hyy -contractile de A, donc localement asphérique (cf. 4.2.4). La
proposition 4.1.35, (c),Aimplique alors que le foncteur 7 est localement M,s-asphérique,
ce qui acheéve la preuve de ’équivalence des conditions (a), (a’) et (b).

Supposons donc ces conditions satisfaites. Si la catégorie A est asphérique, comme
le foncteur i est localement M,s-asphérique, il est aussi M,s-asphérique (cf. 4.1.36).
Réciproquement, si le foncteur i est M,s-asphérique, comme la structure d’asphéricité
(M, M,s) est totalement asphérique (cf. 4.3.12), et en particulier asphérique, il résulte
de la proposition 4.1.23, (b), que la catégorie A est asphérique, ce qui prouve lasser-
tion (7). L’assertion (i) résulte aussitét du lemme 4.3.15 et du théoréme 1.6.6, (c).
Les autres assertions sont conséquences immédiates des assertions (7) et (i) et de la
remarque 1.6.4, (a). O

Lemme 4.3.17 — Soient C une petite catégorie admettant des produits finis, A, B
deuz petites catégories, eti: A — C et j: B — C deux foncteurs. On suppose qu’il
existe un ensemble Iy de segments de C tel que pour tout objet b de B, ’objet j(b) de
C' soit Zy-contractile. On note i X j le foncteur

iKj:AxB—C, (a,b) = i(a) x j(b).

Si i est un morphisme asphérique de Cat et B une catégorie asphérique, alors le
morphisme 1 X j est asphérique.

Démonstration. — Notons e un objet final de C'. Par hypotheése, pour tout objet b de
B, l'unique morphisme p : j(b) = e de C' admet une section s : e — j(b) telle que
sp soit Zo-homotope & 1;(). Pour tout objet ¢ de C, les morphismes s et p induisent
des morphisme de préfaisceaux sur C'

sc : Hom(j(b),c) —» Hom(e,¢) ~ ¢,  pc:c~ Hom(e,c) — Hom(j(b),c)

tels que scpe = lc et pese soit Zg-homotope a 1Hom((b),c)- Comme la catégorie C' est
totalement asphérique (cf. 1.7.4), pour tout segment (I, dy,01) appartenant a Zg, le
préfaisceau représentable I de C est localement asphérique (cf. 1.7.1), et il résulte du
lemme d’homotopie 1.5.6, (b), que p.s. est une équivalence faible de C. Par saturation
faible, s. et p. sont donc des équivalences faibles, et en particulier, le préfaisceau

Hom(j(b), ¢) est asphérique. Le lemme résulte alors du corollaire 4.1.45. O

Proposition 4.3.18. — Soient (M, M.) une structure de contractibilité, M,s la
structure d’asphéricité sur M engendrée par la structure de contractibilité (M, M.),
A, B deux petites catégories, i : A — M un foncteur tel que pour tout objet a de A,
Dobjet i(a) de M soit Mas-asphérique, et j: B — M un foncteur tel que pour tout
objet b de B, l'objet j(b) de M soit dans M., On note i X j le foncteur

iKj:AxB— M, (a,b) —i(a) x j(b).
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(a) Si i est un foncteur M,s-asphérique et B une catégorie asphérique, alors le
foncteur i X j est Mys-asphérique.
(b) Sii est un foncteur localement Mas-asphérique, il en est de méme de i X j.
(¢) Sii est un M,s-foncteur test faible et B une catégorie asphérique, alors i X j
est un M,s-foncteur test faible.
) Sii est un Mys-foncteur test local, il en est de méme de i X j.

oL

(

(e) Sii est un Mus-foncteur test et B une catégorie asphérique, alors i X j est.un
M ,s-foncteur test.

Démonstration. — Soit My un ensemble d’objets de M appartenant a M. qui en-
gendre la structure de contractibilité (M, M, ), et Zy ’ensemble des segments (1,9, 01 )
de M tels que I appartienne & M. Pour montrer (a), supposons que le foncteur i
soit M,s-asphérique et que la catégorie B soit asphérique. Soit C' une. petite sous-
catégorie pleine de M, formée d’objets M,s-asphériques, stable par produits finis,
telle que les foncteurs ¢ et j se factorisent par C' et dont ’ensemble des objet contient
Pensemble My. On note i’ : A — C et j' : B — C les foncteurs induits par i et j
respectivement, et k : C — M le foncteur d’inclusion. En vertu du lemme 4.1.4, (b),
comme le foncteur ¢ est M,s-asphérique, il en est de méme du foncteur &, et ¢’ est un
morphisme asphérique de Cat. Par hypothése, pour tout objet b de B l'objet j(b) de
M est Zy-contractile, et par suite, j/(b) est un objet Zy-contractile de C. Le lemme
précédent implique alors que le morphisme @' X3’ : A x B — C de Cat est asphérique,
et il résulte alors du lemme 4.1.4, (a), que le foncteur i X j = k(' K j') est asphérique,
ce qui prouve ’assertion (a).

L’assertion (b) résulte de l’assertion (a) exactement comme dans la proposi-
tion 4.1.44. Les autres assertions résultent des assertions (a) et (b), de la proposi-
tion 1.4.11, et du corollaire 1.6.11, comme dans la proposition 4.1.44. O

4.4. Variation du localisateur fondamental faible

Dans ce paragraphe, on se five, une fois pour toutes, deux localisateurs fondamentaux
faibles W et W" tels que W C W'.

Lemme 4.4.1. — Tout W-asphérateur est aussi un W'-asphérateur.

Démonstration. — Soit N un W-asphérateur. En vertu de la proposition 4.3.2, (b), il
existe une petite catégorie A et un foncteur i : A — N tel que pour tout objet  de N,
le préfaisceau i*(x) de A soit Wh-asphérique, et a fortiori W -asphérique. Une nouvelle
application de cette proposition implique alors que N est un WW’-asphérateur. O

Proposition 4.4.2. — Soit (M, M,s) une structure de WW-asphéricité. Il existe une
unique structure de W'-asphéricité M., sur M telle que pour toute petite catégorie A,
tout foncteur M,s-W-asphérique i : A — M soit aussi M_,-W'-asphérique. De plus,
on a alors une inclusion Mas C M.
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Démonstration. — L’unicité est évidente par définition d’une structure d’asphéri-
cité. Soit N la sous-catégorie pleine de M formée des objets de M appartenant
a M,s. La catégorie N est un W-asphérateur (cf. 4.3.4), donc en vertu du lemme
précédent elle est aussi un W'-asphérateur, et il résulte de la proposition 4.3.9
qu’elle engendre une structure de W'-asphéricité M., sur M. Si i : A — M est
un foncteur M,q-WW-asphérique, il se factorise par la sous-catégorie pleine N de M,
et pour tout objet = de N, le préfaisceau i*(x) de A est Wh-asphérique, et a plus
forte raison W-asphérique. Il résulte donc du lemme 4.3.8, que le foncteur 7 est
M -W'-asphérique. O

4.4.8. — Si (M, M,s) est une structure de W-asphéricité, on dira que la structure
de W'-asphéricité M, de la proposition précédente est la structure de W'-asphéricité
sur M engendrée par la structure de W-asphéricité (M, M,s).

Proposition 4.4.4. — Soit (M, M,s) une structure de W-asphéricité et M),
la structure de W'-asphéricité sur M engendré par (M, Mys). Si (M, M,s) est
W-asphérique (resp. totalement W-asphérique, resp. W-modélisante), alors (M, M)
est W'-asphérique (resp. totalement W' -asphérique, resp. W’'-modélisante).

Démonstration. — Les assertions relatives a ’asphéricité et la total asphéricité ré-
sultent aussitot de 3.3.1, 3.3.3 et de la proposition précédente, qui implique également
facilement la derniére assertion. O






1]

[10]

[11]

BIBLIOGRAPHIE

J. ADAMEK & J. ROSICKY — Locally Presentable and Accessible Categories, Lon-
don Mathematical Society Lecture Note Series, Vol. 189, Cambridge University
Press, 1994.

M. ARTIN, A. GROTHENDIECK & J.-L.. VERDIER — Théorie des topos et coho-
mologie étale des schémas (SGA4), Lecture Notes in Mathematics, Vol. 269, 270,
305, Springer-Verlag, 1972-1973.

M. ARTIN & B. MAZUR — Etale Homotopy, Lecture Notes in Mathematics, Vol.
100, Springer-Verlag, 1969.

T. BEKE — « Sheafifiable homotopy model categories », Math. Proc. Camb. Phil.
Soc. 129 (2000), p. 447-475.

C. BERGER — « A cellular nerve for higher categories », Adv. Math. 169 (2002),
p. 118-175.

, « Iterated wreath product of the simplex category and iterated loop
spaces », Prépublication, a paraitre dans Adv. Math., 2006.

C. CASACUBERTA & B. CHORNY — « The orthogonal subcategory problem in
homotopy theory », Contemp. Math. 399 (2006), p. 41-53.

C! CASACUBERTA, D. SCEVENELS & J. H. SMITH — « Implications of large-
cardinal principles in homotopical localization », Adv. Math. 197 (2005), p. 120
139.

D.-C. CisiNskI — « Images directes cohomologiques dans les catégories de mo-
deles », Annales Mathématiques Blaise Pascal 10 (2003), p. 195-244.

D.-C. CISINSKI — Les préfaisceauz comme modéles des types d’homotopie, Asté-
risque, Vol. 308, 2006.

D.-C. CIsINSKI — « Décalages et produits en couronnes », Courrier électronique
du 3 avril 2007.



222

[12]

[13]

[14]

[25]

[26]

127]

BIBLIOGRAPHIE

D.-C. CisinsKI & G. MALTSINIOTIS — « La catégorie © de Joyal est une catégorie
test », J. Pure Appl. Algebra 215 (2011), p. 962-982.

P. GABRIEL & M. Z1sSMAN — Calculus of fractions and homotopy theory, Ergeb-
nisse der Mathematik, Band 35, Springer-Verlag, 1967.

A. GROTHENDIECK — « Pursuing stacks », Manuscrit, 1983, a paraitre dans Do-
cuments Mathématiques.

, « Les dérivateurs », Manuscrit, 1990, www.math.jussieu.fr/ maltsin
/groth/Derivateurs.html.

A. HELLER — « Homotopy theories », Memoirs of the Amer. Math. Soc.
71 (1988), no. 383.

L. ILLusiE — Compleze cotangent et déformations I, II, Lecture Notes in Mathe-
matics, Vol. 239 et 283, Springer-Verlag, 1971-1972.

A. JovaL — « Disks, duality and ©-categories », Prépublication, 1997.

D. M. LATCH — « The uniqueness of homology for the category of small catego-
ries », J. Pure Appl. Alg. 9 (1977), p. 221-237.

G. MALTSINIOTIS — « Introduction d la théorie des dérivateurs (d’apres Grothen-
dieck) », Prépublication, 2001, www.math.jussieu.fr/ maltsin/.

, La théorie de I’homotopie de Grothendieck, Astérisque, Vol. 301, 2005.

, « Structures d’asphéricité, foncteurs lisses, et fibrations », Annales Ma-
thématiques Blaise Pascal 12(2005), p. 1-39.

I. MOERDUK — Classifying spaces and classifying topoi, Lecture Notes in Mathe-
matics, Vol. 1616, Springer-Verlag, 1995.

D. QUILLEN-— Homotopical algebra, Lecture Notes in Mathematics, Vol. 43,
Springer-Verlag, 1967.

,« Higher algebraic k-theory : I », Algebraic K-theory I, Lecture Notes in
Mathematics, Vol. 341, p. 85-147, Springer-Verlag, 1973.

J. Rosicky & W. THOLEN — « Left-determined model categories and universal
homotopy theories », Trans. Amer. Math. Soc. 355 (2003), p. 3611-3623.

R. W. THOMASON — « Homotopy colimits in the category of small categories »,
Math. Proc. Camb. Phil. Soc. 85 (1979), p. 91-109.

, « Cat as a closed model category », Cahiers de topologie et géométrie
différentielle XXI-3 (1980), p. 305-324.



INDEX DES NOTATIONS

Cat oo 1.1.2
B it N Y 1.1.2
742 U AU 1.1.2
A 1.1.2
ULD o e 1.1.2
Al e N 1.1.14
A 1.1.14
B e N e 1.1.14
(A e 1.1.17
SA, tA ........................................................................ 1.1.17
o e 1.1.17
S e 1.1.20
D\A 1.1.24
D\U -« e 1.1.24
A e e 1.1.25
W e e e e i e 1.1.30
T e e A s e e 1.1.31
1 S 1.1.31
I o e e 1.1.33
I 1.1.34
A 1.3.1
IR AP 1.3.1
T e e e 1.3.1
WZ ........................................................................... 1.3.3
S 1.3.6



224 INDEX DES NOTATIONS

As s A e e 1.3.10
DX 1.3.16
L 1.4.1
Hotyy, HOt . oo 1.4.2
0 T 1.4.2
HOtW’A, HOtA7’7A ............................................................ 1.44
L= (1, 00,01) « e 1:5.1
My QT oo 1.5.3
L 1.5.4
L) e 15.5
AL = (A €05 €1) ettt 1.5.15
LA e 1.6.5
A P AP 1.6.6
A T e 1.6.12
A e e 1.6.12
A e e e 1.7.17
B e e 1.8.1
) e e e e I e 1.8.23
A 1.8.30
Ao G 1.8.32
Deeeneeieeiiiiiieiieie e OO e 1.8.34
O e e 1.9.16
R S PO PP 1.9.18
e 5. Y00 VO AR 1.9.18
FLA BIA. o 1.9.20
(D5 (a1, am) ], [958 ] e e 1.9.20
H G oo e 1.9.21
L N 1.9.21
C(B,b), CUBb, F)y CH) et e 1.9.22
0, 0, B O 1.9.23
A 7 e e e 1.9.36
Homyy (M, N), Homuyy (M, IN) oo 2.1.5
S(U),y Suy Tuy S(U,W) oo 2.1.13
T B, O e 2.2.1
Py frconry FU) oo 2.2.1
Houo Hoy oo 2.2.2
Lis Bl oo 2.2.3



INDEX DES NOTATIONS 225

e 2.2.5
S 2.2.5
Vi, VE, G, VO oo 2.2.6
7 220 T 2.3.7
Cat/I, Cat/w ..o..oee e e e 3.1.1
O, O o 3.11
WV, WV 3:1.3
Hot (1), Hotyy, (1) oo e 3.1.6
LT P 3.1.6
7 3.1.9
2 S T 3.1.9
TS e 3.1.12
P A 3.2.20
T OO A S 3.2.27
M S A 3.2.28
fB Al e 3.2.30
T S 2 3.2.30
G et A R 3.2.35
B, Ep g = oY 3.2.36
Ch, 4(C), Ch, ,(C), ST D, A0 e (N 3.2.37

Choo(C), Ch (O, 822,159, 625 ..o i el 3.2.40






INDEX TERMINOLOGIQUE

asphérique (Catégorie). ... ..ottt 1.1.2
asphérique (foncteur d’une petite catégorie vers Cat) ......... ..l . oo, 1.8.1
asphérique (morphisme de Cat) ..ot e e 1.1.2
asphérique (morphisme de préfaisceaux) ................iiiiiiit i 1.3.3
asphérique (PréfaiSCeam) . ... ... uuuuu ittt e e 1.3.5
cartésien (mMorphiSme) ....... ..ot 1.1.14
catégorie cellulaire . ... ... ... 1.9.23
catégorie contractile ...... ... . 1.5.15
catégorie de Segal. ... ... 1.9.18
catégorie des ensembles simpliciaux .. ... ool 1.6.12
catégorie des fractions relativement a une classe de fleches .......................... 14.1
catégorie des SIMPLEXES. . . ...ttt i et e 1.6.12
catégorie directe finie . ..... ... i 1.9.36
catégorie filtrante ... ... ... ..o 2.4.1
catégorie homotopique relative & un localisateur fondamental faible.................. 1.4.2
catégorie pseudo-filtrante. .. ... .0 . . . e 2.4.1
catégorie PSeUdOo-teSt. . ... i 1.4.4
CALEZOTIE TS . o o vttt et 1.6.2
catégorie test faible . ... ... 1.4.7
catégorie test locale . ... ... ... .. 1.6.2
CatégoTie test, STTICE ... .. vttt 1.7.7
catégorie, totalement W-asphérique . ......... ... 1.7.2
catégorie W-asphérique ....... ... 1.1.2
centre d'un-décalage . ... 1.9.1
centre d’un décalage généralisé ........ .. .. .. 1.9.5
classe de fleches faiblement saturée ......... ... .. ... i i 1.1.1
classe de fleches fortement saturée ........ ... ... i 1.4.1
classe de fleches stable par composition transfinie.................................. 2.3.17
classe de fleches stable par rétractes ........ ... ... i 2.4.13
classe d’objets stable par rétractes .. ...t 2.4.13
COaSPRETIQUE . . oo 1.1.24
cocartésien (MOTPHISINE) ... ...ttt 1.1.14

COCTIDle o 1.1.25



228 INDEX TERMINOLOGIQUE

cofibration (au sens des catégories cofibrées)............. ... i 1.1.14
cofinal (foncteur) ... ... ... .. . 2.4.2
colocalement coasphérique . ............ it 1.1.24
colocalement W-coasphérique ......... ... i 1.1.24
COMETACEEUT . . . oo e 1.7.17
contractile (catégorie) ... ... ... .. .. 1.5.15
CTIDlE L 1.1.25
D-décalage ... ... 1.9.24
T-décalage strict ... ... 1.9.24
dECAlAGE . . . .o e 1.9.1
décalage cartésien. .. ... ... ... 1.9:3
décalage centré sur un objet ... ... 1.9.1
décalage gnéraliSé. .. ... ... .. 1.9.5
décalage généralisé cartésien. ............ ... . i i 1.9.5
décalage généralisé centré sur un objet ........ ... o oo i o 1.9.5
décalage généralisé scindable ......... ... 1.9.5
décalage généralisé scindé ........... . ...t 1.9.5
décalage généralisé séparant ...t e 1.9.5
décalage centré sur un objet . ........ . 1.9.1
décalage scindable .. ... ... 1.9.1
décalage SCINAE . .. ... 1.9.1
décalage séparant ... ... ... T 1.9.3
décalage sur une catégorie. ........... .. 1.9.1
décalage sur une catégorie adapté a un foncteur vers I'..................... o ... 1.9.24
décalage sur une catégorie strictement adapté & un foncteur vers I' ................. 1.9.24
décalage sur un foncteur ........... . 1.9.5
ensemble ordonné filtrant ........... i e 2.4.1
ensemble simplicial .. ... ... i 1.6.12
ensemble simplicial fini. ... ... .0 . . 1.9.36
équivalence faible (dans Cat) colocalement sur une petite catégorie................... 2.1.1
équivalence faible (dans Cat) localement sur une petite catégorie..................... 2.1.1
équivalence faible (dans Cat, relativement & un localisateur fondamental faible)....... 1.1.2
équivalence faible (de préfaisceaux) localement sur une petite catégorie .............. 2.1.1
équivalence faible (de préfaisceaux, relativement & un localisateur fondamental faible) 1.3.3
équivalence faible argument par argument........ ... ... .. oL 2.3.1
équivalence faible locale (de préfaisceaux) ...........coiiiiiii i 1.3.6
fibration (au sens des catégories fibrées)........ .. .. .. .. i 1.1.14
fibre (d7umn fOnCEEUT) .. ...ttt 1.1.14
filtrante(Catégorie) ... ... ...t 24.1
filtrant (ensemble ordonné) . ...... ... ... e 2.4.1
foncteur cart@sien . .. .. ... 2.1.13
foneteur CoCart@SIeN. . .. ... e 2.1.13
foncteur cofinal . . ... ... 2.4.2
foncteur colocalement W-coasphérique ......... ...t 1.1.24
foncteur de CoOMtEGTatioN . .. ...ttt e 2.2.6
foncteur de localisation . ........ ... ... 1.4.1
foncteur de localisation CanoONIQUE ... ........uuiiiittiiiie e 1.4.2
foncteur d INtEGTation . .. ... ...t e 2.2.5

foncteur localement W-asphérique . ......... ... 1.2.13



INDEX TERMINOLOGIQUE 229

foncteur mert .. ... 1.8.25
foncteur pseudo-test ... ... i 1.8.14
FONCEEUL TEST. . .\ vttt ettt e 1.8.14
foncteur test faible . ... ... 1.8.14
foncteur test local ... ... 1.8.14
foncteur W-asphérique . ... ... 1.1.2
foncteur W-coasphérique .. ... e 1.1.24
foncteur W-IISSE . .o v 3.2.1
fONCEEUr W-PIODPTE .« o ottt ettt e e 3.2.1
foncteurs homotopes . .. ... 1.5.15
homotopisme (dans Cat). ... ... ... ..o 1.5.15
I-contractile (I seQment) ......... . ... .ot 1.5.3
Z-contractile (Z classe de SEgMENtS) . .. ...ttt t et 1.5.3
I-équivalence d’homotopie (I segment) ................oooiiiiuiiiiimirt oo, 1.5.3
Z-équivalence d’homotopie (Z classe de segments) ............ ... ... ol 1.5.3
I-homotope de fagon élémentaire (I segment) ............ooueieiioiiiiienean.. 1.5.2
I-homotope (I Segment) .. ..... ... ... ot b 1.5.2
Z-homotope (Z classe de segments) ...............o.oiuinii i it 1.5.2
I-homotopie (I SegMent) . ..........o.iuiuiiuineii e 1.5.2
Z-homotopie (Z classe de Segments) .. ..........ouuiuinueniiiit i 1.5.2
I-homotopisme (I segment) ....... ..ol 1.5.3
Z-homotopisme (Z classe de segments) ........cc..theo ol 1.5.3
immersion fermée . ... ... ..o 3.2.2
IMMErsion OUVEITE . ... ... o e e e 3.2.2
lisse (morphisme de Cat) ...... ... i i i 3.2.1
localement asphérique (morphisme de Cat) w@. .ottt 1.2.13
localement asphérique (préfaisceau) .. ... .. . ..o 1.3.6
localement W-asphérique (morphisme.de Cat) ...........ooeuiuiiiiiiienienneann.. 1.2.13
localement W-asphérique (préfaiscean) ..........coueuiriiiini .. 1.3.6
localisateur fondamental . ... . 0. .. i 2.1.1
localisateur fondamental faible . ........ ... . . 1.1.2
localisateur fondamental faible fortement saturé .............. ... ... ... i 14.1
localisateur fondamental faible géométrique ......... .. ..ot 1.1.32
localisateur fondamental grossier ........... ... ... i i 1.1.30
localisateur fondamental trivial ........ ... .. . 1.1.28
localisation d’une catégorie par une classe de fleches ............. ... ............... 1.4.1
MOAELISATEUT '« . . o et 1.4.3
modélisateur fondamental . ... 1.4.3
morphisme de changement de base associé & un carré cartésien ............ 3.2.28 et 3.2.35
morphisme de décalages . . .......... 1.9.2
morphisme de décalages scindés .............. ... 1.9.2
morphisme de décalages généraliSés . ... ........oiiiiiiiin e 1.9.5
morphisme de décalages généralisés scindés. ...t 1.9.5
morphisme de modé@lisateurs. ... ... 1.4.3
morphisme de préfaisceaux W-asphérique ............. o i 1.3.3
morphisme de SEegMEnts . . ......... i 1.5.1
morphisme fermeé .. ... ... 3.2.5
morphisme quarrable . ... .. ... 1.1.1

N-EQUIVALEIICE . . . .t 1.1.34



230 INDEX TERMINOLOGIQUE

0T 1.8.25
objet de Lawvere . ... ... ... 1.5.12
objet de présentation finie . ............ i 2.4.10
objet MUl ... 1.9.18
objet rigide. . ... ... 1.9.21
PTéCOfIDTation . ... ...ttt 1.1.14
PIECONEIACTEUT . . . oottt ettt e ettt e e e e e 1.7.17
préfaisceau localement W-asphérique . .......... ..o 1.3.6
préfaisceau W-asphérique . ...ttt el 1.3.5
Préfibration ... ... ..o 1.1.14
Produit €N COUTONMES .. ...ttt ettt ettt 1.9.20
produit en couronnes infini ............ i e 1.9.22
propre (morphisme de Cat) . ...... ..o 3.2.1
pseudo-filtrante (catégorie) ... ... ...t 2.4.1
pseudo-test (CAtEZOTie) . ... ..vuu it 1.4.4
pseudo-test (foncteur). ... ... ... i 1.8.14
QUATTADIE . . . .o T e s 1.1.1
TEETACTE . .ottt e 2.4.13
scindage d'un décalage . ... 1.9.1
scindage d’'un décalage généralisé ............ ... . . 1.9.5
SEEINENIE . . . ottt e e e e 1.5.1
segment de Lawvere ............ .. T 1.5.12
segment multiplicatif. ... ... ... . . 1.5.9
segment SEPATraNt .. ... ...t e e 1.5.1
totalement asphérique (Catégorie) . .. ... ... i e it 1.7.2
totalement W-asphérique (catégorie) . .. .. ol .. i 1.7.2
universellement dans une classe de fleches .. ... ... ... ... i 1.1.1
Wh-asphérique (catégorie). .. ... ... iu 1.1.2
Wh-asphérique (foncteur d’une petite catégorie vers Cat) ........c.ouueveineenenn... 1.8.1
Wh-asphérique (morphisme de Cat).. ... ..ot 1.1.2
Wh-asphérique (morphisme de préfaisceaux) ............coieiiiiiiiiiniienn.. 1.3.3
W-asphérique (PréfaiSCeau). . ... ...ttt 1.3.5
W-catégorie pseudo-test . .o ... 1.4.4
IW-CAtEEOTIE TS . oo ottt e 1.6.2
W-catégorie testfaible .. ... 1.4.7
Wh-catégorie testlocale . ... ... 1.6.2
W-catégorie test SETICe . ... ...t 1.7.7
W-CoaSPhETIQUE . . ...t 1.1.24
WW-CONETACLEUT . .« o oot e 1.7.17
W-équivalence (dans Cat) .. .........oouieiniiui 1.1.2
Wh-équivalence (dans Cat) colocalement sur une petite catégorie ..................... 2.1.1
W-équivalence (dans Cat) localement sur une petite catégorie ....................... 2.1.1
W-équivalence de préfaiSceaux. .. ......oouunn 1.3.3
W-équivalence de préfaisceaux localement sur une petite catégorie................... 2.1.1
W-équivalence locale de préfaisceaux ..............oiiiiiiii i 1.3.6
W-foncteur pseudo-test .. ... 1.8.14
WW-ONCEEUL TESE .« oottt ettt e 1.8.14
W-foncteur test faible. . ... 1.8.14

W-foncteur test local . ... ... 1.8.14



Wh-lisse (morphisme de Cat) ..
W-modélisateur .............

Wh-propre (morphisme de Cat)

INDEX TERMINOLOGIQUE

231



