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INTRODUCTION

Notons H,, = Herm(n,F) l'espace des matrices hermitiennes n x n a
coefficients dans F = R, C ou H. Sur H,, on considere la loi de probabilité
définie par

1
P(dz) = ol exp(—~tr(z?))m,(dz),

n
ol 7 est un parametre positif, m,, est la mesure euclidienne sur H,, associée
au produit scalaire défini par

(z]y) = tr(zy),

™

C, = /H exp(—tr(z?))m, (dz) = ( —>N,

~
ol
N = dimg H, —n—l—gn(n— 1), f=dimgF =1,2,4.

Cette probabilité est invariante par le groupe U, = U(n,F) qui agit sur
I’espace H,, par les transformations

r—uzu®  (u € Uy,).

SiF =R, U, est le groupe orthogonal O(n), si F = C, c’est le groupe unitaire
U(n), et si F = H, ce groupe est isomorphe au groupe symplectique Sp(n),
qui est un sous-groupe compact maximal du groupe symplectique complexe
Sp(n, C).

L’espace probabilisé (H,,,P,) est appelé ensemble orthogonal gaussien si
F =R, ensemble unitaire gaussien si F = C, et ensemble symplectique gaus-
sien si F = HL

Le principal sujet de la théorie des matrices aléatoires est 1’étude asymp-
totique de probabilités relatives aux valeurs propres des matrices aléatoires
lorsque la dimension n tend vers 'infini.

a) Comportement global : la distribution asymptotique des valeurs propres.

Si B C R est un ensemble borélien, on note 51(3") (x) le nombre de valeurs
propres de la matrice x appartenant a I’ensemble B divisé par n,

n 1
,(9)(3:) = —t{valeurs propres de x dans B}.
n
C’est une variable aléatoire. Soit u,(B) son espérance,
in(B) = En(€5)).
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On vérifie que cette formule définit une mesure pu,, sur R. Elle est appelée la
distribution statistique des valeurs propres. Si xp est la fonction caractéris-
tique de ’ensemble B,

€5(x) = - (xmOh) ++ -+ xs(\)),

ol Aq,..., A\, sont les valeurs propres de x. En utilisant le calcul symbolique
cela peut s’ecrire

€5)(r) = tr(xnle).

Par suite

(B) = [ tr(xala))Pldo)

n

Plus généralement, si ¢ est une fonction mesurable bornée sur H,,,

[ et = [ Ler(o@)Pa),
R H,

La question est maintenant : que peut-on dire au sujet du comportement
asymptotique de la distribution statistique des valeurs propres p,, quand n
tend vers l'infini 7

La loi du demi-cercle o, de rayon r est la mesure de probabilité sur R

définie par
2 T
/gp(t)an(dt) = —2/ p(t)Vr? — t2dt.
R wr

T
Le théoreme de Wigner dit que, apres changement d’échelle, la mesure pu,
converge vers la loi du demi-cercle o, de rayon

0.0.1 Théoreme (Wigner). Si ¢ est une fonction continue bornée sur R,

alors . 5 i,
T [ (=) = =5 / plu)Vr? —udu.

Cela signifie que, pour une grande valeur de n, la densité des valeurs
propres est approximativement

2
— nrz — A2,
mr

si Al < 7ry/my et 0si || > ry/n.



Dans la démonstration originale de Wigner on considere les moments de
la mesure p,, :

() = /R P (dt) = /H n %tr(xk)]P’n(da:).

Par une méthode combinatoire on détermine le comportement asymptotique
de mg(py,) quand n tend vers Uinfini pour k fixé :

5>kk! (2)! k

mzk(,un) ~ <@ (k:—i— 1)!71 .

(Les moments d’ordre impair sont nuls.) D’autre part les moments de la loi
du demi-cercle o, sont donnés par

2

m%(dr) = (%)k%

La démonstration de Pastur utilise la transformation de Cauchy. Rappe-

lons que la transformée de Cauchy d'une mesure p sur R est la fonction G,
définie sur C \ R par

Gu(z) = [ ——uan).

Si = p,, la distribution statistique des valeurs propres,

G, (2) —/ ltr((zl’ —z) )P, (dx).

n

Le changement d’échelle conduit a considérer la suite des fonctions

Gu(2) = VG, (V712).

La démonstration consiste a montrer que la suite des fonctions G,, converge,

lim G,(z) = G(z),

n—oo
et que G est une fonction holomorphe qui vérifie I’équation

4 4
G(2)? — r_z’ZG(Z) + 2= 0.

Puisque Im G, (2) < 0, et donc ImG(z) < 0 si Im z > 0, nécessairement

G(:) = (s = V= T2)

r2
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qui est précisément la transformée de Cauchy de la loi du demi-cercle o,.
La démonstration que nous présenterons dans ce cours utilise la transfor-
mation de Fourier :

() = /R ¢ (dt) = / Lt (explira)) Py (dz).

n

Nous verrons qu’elle s’exprime a 1’aide des polynomes de Laguerre. La conver-
gence vers la loi du demi-cercle s’en déduira en utilisant le théoreme classique
de Lévy-Cramér.

b) Comportement local : les probabilités A, (m, B).

Pour § > 0, et 0 < m < n, on notera A,(m, B) la probabilité pour que
la matrice x € H, ait m valeurs propres dans U'intervalle [—6,0]. Si F = C,
la théorie des polynomes orthogonaux et celle des déterminants de Fredholm
nous permettra d’évaluer ces probabilités et d’étudier leur comportement
quand n tend vers l'infini. On montre que, pour m = 0,

0
lim An(o,—) — det (I — K),
n=00 V) = ey =K

ot det(_g (I — ) est le déterminant de Fredholm du noyau
1sin(§ —n)
K n =——=
(&m) = — s
restreint a U'intervalle [—6, 6].

c) Comportement asymptotique de la plus plus grande valeur propre.
Notons Ayax la plus grande valeur propre de la matrice aléatoire z € H,.
C’est une variable aléatoire. Le théoreme de Wigner suggere que

Amax = 1V, 1= é
v

C’est bien le cas dans le sens suivant : pour tout € > 0,

R R

De plus on montre que la loi de la variable aléatoire

2ol (722 1)
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converge étroitement. La loi limite est appelée loi de Tracy-Widom. SiF = C
sa fonction de répartition s’exprime a l'aide d’un déterminant de Fredholm.

Dans ce cours nous présentons plusieurs démonstrations du théoreme de
Wigner, c’est-a-dire de la convergence de la distribution statistique des va-
leurs propres vers la loi du demi-cercle. Les outils d’analyse utilisés pour
chacune de ces démonstrations sont exposés au fur et a mesure : polynomes
orthogonaux, analyse de Fourier des mesures de probabilité sur la droite
réelle, transformation de Cauchy des mesures de probabilité, potentiel loga-
rithmique.
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Chapitre 1

POLYNOMES
ORTHOGONAUX

1.1 Exemples de polynémes orthogonaux

Soit g une mesure positive sur R. On suppose que le support de p est
infini (p n’est pas une combinaison linéaire finie de masses de Dirac), et que,
pour tout k£ > 0,

/R ta(dt) < 0o (%),

Ainsi, pour tout k£ € N, le moment d’ordre k

R

est défini. Sur 'espace P des polynomes en une variable a coefficients réels
on considere le produit scalaire

(vlg) = / p(t)q(t)p(dt),

qui fait de P un espace préhilbertien. Les monoémes {1,¢,...,t™ ...} consti-
tuent un systeme libre. Le procédé d’orthogonalisation de Schmidt permet
de construire une suite de polynomes orthogonaux {p,,} : p., est de degré m,
et

/Rpm(t)pn(t)u(dt) =0 sim # n.
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Si {pm} est une suite de polynoémes orthogonaux nous noterons
Pm(t) = apmt™+ ...

dp = / P2 a(dt).

Ezxemple
Polynomes d’Hermite : i est une mesure gaussienne,

p(dt) = eV dt.

Le polynome d’Hermite H,, est défini par

Hm@)::¢4gma2c%)me%?

Notons que a,, = 2™. O

Ezercice 1 :
Montrer que les polynomes d’Hermite H,, sont orthogonaux par rapport
a la mesure gaussienne u, et que

dy = 2"/

/ e Cdt = /7.
R

On rappelle que

Solution :
Par m intégrations par parties on montre que, pour tout polynome p,

/ H,()p(t)e ™ dt = / p™ (t)e " dt.
R

Ezercice 2 :
Polynomes de Tchebychev de premiére espece
La lot de l’arcsinus est la mesure de probabilité p définie sur R par

fromn = [ st s
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Le polynome de Tchebychev de premiere espece T}, est défini par
T, (cos ) = cosmé.

Montrer que cette formule définit un polynome 7, de degré m, et que les
polynomes T}, sont orthogonaux par rapport a la mesure p. Déterminer les
nombres d,,. O

Solution :
On note d’abord que Tp(X) = 1, et que T3(X) = X. De la relation

cos(m + 1)0 = 2 cosf cos(m — 1)8 — cos(m — 1)6

on déduit que
Tona1(X) =2XT,,(X) — T)1(X).

Par suite on montre par récurrence que 7,, est un polynome de degré m.
Déterminons les nombres d,, :

! dt 1 [
== T == 2 )
dm, 7T/_1( (1)) Nip: 7T/0 cos® mb df

Ainsi dy =1, et, sim > 1, d,, = 3.

On peut aussi noter que a,, = 2™ 1.

Ezercice 3 :
Polynomes de Tchebychev de deuzieme espece
La loit du demi-cercle de rayon un est la mesure p définie sur R par

/R Foyudt) = % /_ VTP = % /0 " Flcos ) sin? 0o,

Le polynome de Tchebychev U, de deuxieme espece est défini par

sin(m + 1)
Upn(cosf) = ———.
m ) sin ¢
Montrer que les polynoémes 7}, sont orthogonaux par rapport a la mesure p,
et déterminer les nombres d,,. O
Solution :

On procede comme pour 'exercice précédent : Uy(X) = 1, U(X) = 2X,
et, de la relation

sin(m + 1)8 = 2 cos f sinmf — sin(m — 1)8,
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on déduit la relation de récurrence
Uni1(X) =2XUp(X) = Up1(X).

Notons que la relation de récurrence est la méme que celle qui est vérifiée
par les polynomes de Tchebychev de premiere espece. La différence tient a
ce que Uy (X) = 2X, alors que T1(X) = X.

Déterminons les nombres d,, :

dp = z/1(Um(zt))2\/1—t%it

TJ-1
™ : 2
= 2/ <—81n(m+1)9> sin? 0df
T Jo sin
2

= —/ sin?(m + 1)0d6.
0

™

Ainsi, pour n >0, d,,, = 1.
On notera que a,, = 2™. O
1.2 Déterminant de Gram

Etant donnés n vecteurs &1, . . ., &, d'un espace de Hilbert H, on considere
la forme hermitienne suivante

n n
F(z) =) Glé)zm = 1D z6l° (21,20 € C).
k=1 j=1
Cette forme hermitienne F' est semi-définie positive. Elle est définie positive
si et seulement si les vecteurs &, . .., &, sont linéairement indépendants. Son
déterminant est appelé déterminant de Gram des vecteurs &, ...,&, :

&la) (@l&) ... (Glé)
Gram(&,, ..., &) = (62!52) (52@2) (52|.§n)

E6) (El&) .o (G,

Il est positif ou nul, et est positif si et seulement si les vecteurs &1, ..., &, sont
linéairement indépendants.

Considérons le cas on H = L?(X, 9N, i), et soient fi,. .., f, € L*(X, M, 1)
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1.2.1 Proposition.

file) filwa) oo i)
/n f2(5$1) f2(;902) ' () (das) - - p(dz)
fa(xr) fulwe) o fulen)
= nlGram(fi,..., fn).

Démonstration.
Le premier membre est égal a

/X Z (@) foy (1) - - form)(Tn) Z e(r) fry (1) -+ frgmy (@)

" oGy TES,

p(dxy) ... p(dey,)
= 2 @Ol frw) - ot fron):

o,TES,

En posant 7 = 7’ o 0, cela peut s’écrire
= ( > e Folfrony) - (fcr(n)!fr’(a(n))))
e, TEG,

Quel que soit o la somme en 7’ est égal a Gram(fy,..., f,) (la valeur d’'un
déterminant ne change pas si on effectue la méme permutation sur les lignes
et les colonnes). On obtient donc

= n!Gram(fi,..., fn).

O
Ezercice 4 :
Soient fi,..., fn, g1, gn € L2(X, 9, u). Montrer que
filzy) filze) oo filzn) | | gi(z1) gi(m2) .. gi(@a)
/ folzr)  falza) oo fol@n) | | ga(1) goz2) ... golwn)
Fla) fu@) @) | ) ) . e
(filgr) (filg2) - (filgn)
u(da)p(des) ... pld,) =l (“’3!91) (ﬁf”) (fQ‘Eg”)
(falgr)  (falg2) - (falgn)
O
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1.3 Formules de Heine

Nous allons appliquer les résultats de la section précédente au cas p est
une mesure positive sur R vérifiant la condition (x)

/R tF(dt) < oo

Les fonctions f; seront les monomes. Soit M

: pour tout k > 0,

= (M;;) la matrice des moments

Mij = miy; = / £ p(dt).
R

C’est la matrice de la forme quadratique p — [|p||* dans la base des monomes

/ ‘Zaktk‘ w(dt) Z i A0

1,j=0
Elle est symétrique et définie positive. On pose

_det( 2j)0<z]<n 1

1.3.1 Proposition.

Dy = — / I u(dt) ... p(dt,).

1<i<j<n

Démonstration.
C’est une conséquence de la proposition 2.2.1. Posons en effet
@) =67 G=1,....m).

L’évaluation suivante du déterminant de Vandermonde est classique

1 1 .01

o oty ...t

tt 1 th I -t
: : : 1<j<k<n
ot ¢t

Ainsi, d’apres la proposition 2.2.1,

n!D,, / [T & —t)’u@t) ... u(dt,).

R™ 1<i<j<n
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Considérons les polynomes orthogonaux p,,, relativement a la mesure u,
normalisés par la condition

pm(t) =t" + ...,
c’est a dire que, pour tout m, a,, = 1.

1.3.2 Proposition.
D, =dody - -d,_1.

Démonstration.
Considérons les polynémes py, de n variables définis, pour m = (mq, my, . .
n —
N™ © = (z1,x9,...2,), par

pm(aﬁ) = pm0<x1)pm1 ('7:2) e 'pmn—1<xn)'

Ce sont des polynomes orthogonaux pour le produit scalaire

W) = [ plala@n(dn).. pe.).

et
“pmH2 = dmodmy - dpmy_y -

Développons dans cette base le déterminant de Vandermonde :

1 1 1
T T Tn
A(x) _ 1 '2
A N (L
po(xl) po(%) po(xn)
_ Y4 ($1) D1 (%) pl(%)
pnfl(xl) pnfl(xQ) . pnfl(xn)
= Z 5(U)Pa(0) (.2131) o -pa(nfl)(xn)-
eSS,

La deuxieme égalité vient du fait qu’on ne change pas la valeur d’un dé-
terminant quand on ajoute a une ligne une combinaison linéaire des autres.

Ainsi
M) = Y 2(0)pom(a),

0'6677,

16
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ol
o-m = (ma(())a Ma1)y - - - 7ma(n—1))‘

Des propriétés d’orthogonalité des polynomes py, il résulte que

/n A(x)p(zy) ... p(dey) = nldy . .. dy_y.

Exercice 5 :
On pose

Z, = / e_(x%+"'+xi)A(:p)2dx1 . dx,,.
Rn

Montrer que

n
n _n(n—l) .
Z,=m22"" 2 Hj!.

Jj=2

Solution :
Prenons
2
p(dt) = e " dt.

Les polynomes p,, sont alors proportionnels aux polynomes d’Hermite,

Pm(t) = 27" Hp (1),

et
dpm = ||pm|* = 27 ™m!/7.
Ainsi
Zn = n!Dy=nlpol®...|[pn-1l®
n—1 (ne1) n
= nlrs [[27t=m52""2 ][4

=0 j=1

Ezercice 6 :

Soit 11 une mesure positive sur R telle que, pour tout k > 0,
/ It|*u(dt) < oo.
R
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On note my, le moment de p d’ordre k de p,

my, :/Rt’m(dt).

a) On considére la suite {p,} des polynomes définis par

mo my ... my,
mq mo ... My
pa(t) =
Mp—1 My ... Mop—1
1 t ... t"

Montrer que les polynémes p,, sont orthogonaux par rapport a la mesure u,
et que
CLn — Dn, dn - DnDn+1

Indication On montrera que l'intégrale

/R Fpa (B dt)

est nulle si j < n, et est égale a D, si j = n.
b)Montrer que

palt) = %/ [Tt - 2)A@Pudns) .. pldn).

Indication On montrera que

Ty e

T w2 it
xﬁii Ty 37%71—_11

1 t tm

O

Les formules énoncées dans cette section sont tres classiques. On peut
déja les trouver dans le livre de Heine publié en 1878. [H|, p.288.
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1.4 Noyau de Christoffel-Darboux

Notons S, la projection orthogonale de L?(R, ) sur I'espace des poly-
nomes de degré < n — 1. Si {p,} est une suite de polynémes orthogonaux,
cette projection s’écrit, pour f € L*(R, p),

Suf(x) = D —(flpe) pa(x)

Pour établir une expression plus simple de ce noyau nous utiliserons la rela-
tion de récurrence suivante que vérifient les polynoémes p,. On utilisera les
notations suivantes

pu(r) = apa™ + byt 4

d, = /pn(:v)Qu(d:L’).
R
1.4.1 Proposition

$pn(x) - Oénpn-l—l(x) + ﬁnpn(x) + /ynpn—l(x)a

ot
Qp o bn bn+1 o Ap—1 dn
ﬁn - = Yn =

) )
Ap+t1 Qp, Ap+t1

Gy, dnfl

Démonstration.
Le polynéme zp,, (x) est une combinaison linéaire des polynémes py, . . . ppi1

n+1

wpn(x) = Z Cnrpr (),

ou



Notons que ¢, = 0 si k > n + 1. De plus dyc,x = d,crpn, donc ¢, = 0 si
k <n—1. Ainsi

Ipn(x) - O‘npn+1(‘r) + ﬁnpn(x) + Vnpn—l(x)a

avec
Qpn = Cnn+l, 571 =Cnms Yn = Cpn—1-
En identifiant les coefficients de 2"t et de ™ on obtient

ap = Oplpi1,
bn - anbn+1+ﬁnan-

De ces relations, et en tenant compte de ce que d,,_17v, = d,a,_1, on déduit
les expressions annoncées pour ay,, 3,, et v,. O

Ezemple.
Rappelons que les polynomes d’Hermite sont définis par

Ho(z) = (—1)"e” (%)"e—ﬁ.

On en déduit la formule suivante pour la fonction génératrice :

it

n=0

n 2
2:r:t t
H,(

|

3

En effet le développement de Taylor de la fonction f,

s’écrit

x—t i

La fonction génératrice w(:z:, t) vérifie ’équation

%—?—(235—215)10:0
Par suite
— ! — " ¢t
; e 1)'Hn(a:) — Qx,; —H () + 2; —H,(z) =0



En considérant le coefficient de % on obtient, pour n > 1,
H,1(z) — 2¢H,(x) + 2nH,_1(z) = 0.
OJ

De la relation de récurrence de la proposition 2.4.1 on déduit ’expresion
suivante pour le noyau de Christoffel-Darboux.

1.4.2 Proposition.
Ko(z,y) = On—1 pn<x)pnfl(y) - pnfl(x)pn<y)

dn—l xr—y ’
et o
n—1
Kon(w,2) = - 1 (1, () pn—1 () — pu()p, 1 (2)).
Démonstration.

D’apres cette relation de récurrence

1 ! 15}
— (@ = y)oe@)ey) = —prpe(y) + Spr()pr(y)
(6%
e (@)pe(y) — SE (@) prss (v)
d,. d,.
5}
— o @pr(y) — Lpp(a)pra(y).
dy, dy.
Puisque
% -1
dp  dp1’
cette égalité s’écrit aussi
1 o
d—k(af — y)pex)pr(y) = d—: (Prt1 (2)p(y) — pr(2)Presa (v))
A1

— L @pea ) — P (D).

Par suite

3
—

(=Ko —y) = 3 == y)pee)puly)

0

= = (pn(@pn&(y) - Pn—l(l‘)pn(y))

n—1

=
Il
B

)
3

=8

3_2 (pr(@)po(y) = po(x)p1(y))

N dio(x — y)po()po(y).
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La derniere ligne est nulle car

ao
po(x) = ao, p1(z) —pi(y) = a1(z —y), et ap = P
1

On obtient K,(z,z) par passage a la limite. En effet

W1 (pn(a:) — pa(y)

pn—l(x) — Pn—1 (y)
i () ).

Pn1(y) — pn(y

Ky(z,y) =
(2, y) pr—y pr—y

et, quand y tend vers =,

Kol 2) 5 (0 (@)pns(2) = pa)pl 1 ().

1.5 Zéros des polynomes orthogonaux

Soit {p,} une suite de polynémes orthogonaux relativement & la mesure
i, et soit [a, b] le plus petit intervalle fermé contenant le support de p (—oo <

a<b<oo).

1.5.1 Proposition. Les zéros de p,, sont réels et simples, et appartiennent

ala,bf.

Démonstration.

Soient ty,...,t. les zéros de p, qui sont d’ordre impair et qui appar-

tiennent a ]a, b[. Nous allons montrer que r = n. Nous pouvons écrire

Pu(t) = (t = 1) -~ (¢ = t)q(t).

Le polynéme q est de degré n—r et ne change pas de signe sur |a, b[. Si r < n,

/R (t— 1) (t — t.)pu(t)u(dt) = 0,

/R (t— 1) (t — t,)2q(t)uldt) = 0,

d’ou la contradiction.

Nous supposons maintenant que les polynomes p, sont orthonormés :
d, = 1. Dans ce cas les coefficients de la relation de récurrence vérifient

Yn = Qp—1
tpn(t) = anpn—f—l(t) + ﬁnpn(t) + an—lpn—l(t)‘
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A ces coefficients on associe la matrice suivante appelée matrice de Jacobi :

50 (%]
ag B oq
T = ar fa

ar B3 az

C’est une matrice tridiagonale symétrique. C’est la matrice de I’endomorphisme
qui est la multiplication par ¢ relativement a la base des p,. Notons 7;, la
matrice extraite de T composée des n premieres lignes et des n premieres co-
lonnes. D’apres la relation de récurrence vérifiée par la suite des polynomes
pn (Proposition 2.4.1),

po(A) 0
P1(>\) 0
(T, — A\I) : = :
pn—Q()‘) 0
pn_l()\) —Oln—lpn()‘)

Ainsi les valeurs propres de T, sont les zéros de p,,, et plus précisément
pn(A) = a, det(A — T5,).

On retrouve le fait que les valeurs propres sont réelles, puisque, 7T,, étant
symétrique, ses valeurs propres sont réelles. De plus, si A\g est un zéro de p,,
le vecteur

(Po(A0), P1(No), - - -, Pa—1(No))
est un vecteur propre associé a la valeur propre .

1.5.2 Proposition. Notons Ay < Ay < ... < N\, les zéros de p,, et pp <
fo < ... < iy ceux de py_1. Alors

)\1<u1<)\2<,u2<...<un,1<)\n.

Compte tenu de ce qui vient d’étre dit, cette proposition est une consé-
quence du lemme suivant.

1.5.3 Lemme. Soit A une matrice symétriqgue n X n, et soit B la matrice
extraite des n — 1 premieres lignes et des n — 1 premieres colonnes. Soient
A < ... <\, les valeurs propres de A, et puy < ... < p,_1 celles de B. Alors

A< <A< pg < S g S A

De plus, si les valeurs propres de A sont distinctes, les inégalités sont strictes.
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Démonstration.

La matrice A est diagonalisable dans une base orthonormée {us, ..., u,},
AUj = )\juj.
Soit {ey,...,e,} la base canonique de R", et posons

FO) = (M = A)enlen).
D’apres les formules donnant les coefficients de I'inverse d'une matrice

0 = det(A — B)
~ det(M — A)°
Ainsi f est une fraction rationnelle dont les poles sont les valeurs propres de
A, et les zéros sont celles de B. D’autre part

n

En = Z(en|uj)ujv

j=1

et

- ~ 1
(M — A) e, = Z P )\'(en|uj)uj.
=1 !

Par suite

A =3 sy e

Il en résulte que les poles de f sont tous simples, et que f est décroissante
sur chacun des intervalles ot elle est définie. Le résultat annoncé se voit bien

graphiquement dans le cas ou les valeurs propres Aq, ..., A, sont distinctes.
Si A est une valeur propre de A de multiplicité k, alors A est une valeur
propre de B de multiplicité k£ — 1. 0

1.6 Complément
Soit p une mesure ayant des moments de tout ordre :
Vm e N, / [t]" p(dt) < oo.
R
Une question naturelle se pose : 'espace des polynomes est-il dense dans
I'espace L2(R, ut). Dans I'exercice suivant on donne une condition suffisante

pour qu’il en soit ainsi.
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Ezxercice 7:
Dans cet exercice on considere une mesure positive p sur R et on suppose
qu’il existe a > 0 tel que

/ea“u(dt) < 00.
R

On verra que, sous cette hypothese, I'espace des polynomes est dense dans
I'espace L2(RR, u1). Pour le voir on doit montrer que si f € £2(R, i) est ortho-
gonale a l’espace des polynomes,

Vm e N, /Rf(t)tmu(dt) =0,

alors f est nulle pu-presque partout.
a) Soit f € L*(R, u). On pose

o(z) = / & F (1) u(dt).

A Taide de I'inégalité de Schwartz montrer que la fonction ¢ est holomorphe
dans la bande {z =z +iy | -5 <y < §}.
b) La fonction ¢ est développable en série entiere au voisinage de 0 :

[e.9]

o(z) = Z 2™,

m=0

Montrer que _
Zm
on = [ Ot

¢) On suppose que f est orthogonale a 'espace des polynémes. Montrer

que la transformée de Fourier de la mesure fpu est nulle. Conclure.
O

Mais on peut trouver une mesure p ayant des moments de tout ordre pour
laquelle I'espace des polynomes n’est pas dense dans L*(R, uz). Nous verrons
dans l'exercice suivant un exemple d'une telle mesure du a Pélya et Szego.

Ezercice 8 :
On consideére sur R la mesure positive p définie par

[ st = [ e,
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ol « est un parametre réel, 0 < a < % et > 0. Montrer que la mesure

admet des moments de tous les ordres : pour tous les entiers m > 0,

/}R|t|mu(dt) < 0.

Le but de cet exercice est d’établir que I’espace des polynomes n’est pas dense
dans L*(R, p).
a) Pour a > 0, v > 0, on pose

F(z) = / e~ @)=y,
0

Montrer que la fonction F' est définie pour z > 0, et que
1
F(z) = —F(Z>x_”.
a \«

b) Montrer que la fonction F' de la variable complexe z définie par

F(z) :/ e =1t
0

est définie et holomorphe dans le secteur

{z =re |1 >0, |0 < 1},
2c0

et que, pour z = re®,

1_/vyN _, .
F(z) = EP<E>T (cosvl — isinvb).

¢) On suppose que 0 < a < % et B = cosam. Soit f la fonction définie sur
R par
f(t) = sin(t“ sin a).

Montrer que f € L*(R, i), et que, pour tous les entiers m > 0,

/0 T RO u(dr) = 0.

d) Conclure.
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Chapitre 2

MESURES DE
PROBABILITE SUR R

Notons 9(R) P'ensemble des mesures positives bornées sur R et 9 (R)
le sous-ensemble de celles qui sont de masse totale égale a un, c’est-a-dire
I’ensemble des mesures de probabilité sur R.

2.1 Moments
Soit 1 une mesure de probabilité sur R, et supposons que, pour tout k,
[ tutdn) <00 (9
R
Alors on peut définir les moments my (i) de la mesure p :
melp) = [ uta).
R
En particulier m4(u) est la moyenne de p, et
2
[ (¢~ i) () = maf) a0
R

est la variance de p.
Si le support de la mesure p est infini, la matrice des moments (miﬂ-(u))

est définie positive. En effet, pour ¢y, ...,cy € C,
N N
_ 12
> missulecs = [ |3 et Putde) 2 o
i,j=0 R =0
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et cette somme est strictement positive si les nombres ¢; ne sont pas tous
nuls. On établit la réciproque suivante : soit (my) une suite de nombres réels
telle que la matrice (m;;) soit définie positive. Il existe une mesure positive

bornée sur R telle que
my = / thu(dt).
R

En général la mesure p n’est pas unique.

Ezercice 9 :
Mesure gaussienne. Pour v > 0, soit g la mesure définie par

Y42
gy(dt) = - "

Déterminer les moments de la mesure g,.

Solution :
La mesure g, étant paire, les moments d’ordre impair sont nuls. Pour
déterminer les moments d’ordre pair on effectue une intégration par parties :

o] 00 t2£+1 d
/ t2£6—7t2dt — _/ 2£+ 1%(6_%2)6#
2y REYIT R
= — t T dt.
2w+1) . ©
Ainsi 5
7
Mae(gy) = %—Jrlm%”(%)’
o 20— 1
m%(gv) = 2y m2@,2(g7).
Finalement
1 1 (26)‘
— 1-3...(20—-1) = A
m%(g’y) (27)5 ( ) (47)4 /)
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Exercice 10 :
Lot de l'arcsinus.
Déterminer les moments de la mesure de probabilité p définie par

/R F(tyntdr) = - / ) ﬂdt?

Solution :
Puisque la mesure p est paire, ses moments d’ordre impair sont nuls. En

effectuant une intégration par partie on obtient

1t dt
m2e(ﬂ) = p 1t —/—1—752
1 [t d
_ ! / t%—l(__m)dt
—1

T dt

20—1 (1
= /‘WQV1—ﬁﬁ
-1

m
20— 1 1t%_2 1—¢2 "
m 1 V1-— 12
= (20-1) <m2672(/i) - me(ﬂ))-

et donc 00 _ 1
mae(p) = ) mar—a(f).

Finalement . 1 (20)

Exercice 11 :

Les nombres de Catalan interviennent en combinatoire et les moments de
la loi du demi-cercle s’expriment a 1’aide de ces nombres comme on le verra
dans I'exercice suivant. Ce sont les nombres de la suite définie par ¢y = 1 et

n

Cnt+1 = § CrkCn—k-

k=0

Déterminer les nombres ¢,,.
Indication
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Considérer la fonction génératrice

O

Solution :
On suppose que le rayon de convergence de la série entiere est positif. Le
carré de F' est développable en série entiere :

F(z)? = Zanx”,
n=0
avec .
an = chcn—k = Cny1-
k=0
Ainsi
- 1
F(z)* = " = = (F(z) — 1),
(£ = 2 ot = (Fl) =)
ou
vF(z)? — F(z) +1=0.
Par suite

R E=RVA Ry
N 2x '
Puisque F' est continue en 0, c’est le signe - qui doit étre retenu :

1—+v1—-4x

2

F(z) =

En utilisant la formule du bindéme

(14w Zza<a_1)“7;!(a_n+1)“n’

n=0

on obtient
,1-3---(2n—1) (2n)!
Cp = 2 = .
(n+1)! nl(n +1)!

Exercice 12 :
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La loi du demi-cercle o, de rayon r est définie par
2 T
/f(t)or(dt) = —2/ f)Vr?2 — t2dt.
R r —r

Déterminer les moments de la mesure o,.

Solution :
En effectuant une intégration par partie on obtient

/t%/@dt = /t”—l(ﬂ—ﬂ)—t dt

r —-r 712 - t2

_ _/ t2£—1(72_t2)%(m>dt

-r

"
_ / (1 — ) Vit — e

= / (20— )2 (r? = 2) — 2¢°°) V2 — ¢2dt.
On en déduit la relation de récurrence
My = (20— 1)r’magp_o — (20 + 1)mayy
r220 —1
m e —_ Mop_o.
2 2 111 20—2

Finalement les moments d’ordre pair s’expriment a l’aide des nombres de
Catalan ¢, :

T\ 2¢
Moy — (5) Cy.
Ezercice 13 :
Une partition d’un ensemble E est une famille de parties disjointes de F
de réunion égale a E. Une partition {41, ..., A} de {1,2,...,n} est dite non

croisée si, étant donnés deux éléments A; = {z1,...,xp} et A; = {y1,...,y,}
de la partition, alors y; < x; < y; si et seulement si y; < zp < y; pour
k =1,...,p. Montrer que le nombre de partitions non croisées par paires
de {1,2,...,2n} est égal au nombre de Catalan ¢,. (Pour une telle partition
chaque élément de la partition est une paire.)
O
Solution :
Notons a,, le nombre de partitions non croisées par paires de {1,2,...,2n}.

Dans une telle partition le nombre 1 est associé a un nombre pair 2m (1 <
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m < n). Le nombre de telles partitions contenant la paire {1,2m} est égal a

(yp—10y_m. Par suite, en convenant de poser ag = 1,

Ap = Qp_109 + Ap_201 + *++ + GoQp_1,

ce qui est précisément la relation de récurrence qui définit les nombres de

Catalan.

2.2 Fonction caractéristique

La transformée de Fourier

o) = [ eutd)

d’une mesure de probabilité u s’appelle la fonction caractéristique de p.
Si la mesure p vérifie la condition (x) : pour tout entier k > 0,

[ tutan) < .
R
alors la fonction ¢ est de classe C*, et

P1(0) = it ().
S’il existe o > 0 tel que

/ea”,u(dt) < 00
R

O

alors la fonction ¢ admet un prolongement holomorphe dans la bande {7 €
C | |7] < a}. Son développement en série entiere dans le disque |7| < « est

donné par
T
o) =3 )T
k=0

Ezercice 14 :
Pour o > 0 on note p, la mesure définie par

/Rf(t)ua(dt) = %/_Z f(t)dt.

Déterminer la fonction caractéristique de la mesure p,.
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Solution :

1 [~ sin at
o(1) = —/ e"Tdt =
20 ), aT
OJ
Ezxercice 15 :
Déterminer la fonction caractéristique de la mesure gaussienne g.,.
OJ

Solution :
Pour montrer que

on peut écrire

ou

F(r) = / T b() g,

Montrer que la fonction F' est dérivable, et, a ’aide d’une intégration par
parties, que F'(7) = 0.
O

Ezxercice 16 :
On suppose que la mesure de probabilité p vérifie la condition (x) : pour
tout entier k£ > 0,

/ tFu(dt) < oo,
R

et que le rayon de convergence R de la série entiere

oo k
z

E mk(u)g

k=0 ’

est > 0. Montrer que ¢ admet un prolongement holomorphe dans la bande
{reC||Im7| < R}.
O

Solution :
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Pour A réel,

/Rch (tAN)p(dt) =

et, par suite, pour 0 < a < R,

/e“'tu(dt) < 00.
R

La transformée de Fourier
o(1) = / e pu(dt)
R

d’une mesure positive bornée est continue et de type positif, ¢’est-a-dire que,
pour 71,...,78v € R, ¢1,...cy € C,

N

> olt; — te)e;tr > 0.
k=1
En effet
N N 9
Z e(ti — ti)cjor = / ‘ Z c;e’| p(dt) > 0.
i,j=1 ROy
Réciproquement :

2.2.1 Théoreme (Bochner). Soit ¢ une fonction continue de type positif
sur R. Il existe une mesure positive bornée pu unique dont o est la transformée
de Fourier :

o) = / & ()

Ezxercice 17 :
Le but de cet exercice est de montrer qu'une fonction de type positif
vérifie I'inégalité suivante

[o(z) — o(y)]* < 20(0)((0) — Rep(z —y)).
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OJ

Solution :
Supposer d’abord pour simplifier que ¢(0) = 1. Par définition d’une fonc-
tion de type positif, pour z1,..., 25y € R, ¢1,...,cny € C,

N

Z (,D(JZZ — [Ej)CZ‘Ej Z 0.

ij=1
En prenant
N=321=0,00=2x, 3=y, =t ER, o =—c3=0(x)— ¢y),
montrer que le trindome du secong degré
t? 4+ 2Bt + C,
ol
B = |p(z) —)]*, C =2lp(z) —(y)]*(1 — Rep(z —y)),
est positif ou nul sur R. En déduire que
o(a) — (y)|* < 2(1 — Rep(z —y)).
O

Exercice 18 :
Pour deux nombres réels a, A > 0 on considere la fonction ¢ définie sur R
par

o(x) = chAva?®—2?si |z <a,
= cos\Wa? —a?si x| > a.
On notera que pour tout x,
0 /\277,
(2n)!

(a® — )™
n=0

Montrer que la fonction ¢ est de type positif.

Solution :
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On développe la fonction ¢ en série entiere de x :

p(z) = Z amm7

m=0

avec

00
E a(,m)\%—’—%na%;

(E +m)!(2m)!
(20 4 2m)!0'm

Q¢ m

On montre que, pour £ > 1, m > 0,

Y A
A2€+2m — —/ t2m A2 . t2 Z_ldt.
Htm S A )
Par suite
o )\t)Qm
1 00 a2t )\2 - ° 2m
* / X — 22 )(n;) )dt'
(2.1)
Ce qui s’écrit
A
o(x) = cos(Ar) —i—/ cos(tz)w(t)dt,
Y

ou
_1 & 2 2\¢—1
_XZ f—m' (N — )

C’est-a-dire que ¢ est la transformée de Fourier de la mesure positive bornée
i définie par

[ fOutan =50+ £0) +3 [ roui
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2.3 Convergence étroite

On dit qu'une suite (u,) de mesures positives bornées converge étroi-
tement vers une mesure positive bornée p si, pour toute fonction continue
bornée f,

tim [ ot = [ st
Ezercice 19 :

Montrer que, pour qu’une suite de mesures positives bornées (p,,) converge
étroitement vers p, il faut et suffit

- qu’elle converge vaguement vers i, c’est-a~dire que pour toute fonction
continue f de support compact

fim [ f (0 (a) = / F(u(d),

n—oo

- et que la masse totale de pu, converge vers celle de  :

lim g, (R) = p(R).

n—oo

Solution :
Supposons que la suite (u,) converge vaguement vers u et que

lim j1,(R) = u(R).

n—oo
Soit f une fonction continue bornée sur R. Nous devons montrer que

lim [ (O t) = / F(t)u(de).

n—oo

Pour a > 0 notons ¢, une fonction continue sur R vérifiant
- O S gpa(t) S 17
- @a(t) =1si —a <t <a,
- 9a(t)=0si|t| > a+ 1.

Soit € > 0, et soit a > 0 tel que

[ = euoyutan <

Puisque

i [ (1= @)l = [ (1= eult)n(ar)
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il existe nq tel que, si n > nyq,

/R(l — Pa(t)) pn(dt) < 2e.

Puisque le produit fy, est une fonction continue a support compact, il existe
ng > nq tel que, si n > ny,

‘/Rf(t)%(t)un(dt) —/Rf(t)%(t)/t(dt)‘ <e.
Finalement

| [ st~ [ fonian)

IN

| [ #Oeatinatan) = [ et
n / (1 = alt)) aldt)

T / A — () ()

< =t 3¢ flw

O

Cette notion de convergence correspond a la topologie étroite. Pour cette
topologie un systeme fondamental de voisinages d’'une mesure i est constitué
des ensembles

V(e fios fn)
_ {u € M(R) | ’/Rfi(t)u(dt) - /sz-(t)uo(dt)’ < 5}7

oune > 0,et f1,..., fnv € Co(R). On montre que cette topologie est métrisable.

Exercice 20 :
Pour a > 0 on note p, la mesure définie par

/Rf(t)ua(dt) = %/_z f(t)dt.

La mesure p, a-t-elle une limite quand « tend vers 0, vers 'infini ?

Ezercice 21 :
Meémes questions au sujet de la mesure gaussienne g..
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Soit u,, une suite de mesures qui converge étroitement vers p. Si la mesure
limite g ne charge pas les nombres a et b :

p(fa}) =0, u({b}) =0,

alors

lim MN([avb]) = :u([a’ b])

n—oo

En particulier, si la mesure limite p est absolument continue par rapport a
la mesure de Lebesgue : p(dt) = w(t)dt, alors

lim i ([a, 5]) = / w(t)dt.

n—oo

2.3.1 Théoréme (Critere de Prokhorov). Soit M un ensemble de me-
sures de MY (R). L’ensemble M est relativement compact (pour la topologie
étroite ) si, pour tout € > 0, il existe un compact K C R tel que

Vue M, u(Ke) <e.

2.3.2 Corollary Soit M un ensemble de mesures de MY(R). On suppose
qu’il existe une fonction mesurable h > 0 vérifiant

lim h(t) = oo,

t—=+o0

et une constante C' telles que

Ve M, / h(t)p(dt) < C.

Alors l’ensemble M est relativement compact.

Démonstration.
Soit & > 0. Il existe A > 0 tel que, si [t| > A, alors h(t) > 1, et donc,
pour p € M,

éu({t eR ||t > A}) < /Rh(tmwt) <C,

et
,LL([—A, A]C) < Ce.
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2.4 Le théoreme de Lévy-Cramér

Notons PB(R) I'ensemble des fonctions continues de type positif sur R, et
PBL(R) le sous-ensemble de celles qui vérifient o(0) = 1. D’apres le théoréme
de Bochner la transformation de Fourier § établit une bijection de M(R) sur
PB(R), et de M(R) sur P'(R) Soit (u,) une suite de M(R), et (v,) la suite
des transformées de Fourier. Si la suite (p,) converge étroitement vers une
mesure p, alors la suite (¢,,) converge vers la transformée de Fourier ¢ de p
en tout point de R, et méme uniformément sur tout compact. (Exercice ?).
Réciproquement

2.4.1 Théoréme (Lévy-Cramér). Soit (u,) une suite de M(R). On sup-
pose que la suite () des transformées de Fourier converge en tout point :

lim @, (1) = (1),

n—oo

et que la fonction limite ¢ est continue en 0. Alors la suite (p,) converge
étroitement vers une mesure p € IM(R) dont la transformée de Fourier est
égale a .

Démonstration.
Posons

C = sup pin(R) = sup ¢, (0).

Alors
lon(T)] < C, |@(0)] < C.

Considérons les formes linéaires définies sur l'espace Cy(R), des fonctions
continues sur R qui tendent vers 0 a l'infini, par

La(f) = / oen)

Alors
1L ()] < Ol fllso-

D’apres le Lemme de Riemann-Lebesgue la transformée de Fourier g d’une
fonction g € L'(R) appartient & Cy(R), et

La(g) = / §(0) () = / g()jin(7)dr.

D’apres le théoreme de convergence dominée,

lim L,(g) = /Rg(T)(p(T)dT.

n—oo
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En effet
9(7)en(T)] < Clg(T)],
et
lim ¢, (1) = ¢(7).

n—oo

Puisque §(L'(R)) est dense dans Cy(R), pour toute fonction f € Co(R), la
suite L, (f) est convergente. La limite L(f) définit une forme linéaire positive
sur Co(R). Du théoreme de Riesz on déduit qu'il existe une mesure positive
bornée p sur R telle que, pour toute fonction f € Cy(R),

L(f) = / o)

Nous avons vu que, pour toute fonction f € Co(R),

lim [ F(e)m(dt) = / F(bu(de).

n—oo

Il nous reste a montrer que

lim i, (R) = pu(R).

n—oo

Considérons 'approximation de Poisson :

Nous obtenons
L) = [ At = [ mre(rn

et, d’apres le théoreme de convergence monotone,

lim [ Ft)u(d) = / udt).

k—oo R R

En effet

—

Pi(t) < pra(t),

et
lim 73, (t) = 1.

k—oo

D’autre part, puisque ¢ est continue en 0,

dim [ pe(m)e(r)dr = 9 (0).
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Donc
() = o(0) = lim 72(0) = i o (R).
Finalement, de la relation
[ atrretriar = [ atoutao),
R R

il résulte que ¢ est la transformée de Fourier de p.
OJ

Une premiere application importante du théoreme de Lévy-Cramér est
le théoreme de la limite centrale, aussi appellé théoreme de Gauss-Laplace.
Il concerne le comportement asymptotique de la suite ™ des puissances de
convolution d'une mesure de probabilité .

2.4.2 Théoreme (Gauss-Laplace). Soit u une mesure de probabilité sur
R telle que

/Rt2y(dt) < 0.

On note
M:/Rtu(dt), D:/R(t—M)Qu(dt) :/RtQ;L(dt) — M.

Alors, pour —oo < a < 3 < o0,

JL%“"({t € ]R’oz < t\;nn_g/[ < 5}) = \/%/a e‘édx.

Ezercice 22 -
Démontrer le théoreme de Gauss-Laplace.

Indication
Considérer la suite des mesures v,, définies par

[ f@wtan) = [ 1(E Y

La transformée de Fourier de la mesure v, est égale a




ou

0u(r) =€ OB (=),

vnD

et ¢ est la transformée de Fourier de u. La démonstration consiste a montrer

que

72

lim 7, (1) =€ 7,

n—oo

qui est la transformée de Fourier de la mesure gaussienne

1
V2T

2
e~ T dt,

Dans le cas particulier ou

n= p(sl + q507

oul<p<l,g=1-—p,alors

et on obtient le théoreme de Moivre-Laplace qui s’énonce, puisque M = p,
D =pq,

. t—mnp 1 (7 2
11m<{t€R‘a< <ﬁ}>:—/ e 2dx.
n— o0 /npq \ 27 o

Ezercice 23 :
Convergence vers la loi de Poisson. On note u, la puissance de convolu-

tion suivante \ \
*n
= (S8 +(1=2)8)",
n n
ol A est un parametre positif. Montrer que la mesure pu,, converge étroitement
vers la loi de Poisson de parametre A :
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Solution :
La transformée de Fourier de la mesure u, est égale a

i) = (1+ 2@ =)

dont la limite est égale a

T > )\k '
e)\(e -1) _ e Z 2otk
k!
k=0

qui est la transformée de Fourier de la loi de Poisson

O

Notons PB(R) I'ensemble des fonctions continues de type positif sur R et
PL(R) le sous-ensemble de celles qui vérifient ¢(0) = 1. D’apres le théoréme
de Bochner la transformation de Fourier établit une bijection de 9(R) sur
PB(R), et de MY(R) sur P (R). Soit p, une suite de mesures de M(R) et
notons ¢, leurs transformées de Fourier. La suite (u,,) converge étroitement
vers une mesure /4 si et seulement si la suite (¢,) converge vers la trans-
formée de Fourier ¢ de p uniformément sur tout compact de R. C’est une
conséquence du théoreme de Lévy-Cramér.

If faut en effet noter ce fait remarquable : soit ¢ une fonction de type
positif sur R. Si ¢ est continue en 0, alors elle est continue sur R. (Voir
I'exercice 9.)

Ezercice 24 :

Soient M C MY(R), et P = F(M) C P'(R). Montrer que I'ensemble M
est relativement compact si et seulement si P est équicontinu en 0, ¢’est-a-dire
que, pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que

Vo e P, VT eR, || <, |o(T) —(0)| <e.

Indication
Utiliser le théoreme de Ascoli-Arzela.
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Chapitre 3
FORMULES DE MEHTA

3.1 Formule d’intégration de Weyl

Rappelons la notation : H,, = Herm(n,F) est I'espace des matrices her-
mitiennes n x n a coefficients dans F = R, C ou H, et U,, = U(n,F) est le
groupe des matrices unitaires n x n a coefficients dans F. D’apres le théoreme
spectral toute matrice x € H, peut étre diagonalisée dans une base ortho-
normée, et ses valeurs propres sont réelles. On peut I'exprimer en disant que
I’application

U, x D, — H,, (u,a)— uau®,

est surjective (D,, désigne l'espace des matrices diagonales réelles).

3.1.1 Théoréme (Formule d’intégration de Weyl). Si f est une fonc-
tion intégrable sur H,,

; f(x)my(dz) = Cn/ g f(uau®) oy, (du)|Ala)|day . . . day,,

ot a = diag(ay, ..., a,),

A(a) =: [ J(ar — ay)

i<k

est le polynome de Vandermonde, o, est la mesure de Haar normalisée du
groupe compact U,,, C,, est une constante positive, et f = dimglF = 1,2 ou 4.

Si la fonction f est invariante par U, :
fluzu®™) = f(z) (ue Uy),
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alors f(x) ne dépend que valeurs propres de x :

ou F' est une fonction définie sur R" qui est symétrique :
F(Aoc), -5 Aom) = F(A1, ..., M),

si 0 € 6, le groupe symétrique. Dans ce cas la formule d’intégration de
Weyl se simplifie :

f(x)m,(dx) = Cn/ F(A1, .., A)d\ .. d)\,.
Hp

n

3.2 La densité de la distribution statistique
des valeurs propres

Soit () une fonction continue a valeurs réelles sur R telle que
Vm e N, / t|me~ W dt < .
R

On considere la mesure de probabilité P,, définie sur 'espace H,, = Herm(n, F)
des matrices hermitiennes par

P,.(dz) = ie_tr(Q(m)) m(dx).

Qn

Précisons la définition de Q(z). Si @ est un polynoéme
Q)= ayt”,
k=0

alors, pour z € H,,

Qz) = Zakxk cH,.
k=0

a1
r=u u (a; € R,u € U(n)),
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alors

Q(an)

Cette relation permet de définir Q(z) pour toute fonction @ a valeurs réelles
définie sur R. La mesure de probabilité P, est invariante par U(n) agissant
sur H, par

T.(z) = uzu®.

Par suite, en utilisant la formule d’intégration de Weyl, elle s’exprime a 'aide
des valeurs propres de x comme suit

P,y (dN) = gu(M,s .-, An)dAs ... A,

ou

1 n
q<)\1, N )\n) = —e doic Q)

7 AW,

Z, = / e~ 2= QDA PdN; ..\,
Si f est une fonction sur H, qui est invarainte par U,,
fluzu™) = f(z),
f(z) ne dépend que des valeurs propres Ay, ..., A\, de z,
flx)=F(\, ..., ),
ou F' est une fonction symétrique. En particulier, si
F(x) = ~x(p(x),

ol ¢ est une fonction mesurable bornée sur R, alors
1
fl@) == (M) + -+ (M),

n
et

| f@pidn) = 237 [ e0amdn. A,
_ /n<p()\1)qn(/\1,...,)\n)d)\l...)\n
= [ ewunioy
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ou
wn(t):/ an(t 2o AN .
Rnfl

En particulier, si ¢ = xp, la fonction caractéristique d’un ensemble borélien
de R,

F) = () + 4 ()

1 n
= —f{valeurs propres x dans B} = 553 )(:c),
n

et

i (B) = B(&§) = [ wntrar

Cela signifie que la mesure p, est absolument continue par rapport a la
mesure de Lebesgue, de densité w,,.

Si Q(t) = ~t*,
Zy = / eI AN PNy . . dA,.

Cette intégrale est appelée intégrale de Mehta. Son évaluation est en effet

due a Mehta : .
N n n(n—1) ﬁ
Z, =~ i ||r<— 1),
N 4 1 ]2 —+

ol
-1
N = dimg Herm(n,F) =n + ﬁ%.

Lorsque 3 = 2 on retrouve 1’évaluation obtenue a I’aide des formules de Heine
(Exercice 5 du chapitre 2).

L’intégrale de Selberg est définie par

1 1n
I.(a,b,c) :/ / H(x?_l(l—xj)b_1)|A(a:)|2cdx1...d:vn.
0 0

Elle a été évaluée par Selberg

Liabo -] Pla+ (G =1L(b+ G = DT+ je)

1 Platb+(n+j—-2))r(1+0)
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Ezxercice 25 :
Evaluer l'intégrale de Mehta a partir de I'évaluation de l'intégrale de
Selberg.
Indication Prendre a = b, poser
1 1
Tj =5+ 5N

2 2ya

et faire tendre a vers 'infini.

O
Ezercice 26 :
On pose
Z, = / ¢TI AN)PdA2 L d,.
a) On suppose que § = 2. Déterminer
lim —21n Z,
n—oo N,
On montrera que
1 3
Jim =z, = — (5 2+ )
Indication :
1\ %
z, = (-) Z,
n
I (lil . ) /1(1 VIn zde =
im ( — njl—Inn) = —z)Inxdr = -.
n—oo \n? = J 0 4
OJ

3.3 Formules de Mehta

On suppose que F = C (f = 2). Considérons la suite des polynomes
orthogonaux py, ..., Pm, . . . relativement a la mesure

e Wy,
normalisés par la condition
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et posons
1 1
SOm(t) = € ZQ(t)pm(t)'

Vi

Rappelons que
dm:/pm(t)Qe_Q(t)dt.
R

Les fonctions ¢, sont orthonormées dans L*(R). Posons

,_.

Ka(st) = 3 guls)on(t)

_ eeren) Z

k=0

o (slm()
Au facteur exponentiel pres, ¢’est le noyau de Christoffel-Darboux de la suite
des polynomes {p,,}. C’est aussi le noyau du projecteur orthogonal de L*(R)
sur le sous-espace engendré par ¢q, ..., QPn_1.

Nous utiliserons la notation suivante qui a été introduite par Fredholm :
Si K (s,t) est un noyau,

S1 S92 ... Sm .
K(tl tQ tm)_det( (S“t))1<1]<m

3.3.1 Proposition (Premiére formule de Mehta).

0O =k ()
Démonstration.
Comme nous 'avons vu le déterminant de Vandermonde peut s’écrire
po(A1) po(A2) ... po(An)
A = pl(.)w) pl(_)w) pl(.)\n)
Bt 0) Pra2) o paah)

D’apres les propositions 2.3.1 et 2.3.2
Zn = n'do . dn—l
Ainsi

i) = = (det (1)) )
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on 0 <i<n-1,1< j < n. Considérons la matrice A = (g07;<)\j>), et
B = AT A. Alors

n—1
bii = > erM)er(N)
k=0
= K,(\i, \j).

Le résultat annoncé s’en déduit.
O

3.3.2 Théoreme (Deuxiéme formule de Mehta). La densité de la dis-
tribution statistique des valeurs propres est égale a

walt) = TK(t,1) = 3 (1)

Démonstration.
Pour 1 < m < n la fonction de corrélation R,, est définie sur R™ par

n!

Rin(Ay .oy A) = / Gy - A Aty o An) At - .

(n —m)!
En particulier, pour m = n,
Ro(Mi, .oy ) =nlgn( A, oo An),

et, pour m =1,
Rl(/\1> = n/ qn()\l, )\2, ceey An>d)\2 N d)\n = nwn()\l)
Rn—1

Nous allons montrer par récurrence descendante sur m que

B Al o A

Pour m = n c’est la premiere formule de Mehta, et pour m = 1 c’est la
deuxieme formule de Mehta. Ce sera une conséquence du lemme suivant.

3.3.3 Lemme. Soit K le noyau de la projection orthogonale de L*(R) sur
un sous-espace de dimension n.

oot o et
4K<u . %)ﬁm—m m+UK<n . %4>‘
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Démonstration.
Notons P cette projection. Le noyau possede les propriétés suivantes
- K(t,s) = K(s,t), puisque P* = P,
- Jo K(s,u)K(u,t)du = K (s,t), puisque Po P = P,
- Jg K(t,t)dt = n, puisque tr(P) = n.
Notons A,, la matrice hermitienne m x m de coefficients

Nous pouvons écrire

ou
a=(K(titn) 1<i<m—1),7=K(tn, tn).

Le déterminant de A,, peut étre évalué comme suit
det A, =det A,,_1 -7 — a* Ay,

ou flm,l est la matrice des cofacteurs a,; de A,,_;. En intégrant par rapport
a t,, nous obtenons

Bt ) Bt

- mi: (i / K (L, tm) K (i) dtm (3.2)

ij=1 R

Puisque
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Chapitre 4

THEOREME DE WIGNER,
METHODE DE FOURIER

Nous allons d’abord établir des relations classiques que vérifient les poly-
nomes de Hermite et de Laguerre qui seront utilisées dans la démonstration
du théoreme de Wigner que nous présentons dans ce chapitre.

4.1 Formule de Mehler

Rappelons que les polynomes d’Hermite H,, sont définis par
d\n 2
Hn = (=1)" z2 <_> -z
(0) = (e () e

4.1.1 Proposition. (Formule de Mehler.) Posons, pour |r| <1,

=1
k=0 ’
Alors

1 _ r2@?4y?) —2ray
e 1—7r2




Démonstration.
On part de la formule classique qui donne la transformée de Fourier de la

fonction de Gauss : .
. 2 .2
/62““‘—6 Ydu=e"".
R NZS

En dérivant n fois cette relation par rapport a x on obtient

d\" 2 1 2
(%> et = /R(Qzu)" 2“’“"“%6’“ du.

Ainsi
H,(x) = Le_“";/( 2iu)"e™" REL
! v e
Par suite
W, (:1: +?) / 2 n (7u27v2+2iux+2ivy)d dv.
(z,9) Z oL ruv)"e udv
Puisque

/Z 12ruv|"e= ) dudy = /e(”2+”22|7"“”|)dudv
R2

< /e_(l_Tl)(ung”Q)dudv
R2

T <
= 00
L—=|r| ~ 7

on peut intervertir la sommation et 'intégrale, et on obtient

X (=1)" 4 .
We(z,y) = e(:""zﬂf)/ <Z< ) (2Tuv)n)6(7”2*“2+2Z“x+2wy)dudv

n!
R2 20

2,2 (22 ; ;
6(:p +y?) / e (u+v +27‘uv)62wx+2wydudv.
R2

Pour le calcul de cette intégrale nous utilisons le lemme suivant

4.1.2 Lemme. Soit A une matrice symétrique définie positive sur R™.

o (A0 20010 gy = T ~(A"ale),
n Vdet A
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Icin=2et

A:C 71“).

La matrice A est définie positive si |r| < 1,

detA = 1—72

1 1 —r
-1
A 1 =2 (—7“ 1 )

Finalement
2,2
(2,2 1 _zttyT—2rzy
Wiloy) = et
vi—7T
1 (@2 4y®)—2ray
e e 1—r2

4.2 Polyndémes de Laguerre

Pour o« > —1 le polynome de Laguerre L% est défini par
a 1 T~ d\" -z nta
LY (z) = e <%> (e™%x" ).
En utilisant la formule de Leibnitz nous obtenons
d\" —r _ntao - n k_—x k+a
<£> (e "z ):Z(k)(—l)e m+a)(n+a—1)...(k+a+1)z"

Par suite

Lo (z) = ﬁ(n—ka)(n—i—a—1)...(k—|—a+1)xk,
“— k! !

ce qu’on peut aussi écrire

wrn = (D" T(h+a+1)
L) = £ Kl(n— k) T(k+a + 1)$k'

Notons que le coefficient de x™ est égal a

(-1

n!

Ay =
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Les polynomes de Laguerre LY sont orthogonaux pour le produit scalaire
défini sur I'espace des polynomes par

(plg) = /0 Oop@?)(l(w)e”“"x“dx.

On obtient en effet en effectuant n intégrations par parties

/oooLg(l”)p(x)e_xxo‘d:B = % m(%)"(e—%”w)p(x)dﬂi

_1)n [
= (1) / P (x)e "z
0

n!

Ainsi LY est orthogonal a tout polynome de degré < n — 1. Puisque
d
_La — (—1)"
(=) @) = (-1
on en déduit que

b= [ erars = b [T ooy e D)

@ constituent une base hilbertienne de L*(R™, e “z%dx)

Les polynomes

4.2.1 Proposition (Fonction génératrice des polyndémes de Laguerre).
Pour |r| < 1,

[e.9]

nroa 1 -z
Zr LY (z) = —(1 —r)a“e =",

n=0

Démonstration.

Cette formule n’est autre que le développement d’une exponentielle dans
la base des polynomes de Laguerre L%. Le développement de f(x) = e™**
(Rea > 0) s’écrit

o0

f@) =3 L)

d
n=0 "

_ /0 " P Lo (2)e a0 d,

La convergence ayant lieu en moyenne quadratique relativement a la mesure
e *x®* On montre que la convergence a lieu pour tout x. Déterminons les

avec
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coefficients ¢, en effectuant n intégrations par parties comme ci-dessus :
(o.9]
Cn = / e LY(z)e Ta“dx
0

= L[~ efa:”< d )n(eﬁ”x"“‘)dx

nl J, dz
o (_1)71 rdNn —azx\ , —x .nta
= (%) (e7*)e Ta"Tdx
_ a_' e—(a—&—l)a:xn-i-adx

n! J,

a"I'(n+a+1)
n! (a+ 1)rtetl’

Par suite
1 > a n
—ar — LOt .
¢ (a+ 1)ot1 §<a+1> n(®)
Posons
a
r= ,
a—+1

alors |r| < 1, et on obtient

Zr"Lﬁ(a:) = e "
— (1 —r)ot

Ezxercice 27 :
Pour Rev > —3(a+ 1) la fonction f(z) = 2” est de carré intégrable par
rapport a la mesure ez, Montrer que

v—1)...(v—n+1)

' =Tw+a+l) f:(—n"”(

L% (x).
— Fn+a+1) n(®)
O
Solution :
Le développement s’écrit

00 Cn
@) =3 ")

n=0 "
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avec

_ /O " F@) Lo (@)e " aoda.

En effectuant n intégrations par parties on obtient

—1)n [
Cn = (=1) / viv—1)...(v—n+1)a" e """z
0

_ (_1)nu(y—1)...(u—n+l) /Oooexx”adx

n!
viv—1)...(v—n+1)
n!

Fv+a+1).

O

4.3 Transformée de Fourier de la distribution

statistique des valeurs propres
Nous supposons que F = C (8 = 2), et que Q(t) = 7t?, c’est a dire que
P,, est une probabilité gaussienne. Rappelons que la densité w,, de la mesure

ln, la distribution statistique des valeurs propres, est donnée par (Théoreme
4.3.2, deuxieme formule de Mehta)

walt) = TR(t,1) = - 3 (1)

Nous allons déterminer sa transformée de Fourier. Nous allons d’abord dé-
terminer la transformée de Fourier de

= 3"kt (Il < ).

Pour cela nous allons utiliser la formule de Mehler (Proposition 4.1.1) :

=1 I 2
Z _— = —€ 1+r .
pr k? V1—r2

De cette formule nous déduisons que

1 1—r
Wr(t) = 1—6_71+7‘t2_



C’est une fonction gaussienne. Rappelons que

. 7_2
/e”Te_o‘tht = \/Ee_w (a > 0).
R «

1—r
147’

Dans le cas présent

a =7

nous obtenons

]_ _1+r£
= e l1-r4dy
1—r
21 _ 22
= e 4 e 1-r2y
1—r

En utilisant la formule donnant la fonction génératrice des polynomes de
Laguerre (Proposition 4.2.1),

. « r 1 -z
> Liloy” = .
k=0

nous obtenons

7 2 k0T
We(r)=e % Zr Lk<5)
k=0
Puisque W, a été défini par la série
W) =Y r*en(t)?,

k=0

nous en déduisons que

4.3.1 Proposition
itr 2 2T
/Re or(t)*dt = e 47Lk<%>.
Nous allons maintenant déterminer la transformée de Fourier de

n—1

Kalt,t) = 3 (1)

k=0
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Considérons le produit des deux séries de Taylor suivantes :

(gr’f) (gwku)?rk) - g(kz;gow)r"
= iKnH(t,t)r”,
ou 1

—Wilt) = ;Km(t, t)r".

D’autre part

2 X 2
= e N E r L"<_2fy>'

n=0
En identifiant les coefficients de 7™ dans les deux membres on obtient :

4.3.2 Théoreme. La transformée de Fourier de la mesure pi,, la distribu-
tion statistique des valeurs propres, est donnée par

f(r) =m(r) = e B L (1)

4.4 Convergence vers la loi du demi-cercle

Posons

F,(r) = \/1;;(—”*3%) /1 e IT(1 — £2)" "2 dt.

A un facteur simple pres, c¢’est une fonction de Bessel :
1 T\V
W= (Ve
O =rorpla) &0
Le développement en série entiere de F) s’écrit
= Cv+1) 1 /7\2%
R S0 ()"
(7) §( Lt
La transformée de Fourier de la loi du demi-cercle o, de rayon a est égale a

2 ‘.
e "Va? — t2dt = Fy(at).

Ta?

—a
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4.4.1 Théoréeme (Wigner). Aprés changement d’échelle la mesure p,
converge étroitement quand n vers linfini vers la loi du demi-cercle o, de

\/5
a=4/—.
g

Plus précisément, pour toute fonction continue bornée @ sur R,

lim gp(%)ﬂn(dt) = % /a o(u)Va? — uldu.

—
n—oo R —a

rayon

Démonstration.
D’apres le théoreme de Lévy-Cramér, il suffit de montrer que

lim ﬂ;(%) = Fi(ar).

En utilisant le développement des polynomes de Laguerre nous obtenons

2

() = e a()
n| ——= = —e yn — -
a vn n "\ 2yn

avec

On remarque que k < n — 1, et que

lim cx(n) =1, 0<c¢(n) <L

n—oo

La convergence de la série majorante

d 1
Z R2k
— k!(k + 1)!

permet le passage a la limite quand n tend vers l'infini :
T = 1 2 7\ 2k
S - S
a <\/ﬁ> ;( ) kl(k+1)! \/;2

_ FW?)-
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4.5 Les moments de la mesure pu,

Du théoreme 4.3.2 on déduit les moments de la mesure p,,. En effet si la
transformée de Fourier /i d'une mesure de probabilité y sur R est développable
en série entiere au voisinage de 0,

00
ﬂ(T) = Z CLka,
k=0

alors le moment d’ordre £ de p est égal a

my (i) = i*klay.

Puisque
) = re ()
LESFE)ET)E))

nous obtenons

Nous vérifions bien que

1 (2k)
Mok (fn) ~ Oy Wk + 1>!n (n — o00).

k=3 DI

J=0

Les nombres

possedent une fonction génératrice remarquable :

4.5.1 Proposition.

S k41 L+ay\»
1—1—25 c(k,n)x :<1—) .
—x
k=0
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Démonstration.
Nous allons 'établir en utilisant des propriétés des polynomes de La-
guerre. Considérons la fonction

F(z) = / (r)e " rdr.
0

Etant donnée la forme de la fonction fi,, (Théoreme 4.3.2), la fonction F est
une fraction rationnelle. Son développement de Laurent a l'infini s’écrit

kl1

F(2) = 5 2 (=1 manlion) i S

DN | —

C’est en effet une conséquence du lemme suivant.

4.5.2 Lemme Soit g une fonction exponentielle-polynome dont le dévelop-
pement de Taylor sécrit

Sa transformée de Laplace

Fo) = [ e gt

est une fraction rationnelle dont le développement de Laurent a l'infini s’écrit
oo
k!
f&)=> oy
k=0

Démonstration.
Cela se vérifie facilement si

q(u) — eauun7
auquel cas
n!
z) = ——,
f ( ) ( 5 — a)n+1
et le résultat annoncé s’en déduit par linéarité. O

Remarque Ce résultat s’obtient formellement par une intégration terme a
terme, mais celle-ci n’est pas justifiée.
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Calculons maintenant la dérivée de la fonction F :
F'(2) = —/ ()" T3 dr.
0

D’apres le théoreme 5.3.2
1 [ _2 2
F'(z) = ——/ e m L, (T—>6_ZT2T3CZT.
n Jo 2y

Posons 72 = 2vyu, et alors 7dT = ydu. Ainsi

1 [ 1
F'(z) = —272—/ e~ ®Erupl  (w)udu.
nJo

Nous avons vu dans la section 2 que

& I 1 n
/ e ™MLY (u)e “udu = (ntoa+l) a
0

n! (@ + 1)ntetl”
Par suite -
29z — )"
P = 2
(2yz + )"+
et donc
v (272 — % n
F(z)=-2( ) +c
n\2vz+ 5

De ce que lim,_, F'(z) = 0, on déduit que C'= 2, et
2yz — 2\n
F(z):1<1—( il 3) )
n 2vz+ 5
Nous avons finalement obtenu 'identité

27z — 3\ n . |
( > =1 (1) m%(%)mﬁ.

2vz + % - % o
Tenant compte de ce que
1 1 (2k)
et prenant
1
xr = —47—2,

cette identité s’écrit
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Chapitre 5

TRANSFORMATION DE
CAUCHY

5.1 Définition

La transformée de Cauchy d’une mesure de probabilité p sur R est la
fonction holomorphe G, définie sur C \ R par

z—1

1
Gule) = [ ).
R
Elle possede les propriétés suivantes (on note z = x + iy) :

Gu(z) = Gu(2),
ImG,(z) <0siy>0,

yli}rinoo 2Gu(z) =1,

1
G,(2)| < —.

La fonction G, est en fait définie et holomorphe sur C \ supp(u).

5.1.1 Proposition Si le support de la mesure p est compact sa transformée

de Cauchy G, est holomorphe a lUinfini. Plus précisément, si supp(u) C
[—R, R], alors le développement de Laurent a l'infini de G, converge pour
|z| > R :

= 1
Gulz) =D mn—ry,
n=0
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ou m, est le moment d’ordre n de i :

OJ
Démonstration.
En effet, pour |z| > R,
1 1 1/ tyn
Gu(z)= | = dtz—(—)dt.
@)= [yt = [ (2 C) Jatar
Puisque, pour t € supp(u),
t\n RN\n
G =)
z 2|
la série peut étre intégrée terme a terme :
o 1 .
) =Y iy | ).
n=0 R
OJ

5.1.2 Théoréme (Formule d’inversion) Soient v une mesure de proba-
bilité sur R, et G, sa transformée de Cauchy :

Gu(e) = [ quld) (e C\R),

Si f est une fonction continue bornée sur R, alors

Aﬂmwmz—lm :

e—0,e>0 71

/f(t)lm G, (t + ig)dt.

Démonstration.
Soit p. I'approximation de Poisson

1 ¢

—_ >0
T2+ 2 (e )

pe(t) =

et posons

£(1) = /R Dot — $)F(s)ds.
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Pour tout ¢,

lim .() = £(1).

(La limite est uniforme sur tout compact de R.) En utilisant le théoreme de
Fubini on obtient, pour € > 0,

1 .
——/f(t)ImGu(t—i—zs)dt = / fe(t)p(dt).
T JRr R
Par suite, en utilisant le théoreme de convergence dominée, on obtient

1
— lim —
e—0 71T

Af@h@ﬂmﬁ@ﬁ:4f®Mﬁ)

OJ

Si la mesure p ne charge pas les points a et b : u({a}) = 0, u({b}) =0,
on peut montrer que

w((ab]) = — Tlim l/ImGAx+wMt

e—0,e>0 7T

Exercice 28 :
On considere la mesure de probabilité p sur R définie par

b
/R O E— / F(0)dt.

(a et b sont deux nombres réels, a < b.) Montrer que la transformée de Cauchy
G, de p est égale a
1 z—a

= lo .
b—a °z—b
(On précisera la détermination du logarithme.)

Gu(z)

OJ

Ezercice 29 :
Montrer que la transformée de Cauchy G, de la loi de Cauchy p, (a > 0),
définie par
1 a

o) = =,
fa(dt) P

est égale a

1
iy >0, G(z) = iy <0.
PP A (2) 2 —da Y

Ga(2) =
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Ezercice 30 :
Soit 1 la mesure de probabilité sur R définie par

foroman =2 [0 7=l

(@ et b sont deux nombres réels, a < b). Montrer que la transformée de Cauchy
G, de p est donnée par

1
(z—a)(z—b).

(On précisera la détermination de la racine carrée.)

Gu(z) =

En particulier, pour a = —1, b =1,

/f () /f 1—t2’

et p est la loi de I’arcsinus. Sa transformée de Cauchy est

1
G.(z) =
o) = ——
En utilisant le développement
1-3---(20—-1) ,,
i <1
on obtient, pour |z| > 1,
11 “1-2---(20-1) 1
Gu(2) = - - Z 2 S20+1°

z 1
11— =0

On retrouve ainsi les moments de la loi de arcsinus :

1-3---(20—1)
2001 ’

Moy = Mot = 0.
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Solution :
Pour z € C\] — o0, 0] posons

q(2) = \/pe'?,

si z = pe?? avec p > 0, —m < 6 < 7. La fonction ¢ est holomorphe. La,
fonction R définie pour z € C\] — 00, b] par

R(z) = q(z — a)q(z — b)
est holomorphe, et, pour = < a,

lim R(x+ie)= lim R(z —ie).

e—0,e>0 e—0,e>0

Par suite R se prolonge en une fonction holomorphe pour z € C\ [a, b]. Pour
lu| < 1, la fonction v/1 — u = ¢(1 — u) est bien définie. La fonction @ définie
pour |z| < M = sup(|al, [b]) par

est holomorphe, et, pour z > M,

Donc, pour |z| > M,

Notons C = CU{oo} la sphere de Riemann. Pour z ¢ [a, b] fixé, la fonction

I
1 1

c=wflw—a)(w-1)

est méromorphe sur C \ [a,b]. Elle admet un pole simple en w = z de résidu

f(w) =

1
(z—a)(z—b)

et est holomorphe a I'infini.
Soit 7. le bord du compact

K. ={weC|duw[ab]) <l (> 0).
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On considerera . comme le bord orienté d’un ensemble compact de la sphere
de Riemann C, complémentaire de 'intérieur de K.. Considérons I'intégrale
curviligne

1
I(2) = / dw .
e 2 =W/ (w—a)(w —b)
D’apres le théoreme des résidus

1
I(z) = —2im .
(2) 2 (z—a)(z—0)

En faisant tendre € vers 0 on obtient
I(z) = 21G,(2).

En effet

lim +/(t +ie —a)(t £ ic — b) = +i\/(t — a)(b— 1),

e—0,e>0

et, si h est une fonction holomorphe dans un voisinage U de [a,b], et si
K. C U, on montre a 'aide du théoreme de convergence dominée que

dw b dt
h(w = -2 h .
[ o aw D) f o DI

O

Ezercice 31 :
Pour a > 0, considérons la loi du demi-cercle p de rayon a définie par :
pour toute fonction mesurable bornée o,

/R p(t)u(dt) = 2 / ’ o(t)Va? — t2dt.

ra® J_,

Montrer que la transformée de Cauchy de

Gu(z) = 2 / ! Va? — t2dt,

2 _
T a2t

est égale a
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Solution :
Considérons la fonction holomorphe f définie dans C \ [—a, a] par

f(z) = V22 —a?

Son développement de Laurent a 'infini s’écrit

a? a
= 1—— = _— e
f(2) z4/ = z 22—1—

Pour z fixé, la fonction F :

F(w) = ! vw? — a?

Z—Ww

est méromorphe dans C \ [~a,a]. Elle admet un pole simple en w = z, de
résidu —v/22 — a?, et en w = 00, de résidu z.
Comme pour 'exercice précédent on note 7. le bord du compact

K. ={weC|dw,[~-a,a]) <e} (e >0),

et on considere 7. comme le bord orienté d'un compact de la sphere de
Riemann C. Considérons l'intégrale curviligne

[(z):// ! Vuw? — a2dw.

Z —Ww
€

D’apres le théoreme des résidus
I(z) = 2im(z — V22 — a?).

Et, quand ¢ tend vers 0, on obtient

‘1
I(z) = 22'/ 2f\/a? — t2dt.

En utilisant le développement

VIFu— 14 b Yy LB Ch D) g

k! 2
k=2
on obtient
2 2z a?
1 G135 (20— 1) a1
- Sty () m



On retrouve ainsi ’évaluation des moments de la loi du demi-cercle :

1-3:5--(20—1) ya*\*
maeli) = =7y (3)

et Moyyr1 = 0.

5.2 Caractérisation des transformées de Cau-
chy, fonctions de Pick

On note M!(R) I'ensemble des mesures de probabilité sur R. Nous le
munissons de la topologie de la convergence étroite. Notons aussi H(C \ R)
I'ensemble des fonctions G holomorphes sur C \ R possedant les propriétés
suivantes

(i) G(2) =G(32),
(ii) ImG(z) <0siy >0,
(iii) lim iyG(iy) = 1.
y—00
5.2.1 Théoréme La transformation de Cauchy G est une bijection de M*(R)
sur H(C \ R).

Nous aurons besoin de préliminaires pour démontrer ce théoreme.
a) Théoréme de Riesz-Herglotz.

5.2.2 Théoreme Soit F' une fonction holomorphe dans le disque unité
{lw|] < 1}. On suppose que
Re F(w) > 0.

Alors il existe une mesure positive o sur le cercle unité U ~ T = R/277Z et
une constante réelle 3 telles que

F(w) :¢5+/ew+wa(d9).

pe? —w

Notons que 3 = Im F'(0).

Démonstration. Pour 0 < r < 1 on définit la forme linéaire L, sur I'espace
C(T) des fonctions continues sur T par

1

/ ©(#) Re F(re')dh.
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On va montrer que, pour toute fonction ¢ € C(T), L,(y) a une limite quand
r tend vers 1. Considérons le développement de Taylor de f :

F(w) = Z a,w",
n=0
alors
‘ 1 — . .
Re F(re”) = Reag + 5 ; r"(ane™ + a,e” ).

Si ¢ est un polynome trigonométrique,

N
p(0) = Y cue™,
n=—N
alors
| X
LT(SO) = Re apCo + 5 Z rn(anc_n + anCTL);
n=—N
et
1N
llir% L.(¢) = Reapcy + B _ZN(ancn +a_ncp).

D’autre part, puisque Re F'(re®) > 0,

1 .
L) < Ipllage [ ReF(re)dd = Reao [l

En utilisant le théoreme de Weierstrass on déduit que, pour toute fonction
v € C(T), L.(¢) a une limite quand r tend vers 1. On note

L(p) = lim L, ().

La forme linéaire L est positive, dans le sens que, si ¢ > 0, alors L(y) > 0.
D’apres le théoreme de Riesz, il existe une mesure positive o sur T telle que

M@zéw@dw)

Notons que
Reap = /a(dH),
T
et que, pour n > 1,

an = 2/e_i”90(d0).
T
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Pour |w| < 1,

. e’ +w
n_—inf __
1+2§1we =
n=

la convergence étant uniforme en 6. Par suite

F(w) = iﬁ—i—Reao—i-Zanw”

n=1

— B+ /T<1 + 2iw”e_m0)a(d«9)
n=1

: e’ +w
= Zﬁ—i_/qre“’ o(do).

—Ww

b) Théoréme de Nevanlinna.
On appelle fonction de Pick une fonction holomorphe f définie sur le
demi-plan Im z > 0 vérifiant Im f(z) > 0.

5.2.3 Théoreme Soit f une fonction de Pick. Il existe une mesure positive
bornée v sur R, et des constantes a > 0, b € R telles que

14tz

f(z):az+b+/ ;

R —Z

v(dt).

Démonstration. Ce théoreme se déduit du théoreme 5.2.2 par la transforma-

tion de Cayley :
d+w z—1
Z = Z—, w = AR
1 —w z+1
qui est un isomorphisme holomorphe du disque unité sur le demi-plan supé-
rieur. On pose

F(w):—if@iZ).

La fonction F' est holomorphe dans le disque unité, et Re F'(w) > 0. 1l existe
donc une mesure o0 > 0 sur T et une constante réelle [ telles que

e 4+ w
F =1 ‘ de).
(w) =i+ / (o)
Notons v I'image par ’application
14e? , 0
T\{O}—)R, HHt:Zm:—ZCOtg§,
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de la restriction a T \ {0} de la mesure o. Nous obtenons, en posant

a=o({0}), b= =5

1 76
F(w) = —z’b+a1+w +/ € Y,
T

—w \oy €0 — w

et

zeotg 2 — 1
f(z) = b—i—az+/ g—fo(d@)
T\{0} cotg 5 +z

1+1¢
= b+az+/ i Zl/(dt).
R T

—Z

5.2.4 Corollaire Soit f une fonction holomorphe dans le demi-plan y > 0.
On suppose que Im f(z) > 0, et que

limsup y| f(iy)| < oo.

Yy—oo

Alors 1l existe une mesure positive bornée u sur R telle que

o) = [ 44

t—2z’
De plus
Jim iy f(iy) = —p(R).
Démonstration. D’apres le théoreme 5.2.3

14tz

f(z):az+b+/ v(dt),

R t—z
ou v est une mesure bornée, a > 0, b € R. On en déduit que

2
) Yy
yIm f(iy) = ay* + /R iy (14 t*)v(dt).

Il existe a > 0 et M > 0 tels que, si y > «, alors
yIm f(iy) < M.

Il en résulte que a = 0, et, en utilisant le théoreme de convergence monotone,
quand y — oo, que

/(1 + tv(dt) < M.
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D’autre part
2

yRe f(iy) = y(b — /R ty2 +_ Ztu(dt)).

Y
En utilisant le théoreme de convergence dominée on en déduit que

b= /R tu(dt).

Finalement, en posant p(dt) = (1 + t*)v(dt), on obtient

fz) = Atu(dt)+4t+t2y(dt)

—Z

= [ o

Le théoreme 5.2.1 s’en déduit.

La démonstration de Pastur du théoreme de Wigner que nous verrons au
chapitre 8 utilise le théoreme suivant.

5.2.5 Théoreme Soit p, une suite de mesures de probabilité sur R. On
note G, la transformée de Cauchy de p, :

Gn(z):/RM

z—t
On suppose que, pour tout z, Im z > 0,

lim G,(z) = G(z),

n—oo
et que la fonction G vérifie

Vz,Imz >0, lim iyG(iy) = 1.
y—00

Alors la suite i, converge étroitement vers une mesure de probabilité p dont
G est la transformée de Cauchy.

Démonstration.
Soit a > 0. Pour tout n, et pour Imz > «,

|Gn(2)] <

Q|+
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On en déduit que la fonction G est holomorphe. De plus ImG(z) < 0 si
Imz > 0. D’apres le corollaire 5.2.4, la fonction G est la transformée de
Cauchy d’une mesure de probabilité p :

Glz) = /IR pn(dt)

z—t

Ainsi, pour Im z > 0,

n—oo Jp 2 —t R R —t

Par linéarité il en résulte que

lim [ o(t)nldt) = / (B)uldr),

o JR R
pour toute fonction ¢ de la forme
AN |

i=1

Or Pespace des fonctions de cette forme est dense dans I'espace C(IR) des fonc-
tions continues sur R ayant une limite a l'infini. Notons en effet R 1’algebre
des fractions rationnelles

p(t)

o(t) = ==

q(t)’
ou p et g sont deux polynomes, degp < deggq, et n’ayant pas de pole réel.
Du théoréme de Weierstrass on déduit que R est dense dans C(R), et une
fraction rationnelle de R peut étre approchée uniformément par des fractions
rationnelles n’ayant que des poles simples, non réels. Par suite, pour toute
fonction ¢ € C(R),

lim [ (1) (dt) = / (D) uld).

Ceci implique que la suite p,, converge étroitement vers .
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Chapitre 6

POTENTIEL
LOGARITHMIQUE,
ENERGIE, MESURE
D’EQUILIBRE

6.1 Introduction

Considérons 'intégrale
Z, = / e (QOur+QO) | ANy, AP - A,
Rn

ou A est le polynome de Vandermonde :

1<j

Cette intégrale apparait comme facteur de normalisation dans la définition
de la mesure de probabilité P,, sur Herm(n,F) (F = R, C ou H) exprimée en
termes des valeurs propres en utilisant la formule de Weyl; 8 = dimgF = 1,2
ou 4. La fonction @) est continue > 0, et tend vers l'infini quand A\ — oo.
Plus précisément on supposera que

lim (Q(\) — b log(A\* + 1)) = oo.

A—+oo 2
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On s’intéresse au comportement asymptotique de Z,. Nous verrons au cha-
pitre suivant que
E =— lim i?loan
n—oo N
existe.

Considérons le cas le plus simple, le cas d’une probabilité gaussienne sur
Herm(n,C) : Q(\) = A2, 8 = 2. Dans ce cas on peut calculer Z, explici-
tement (Exercice 5 du chapitre 2). En tenant compte du facteur d’échelle n
dans l'exponentielle, on obtient

N

n

Zn = n‘do c. dn,ln_T,

ou
dp, = 27"k

Cela peut s’écrire

—1 -1 . 2
loan:n logw—n(n—)log;QjLZ(n—kle)logk—%logn.
k=2
Par suite
1 1 .1l k—1 k
fim log 2, = —log2+ fim 03 (1= o |

1 1
= —§log2+/(1—x)1ogxdx
0

1 3
= ——log2— —.
9 84Ty
Ainsi dans ce cas 3 1
E=-+—log2.
g Tgee

Ezercice 32 :
Si Q(\) = ~t? (v > 0), et 3 > 0 quelconque,

Z, = / eI AN |PdA . . . d,.

Cette intégrale est appelée intégrale de Mehta. Nous I'avons évaluée dans la
section 2 du chapitre 3 :

Z, = (vn)‘%w%Q‘i’b(Tl) Hf(yg + 1),
j=2
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ou )
Déterminer la limite 1
E=—lim —log Z,.

n—oo 1
OJ
Indication On pourra utiliser la formule de Stirling
1 1
logl'(x + 1) =zloge —x + 5 logz + 5 log(2m) + o(1).
On montrera que
p 7,3
E = =log4—= + =0.
1108 3 + 85
OJ

Pour traiter le cas général on utilise une méthode analogue a la méthode
de Laplace. Une intégrale de Laplace est une intégrale dépendant d’un para-
metre de la forme suivante

I(r) = /X e @ a(z)da.

Pour les grandes valeurs de 7 ce sont les voisinages des points ou la fonction
@ atteint son minumum qui contribuent le plus a cette intégrale.
L’intégrale qui définit Z,, peut s’écrire comme suit

61 1 1 &
n:/nexp—n2<§ﬁ;bgm+E;Q(Ai»d/\i...d/\n.

A un point A = (Ar,..., \,) € R” on associe la mesure de probabilité

1 n
U\ = ﬁ;d)\l

Ceci conduit a introduire, pour une mesure de probabilité y sur R, la quantité

I(p) =7 [ log

3 /s ‘S_t’/i(ds)/ﬁ(dt)+/RQ(t)u(dt),

qu’on appelle énergie de la mesure u. Heuristiquement 1’exposant dans I'in-
tégrale que nous venons d’écrire pour Z,, serait —n®I (). Nous verrons en
fait que

1
lim —log 2, = —E,

n—oo M,
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ou F est le minimum de 'énergie :

E= inf I(u).
. (1)

6.2 Energie, mesure d’équilibre
Soit () une fonction continue > 0 sur R telle que

lim (Q(x) —log(z® + 1)) = +oo0.

r—+o0

C’est en particulier le cas si ) est un polynome de degré pair, > 0 sur R.
Soit 1 une mesure de probabilité sur R. L’énergie I(p) de p est définie par
1
I(p) = / log ——pu(dx)p(dy) + / Q(z)p(dx).
R2 R

|z —y|

Nous alons montrer que 1'énergie I(u) est bien définie, et que
—o00 < I(p) < o00. Posons

H(x) = Q(z) — log(a® +1).

La fonction H est continue et lim, ..., H(x) = oo. Elle est donc bornée
inférieurement. Soit m sa borne inférieure

m = rilel];RlH(x)

Posons

K(r,y) = log —— + 5Q(x) + 5Q(0).

|z —y|

De I'inégalité

|z —y| < Va2 + 1y + 1,
il résulte que

K(r,y) > H@) + 5H(y) > m

Puisque 1'énergie () s’écrit

elle est bien définie et



Le potentiel logarithmique d'une mesure u est la fonction U* définie sur
R par

@) = [ tog ().

Ainsi

T(u) = / U* (o)u(de) + / Q(x)u(dz).

6.2.1 Proposition Si u(dz) = f(x)dx, ou f est une fonction continue a
support compact, alors I(f) = I(j) < oo.

Démonstration. Puisque la fonction log |z| est localement intégrable, la fonc-
tion F' définie par

1
Fla) = [1ox )y
1
= /Rf(ft—y)logmdy,

est continue sur R.
O

6.2.2 Proposition Si p,, est une suite de mesures de probabilité qui converge
étroitement vers , alors

I(p) < liminf I'(u,).

n—oo

Démonstration. Pour £ > 0, on note K* le noyau tronqué au niveau ¢ :
K'(z,y) = inf (K (z,y),0).
Le noyau K* est continu et borné. Puisque K* < K, pour tout n,
, K£<5U7 Y) i (d) p (dy) < T (pn).
R
La suite des mesures u,, ® p, converge étroitement vers pu ® p, donc
lm [ K@ y)pn(de)pn(dy) = | K (z,y)p(de)u(dy).

En prenant les limites inférieures des deux membres extremes de l'inégalité
on obtient
K*(x, y)p(d) p(dy) < liminf I (zy,).

R2 n—oo
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Faisons tendre £ vers 'infini. Du théoréme de convergence monotone il résulte
que

I(p) = | K(z,y)u(dz)p(dy) < liminf I(p,).

RQ n—oo

Cette proposition exprime que l'application
ml(R) _)] - 00, OO], M= [([L),
est semi-continue inférieurement.

6.2.3 Proposition Soit © une mesure de Radon réelle sur R de support
compact et d’intégrale nulle. Alors

1 = |
log w(dx) p(dy :/ ——dt,
.t prgutamtan = [

ou [i est la transformée de Fourier de la messure p,

i) = [ i)

Démonstration. (a) Posons, pour € > 0,

o 1-— t
F.(x) = et OB gy
0 t

On peut dériver cette intégrale sous le signe somme :

Flr)= [ e“sintwdt=——!
() /0 e “sintx o
Donc 1

F.(z) = 5 log(e? + 2%) + C,

et, puisque
1
F.(0)=0, C = —§log52 = —loge,
et finalement

F.(z) =logVe?+ 22 —loge.

(b) Si p est une mesure de Radon réelle de support compact et d’intégrale
nulle, alors

fu(0) = 0, fa(=t) = p(t),
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/R2 10g<(($ —y)? —i—gQ)%)M(dx)M(dy) _ _/0 _Etlu(t)| "

En décomposant la mesure p en différence de deux mesures positives,
_ ot -
H=p —H,

cette relation s'écrit
/RZ log<((—y)2 + 52)*%> (1" (dx)p*(dy + p~ (dz)p~(dy))

= /RQ log(((—y)2 + 52)‘%) (n* (da)p™(dy) + p~ (dz)pt (dy))

N /0 P

t

Faisons tendre € vers 0; on peut appliquer a chacune des intégrales le théo-
reme de convergence monotone. On remarque pour cela que

1
log< (—y)? +¢€ 75) 1 log —,
( ) =]
en restant borné inférieurement sur le support de p uniformément en € par

1
A=log—, avec R=  sup (x —y)2+ L.
R z,y€supp(p)

On obtient donc
/ log —— (1" (dz)p(dy) + p (dz)u™ (dy))
= / log |xiy|( F(de)p~(dy) + p~ (do)p* (dy))

< AP
o[,

Remarque
Cette proposition exprime que le noyau

1

log ———
|z =y
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est conditionnellement de type positif.

On pose
E =inf{I(n) | p € M (R)}.

Notons que m < F < oo (ou, rappelons-le, m = inf H(x)).

6.2.4 Théoreme [ existe une mesure de probabilité unique p telle que
I(p) = E.

Cette mesure est a support compact.

Cette mesure p, que nous noterons ., s’appelle mesure d’équilibre.

Démonstration.
(a) Existence
Soit C' > E. Montrons que ’ensemble

Mc = {p € M (R) | I(1) < C}

est compact. Puisque l'application p +— I(u) est semi-continue inférieu-
rement, I’ensemble Mg est fermé. D’autre part

K(w,y) 2 5H(@) + 5 Hly),

donc
[ H@ntas) < 10),
R

et, si p € Mg,

AH@M@@gG

Ceci montre que M est compact (Corollaire 2.3.2). La fonction semi-continue
inférieurement

= I(p)

y atteint donc sa borne inférieure : il existe une mesure p € M (R) telle que

I(p) = E.

(b) Soit p une mesure de probabilité telle que I(u) = E. Nous allons
montrer que le support de p est compact. Soit A un ensemble borélien, et
soit x sa fonction caractéristique. Posons

1+tx

M= T Ay
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Pour —1 <t < 1 c’est une mesure de probabilité. Son énergie est égale a

(1 + tx(x)) (1 + tx(y))
I t) = K xZ, 3
() = | K (@y) (1+ tn(A)

p(dx)p(dy).

Puisque po = p1, le minimum de I(u;) est atteint en ¢t = 0, donc

d
% ‘t:()](p’t) = O

Calculons cette dérivée :

%t:of(“t) = L. K(z,y) (x(x) + x(y)) p(d) p(dy)

ou(A) / K )u(doyudy).

En utilisant I'inégalité

K(r,y) > SH@) + 5H()

/H p(dx) + (A /H
/ /H z) = 2I(p ))u(dy)SO.

Puisque la fonction H tend vers l'infini a I'infini, il existe @ > 0 tel que, si

lyl > a,
/H z) — 2I(p) > 0.

Prenons A = R\ [—a, ], alors u(A) = 0, c’est a dire que le support de u est
contenu dans [—a, a.

on en déduit que

ou
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(c) Unicité.
La fonction
= I(p)

définie sur 'ensemble ML (R) des mesures de probabilité sur R de support
compact est strictement convexe. En effet soient g, p1 € M(R) (1o # p1).
Pour 0 <t <1 posons

e = (1 —t)po + tp.
Alors
I(p) = at® + bt +c,

avec

1
a = log ——v(dx)v(dy V=g — 1),
[ o8 - vtdniutdy) (v = o =)

b = [ W)+ Q))vida),
¢ = I(po).

D’apres la proposition 6.2.3 le nombre a est > 0, donc la fonction ¢ +— I(p)
est strictement convexe : pour 0 <t < 1,

I(pe) < (L= 0)I (o) + 1 (1)

L’unicité s’en déduit. O

6.3 Caractérisation de la mesure d’équilibre

Rappelons que le potentiel logarithmique d’une mesure p est la fonction
U* définie par

Ut (z) = /Rlog z i m 1u(dy).

6.3.1 Théoreme La mesure d’équilibre pn = p. est caractérisée par la pro-
priété suivante : il existe une constante C' telle que
(i) Pour toute mesure de probabilité v de support compact et d’énergie

finie
[ vt + Q)un = ¢,

(ii) Presque partout relativement a p,

2 (z) + Q(z) = C.
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Démonstration. (a) Soit v une mesure de probabilité de support compact et
d’énergie finie. Pour 0 <t < 1, posons
pr=1—-tp+tv=p+tv—p).
Alors
I(p) = at* + bt + ¢

atteint son minimum en ¢t = 0, donc

d

h= —
dt

I(pe) = 0.
=0

Ceci se traduit par

/R (2U%(x) + Q(x))1(dz) > C.

avec

O = /R (2U*(x) + Q(2)) ulde).

(b) Posons
B={xeR|2U"(x)+ Q(z) < C}.

Nous allons montrer que, pour toute mesure de probabilité v de support
compact et d’énergie finie, v(B) = 0. Raisonnons par ’absurde et supposons
que v(B) > 0. Posons

By = {z € R | 20"(z) + Q(x) < C %}.

Notons que
lim v(B,) = v(B),

n—oo

donc v(B,,) > 0 pour n assez grand. Posons

v, X B 1%
" V(Bn) .

D’apres (a)
/(QU“(x) + Q(2))vn(dz) > C,
R
mais ceci est impossible puisque, sur B,
1
20M(2) + Q(z) < C — -
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Donc v(B) = 0. En particulier pour v = pu, u(B) = 0. Par suite

/ U@+ @)uia) = ¢

ou
/ (2U%(2) + Q(z) — C) u(de) = 0.
R\B
Or, sur R\ B,
20M(z) + Q(z) — C > 0.
Par suite

20M(z) +Q(z) =C  p—p.p.
(¢) Soit p une mesure de probabilité de support compact et d’énergie finie.
On suppose qu'il existe une constante C' pour laquelle les conditions (i) et
(ii) soient vérifiées. En écrivant pr. = o + (e — p), nous obtenons

T =100+ [ (20%() + Q@) (e = ) ()

+ /R log ﬁ(ue — p)(dz)(pre — p)(dy).

Des propriétés (i) et (ii) il résulte que

] @U@)+ Q@) (ne = () > 0,

et de la proposition 5.2.3 que

/Rz log : (e — p)(dz)(pe — p)(dy) = 0.

|z —y|

Donc I(p) < I(ue), et en raison de 'unicité de la mesure d’équilibre p = .
0J

6.3.2 Corollaire Soit f une fonction continue sur R, de support [a,b],
positive sur |a,b[, et d’intégrale égale a un,

/abf(x)dx ~ 1

Supposons qu’il existe une constante C' telle que
(i) Pour tout x

2U7 (z) + Q(z) > C.

(ii) Poura <z <b
207 (2) + Q(z) = C.
Alors pe(dz) = f(z)dz.

90



6.4 Détermination de la mesure d’équilibre

Nous allons présenter une méthode d’analyse complexe pour déterminer
la mesure d’équilibre. En particulier, lorsque Q(x) = 2%, nous montrerons
que la mesure d’équilibre a une densité : p.(dz) = f(z)dz, ou

2 .
flz) = — a? — 22 si |z| < a,
= 0 sinon,

ol a = \/g . C’est la loi du demi-cercle.

Nous supposons que la mesure d’équilibre p. a une densité,

pe(dz) = f(x)dx,
ou f est une fonction continue sur R de support [a,b], positive sur ]a, b,
d’intégrale égale a un.
La dérivée au sens des distributions de la fonction localement intégrable
log |z| est la distribution vp%. Le symbole vp signifie valeur principale :

(vp%, ) = Up/R Mdm = lim /I|>a @dx.

X e—0 x

Par suite la dérivée au sens des distributions de U/ est égale au produit de
convolution —vp% x f,

Luma) = —~(opy * @)

dx
S 4
R x—1

Ainsi en dérivant la condition (ii) du corollaire 6.3.2 nous obtenons

—Q(Upi *f)+Q'(z) =0 sura,bl.

6.4.1 Proposition Soit h une fonction définie sur R, de support contenu
dans |a,b]. Il existe une unique fonction F holomorphe dans C\ [a,b] telle
que

lim (F(z+iy) — F(z —iy)) = h(z),

y—0,y>0

lim F(z) = 0.

Z—00

La fonction F est donnée par

F(z) = L/Malt.

 um t—z
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Démonstration. En effet

) . 1 1 1
Fletiy) = Flz—iy) = ZFﬂjﬂmt—x—w_t—x+w>ﬁ

1 Yy
— %A&wﬂﬁtzﬁjﬂﬁﬁ'

De la propriété d’approximation de I'identité du noyau de Poisson on déduit
que

lim (F(z+iy) — F(z —iy)) = h(x).

y—0,y>0

La propriété d’unicité se déduit du théoreme de Liouville. (]

(a revoir)

6.4.2 Théoreme (Pastur) On suppose que Q) est un polynome de degré
pair 2k, convere sur R. La mesure d’équilibre est de la forme suivante

pe(dz) = f(x)dx,
ou f est la fonction continue de support [a,b] définie par, si a <z <b,

1

f@) = ~a@)/@— )b - 2),

otu q est le polynome de degré 2k — 2 défini par

QB -Q) i
27?/ z—t (t—a)(b—1t)

les nombres a et b étant déterminés par les conditions

Q'(t) Qi - 0
\/t—a)b—ﬂ ’
Q' () o

V(t a(b—t

Démonstration. Nous cherchons la mesure p. de la forme

pe(dz) = f(x)dx,

ou f est une fonction continue de support |a, b]. Considérons sa transformée
de Cauchy :

G(z) = &dt

Rz—t
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Pour étudier les limites de G sur ’axe réel, écrivons
x—t
Gz +1i —dt
Y) / f(t) Y

i /R f(t)mdt.

On en déduit que, pour a < x < b,

lim G(xrtiy) = (Vpi*f)(x)$z'7rf(x)

y—0,y>0

1, _
= QQ (z) Firf(x).

La fonction R,
R(z) = /G- a0,

est holomorphe dans C\ [a, b]. La détermination de la racine carrée est choisie
de telle sorte que R(z) > 0 si z est réel > b. Observons que, si a < x < b,

lim Rz +iy) = +i\/(z —a)(b— ).

y—0,y>0

La fonction G définie par

est holomorphe dans C \ [a, b], et, si a < z < b,
Q'(x)

lim (G(x+iy) — Gz —iy)) = —i N DT

y—0,y>0

D’apres la proposition 6.4.1,

G(z) = i/b 1 Q'(t) dt.

27 z—t\/(t—a)(b—1t)

que nous pouvons écrire

Q'(t) dt
B 27?/ z—t (t—a)(b—1)

1 dt
" Q() /az—t (t—a)(b—t)

Q' (= dt
27r/ z—t (t—a)(b—t)

93

Posons




C’est un polynome de degré 2k — 2 qui est > 0 sur R puisque @) est convexe.
Nous avons vu (exercice 3 du chapitre 5) que

1/ 1 dt 1
Tlrz—t\/(t—a)b—1t) R(2)

Ainsi
G) = ~a(e)+ g
) = ~42)RE) + Q)

Considérons le développement de Laurent & Uinfini de G :

Gl =3 i

n=0

avec

1ot Q)
o7 Jo \Jt—a)b—1t)

Pour obtenir les premiers termes du développement de Laurent de R a l'infini

on écrit [p— Z\/@\/@

dt.

Ay =

En utilisant

\/1—U:1—§U—§U2—|— s
on obtient
la 1a? 1b  1a?
R(z) —= <1______ ...)(1______ )
(2) ¥ 2z 822+ 2z 822+
a+b (a—b)21+
— _ T4,
2 8 =z ’
et finalement
~ by 1
G(2) = G()R(z) = ag + (an - aoa—; )-
z
Puisque
lim 2G(2) =1,
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on en déduit que

1 Q) _
©T ), (pﬁmb—wﬁ_o’
oo L[
o) JE- a1

On obtient :
yl%){?>o G(J: + iy)
= VTl D) - Q) sz <a
= i)V a1 - 5Q), sia<w <b
= Va5 - Q). s>

On en déduit que

flz) = ! lim OImG(x+iy)

™ y—0,y>

= %q(w)\/(x —a)(b—2x), sia <z <b,

= 0, sinon.
On en déduit aussi que
1 1 . .
(vp; « f)(z) = ) yl%){g>0 Re G(z + iy)

— —q(x)\/(x —a)(x —b)+ %Q’(m), six < a,

1
= 5Q/(x), sia <z <),

= q(x)\/(x — a)(x — b) + %Q/(.I'), sixz >b.

Par suite

2iUf(:U) +Q'(z) = —2q(z)\/(z—a)(x—0), siz<a,

dz
= 0, sia<z<h,
2¢(z)\/(z — a)(z — b), siz>b.

Finalement il existe une constante C' telle que

2U () +Q(z) =Csia<x <,
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et
20 (x)+ Q(x) > Csixz <aoux>b

(]
Ezxemple 1
Si Q(x) = ya? (v > 0), alors Q'(z) = 2w, et
@ -Qw _,
z—1
si bien que

A
=) Jicoo-p

Les nombres a et b sont déterminés par

b
/ 2t dt = 0,
a V/(t—a)b—1)
b 2
2yt dt = 2m.
a V(t—a)(b—1)
Or
l/b tdt _a+b
TJo /(t—a)b—1) 2
donc a = —b, et
b 2
l/ ! dt:§(a2+b2)+lab: la2,
TJa \/(t—a)(b—1) 8 4 2
donc

2 2
za2:1, a:—\/j, b:\/i.
2 7 g

6.4.3 Corollaire Si Q(z) = 22, la mesure d’équilibre p. est la loi du
demi-cercle de rayon
\/5
a=4/—.
Y
2

flz) = — a? — 22, s x| < a,

= 0 sinon.

Elle a pour densité

96



Nous allons déterminer I’énergie d’équilibre dans le cas ot Q(x) = 2.
Nous allons d’abord calculer la constante C' qui intervient dans le théoreme
5.3.1.

Le potentiel logarithmique d’'une mesure de probabilité p sur R est défini
par

U*(z) = /Rlog z i " pu(dy).

Supposons que le support de la mesure p soit compact, et soit A > 0 tel que
supp(p) C [—A, A]. Par intégration terme & terme du développement en série
entiere du logarithme nous obtenons, pour z > A,

)
Ut(xz) = —logx—/log<1—;>,u(dy)
R
— M () 1
= —logz+) o
~ n oz

o m,, est le moment d’ordre n de pu.
Supposons que p = g, soit la loi du demi-cercle de rayon a, et désignons
par U, sont potentiel. Nous savons que, pour z > a,

C X
Ualz) = 5 = %xz +7/ Vy? — a’dy.

Pour calculer cette intégrale on pose x = aché, y =achy :

T 0 2 (%
/ VY2 —adidy = a2/ sh? pdp = % / (ch2¢p — 1)dyp
a 0 0

2 2

a a
= —sh20 — —6.
1" 2
Puisque v = a%, on obtient
1 —0
Ulz) = 50—6 chf — 60
1 1
_ il 4
2(] 2( +e )
1
= —9—1—5(0—1)—1—0(1).
D’autre part
Ut(x) = —logx+o(l) = —logachf + o(1) = —loga + logchf + o(1)

—0 +log2 — loga+ o(1).
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Par conséquent
C =2(log2 —loga)+1=1log2+logy+ 1.

Déterminons maintenant ’énergie d’équilibre E dans le cas ou Q(x)

=l

~va?. La mesure d’équilibre est alors la loi du demi-cercle de rayon a =

Sur son support [—a, a,

1 2 1
Uu(z) = 5 - loga — 57:52.

Puisque le moment d’ordre de 2 de p, est égal a “4—2, nous obtenons

D’autre part

R
Finalement

1 a? a? 2

E=1(u,) ==+log— — —v— — = — +log —,

(ha) = 5 +log & =5y +p = 7 +log

puisque v = a%

Ezxemple 2
Prenons

Q(z) = ya® + da',
ou 7,0 > 0, non tous deux nuls. La fonction () étant paire, la mesure d’équi-
libre est aussi paire. Son support est un intervalle [—a,a]. Alors Q'(z) =
2yx + 4023, et
Q'(z) = Q')

; =2y +45(t* + tz + 2%),
Z_

q(z) = iﬁ/a (27 +46(t* + tz + 22))L

—a a? — t2

Le nombre a est déterminé par la condition

/ (282 4+ a6t — 2 _ o

—a a? — 2
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Pour a > 0 notons u la mesure de probabilité définie par

1 [ dt
[ etoutan = [ e———.
et m; ses moments. Nous obtenons
q(2) = (v +262°) + 20ms,
et le nombre a est déterminé par ’équation
ymg + 20my = 1.

Nous avons vu (exercice 3 du chapitre 5) que la transformée de Cauchy G de
la mesure p est égale a :

G B 1 1 1
(Z) - ) _; 1_ (2)2
B 1+1a2+3a4
oz 223 855

C’est-a-dire que ses moments d’ordre 2 et 4 sont

1 3
meo = 5@2, my = §a4.

Ainsi
q(z) = v+ 6a® + 2622,

et le nombre a est racine de I’équation
36a* 4+ 2va® —4 = 0.

Puisque a? > 0,

a2 VR + 126 — o

- 36

Notons que pour § = 0 on retrouve bien a? =

=
_
@)
o
=
2
u
=
IS
[N}
!
A
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Chapitre 7

THEOREME DE WIGNER
GENERALISE

7.1 Convergence vers la mesure d’équilibre

Nous présentons une méthode due & Johansson [10], en suivant ’exposi-
tion de Deift [A]. On considere la mesure de probabilité sur R™ définie par

Poldx) = Go(z1, ... 20)dxy .. . dzy,
ou

(1, ..., x,) = —exp( nZQ T )\A

et
Z, = exp( nZQ (z; >|A )|Pdaxy ..

Dans la section 2 chapitre 3, f = dimgF = 1,2 ou 4, mais ici § est un nombre
> 0 quelconque. La fonction () est continue sur R, > 0, et

lim (Q(t) ~ D og(e2 + 1)) -

t—+oo 2

On lui associe la mesure de probabilité u,, sur R définie par

/R():undt ( Zsoxz>
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ol ¢ est une fonction continue et bornée sur R. Dans cette section nous
établirons le théoreme suivant.
L’énergie d’une mesure de probabilité p sur R est ici définie par

I(p) = 5 log p(ds)p(dt) + / Q(s
2 Jp s - \
La borne inférieure E de I’énergie est définie par
E = f I
uelﬂlgl?l & ().

Nous avons vu dans le chapitre précédent qu’il existe une mesure de proba-
bilité p. unique telle que

I(pe) = E.

Cette mesure . est appelée mesure d’équilibre.
Par exemple, si Q(t) = ~t2, alors la mesure d’équilibre p, est la loi du

demi-cercle de rayon r = /2 :

Y

/f Ve (dt) = /f (H)Vr? — t2dt,

et

B v o3
E=—logd= + =3.
4og ﬁ+8ﬁ

7.1.1 Théoréme (Johansson)
(1)
lim —logZ =—F.

n—oo TLQ

(i) La suite des mesures i, converge étroitement vers la mesure d’équi-
libre .

Nous utiliserons les notations suivantes : pour s,t € R,

1
bls.t) = Glog 1 + 5Q(5) + 3000
On pose
(s) = Q(s) — 5 log(s” + 1),
et
=)
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Ainsi

K(s,1) 2 sh(s) + sh(t) 2m. ()

Pour z = (z1,...,2,) € R,

Ko(x) = Y k(zi,x)

i#j
1 n
= Y Gl (1= ) Y Q)
i#£] v J i=1

Remarquons que

Po(dr) = —exp( Z g nZQ(xJ)

= Zin exp(—Kn(:U) — X_:Q@l))’

et que, et si p est une mesure de probabilité sur R,

Ku(@)uldzy) ... plden)

_ Z /R log m ()

i#]

=1 [ Qauldr)
= n(n—1)I(p).

En particulier, si pu = j.,

Kp(x)pe(dry) ... pe(de, =n(n—1)E.

RTL
Des inégalités (*) on déduit que

n

Ku(x) > (n—1) Z h(x;) > m. (xx)

=1

Asymptotique du minimum k,, de K,
Posons

fin = n(n — 1) zern
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Des inégalités (**) il résulte que x,, > m. Nous avons vu que
o(@)pe(da) - pe(dz) = n(n — 1)E,
R™

et donc k,, < F. La fonction K, est semi-continue inférieurement, et, d’apres
les inégalités (**),

La borne inférieure de K,, est donc atteinte. Pour tout n nous choisissons un

point z( = (a:g”), . ,w%")) € R” tel que

1

b ey
n(n — l)Kn( )

Ky —

Au point (™ nous associons la mesure de probabilité sur R

1 n
TZZZI xz()v

c’est-a~dire que, pour une fonction f définie sur R,
n ]' - n
[ £t =3 al”),
i=1

7.1.2 Proposition
(i) lim, oo K = E.
(ii) The measure X" converge étroitement vers la mesure d’équilibre ji..

Démonstration.
Nous avons vu que

D’autre part, de I'inégalité

il résulte que
/ h(t)A™ < E.
R

Du corollaire 2.3.2 il résulte que la suite des paires (k,, A™) est relativement
compacte dans R x 9! (R). Soit n; une suite (n; — co) telle que

lim k,, =k, lim A =\,

J—00 J—00
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Pour un nombre réel ¢ > 0 on considere le noyau tronqué :
k'(s,t) = inf (k(s, t), €),
et ’énergie associée d’une mesure de probabilité u :
1) = [ K 0utdsyuta)
R

Alors
n

14
oM < g, + ——.
o (A"™) <k +n—1

Prenons n = n; ; lorsque j — oo, nous obtenons
Y ..
I"(\) < liminf K, ,

J—00

et, quand ¢ — o0,
I(\) <liminfk,,.

J—00

Par conséquent

E <I(\) <liminf s, <limsupk,; < E,

J—00

et
k= lim k,, =E, I\ =FE,

Jj—oo
donc A = p.. Cela montre qu’il y a qu'une limite possible pour une sous-suite,
donc la suite elle-méme converge :

lim k, = FE, lim A = Lhe-

n—oo n—oo

Asymptotique de Z,
Rappelons que

z, - / exp(—né@(wi)) A@)Pdzs . .. dz,

- [ ok - Y @

=1

Puisque K, () > n(n — 1)k,

Z, < e ( / e‘Q(”dt)’
R
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ou

1 -1 1 n
— log 2, < N Knp + — log(/ e’Q(t)dt) :
n n n R

Par suite, puisque lim,, . Kk, = F,

1
lim sup — log Z, < —F.
n

n—oo

7.1.3 Proposition
1
lim —log Z, = —E.

n—oo M,

Démonstration.
Nous allons montrer que

1
1iminf—2 log Z, > —F.
n

Soit 1 une mesure de probabilité sur R de la forme suivante :
p(dt) = f(t)dt,
ou f est une fonction continue de support compact, telle que

/R!log fO|f#)dt < oo.

Notons

U={teR]| f(t) > 0}.
Alors

Z, > /n exp(—Kn(x) — i@(mz) - ilog f(xz)> ﬁf(x,)dxl coodxy,.

Nous allons utiliser I'inégalité de convexité de Jensen : si p est une mesure
de probabilité sur un ensemble X, et si ® est une fonction convexe sur R,

o[ somian) < [ o(r@)utdo)
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En prenant ® = exp nous obtenons

—logZz, < K,(x) H flz))dzy ... xp

+ /U Zlog f(z3) H flzy)dxy ... dxy,
= n(n—DIf)+ n/UQ(t)f(t)dt + n/Ulog £(t) f(b)dt.

On en déduit que
1
—liminf — log Z, < I(f).
n
Il reste a montrer que, pour tout € > 0, il existe une probabilité de cette

forme telle que I(f) < E +¢.
0

Convergence de la mesure i, vers la mesure d’équilibre
Pour 1 > 0 on définit I’ensemble A4, ,, C R" par

Apn={z €R"| K,() < (E +n)n’}.
7.1.4 Lemme L’ensemble A, , est compact, et

lim Po(R™\ A,,) = 0.

n—oo

Démonstration.
La fonction K, étant semi-continue inférieurement ’ensemble A, ,, est
fermé. De plus

Ko(z) > (n—1) Z h(z;).

Par suite

n2

n—1

A, C{r e R[S () <

=1

(E+n)},

et donc A, , est borné. Ainsi A, , est compact. Si x € R" \ 4,,, alors
K,(z) > (E + n)n*; donc

1 2 n
n < o (E4mn -Q(1) .
Pu(R™\ Ayn) < Zne </R€ dt>
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Nous avons vu que

1
lim logZ— =—F.

n—oo n

Par suite, pour tout € > 0, il existe NV tel que, sin > N,

1

< (E+e)n?
z, =°

Y

et
Pa(R™\ Ay,) < e 79 ( / e‘Q(t)dt>n.
R

En choisissant € < 7 il en résulte alors que
lim P,(R"\ 4,,) =0.

n—oo

Rappelons que pu,, est la mesure de probabilité sue R définie par

[ st = .23 st).

7.1.5 Théoreme La mesure ji,, converge étroitement vers la mesure d’équi-
libre .

Démonstration.
Soit f une fonction continue bornée sur R, et notons Fj, la fonction définie
sur R™ par

Fa(w) = 3 f ().

a) Fixons n > 0. Puisque l'ensemble A, , est compact, la fonction F,
atteint sa borne supérieure sur A, , en un point

21 = (a;§’7’"), . ,x;”’")).

Nous obtenons

Amww>

v

Faa) Py (Ag) + |l PR\ Ay

< Fu(@™) 4 || fllocPa(R™\ Ayn).
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Au point (™ on associe la mesure de probabilité suivante sur R :

1 n
= - E o (n,n) -
n T
=1

L’inégalité précédente peut s’écrire

/f Jiin(dt) < /f () (dt) + [| FllooPa(R™ \ Ay)-

(n)

L’énergie tronquée I de la mesure v, peut étre majorée :

De I'inégalité

il résulte que

/Rh( )u”(dt<L1(E+n)

D’apres le corollaire 2.3.2 il existe une suite n; — oo telle que la sous-suite

( ") converge étroitement :

lim (™) = 7
Jj—00

Nous pouvons aussi supposer que

lim [ f(t)pn,(dt) —hmsup/f fn (dt).

j—oo Jr n—o00
La limite v, vérifie
]Z(Vn) < E+n,
et, quand ¢ — oo,

I(v)) < E+n.
De plus

imsup [ F(O)nalat) < [ 70 (ar)
b) L'inégalité
I(vy) < E+n
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implique que la mesure v, converge vers la mesure d’équilibre y. qund n — 0.
Donc

lmﬂméfﬁmWﬂééfﬁmwﬂ

n—od

¢) En changeant f en —f on obtient

MMﬁAf@MWQEAf@%WW

n—oo

et finalement

lim f(muozﬁﬂmuwy

n—oo

La fonction de corrélation R, est définie par
Ri(z1) =n Po(x1, 29, ..., xp)des . . . dxy.
]Rnfl

La partie (ii) du théoreme 7.1.1 s’énonce aussi : pour toute fonction continue
bornée f sur R,

1
lim — [ f(z1)Ry(z1)dxy = /f fe(dt).

n—oo M, R
Plus généralement on définit la fonction de corrélation Ry (1 < k < n) par

Ri(z1, ..., Tk)

n!
— e kPn(xl,...,xk,xkﬂ,...,xn)dxkﬂ...dxn.
. n—

On peut également montrer que, pour toute fonction continue bornée f sur
R,

hm—/ flzr, .. x)R(xy, ..., zp)dey . . day,

= | Ftr et pe(dt) - pe(dty).
Rk

7.2 Théoreme de Wigner généralisé

Nous récapitulons dans cette derniere section les résultats que nous avons
établis dans les chapitre 6 et 7. On considere sur H,, = Herm(n,F) (F=R,C
ou H) la mesure de probabilité définie par

P, (dx) = Cie_"tr(Q(x”m(d:c),

n
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ou () est une fonction définie sur R vérifiant

lim (Q(t) - glog(tQ +1)) =

t—=+o0

(8 = dimgFF = 1,2 ou 4.) La distribution statistique des valeurs propres est
la mesure de probabilité sur R pour laquelle

[t = &(zu (1)
= a2y )

ou f est une fonction mesurable bornée sur R. L’énergie I(x) d’une mesure
de probabilité p sur R est définie par

; o man + [ @tenta

2
La mesure d’équilibre p,. est 'unique mesure de probabilité pour laquelle

I(ue) = inf I(p).
(#te) o (k)

I(p) = 10g

7.2.1 Théoreme de Wigner généralisé La mesure p,, converge étroite-
ment vers la mesure d’équilibre p. : pour toute fonction f continue bornée
sur R,

i [ F(0att) = [ F(Oclat)

n—oo

Si Q(t) = vt* (y > 0), la mesure déquilibre . est la loi du demi-cercle de

rayon a = \/g .
Dans le cas du théoreme de Wigner on considere la mesure de probabilité

sur Herm(n,TF) définie par

P, (dz) = (; @) (),

et la distribution statistique des valeurs propres est la mesure p,, pour laquelle

[ #Ouidn = B, (7))



7.2.2 Théoreme de Wigner Si f est une fonction continue bornée sur R,

lim Rf(})undt /f Wa2 — s2ds,

n—oo

oda:\/g
Yy
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Chapitre 8

THEOREME DE WIGNER,
METHODE DE PASTUR

8.1 La méthode de Pastur

Sur l'espace H, = Herm(n,F) (F = R, C ou H) considérons la mesure
de probabilité gaussienne

1
P,.(dz) = C—eﬂtr(xz)m(dx).

La distribution statistique des valeurs propres est la mesure de probabilité
Wy sur R pour laquelle

[ 1O = B, (zr (1)

- B if(&-))-

La transformée de Cauchy G,, de pu, est donnée par

n

- [ - (15 L)

j=1 /

Notons

Ria) = (:I—2)",



et g(z) la variable aléatoire

9(2) s w— g(z2).

Avec cette notation
Gn(2) = E,(9(2)).

On effectue un changement d’échelle et on définit la mesure fi,, par

[ st = [ (= )mar)

On vérifie facilement que ce changement d’échelle revient a changer le para-
metre v en ny, et que la transformée de Cauchy de ji,, est égale a

fa(z) = én(z) = V/nG(v/nz).
Le théoreme du demi-cercle de Wigner s’énonce :

8.1.1 Théoreme La suite des mesures de probabilité [i, converge étroite-

ment vers la loi du demi-cercle de rayon a = \/g, c’est a dire que, pour toute

fonction continue bornée f sur R,

lim [ F(8)in(dt) = % /_ " )T = .

n—oo R

La méthode de Pastur consiste a montrer que

lim f,(2) = f(z) == E(z — V22— a2),

n—oo

qui est la transformée de Cauchy de la loi du demi-cercle de rayon a. D’apres
le théoreme 5.2.5 le théoreme s’en déduit. Nous utiliserons le lemme suivant :

8.1.2 Lemme Soit f, une suite de fonctions de H(C\R). On suppose que,
pour y > yo > 0,

lim (fn(z)2 - %zfn(z) + 1 > = 0.

n—oo (L2

Alors la suite f, converge uniformément sur tout compact de C\ R vers

f(z) = 3(z— V22 —a?).

a2
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La définition de 'ensemble H(C \ R) a été donnée dans la section 2 du
chapitre 5.

Démonstration.
D’apres le théoreme de Montel, on peut extraire de la suite f,, une sous-
suite convergente f,,
lim f,,(2) = fo(2),
la convergence étant uniforme sur tout compact de C \ R. La fonction f
vérifie, pour y > o,

f0(2)2 — %ZfQ(Z) + % = 0,

donc

2
fo(z) = g(z + V22— az).
Puisque, pour y > 0,

Im fo(z) = lim I f,, () <0,

nécessairement 5

fole) = 5 (=~ V=) = f(2).
Ainsi f est la seule valeur d’adhérence de la suite f,, ; cette suite converge
donc vers f uniformément sur tout compact de C \ R. O

Dans une premiere étape la dimension n restera fixe, et, pour simplifier
I’écriture, nous ne l'indiquerons pas. Par exemple nous notrerons P, E, u, G
au lieu de P, E,, tn, Gp.

8.1.3 Lemme Soit ¢ une fonction de classe C* sur V.= Herm(n,R). On
suppose que @ est bornée ainsi que ses dérivées partielles. Alors, pour u € V,

E((Dg),u) = 29E(p(z)tr(zu)).

(En fait il suffit que ¢ et ses dérivées partielles soient a croisssance poly-
nomiale.)

Démonstration. Dans 'intégrale



remplagons = par = + tu (t € R). La mesure de Lebesgue m étant invariante
par translation, I'intégrale n’est pas changée,

1 2
& | el r)e () mdn) = (),

En dérivant en ¢ pour t = 0 on obtient

1 (a2
o | (Pe(wem(da)

1 2
—270—/ o(z)tr(zu)e " m(dr) = 0.

Nous allons appliquer le lemme en prenant
o(z) = tr((z] — )" 'v) = tr(R.(z)v),
ou v € M(n,F). La différentielle de I’application j qui & une matrice associe
son inverse,

étant donnée par

nous obtenons

(Dg)u(u) = tr((zI —2)  u(z! — ) "v)
tr(R.(z)uR.(z)v).

Du lemme 8.1.3 on déduit donc la relation suivante
E(tr(R.uR.v)) = 29E(tr(R.v)tr(zu)).

Pour en simplifier la présentation nous poursuivons la démonstration dans
le cas ou F = R. Elle peut s’adapter au cas ou F = C ou H sans difficulté.

8.1.4 Lemme Soient A, B € Sym(n,R).

(i) zn: tr(A(E;; + Ej;)BE;;) = tr(AB) + tr(A)tr(B).

3,j=1

(ii) z": tr(AE;)tr(B(E;j + Ej;)) = 2tr(AB).

2,j=1
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Dans la relation ci-dessus prenons v = E;; + Ej;, v = Ej;;. En effectuant
la somme sur i et j nous obtenons

E(tr(Rz(x))) + E((trRz(x))Q) — 4vE<tr(a:Rz(x))).
En utilisant 'égalité
tR.(z) = 2(2] — 7)™ = 2Ru(x) — I,
le membre de droite s'écrit
E(tr(sz(x))> = 2E(trR.(x)) — E(tr]).
Le relation sécrit finalement
E(tr(R.(2)?) ) + E((rR-(x))") + 4ny = 472E (xR, (x),
ou
8.1.5 Lemme
n’E(g(z)?) — 4nyzG(z) + 4ny = —E(tr(R.(2)?)).
Apres changement d’échelle cette relation s'écrit
Fa(2)? = dvzfalz) + 47 = Ga(2)? = 472Ga(2) + 4y
= & ((B) — (E((62)) — (Eulo())").

La notation &,, que nous avons introduite dans le chapitre 7, désigne ’espé-
rance relativement la probabilité

Pp(dz) = é’ie_mtr(“’j).

n

Nous devons maintenant montrer que le second membre tend vers 0 quand
n tend vers 'infini. Des inégalités suivantes

1
IR < = tr(A)] < n]lAl,

<

il résulte que
[€a (tr(R2))| <
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et ]
lim —&,(tr(R?)) = 0.

n—oo N,

Il reste donc a montrer que

lim (5n((g<z)2) - <5n(g(z)))2) 0.

n—oo

Si ¢ est une variable aléatoire a valeurs réelles ou complexes, on définit
la variance de ¢ par

V(p) = E(le- IE(@)I)

— [ lo(a) - Blo)PR(d2).

Notons les deux propriétés élémentaires suivantes :

Vip) =E(lel*) - [E(»)I,
et
[E(¢*) — E(p)?| < V(p).
Nous allons évaluer la variance de la variable aléatoire g(z) = 2tr(R.) :

Va(9(2)) = Ea(l9(2)]*) = [G(2)P,

(V,, désigne la variance associée a la probabilité P,.) et montrer que, apres
changement d’échelle, si y = Imz > yo > 0,

Vn(g(z>) < —-

n

(V,, désigne la variance associée a la probabilité P,,.)
Nous allons appliquer une deuxieme fois le lemme 8.1.3 en prenant
o(z) = tr((zl — x)'0))tr(((z2d —2)71),
ou z1,22 € C\ R, v € M(n,R). Sa différentielle est donnée par

(Dp)z(u) = tr((zJ — x)_lu(zll—x)_lv)tr«zﬂ — x)_l)
tr((z1f — z) o) tr((z2d — 2) u(z —z)7h).

Du lemme 8.2.3 on déduit la relation

E (tr(RzluRzlv)tr(RZQ)) +E (Rzlv>tr<Rzg uR, ))
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= 29E (tr(R.,v)tr(R., ) tr(zu)).

Comme ci-dessus on prend v = E;j + E;; et v = Ej;, et en effectuant une
sommation sur ¢ et j on obtient

E(tr(R2)tr(R.,)) + E((trR., )*tr(R.,)) + 2E(tr(R., R2))
= 4yE(tr(R.,2)tr(R.,)).

En utilisant a nouveau 'égalité R, x = 21 R., — I, on peut réécrire le dernier
terme :

E(tr(R.,2)tr(R,)) = E(tr(z1Rs, — Itr(Rs,))
= —nE (trRzg) + ZlE(tr(RZ1 )tr(RZQ))
(8.1)

Finalement
8.1.6 Lemme

InyG(zy) — 4n2721]E(g(21)g(22))
= —n3E(g(zl)2g(22)) — nE(tr(Rzl)g(@)) - QE(tr(Rlei)).

La relation du lemme 8.1.5 peut s’écrire
dny — dny2G(z) = —n’E(g(2)?) — E(tr(R?2)),
et celle du lemme 8.1.6, en prenant z; = z, 25 = Z,

4n*yG(z) —4n’zE(lg(2)")
= —n’E(g(2)%g(z)) — E(tr(R2)g(z)) — 2E(tr(R.R2)).

Multiplions la premiere relation par nG(z), et retranchons-lui la deuxieéme.
Nous obtenons au premier membre

1027z (E(Ig(2)?) = IG(2)?) = 4n*y2Varn (g(2)).

et le deuxieme membre est la somme des trois termes suivants

T = n?’E(g(Zf(ﬁ—E(ﬁ)))
_E

(D))

T, = nE(tr(Ri)(g(z)

Ty = 2E(tr(R.R2)).
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(a) Majorons le terme T;. En écrivant

E(o( (o0 - EG)) ) = E(s2lot:) - B(o() )

et en utilisant les inégalités

—

tr(A) <nllAll, R|l < =, [g(2)] <

<@
< | =

on obtient .
|T1‘ < 277,3;Vn(g(2))

(b) Pour majorer le terme 75 on utilise I'inégalité de Schwarz :

ol < ny/E((R2)2)y/Va(9(2))

< 2/ Va(9(2)).

(c) Le terme T3 se majore simplement :

2
T3] < y—fj

Finalement, en posant

on obtient
n 2

2n?
2 2
dnyv;, < ?vn + Evn + E.
Nous effectuons maintenant le changement d’échelle qui revient,
rappelons-le, a changer v en n-v,



et nous obtenons

Pt S R .
T = 202" Any3 " 2n2yt
Supposons y > yp = Lv’ alors
1 1 1
~9 ~92 ~
v < =0+ —0, + —,
T2 Any, 2n2y32
ou
o 1 . 1
0 v ,
" 20y U nPyp
ce qui s’écrit
- 1 -
(nyota)” < 5(ngodn) + 1
Par suite
. Q@
Un S R
Yo

ou « est la racine positive de I’équation

1
X2—§X—1:O.

(a ~1,28.)
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Chapitre 9

DETERMINANT DE
FREDHOLM

9.1 Equation intégrale de Fredholm

Soit (X, p) un espace mesuré tel que p(X) < co. On considere I'équation
intégrale de Fredholm suivante

() — A /X K (e y)o(y)uldy) = f(2).

On suppose que K est un noyau mesurable borné sur X x X, et que la
fonction f est mesurable bornée. La fonction cherchée ¢ est aussi mesurable
bornée. Pour A\ petit on peut résoudre cette équation par la méthode des
approximations sucessives. Pour cela on définit la suite des fonctions u,, par
récurrence comme suit : ug(z) = f(z), et

f(@),
trn(a) = [ Koy uldn)
Posons M = sup | K (z,y)|, alors
Jun ()] < (Mp(X))"[|f |-

Ainsi si )
Al < ,
A< A
la série -
p(z) =Y Ny (x)
n=0



converge uniformément sur X. C’est 'unique solution de ’équation intégrale.
On définit les noyaux itérés K™ par récurrence en posant K = K, et

K (z,y) = /X Ko (1, 2) K (2, ) d2).

La série
(o0}

D(z,y; A) = A" TK™(x,y)

n=1

converge uniformément sur X x X pour

1

Al < Mu(X)

Sa somme I'(x, y; A) est appélée noyau résolvant car la solution ¢ est donnée
par

o) = f(x) + A / P,y A) ()l dy).

X

C’est une fonction holomorphe dans le disque |A| < 1/(Mu(X)). Nous allons
voir qu’elle admet un prolongement méromorphe a C.

9.2 Déterminant de Fredholm

Soit K un noyau défini sur X. Suivant Fredholm on utilisera la notation

suivante : si x1,..., %y, Y1,...,Y, sont des points de X,
X1 T ... Tp
K( VoY e Un ) = det (K (24 95)) oy -

Le déterminant de Fredholm de I — AK est défini par
D()) = Det (I — \K) = 1— )\/ Koy, 20)p(dzs) + - -
X

o K(m T %>M(dm)u(dm)...u(dmn)+---

n! 1 To ... Tn
(9.1)

9.2.1 Proposition La série  converge  pour tout A, et
D()) est une fonction entiére de \.

122



9.2.2 Lemme (Inégalité de Hadamard) Soit A = (a;;) une matrice
nxXn a coefficients complexes. Notons Ay, ..., A, les vecteurs colonnes de A.

Alors
|det A] < [[Aq]] -+ || Anl,

ou ||A;|| désigne la norme euclidienne de A;,

1Al = flaygl? + -+ a2

Démonstration.
Remarquons d’abord que les deux membres de I'inégalité ne changent pas
si on multiplie la matrice A a gauche par une matrice unitaire U :

| det(UA)| = |det 4],
et, puisque (UA); = UA;,,
WA = [|4;]-

Or on peut trouver une matrice unitaire U telle que UA soit triangulaire
supérieure, et dans ce cas I'inégalité est simple a vérifier.
OJ

Cette inégalité a une interprétation géométrique simple. Elle signifie que
le volume du pavé construit sur les vecteurs Ay, ..., A, est inférieur ou égal
au produit de leurs longueurs. Il y a égalité si les vecteurs sont orthogonaux.

On déduit de cette inégalité la suivante : si B = (b;;) est une matrice
hermitienne définie positive, alors

det B S b11b22 cee bnn
En effet il existe une matrice A = (a;;) telle que B = A*A, et alors

det B = |det AJ?
by = 3 layl =4
i=1

Démonstration.
Démontrons maintenant la proposition 9.2.1. D’apres I'inégalité de Hada-
mard,

’K<ZL’1 T ... ZL‘n)’S( /—nMQ)n:n%Mn
T B

X2
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Si a,, est le coefficient de A",
1 W n
lan| < up, = m?”L?M (n(X))".

La limite de
Un+1 1

- :\/n_ﬂ(lnL%)gMu(X)

est égale a 0. Du critere de d’Alembert il en résulte que le rayon de conver-
gence de la série entiere est infini.

O
Posons
D(z,y;\) =
K(x )+§:(_W K5 " ) udey) .. p(day)
Y — nl Jxn y w1 ...ox, )OI BT
9.2.3 Théoreme Le noyau
D(z,y; \)

est une fonction entiére de \, et, pour |\ < 1/(Mu(X)),

D(z,y; A)

L(z,y;\) = DOV

Ainsi le noyau résolvant se prolonge en une fonction méromorphe de A
sur C.

Démonstration.
La convergence se démontre ici aussi a l'aide de I'inégalité de Hadamard.
Le coefficient de A" est majoré en module par

LHMn—HM(X)n

Posons

Loz, y; A) = DAL (2, 5 A).

Le noyau I'y est bien défini pour [N < 1/(Mu(X)), et vérifie I'équation
intégrale

Po(e,y:\) = K(2.5)D() + A /X K (2, 2)To(z 33 \u(d=).
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Posons

o An(z,y),
n=0
0o )
by = 2V,
n=0 :

Notons que Ag(z,y) = K(z,y), et que ay = 1. En égalant les coefficients de
A" nous obtenons

An(z,y) = K(z,y)a, — n/X K(x,2)An_1(z,y)u(dz).

Posons aussi

Bn(x,y):/nK<x T x”),u(dxl)...u(d:cn).

Yy Ty ... Tp

Nous allons montrer que les deux suites de noyaux {4, } et {B,} vérifient la
meéeme relation de récurrence. Puisque

AO(xay) :K(xay>7 BO<:U7Z/) :K(.T,y),
il en résultera que, pour tout n,
An(z,y) = Bu(z,y),

et par suite que
1jO(‘ijv Y, A) = D<J;’ Y; )‘)

Développons le déterminant

r oxy ... Ty o\ T,y L1, L1) .- L1, T
K(y Ty ... xn)_ : : 5
K(zn,y) K(xn,z1) ... K(x,, z,)

par rapport aux ¢léments de la premiere ligne :

= K(x,y)K(xl x")—K(m,xl)K(xl T2 .- “”n)

Tl ... Ty Yy Ty ... Tp
++(_1)k+1K(£L‘,l‘k)K ( Ty T2 ... Tk Tyl --- Tp )
Yy T1 ... Tk—-1 Thyl -..- Tp
+"'+(—1)n+1K($,xn)K( Ty Ty ... In ) '
Yy r1T ... Tp-1
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En intégrant par rapport a xq, ..., x,, et en remarquant que

xn y T ... -1 Tgy1 ... Tp

_ (_1)k/ K (2, 2) By (2 y)u(d2),
X
nous obtenons

Bu(z,y) = K(z,y)a, — n/X K(z,2)Bn_1(z,y)p(dz).

Nous utiliserons dans la suite les notations suivantes :

. 1 Ty ... Tp
s0- 4 K ( noe )mdazl)...u(dxn),
T, = K™ (z, x)p(dz).
X
Notons que T,, s’écrit aussi
T, = K(zy,m9)K (29, x3) ... K(x, x1)p(dxy) . .. po(dxy,).
Xn
Avec cette notation
D) =) (-1)"Sx, (A €C).
n=0

9.2.4 Théoreme Au voisinage de 0,

D' ¢ n
By _—nZ:OTnH)\ .

Démonstration.
De la définition du noyau résolvant il résulte que

/ [(x, z; Np(dz) = ZTn+1/\”.
X n=0

D’autre part, d’apres le théoreme I111.2.3,

D(z,z:\)

D(x,z;\) = DOV
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En intégrant teme a terme la série

D, ) —
K@gﬁ+§iﬁyn/nK(i 2:: Z)uumy”mwdgm
nous obtenons
A}X%%AMM@ ::ﬂ+§ip@%n+n&ﬁgn
o,

Ainsi

O

Terminons cette section par deux propositions qui seront utilisées au cha-
pitre 10. Nous laissons au lecteur le soin de les démontrer.

9.2.5 Proposition Soit {K;} une suite de noyauxr mesurables bornés sur
X wvérifiant
lim Kj(z,y) = K(z,y) (Vz,y € X).

Jj—00
On suppose qu’il existe une constante M telle que, pour tout j,
|Kj(z,y)] < M.
Alors, pour tout A € C,
lim Det (I — AK;) = Det (I — \K),

J—o0

la convergence étant uniforme en A sur tout compact de C.

Soient (X, p) et (Y, v) deux espaces mesurés tels que u(X) < oo, v(Y) <
oo. Soit ¢ : X — Y une application mesurable. On suppose qu’il existe
une fonction mesurable bornée h définie sur X telle que, pour toute fonction

fe EI(Y,V),
LﬂWM@zAJW@M@MM)

9.2.6 Proposition Soit K un noyau mesurable borné sur' Y. Notons K le
noyau défini sur X par

K(z,2") = K (p(x), p(2") ) h(2").
Alors
Det (I — AK) = Det (I — \K).
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9.3 Noyaux de rang fini

Un noyau de rang fini est un noyau de la forme
K(z,y) = Z fi(@)g:i(y).
i=1

Nous supposerons que les fonctions f; et g; sont mesurables et bornées, et
que les fonctions fi,..., f, sont linéairement indépendantes dans L*(X, p).
L’opérateur L associé a K,

wmzémemwwx

est de rang fini. Son image est contenue dans le sous-espace Ey engendré par
les fonctions f1, ..., f,. Notons Ly la restriction de L a Ej,

LO . EQ — E().
La matrice A = (a;;) de Lo dans la base {f1,..., f,} est donnée par

aij = /X FiW)gi(y)u(dy).
9.3.1 Théoreme Pour tout A € C,
Det (I — AK) = det(I — ALy).

Par suite
n

det(] — ML) = Y (—1)"S,,\™

m=0

Démonstration.
Calculons d’abord la trace de Ly :

(L) = Sai= [ Hle)a@ntin)

_!AK@@MM%J}

Les noyaux itérés K™ sont aussi de rang fini, et 'opérateur asssocié a K (™
est égal a L™. Par suite

tmm:AKW@mmmam

Posons
F(X\) = det(I — ALy).
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9.3.2 Lemme Au voisinage de 0,

];8)) = —n;)tr(Lg”l))\m.

La démonstration de ce lemme est laissée au lecteur.

D’apres le théoreme 9.2.4, au voisinage de 0,

D'\« m
By _—;Tmﬂx .

Par suite, au voisinage de 0,

Puisque D(0) = 1 et F(0) = 1, il en résulte que D(\) = F(X) pour tout
reC.
O]

Remarques
Notons ay, ..., q, les valeurs propres de LY, chacune étant comptée un
nombre de fois égal a sa multiplicité. Alors

S = om(aq, ..., an),

ou o, est la fonction symétrique élémentaire définie par

om(ag, ..., an) = Z Qjy ...y,

1< m

De plus
T = smlai, ..., ),

ou S, est la somme de Newton
m m
Sm(,...,an) =a + -+

Le nombre S, s’exprime aussi comme une somme de déterminants mi-
neurs extraits de la matrice A de Ly,

Sm=>_mi(A),
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ou I C {1,...,n}, et my(A) est le mineur correspondant de A : si [ =

{jla R 7jm}7
mi(A) = det (ajkj/z)

1<k <m’

Il est possible d’établir le théoreme 9.3.1 en montrant que

%/){K(ii - iz>u(dx1)...u(dxm):;ml(,4),

Voir : N.M. Katz, P. Sarnak, Random matrices, Frobenius eigenvalues, and
monodromy, A.M.S., p.142-143.
Le nombre S,,, s’écrit aussi

Sm = tr(AmLo),
ou A" Lg est 'endomorphisme de A" Ej associé a Ly,

A" Lo(vr A -+ Avm) = (Lovr) A+ A (Lov) (V15 s U € Ep).

Nous considérons maintenant le cas particulier ou les fonction f1,..., fa
sont orthonormées dans L*(X, i), et g; = f;

K(z,y) = Z fz(w)m

L’opérateur L de noyau K est le projecteur orthogonal sur le sous-espace Fj.
Légalité L2 = L sécrit

KO(z,y) = /X K (2, 2)K (2, y)uldz) = K (x,y).

Par suite

Det (I — AK) = (1 — \)" = i(—l)m(”)w,

Sm = :1 :m!nnim!
() = 70

sim <mn,et0sim>n. Ainsi

/mK(xl xm)u(dm)--'ﬂ(dwm):L

Ty ... T (n—m)!

et

sim < n, et =0 si m>n. Notons aussi que, pour tout m, 7,, = n.
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9.4 Opérateurs nucléaires

Terminons ce chapitre en énoncant sans démonstration quelques résul-
tats de base sur les opérateurs nucléaires. Soit £ un espace de Banach. Un
opérateur L sur E est dit nucléaire s’il peut se mettre sous la forme

(e e

Lv = Z<Ua fn>€n7

n=1

avec e, € E, f, € E' et
o0
> lenllllfall < oo
n=1

Supposons maintenant que £ = H est un espace de Hilbert séparable, et
soit L un opérateur nucléaire. Si {e,} est une base hilbertienne, la série
oo
Z(Len’en)

n=1

est absolument convergente et sa somme ne dépend pas de la base choisie.
Par définition ce nombre est la trace de L :

o0
tr(L) =Y (Lenlen).
n=1
Soit L un opérateur compact. L’opérateur L*L est alors autoadjoint positif
compact. Ses valeurs propres ), sont > 0. Les nombres p, = /), sont
appelés nombres caractéristiques de L. On démontre que L est nucléaire si et
seulement si

LI = pn < 00,
n=1

et que || - ||; est une norme sur 'espace vectoriel des opérateurs nucléaires.

Notons que
[tr(L)] < [| L}

Soit L un opérateur nucléaire. L’opérateur A™(L) agissant sur A™(H) est
aussi nucléaire, et
m L
A < I
Le déterminant de Fredholm de T'— AL (A € C) est défini par

D(\) = det(I —AL)

= 1+ i(—nmtr(/\mw))m (9.3)
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C’est une fonction entiere de A, et au voisinage de 0,

g&; =— ;Otr(mﬂ)w.

Supposons maintenant que L soit un opérateur a noyau agissant sur
L2(X, ),

wwzéK@wmm@y

Si K est de carré intégrable sur X x X, l'opérateur L est de Hilbert-Schmidt.
En général il n’est pas facile de déterminer si L est nucléaire. En particulier les
opérateurs associés aux noyaux mesurables bornés que nous avons considérés
dans les deux premieres sections ne sont pas nucléaires en général.

Supposons de plus que X soit un espace topologique compact, et que u
soit une mesure bornée sur X de support égal a X. Soit K un noyau continu
hermitien :

K(y,z) = K(z,y),
et de type positif :
Vri,...,x, € X, Veu, ..., ¢, € C, Z K(z;,z;)cic; > 0.
ij=1

L’opérateur associé L est alors autoadjoint positif et compact. Soit {p,}
une base hilbertienne de fonctions propres, et soient A, les valeurs propres
associées :

Ame%@wsz%m.

9.4.1 Théoreme (Mercer) Soit K un noyau continu hermitien de type
positif.
(i) Pour z,y € X

K(z,y) = Z )‘ngon(x)SOn—(y);

la convergence étant absolue et uniforme sur X x X.
(ii) L’opérateur L est nucléaire et

tr(L):/XK(:U,a:)/L(d:U).
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Pour un tel noyau la définition de Det (A — K') que nous avons donnée
dans la section 2 et la définition de det(I — AL) que nous venons de donner
coincident :

Det (I — AK) = det(I — AL).
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Chapitre 10

ASYMPTOTIQUE DES
PROBABILITES A,(m, B)

10.1 Les probabilités A,(m, B)

On se place dans les hypotheses de la section 3 du chapitre 3, et on utilise
les notations qui y ont été introduites. Soit B un ensemble borélien borné
de R. Pour 0 < m < n on note A, (m, B) la probabilité pour que la matrice
hermitienne z ait exactement m valeurs propres dans B. Pour m = 0, c’est
la probabilité pour que B soit un ‘trou’ dans le spectre de x.

10.1.1 Proposition
A,(0,B) = Det 5(I — K,,),

ou l'indice B signifie que le noyau K,,

n—1
Kn(s,t) = ils)en(t),
k=0
est restreint a B x B.

Démonstration.
Soit x la fonction caractéristique de B. Alors

A,(0,B) = / H(1 ~ X)) @Ay An)dA - d.
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Plus généralement nous allons calculer

n

Az) = / LT = 2xO0)) (A, A)dAs - d,.

Jj=1
Les fonctions symétriques élémentaires sont notées oy, ..., 0,
or(ag,...,a) = a3+ ay,
0'2(/\1,...,O{n) = E ;0 ,
i<j
on(Qy, .. ) = Q1...q.

De la relation
H(l —z205) =1 — 012+ 0922 + -+ (=1)"0, 2"
j=1

on déduit que

n

10— 2x() = S (-1" o (M), . x(A)).

j=1 k=0

Calculons maintenant l'intégrale de chacun des termes de cette somme. En
tenant compte de la symétrie de la fonction ¢, nous obtenons

/n Jk(X()\l), e ,X()\n))qn()\l, o A)dAL L dA,
_ (Z) /nx()\l)...X()\k)qn()\l,...,)\n)d)\l...d/\n,

qui peut s’écrire a I’aide de la fonction de corrélation Ry

1
= L RO A

On obtient finalement en utilisant une formule établie dans la démonstration
du théoréme 3.2.2 :

Alz) = ZTZ BkKn N A

135



10.1.2 Proposition

Démonstration.
Cette probabilité s’écrit

An(m,B):/ (S TIx) T~ 30 Jaulhr.. - Adddr A
R™ Y E icE j¢E

ou E parcourt ’ensemble des parties de m éléments de {1,...,n}. D’autre
part on peut établir la formule

(—diz)mili(l — za;) = ml! ;g%g(l - 20;).

Le résultat annoncé s’en déduit.

10.2 Polynomes et fonctions d’Hermite

Le polynome d’Hermite H,, est défini par

d

n 2
) e = 9ngn 4L
da:)

H, (@) = (-1

Rappelons que les polynomes d’Hermite sont orthogonaux relativement a la
mesure pu(dz) = e * dx :

/ H,(2)Hy(z)e " dx = 0 si m # n,
R

et que
d, = / H,(z)%¢ " dz = 2"nl\/T.
R

2

Du développement de Taylor de la fonction f(z) =e™*",

[e.9] (n)x ) o0
f(x—t)zzf '( V(i = e >

n
n=0

n

~+

Haa),

3
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on déduit I’évaluation de la fonction génératrice
tr 27t —t2
w(z,t) = —Hy(x) ="

Ainsi

1l
n=0 j=0 J: k=0
et par suite
[n/2] nl
Hy(z) =) (—1)f = (20)" %,
(z) k:0< s TATIC

De cette expression on déduit que
H)(z) =2nH,_1(z).

Notons que

2n)!
1,(0) = (-1 2 1y, 0) =0,
et que
. (2n 4+ 1)!
Hy,(0) =0, Hy, ,(0)=2(-1) -
La fonction génératrice vérifie I’équation difféentielle
ow
20 — 2t
5 = (20— 2tw.
Par suite
e tn—l tn tn—‘rl
A Hw) -2 D)+ 2 H,(x) = 0.
2 G ) T2 ) ¢ Z ar e

En considérant le coefficient de ¢ on obtient

H,1(x) —22H,(z) + 2nH,_1(z) = 0.

La fonction d’Hermite ,, est définie par
1 2

n(T) = e 2 H,(x).

on () N (z)

Les fonctions d’Hermite constituent une base hilbertienne de L?(R). Le noyau
de Christoffel-Darboux est défini par

Kulw,) = Y on@)anly) = =3 Z L HL(0) Hily)
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10.2.1 Proposition

\/E en(2)0n-1(y) — Ln-1(2)n(y)
2 T —y
Kn($’x> = n@pnfl(x)2 - n(n - 1)9071(55)907172(:5)'

K, (z,y)

Y

Démonstration.
D’apres la proposition 1.4.2

2 et o) Haea(9) = Hooa(2) Haly)

Kn 5 =
(z,y)=e i pr—y

Pour les polynomes d’Hermite, d’apres ce qui précede, o, = 1, d,, = 2nd,,_;.
La premiere formule annoncée s’en déduit. La proposition 1.4.2 indique aussi

que
20p—1

K,(z,r)=¢"" (H),(z)Hy-1(z) — Hy(x)H,,_(x)).

n—1
En utilisant la relation
H!(x) =2nH, ()

on obtient la deuxieme formule annoncée.

O

10.3 Comportement asymptotique des fonc-
tions d’Hermite

Nous allons déterminer le comportement de ¢, (z) lorsque n tend vers
I'infini et x vers 0 de telle sorte que z4/n ait une limite. Pour cela nous allons
utiliser le fait que la fonction ¢,, vérifie une équation différentielle linéaire du
second ordre.

10.3.1 Proposition La fonction d’Hermite @, est solution de l’équation
différentielle
u” + (2n + Du = 2%u.

Démonstration.
On sait que
Hyi(x) —22H,(x) + 2nH,—1(x) = 0,
H! (z) =2nH, 1(x),
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donc
H,1(z) — 2zH,(z) + H) () = 0.

En dérivant cette relation on parvient a
H)(z) — 2zH) (x) + 2nH,(x) = 0.

En écrivant )
H,(x) = \/dne%gon(x),
on parvient a
on(x) + (2n + Dpn(z) = 2%pn(x).

10.3.2 Proposition

Spn(x) = Qay Cos(\/mm - ng) + Tn(m),

avec

)] <~ a2,
T 0BV F 1
Sin = 2m,
(2m)! 1
m — m 0) =—" s
%) P2 ( ) m| de
et sin=2m+1,
1 @m+1) 1 1
Qomi1 = Py, 1(0 =2 )
amt+1 = Popmy1(0) T3 m! \/deH JIm 13

Quand n tend vers l’infini

Démonstration.
Soit © une solution de

u” + (2n 4 1Du = 2*u.

Posons g(z) = z?u(x). En résolvant 'équation différentielle a coefficients
constants
u' + (2n+ u = g(z),
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on obtient

Sin(\/Qn + 1£L')
Van+1

9(y)dy.

u(z) = w(0)cos(v2n + 1z) +u/(0)

+/5‘ sin(v2n + 1(z — y))
0 \/2n+1

Notons r(x) cette intégrale. D’apres l'ingalité de Schwarz

rl < < ([ ) ([ wtoran)”

et, si u est de carré intégrable,

(@) (dy) " Jal.

1 1 / e
Sl L ([,
V520 + 1\ Jy
La proposition s’en déduit. L’estimation de «, s’obtient en utilisant la formule
de Stirling,
nl ~ 2"t ze
Chemin faisant on obtient 1’équivalent
dy ~ (20)" T2,

OJ

10.4 Comportement asymptotique des pro-
babilités A(m, B)

On considere la mesure de probabilité définie sur H,, par

1
P(dx) = a—e’tr(”2)m(dx),

c’est a dire que, avec les notations de la premiere section de ce chapitre,
Q(t) = t2.

Rappelons que A, (m, B) est la probabilité pour que la matrice hermitienne
x ait m valeurs propres dans ’ensemble borélien B C R. Soit K le noyau
défini par
sin(§ — )

E—n

3 =

K n) =
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10.4.1 Théoreme Soit B C R un ensemble borélien borné.
1
lim An<0, —B) — Det (I — K).
n—oo V2n B )

Démonstration.
D’apres la proposition 10.2.1,

A, (0, — Det 1 4(I — Ky),

1
—B) n
V2n 2n
et, d’apres la proposition 9.2.6,

Det 1 (I — K,) = Det p(I — K,,),

V2n
o e e (L 1y

D’apres la proposition 10.3.1,

_ ﬁg— (%%_ns)%l(%_nn) — o=

De la proposition 10.4.2 il résulte que
lim K,(€,m) = K(&,m),
et qu’il existe une constante M > 0 telle que
Vi, |K.(&n)] <M.
Ainsi, d’apres la proposition 9.2.5,

lim Det g(I — K,) = Det g(I — K).

n—oo

10.4.2 Corollaire Soit B un ensemble borélien borné de R.

nh_)rglo A, (m, %B) = %(—%)mDet (I —zK)
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Démonstration.
D’apres la proposition 10.1.2

A, (m, \/%_nB) - i(—i)mDet (I — 2K,

Et d’apres la proposition 9.2.6,

Det 1 5(I — 2K,) = Det (I — 2K,,).

V2n

Puisque -
lim K (&) = K(&n),

et qu’il existe une constante M telle que
vn, [K.(§n)| < M,
il résulte de la proposition 9.2.5 que, pour tout z € C,

lim Det (I — 2K,,) = Det p(I — 2K),

n—o0o

la convergence étant uniforme sur tout compact de C. Par suite

lim (—d%)"[)et sl —2K)| = (—di)”Det 5(I — 2K)

z

z=1

O

Le noyau K est de type positif. C’est en effet la limite des noyaux K,, qui
sont de type positif. On peut aussi le voir directement. En effet

. 1 1 '
S11n 5 — = / e’Lt£ dt,
S

et par suite

N 1 1 N ' )
> K& &)eser = 2—/ 1D eelTdt > 0.
Jk=1 T/ 5T

Prenons B = [—0,0] (0 > 0). L’opérateur L défini sur L?*([—0, 6]) par

Li(E) = / K&y

142



est autoadjoint positif et compact. Notons
a2 > ... 2> >0

ses valeurs propres (chacune étant répétée un nombre de fois égal a la dimen-
sion du sous-espace propre correspondant). L’opérateur L est méme nucléaire,

donc
oo
E o < 00.
k=1

Le déterminant de Fredholm de K s’exprime a l'aide des valeurs propres de
L:

Det (g 0(I — 2K) = det(I — zL) H (1— zoy).
k=1
Par suite

(1 — Oék).

Tr
gB
s
VS
o
9~
S
\.%
9~
S
=,
N——
I
—1#
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