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IV. Groupes de Lie « classiques »

Application exponentielle de gl(n,C) dans GL(n,C)

On considère dans les deux premiers exercices un groupe de Lie réel G d’algèbre de Lie g.
On rappelle que l’application exp: g→ G est C∞ et déterminée par les conditions :

exp((s+ t)X) = exp(sX) exp(tX) pour s, t ∈ R et X ∈ g, et, d
dt

(
exp(tX)

)
t=0

= X pour X ∈ g.(∗)

Elle vérifie : exp(X + Y ) = expX expY quand X,Y ∈ g et [X,Y ] = 0.

1) On note : m : G×G→ G
(x, y) 7→ xy

, ainsi que (g · ) : G→ G
x 7→ gx

et ( · g) : G→ G
x 7→ xg

. pour g ∈ G.

a) Soient a, b ∈ G, u ∈ TaG et v ∈ TbG.
Démontrer que : T(a,b)m·(u, v) = ub+ av, où ub := T ( · b)·u et av := T (a · )·v.

b) Soient M une variété C∞ et a, b : M → G. On pose (ab)(x) = a(x) b(x) pour x ∈M .
Soit x ∈M . On suppose que a et b sont différentiables en x.
Déduire du (a) que : Tx(ab)·h = (Txa·h) b(x) + a(x) (Txb·h) pour tout h ∈ TxM .

2) On fixe X ∈ g.
a) Sachant que 1−e−z

z =
+∞∑
n=0

(−z)n
(n+1)! pour z ∈ C \{0}, on note : 1−e− adX

adX :=
+∞∑
n=0

(− adX)n

(n+1)! .

Démontrer que : TX exp = T1((expX) · ) ◦ 1−e− adX

adX .

Indication : l’application ϕ : t 7→ (T1((exp(tX)) · ))−1◦t TtX exp vérifie pour tous s, t ∈ R
l’égalité ϕ(s+t) = exp(−t adX)◦ϕ(s)+ϕ(t), donc ϕ est solution de l’équation différentielle
linéaire u′(s) = − adX ◦ u(s) + idg et u(0) = 0 d’inconnue u : R→ gl(g).

b) En déduire que la différentielle de exp en X est bijective si et seulement si les valeurs
propres de adX dans C sont dans (C \ 2iπZ) ∪ {0}.

3) a) Démontrer que l’application exp: gl(n,C)→ GL(n,C) est surjective.

b) Soit X ∈ gl(n,C). Démontrer que la différentielle de exp en X est bijective si et seulement
si on a λ− µ /∈ 2iπZ pour toutes valeurs propres distinctes λ et µ de X.

4) a) Soit O un ouvert de C. On note : UO = {X∈M(n,C) | ∀λ valeur propre de X λ ∈ O}.
Démontrer que UO est un ouvert de M(n,C).
Indication : étant donné X0 ∈ UO, on a X − λI = (X0− λI)(I + (X0− λI)−1(X −X0))
quand X ∈M(n,C) et λ ∈ C\O.

b) On pose : A = {λ ∈ C | |Imλ| < π} et B = {λ ∈ C | λ /∈ R−}.
Démontrer que l’application exponentielle se restreint en un difféomorphisme de l’ouvert
UA de gl(n,C) sur l’ouvert UB de GL(n,C).
Indication : on obtiendra l’injectivité de cette restriction en utilisant la décomposition de
Jordan X = Xs +Xn d’un X ∈ gl(n,C).

(∗) • Soit X∈ g. On définit un champ de vecteurs AX sur G en posant AX(g)=T1G(g · )·X pour g ∈ G et X ∈ g.
Le flot ΦX de AX est l’unique application C∞ d’un ouvert Ω =

⋃
x0∈G

(Ix0× {x0}) de R×G dans G telle que pour

tout x0 ∈ G l’application t ∈ Ix0 7→ ΦX(t, x0) est la plus grande solution de x′ = AX(x) en x0 à t = 0.
On pose γX =ΦX(·, 1G). Si s ∈ I1G , les applications γX et u : t ∈ I1G +s 7→ γX(s)γX(t− s) vérifient x′=AX(x)

et x(s) = γX(s), donc coïncident sur I1G ∩ (I1G + s). La possibilité de prolonger γX à I1G ∪ (I1G + s) en lui imposant
d’être égal à u dans I1G + s quand s∈I1G montre que I1G = R puis γX(s) γX(t− s)=γX(t) pour s, t ∈ R.

• On pose : expX = γX(1) pour X ∈ g. L’application exp est C∞ car (expX,X) = Φ(1, 1G, X) où Φ est le flot
du champ de vecteurs A sur G× g défini par : A(g,X) = (T1G(g · )·X, 0) pour g ∈ G et X ∈ g.

Si X ∈ g et s ∈ R, les applications γsX et t ∈ R 7→ γX(st) vérifient x′ = AsX(x) et x(0) = 1G, donc sont égales. en
particulier en t = 1, ce qui s’écrit exp(sX) = γX(s). D’où : exp((s+ t)X) = γX(s)γX((s+ t)−s) = exp(sX) exp(tX)
pour s, t ∈ R et X ∈ g, et d

dt

(
exp(tX)

)
t=0

= γ′X(0) = AX(γX(0))) = X pour X ∈ g.



Décompositions polaires des groupes classiques

On va considérer dans cette partie un groupe « classique », c’est-à-dire un groupe parmi :
GL(n,R), SL(n,R), GL(n,C), SL(n,C), GL(n,H) ⊆ GL(2n,C), SL(n,H) ⊆ GL(2n,C) ; OR(Ip,q),
SOR(Ip,q) ; OC(In), SOC(In) ; Sp(2n,R) = OR(Jn) = SOR(Jn), Sp(2n,C) = OC(Jn) = SOC(Jn) ;
UC(Ip,q), SUC(Ip,q) ; UH(Ip,q) = SUH(Ip,q) ⊆ GL(2(p+ q),C), UH(jIn) = SUH(jIn) ⊆ GL(2n,C).

On notera également : S(O(p)×O(q)) := {(a, d) ∈ O(p)×O(q) | (det a)(det d) = 1}
et S(U(p)× U(q)) := {(a, d) ∈ U(p)× U(q) | (det a)(det d) = 1}.

5) On pose :
H = {X∈M(n,C) |X hermitienne} et H+= {g∈GL(n,C) | g hermitienne définie positive},
S = {X∈M(n,R) | X symétrique} et S+= {g∈GL(n,C) | g symétrique définie positive}.
a) Démontrer que H+ (resp. S+) est une sous-variété C∞ de GL(n,C) (resp. GL(n,R)) et

que l’application exp se restreint en un difféomorphisme de H sur H+ (resp. S sur S+).

b) Soit g ∈ GL(n,C). Monter qu’il existe un unique (u, h) ∈ U(n)×H+ tel que g = uh.

c) Démontrer que les applications U(n)×H → GL(n,C)
(k,X) 7→ k expX

et 0(n)× S → GL(n,R)
(k,X) 7→ k expX

sont

des difféomorphismes.

6) Soit G ⊆ GL(m,C) un groupe classique. On pose : g = LieG, K = U(m)∩G et P = H∩g.
a) Démontrer que l’application K ×P → G

(k,X) 7→ k expX
est un difféomorphisme.

b) En déduire que K est un sous-groupe compact maximal de G.

c) Démontrer que K est isomorphe à l’un des groupes suivants : O(m), SO(m), O(p)×O(q),
S(O(p)×O(q)) ; U(m), SU(m), U(p)× U(q), S(U(p)× U(q)) ; Sp(m), Sp(p)× Sp(q).

Topologie des groupes classiques

7) On admet que la sphère unité Sn de Rn+1 est simplement connexe quand n ≥ 2.
Démontrer que :
– SO(n) est connexe quand n ≥ 1 ;
– SU(n) et Sp(n) sont simplement connexes.
Indication : SUF(In) agit sur la sphère unité S de Fn (F = R ou C ou H) et le stabilisateur
du premier vecteur de la base canonique est isomorphe à SUF(In−1).

Groupe spinoriel : on admet qu’il existe un morphisme de groupes de Lie p : Spin(n)→ SO(n)
revêtement de noyau à 2 éléments, avec Spin(n) compact et simplement connnexe quand n ≥ 3.

8) Soit G un groupe classique. On note G0 la composante connexe de 1 dans G.

a) Déterminer le groupe quotient G/G0 à isomorphisme près.

b) Déterminer le groupe Π1(G, 1) à isomorphisme près.

9) Soit G ⊆ GL(m,C) parmi SL(n,C) (n ≥ 2), SO(n,C) (n ≥ 3), et Sp(2n,C) (n ≥ 1).
On pose : g = LieG, K = U(m) ∩G, k = LieK, et note K̃ le revêtement universel de K.
On se donne un g-module de dimension finie V et sa représentation π : g→ gl(V ).

a) Démontrer que k engendre le C-espace vectoriel g et que K̃ est compact.

b) Construire un morphisme de groupes de Lie ρ : K̃ → GL(V ) tel que Lie ρ = π k.

c) On admet qu’il existe une mesure positive finie µ 6= 0 sur K̃ avec ( · k)(µ) = µ pour k ∈ K̃.
Soit ϕ un produit scalaire sur V. On pose : 〈v, w〉 =

∫
K̃
ϕ(xv, xw) dµ(x) pour v, w∈V .

SoitW un sous-g-module de V . Construire un sous-g-moduleW ′ de V tel que V = W⊕W ′.
(Il s’agit de la démonstration du théorème de Weyl pour g par le « unitarian trick ».)


