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VI. Algèbre enveloppante

1) Soit g une algèbre de Lie de dimension finie sur K = R ou C.

a) Montrer que dim(U(g) ·u)<+∞ si u ∈ U(g), où U(g)
alg.
ass.−→gl(U(g)) prolonge ad: g

alg.
Lie−→gl(U(g)).

b) Soient u, v ∈ U(g) tels que uv = 0. Démontrer que u = 0 ou v = 0

c) On munit U(g)⊗K U(g) d’une structure d’algèbre par : (u⊗ v)(u′ ⊗ v′) = (uu′)⊗ (vv′).

Démontrer qu’il existe un morphisme d’algèbres unifère ∆: U(g)→ U(g)⊗KU(g) unique
tel que ∆X = X ⊗ 1+ 1⊗X pour X ∈ g, puis que g = {u ∈ U(g) | ∆u = u⊗ 1+ 1⊗ u}.

Indication : remarquer que sym(Sn(g)) = Ker(m◦∆−2nid) où m est le produit de U(g).

2) a) On note n0 := L(X1,X2,X3)/i, où i est l’idéal engendré par {[U, [V,W ]]}U,V,W∈L(X1,X2,X3).

Démontrer que : dimn0 = 6.

b) Soit n une algèbre de Lie de dimension 3 telle que [n, [n, n]] = {0}.

Démontrer que n est isomorphe à un quotient de n0.

Algèbre enveloppante de l’algèbre de Heisenberg

On note : h =
{
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︸ ︷︷ ︸

noté x1P1 + · · · + xnPn + y1Q1 + · · · + ynQn + tE

; x1, ..., xn, y1, ..., yn, t ∈ R

}

« algèbre de Heisenberg ».

Ainsi h est une sous-algèbre de Lie de gl(n+ 2,R) dont la loi est déterminée par :

[Pi, Pj ] = [Qi, Qj] = 0 et [Pi, Qj ] = δi,jE quand 1 ≤ i, j ≤ n, avec E ∈ Z(h).

On pose : V = Vect(P1, ..., Pn, Q1, ..., Qn).
On munit VC de la forme bilinéaire anti-symétrique B définie par :

B
( n∑

i=1
(xiPi + yiQi),

n∑
i=1

(x′iPi + y′iQi)
)
=

n∑
i=1

(xiy
′
i − x′iyi) pour

(
(xi, yi, x

′
i, y

′
i)
)
1≤i≤n

∈ (C4)n.

Par conséquent : B(Pi, Pj) = B(Qi, Qj) = 0 et B(Pi, Qj) = δi,j quand 1 ≤ i, j ≤ n.

3) Déterminer le centre de l’algèbre enveloppante de h.

4) On note IU l’idéal bilatère de T (hC) engendré par {X ⊗ Y − Y ⊗X − [X,Y ] ; X,Y ∈ hC},
IW l’idéal bilatère de T (VC) engendré par {u⊗ v − v ⊗ u−B(u, v) 1 ; u, v ∈ VC},
et 〈E − 1〉U (resp. 〈E − 1〉T ) l’idéal bilatère de U(hC) (resp. T (hC)) engendré par E − 1.

On pose W := T (VC)/IW « algèbre de Weyl de V ».

a) Vérifier que l’application canonique de T (VC) dans T (hC)/ 〈E − 1〉T est bijective.

On note f l’application composée de morphismes canoniques
T (hC)→ T (hC)/ 〈E − 1〉T

∼
←− T (VC)→ W .

Démontrer que Ker f est l’idéal bilatère de T (hC) engendré par E − 1 et IW .

b) Vérifier qu’on définit une représentation ι de l’algèbre de Lie hC dans W en posant :

ι(v + tE) =
.

Ŕv + t1 pour v ∈ VC et t ∈ C.

On note ι̃ la représentation de U(hC) dans W qui prolonge ι.

Démontrer que ι̃(u) = f(a) lorsque a ∈ T (hC) se projette sur u ∈ U(hC) = T (hC)/IU .

Indication : Ker f est aussi l’idéal bilatère de T (hC) engendré par E − 1 et IU .

c) On se donne une base (v1, ..., v2n) de VC.

Démontrer que (v̇k11 ...v̇k2n2n )k1,...,k2n∈N est une base de W .

d) On note S = {x∈Rn 7→ A(x)e−π‖x‖2 ; A∈C[X1, ...,Xn]}, où ‖ ‖ est la norme euclidienne.

Vérifier qu’il existe une unique représentation π de hC dans S telle que :
π(E) = idS , π(Pi) =

∂
∂xi

et π(Qi) = (xi · ) quand 1 ≤ i ≤ n.

Démontrer que la représentation π̃ de U(hC) associée est irréductible de noyau 〈E − 1〉U .

Indication : remarquer que π(Pi + 2πQi)
(
A(x) e−π‖x‖2

)
= ∂A(x)

∂xi
e−π‖x‖2 .



Algèbre enveloppante de sl(n,C)

On pose g = sl(n,C) et choisit h =
{(

λ1
.

.

.

λn

)
; λ1, ..., λn ∈ C et λ1 +...+λn = 0

}
∈ Car(g).

On sait que la forme de Killing de g s’écrit κg = 2nB où B(X,Y ) := tr(XY ) pour X,Y ∈ g.

L’élément de Casimir associé à la forme bilinéaire g-invariante non-dégénérée B sur g vaut :

CB =
N∑
i=1

XiX̃i ∈ Z(U(g))

pour toute base (Xi)1≤i≤N de g, à laquelle on associe la base (X̃i)1≤i≤N de g telle que B(Xi,X̃j)=δi,j.

On a : R(g, h) = {λi−λj ; 1 ≤ i, j ≤ n et i 6= j}. On prend la base B := {λ1−λ2︸ ︷︷ ︸
α1

, ..., λn−1−λn︸ ︷︷ ︸
αn−1

}.

On a aussi : W (g, h) =

{(
λ1

.

.

.

λn

)
7→

(
λ
σ−1(1)

.

.

.

λ
σ−1(n)

)
; σ ∈ Sn

}
.

De plus : [Xλi−λj
,Xλj−λi

] = Hλi−λj
= Ei,i − Ej,j avec Xλi−λj

:= Ei,j ∈ gλi−λj pour i 6= j,

où Ei,j ∈M(n,C) a pour coefficients 1 à l’intersection de la ie ligne et je colonne, et 0 ailleurs.

5) Ici : n = 2, donc g = sl(2,C). On note : E =

souvent noté X︷ ︸︸ ︷
( 0 1
0 0 ), H =

(
1 0
0 −1

)
, F =

souvent noté Y︷ ︸︸ ︷
( 0 0
1 0 ), h = CH.

a) Déterminer les éléments de U(2)(g) qui sont dans le centre de U(g).

Indication : l’action adjointe de H sur F qHmEp donne un multiple de F qHmEp.

b) En déduire les éléments de S(2)(g) :=
⊕

0≤k≤2

Sk(g) qui sont annulés sous l’action de g.

c) On pose : Ω = CB = 1
2H

2 + EF + FE ∈ Z(U(g)) et W = {− id, id}.

Quelle est l’image de Ω dans S(h)W par l’isomorphisme µg,h d’Harish-Chandra ?

d) Quelle est l’image de Ω dans S(g)g par la réciproque λg de l’isomorphisme de Duflo ?

6) Ici : n = 3, donc g = sl(3,C).

On souhaiterait déterminer des éléments de degré 2 et 3 de S(g)g, et leur image dans Z(U(g)).

a) Que vaut CB ∈ Z(U(g)) ?

Calculer l’image µg,h(CB) de CB dans S(h)W (g,h).

b) On pose : P := (Hλ1−λ2
+Hλ1−λ3

)(Hλ2−λ3
+Hλ2−λ1

)(Hλ3−λ1
+Hλ3−λ2

) ∈ S(h)W (g,h).

Calculer l’image P̃ = res−1
g,h(P ) de P dans S(g)g.

Indication : relier P̃ à l’élément P̃0 de S(g)g tel que P̃0(λ) = detX quand λ = B(X, · ).

7) On se place dans le cas général : g = sl(n,C) avec n ≥ 2.

a) On note : det(T id−X) = T n+p2(X)T n−2−p3(X)T n−3+ ...+(−1)npn(X) pour X ∈ g.

Démontrer que p2, ..., pn appartiennent à S(g)g (on identifie g∗ à g à l’aide de B).

b) Démontrer que p2, ..., pn sont des générateurs algébriquement indépendants de S(g)g.

Indication : utiliser le théorème de restriction de Chevalley.


