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Passage aux formes réelles

Définition

Soit g̃ une algèbre de Lie complexe. On note g̃ R sa structure d’algèbre de Lie réelle.

(a) On appelle conjugaison de g̃ une application σ : g̃→ g̃ telle que pour X, Y ∈ g̃ et λ∈C :

σ(X + Y ) = σ(X) + σ(Y ), σ(λX) = λσ(X), σ([X, Y ]) = [σ(X, σ(Y )], et σ(σ(X)) = X.

(b) On appelle involution d’une algèbre de Lie réelle ou complexe g′ un automorphisme θ

de l’algèbre de Lie g′ tel que θ2 = id.

(c) On appelle forme réelle de g̃ une sous-algèbre de Lie g de g̃ R telle que g̃ R = g ⊕ ig,
c’est-à-dire l’ensemble des points fixes d’une (unique) conjugaison σ de g̃.

(c) On suppose g̃ semi-simple. On appelle forme réelle déployée de g̃ une forme réelle g

de g̃ qui a une sous-algèbre de Cartan déployée. On appelle forme réelle compacte de g̃ une
forme réelle g de g̃ qui est isomorphe à l’algèbre de Lie d’un groupe de Lie réel compact.

Proposition

(a) Soient u et g deux formes réelles d’une algèbre de Lie complexe g̃, d’involutions τ et σ.
On a : u est stable par σ si et seulement si στ = τσ, c’est-à-dire στ est une involution de g̃.

(b) Soit SC un ensemble de représentants des classes d’isomorphismes d’algèbres de Lie
complexes de dimension finie simples. Pour s ∈ SC, on fixe un ensemble SC(s) de représen-
tants des classes d’isomorphisme des formes réelles de s.
Alors un ensemble de représentants des classes d’isomorphismes d’algèbres de Lie réelles de

dimension finie simples est : SR := { s̃ R︸︷︷︸
distincts

} ∪
(union disjointe)

( ⋃
s∈ SC

(union disjointe)

SC(s)
)
.

Formes réelles et involutions

Proposition

Soit g̃ une algèbre de Lie complexe de dimension finie semi-simple.

(a) Soient h̃ ∈ Car g̃ et B une base de R(g̃, h̃). En particulier (Hα)α∈B est une base de h̃.

Pour chaque α ∈ R(g̃, h̃), on fixe Xα ∈ g̃α \{0}. Pour α, β ∈ R(g̃, h̃), on a :

[Xα, Xβ] =
{

Nα,β Xα,β si α+ β ∈ R(g̃, h̃) pour un certain Nα,β ∈ C \{0}
ou

0 si α+ β /∈ R(g̃, h̃) et α+ β 6= 0
.

On peut choisir (Xα)α∈R(g̃,h̃) satisfaisant la normalisation de Chevalley suivante :

[Xα, X−α] = Hα pour α ∈ R(g̃, h̃) et N−α,−β = −Nα,β lorsque α, β, α+ β ∈ R(g̃, h̃).
Dans ce cas : gd := VectR

(
(Hα)α∈B, (Xα)α∈R(g̃,h̃)

)
est une forme réelle déployée de g̃ et

gu := VectR
(
(iHα)α∈B, (Xα−X−α)α>0, (i(Xα+X−α))α>0

)
est une forme réelle compacte de g̃.

Les formes réelles déployées (resp. compactes) de g̃ sont conjuguées à gd (resp. gu) sous int g̃.

(b) Les applications d’une part qui à une forme réelle g de g̃ de conjugaison σ associe la
classe de στ après avoir fait le choix d’une conjugaison τ d’une forme réelle compacte stable
par σ (existe), et d’autre part qui à une involution θ associe la classe de la forme réelle k⊕p avec
k = {θX = X}∩u et p = {θX = −X}∩iu après avoir fait le choix d’une forme réelle compacte
u de g̃ stable par θ (existe), fournissent une bijection de (Autalg g̃)\{formes réelles de g̃} sur
int(Autalg g̃)\{involutions de g̃}.



Diagrammes de Dynkin ← [classification des s̃ R]

Définition

(a) Un graphe normé est un triplet (S,A, f) où S est un ensemble (« sommets »), A est une
partie de S formée d’ensembles à deux éléments (« arêtes »), et f : {(i, j) ; {i, j} ∈ A} → R

vérifie f(j, i) f(i, j) = 1 pour {i, j} ∈ A.

(b) Un isomorphisme d’un graphe normé (S,A, f) sur un graphe normé (S ′, A′, f ′) est une
bijection ϕ de S sur S ′ telle que f(A) = A′ et f ′(ϕ(i), ϕ(j)) = f(i, j) pour tout {i, j} ∈ A.

Proposition

(a) Soit g̃ une algèbre de Lie complexe. On note J la multiplication par i dans g̃.

On note g̃ l’algèbre de Lie complexe (isomorphe à g̃ par conjugaison) d’addition et de

crochet ceux de g̃, et de loi externe × par laquelle C agit sur g̃ déterminée par : λ ×X = λX.

Les algèbres de Lie complexes
(
g̃ R

)
C

et g̃×g̃ sont isomorphes par le morphisme d’algèbres

de Lie X + iY 7→ (X + JY,X − JY ) de réciproque (X ′, Y ′) 7→ 1
2
(X ′ + Y ′)− i

2
J(X ′ − Y ′).

(b) Soient g̃ une algèbre de Lie complexe de dimension finie semi-simple et h̃ ∈ Car g̃.

Pour chaque α ∈ h̃∗, on pose : g̃α := {X ∈ g̃ | ∀H ∈ h̃ [H,X ] = α(H)X}.

L’ensemble R égal à R(g̃, h̃) := {α ∈ h̃∗ \{0} | g̃α 6= {0}} est un système de racines
réduit dans VectR(α)α∈R. Il est irréductible si et seulement si g̃ est simple.

On fixe un produit scalaire ( | ) sur VectR(α)α∈R qui rend les w ∈ W (R) isométries.
Le diagramme de Dynkin associé à une base B de R est le graphe normé (B,A, f) tel que :

A := {{α, β} ; α, β ∈ B distincts et α 6⊥ β} et f(α, β) := (α|α)
(β|β)

pour {α, β} ∈ A.

(b) Soient g̃ et g̃′ des algèbres de Lie complexes de dimension finie semi-simples.

On se donne h̃ ∈ Car g̃, h̃′ ∈ Car g̃′, et des bases B et B′ de R(g̃, h̃) et R(g̃′, h̃′).
On a : g̃ R et g̃′ R sont isomorphes si et seulement si g̃ et g̃′ sont isomorphes, c’est-à-dire

si et seulement si les diagrammes de Dynkin de (g̃, h̃, B) et (g̃′, h̃′, B′) sont isomorphes.

Diagrammes de Satake ← [classification des SC(s)]

Proposition

Soit g une algèbre de Lie rélle de dimension finie semi-simple.
On se donne h = t⊕ a ∈ Car g maximalement déployée.

(a) On note R(g, a) :={λ ∈ a∗\{0} | gλ 6={0}} où gλ :={X ∈ g | ∀H∈a [H,X ]=λ(H)X}.
Donc R(g, a) est un système de racines, peut-être non réduit, dans a∗.

On a : g = Cg(a)⊕
( ⊕
λ∈R(g,a)

gλ
)

où Cg(a) := {X ∈ g | [X, a] = {0}}.

(b) On a : R(g, a) = {α a ; α ∈ R(gC, hC) et α a 6= 0} et (gλ)C=
⊕

α∈R(gC,hC)
et α a=λ

gα
C

pour λ∈R(g, a).

De plus : W (Rq(g, a)) = {w a ; α ∈ W (Rq(gC, hC)) et w(a) ⊆ a}.

On fixe une base B0 deR(g, a). On a︸ ︷︷ ︸
(exercice de Knapp)

: B0={α a;α∈B etα a 6=0} pour une base B deR(gC,hC).

(c) On note RI(gC, hC) = {α ∈ R(gC, hC) | α a = 0} et BI = {α ∈

(ci-dessus)︷︸︸︷
B | α a = 0}.

Donc RI(gC, hC) est un système de racines de base BI et Cg(a)C = tC ⊕
( ⊕
λ∈RI (gC,hC)

gα
C

)
⊕ aC.

De plus : W (RI
q(gC, hC)) = {w ∈ W (Rq(gC, hC)) | w a = id}

(d) Il existe une permutation involutive α 7→ α̃ de B\BI telle que : α− α̃ ∈ VectR(β)β∈BI
.

Le diagramme de Satake de (g, h) associé à B s’obtient à partir du diagramme de Dynkin
de (gC,hC,B) en reliant α et α̃ par une double flèche, et noircissant les sommets associés à BI .

(e) Soit g′ une algèbre de Lie rélle de dimension finie semi-simple, h′ ∈ Car g′ maximalement
déployée, et B′ une base de R(g′

C
, h′

C
). On a : g et g′ sont isomorphes si et seulement si les

diagrammes de Dynkin de (gC, hC, B) et de (g′
C
, h′

C
, B′) sont isomorphes par une bijection qui

échange au niveau des diagrammes de Satake les paires {α, α̃} et les sommets noircis.


