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On fixe un groupe de Lie réel connexe G dont l’algèbre de Lie g est semi-simple.

Sous-groupes de Cartan
Définition

(a) Soit h ∈ Car g. On pose :
CG(h) = {x ∈ G | ∀X ∈ h Ad x·X = X} « centralisateur de h dans G » ;
NG(h) = {x ∈ G | ∀X ∈ h Ad x·X ∈ h} « normalisateur de h dans G ».

On constate que H := CG(h) est un sous-groupe de Lie de G d’algèbre de Lie h.
On appelle H le sous-groupe de Cartan de G associé à h.

(b) Soit g̃ une algèbre de Lie de dimension finie sur R ou C.
On note int g̃ le sous-groupe de GL(g̃) engendré par les exp(adg̃X) avec X ∈ g̃.

Ainsi, lorsque g̃ est l’algèbre de Lie d’un groupe de Lie connexe G̃ on a : int g̃ = Ad G̃.

Proposition

(a) Le groupe W (G, h) := NG(h)/H s’identifie à un sous-groupe de W (R(gC, hC)) par le
morphisme de groupes injectif ẋ 7→ t((Adx) h)

−1 de W (G, h) dans W (R(gC, hC)).
On appelle W (G, h) le sous-groupe de Weyl de (G, h).

(b) Pour tous h1, h2 ∈ Car g, il existe gC ∈ int(gC) tel que : (h2)C = (Ad gC)((h1)C).
On appelle rang de g la dimension l commune aux sous-algèbres de Cartan de g.

Éléments semi-simples réguliers
Définition

(a) On note : g
s
= {X∈g | adgX est diagonalisables sur C} «éléments semi-simples de g»

et G
s
= {x ∈ G | AdG x est diagonalisables sur C} « éléments semi-simples de G ».

(b) On pose : det(λ id− adgX) = λn + Dn−1(X)λn−1 + ...+ Dl(X)λl pour X ∈ g,
et det(λ id−(AdG x− id)) = λn +Dn−1(x)λ

n−1 + ...+Dl(x)λ
l pour x ∈ G (n := dimG).

On note : Dg = Dl et g′ = {X ∈ g | Dg(X) 6= 0} « éléments semi-simples réguliers de g »,
DG = Dl et G′ = {x ∈ G | DG(x) 6= 0} « éléments semi-simples réguliers de G ».

Proposition

(a) Les parties g′ et G′ de g et G sont des ouverts denses de complémentaires négligeables.

(b) On a : g′ =
⋃

ḣ∈AdG\Car g

AdG·(h ∩ g′) ⊆ g
s
=

⋃
ḣ∈AdG\Car g

AdG·h où H︸︷︷︸
dans ce qui suit

:= CG(h)

avec W (G, h)\
(
G/H × (h ∩ g′)

) C∞

∼−−→AdG·(h ∩ g′)
W (G, h)·(ġ, X) 7−→ Ad g ·X

pour l’action v̇·(ġ,X) :=(
.

Őgv−1,Ad v·X),

et G′ =
⋃

ḣ∈AdG\Car g

intG·(H ∩G′) ⊆ G
s
=

⋃
ḣ∈AdG\Car g

intG·H où H := CG(h)

avec (NG(h)/H
0)\

(
G/H0×(H∩G′)

) C∞

∼−−→ intG·(H∩G′)
(NG(h)/H

0)·(ġ, x) 7−→ int g ·x
pour l’action v̇·(ġ,x) :=(

.

Őgv−1, int v·x).

(c) Soit h ∈ Car g. On pose : H := CG(h). On a : Dg(X) =
∏

α∈R(gC ,hC)

α(X) pour X ∈ h, et

DG(x) =
∏

α∈R(gC ,hC)

(1− ξα(x)) pour x ∈ H , où ξα(x) ∈ C est défini par Ad x gα
C
= ξα(x) id.



On fixe dorénavant une sous-algèbre de Cartan h de g.

Diverses racines et diverses sous-algèbres de Cartan
Définition-Proposition(∗)

(a) On note t
variante
= hell := {X ∈ h | les valeurs propres de adgX sont dans iR}

et a
variante
= hhyp := {X ∈ h | les valeurs propres de adg X sont dans R}.

Ainsi : h = t⊕ a . De plus : hR := VectR
(
(Hα)α∈R(gC ,hC)

)
s’écrit hR = it⊕ a.

(b) Soit α ∈ R(gC, hC). On pose : α(X) = α(X) pour X ∈ hC, donc α ∈ R(gC, hC).

D’où : Hα = Hα, gα
C
= gα

C
, sα(X) = sα(X) pour X ∈ hC, ξα = ξα. ← [ξ

−α = (ξα)−1 et Lie ξα = α h]

On dit que α ∈ R(gC, hC) est réelle
(
respectivement imaginaire, compacte, ou complexe)

quand α = α (respectivement α = −α, (CHα ⊕ gα
C
⊕ g−α

C
) ∩ g

alg. Lie

≃ su(2), ou α /∈ {α,−α}
)
.

On constate que toute racine compacte est imaginaire.

(c) On dit que h est déployée si h = a, c’est-à-dire R(gC, hC) est formé de racines réelles.
On dit que h est maximalement déployée si la dimension de a est maximale pour la sous-

algèbre de Cartan h, c’est-à-dire R(gC, hC) n’a pas de racine imaginaire non-compacte.
Les sous-algèbres de Cartan maximalement déployées de g sont conjuguées sous AdG.

(d) On dit que h estcompacte si h= t, c’est-à-dire R(gC,hC) est formé de racines imaginaires.
On dit que h est maximalement compacte (ou fondamentale) si la dimension de t est

maximale pour la sous-algèbre de Cartan h, c’est-à-dire R(gC, hC) n’a pas de racine réelle.
Dans ce cas, le sous-groupe de Cartan H = CG(h) de h est connexe.(∗∗)

Les sous-algèbres de Cartan maximalement compactes de g sont conjuguées sous AdG.

Transformation de Cayley
On décompose h = t⊕ a, avec t = hell et a = hhyp comme ci-dessus.

Définition-Proposition

(a) On appelle ensemble de racines réelles fortement orthogonales de (g, h) une partie F
de R(gC, hC) formée de racines réelles telles que :

β 6= −α, α + β /∈ R(gC, hC) et α− β /∈ R(gC, hC) pour tous α, β ∈ F distincts.

Dans ce cas F a ses éléments orthogonaux pour tout produit scalaire W (gC, hC)-invariant.
On note F l’ensemble des ensembles de racines réelles fortement orthogonales de (g, h).

(b) Soit F ∈ F . On pose : c =
∏
α∈F

(produit commutatif)

exp(− iπ
4
ad(Xα+X−α)) et hF = (c hC)∩g ∈ Car g,

où pour α ∈ F , on a fixé Xα ∈ gα
C
∩ g et X−α ∈ g−α

C
∩ g tels que [Xα, X−α] = Hα (existe).

On a : hF = tF⊕aF avec tF = (hF)ell= t⊕
(⊕
α∈F

R(Xα−X−α)
)

et aF = (hF)hyp= a∩
( ⋂
α∈F

Kerα
)
.

De plus : (hF)R = c hR et cX = c
( ∏
α∈F

tsα
−1
)
X pour tout X ∈ hR.

(c) On suppose que h est maximalement déployée.
On pose : W (g, a) := {w a ; w ∈ W (gC, hC) et w(a) ⊆ a}.

L’application W (g, a)\{F ∪ (−F )}F∈F → AdG\Car g
W (g, a) · (F ∪ (−F )) 7→ AdG · hF

est définie et bijective.

En particulier, l’ensemble AdG\Car g est fini.

(∗) Soient plus généralement G un groupe de Lie réel connexe d’algèbre de Lie g réductive et h ∈ Car g.
On note : t = tassocié à h ∩ D(g)⊕ tZ où tZ est l’algèbre de Lie de l’unique tore maximal de Z(G)0
et a = aassocié à h ∩ D(g)⊕ aZ où aZ est un supplémentaire fixé de tZ dans Z(g) (par exemple l’ensemble des
éléments de Z(g) dont toutes les valeurs propres sont réelles quand g est une algèbre de Lie de matrices avec
un centre formé de matrices diagonalisables sur C). On obtient : h = t⊕ a et
– h = a si et seulement si R(gC, hC) est formé de racines réelles et Z(G)0 est isomorphe à un groupe (Rn,+) ;
– h = t si et seulement si R(gC, hC) est formé de racines imaginaires et Z(G)0 est compact.
(∗∗) Dans le cas où h est compacte et G = int g, ce groupe H = exp h est compact.


