Classification des sous-algébres de Cartan (J-y D)
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On fixe un groupe de Lie réel connexe GG dont 'algébre de Lie g est semi-simple.

Sous-groupes de Cartan

Définition

(a) Soit h € Carg. On pose :
Co(h) = {xreG|VX eh Adz-X =X} «centralisateur de h dans G » ;
Ng(h) = {z€G|VX eh Adz-X €bh} «normalisateur de h dans G ».

On constate que H := Cg(h) est un sous-groupe de Lie de G d’algébre de Lie b.
On appelle H le sous-groupe de Cartan de G associé a b.

(b) Soit g une algebre de Lie de dimension finie sur R ou C.
On note int g le sous-groupe de GL(g) engendré par les exp(adz X) avec X € g.
Ainsi, lorsque g est I'algébre de Lie d’un groupe de Lie connexe G on a : intg = AdG.

Proposition

(a) Le groupe W(G,b) := Ng(h)/H s’identifie & un sous-groupe de W(R(gc, hc)) par le
morphisme de groupes injectif z +— “((Ad x)|h)71 de W(G, b) dans W (R(gc, be)).
On appelle W(G, ) le sous-groupe de Weyl de (G, h).

(b) Pour tous by, hs € Car g, il existe g¢ € int(ge) tel que : (ha)c = (Ad gc)((h1)c)-
On appelle rang de g la dimension [ commune aux sous-algébres de Cartan de g.

Eléments semi-simples réguliers

Définition

(a) Onnote : g, = {X €g | adyX est diagonalisables sur C} «éléments semi-simples de g»
et Gs={xr € G| Adgz est diagonalisables sur C} « éléments semi-simples de G ».

(b) On pose : det(Aid —ady X) = A" + Z, 1 (X)A\"' + ... + Z(X)\ pour X € g,
et det(N\id —(Adgz —id)) = A" + D,,_1(x)A\" ' + ... + Dy(x)\! pour z € G (n:=dimG).

Onnote: Iy =9 et ¢ ={X € g| Z,(X)# 0} « éléments semi-simples réguliers de g »,
Dg=D; et G'={x€ G| Dg(x)#0} « éléments semi-simples réguliers de G ».

Proposition

(a) Les parties g’ et G’ de g et G sont des ouverts denses de complémentaires négligeables.

bOna: ¢= U AdG-(hng) € go= U AdGH on H_ = Ca(h)

hEAdG\Carg HEA G\ Carg dans ce qui suit
avec W(G,h)\(G/H x (hNng')) =+AdG-(hNg') pour l'action 0-(¢,X):=(gv!, Adv-X),
et G= |J imtG-(HNG) C Gy= |J intG-H o H:=Cg(h)
heAd G\ Carg . heAd G\ Carg _
avec (Ng(h)/HO\(G/H® x (HNG')) == int G-(HNG') pour P'action 0-(g,x):=(gv~!,int v-x).
(Na(b)/H®)- (9, x) —  intg-z
(c) Soit h € Carg. On pose : H :=Cg(h). Ona: Z,(X)= [] «(X) pour X € b, et
@€ R(gc,be)

Dg(x) = Rl(_[ h )(1 —&a(x)) pour x € H, ot &,(x) € C est défini par Adz|ge = () id.
achi(ge,he



On fixe dorénavant une sous-algeébre de Cartan b de g.

Diverses racines et diverses sous-algébres de Cartan
Définition-Proposition*)
(a) On note  t =" p,, := {X € b | les valeurs propres de ad, X sont dans iR}

variante

et a =" b, = {X €b]les valeurs propres de ady X sont dans R}.
Ainsi : . De plus :  bg := Vectr ((Ha)aeR(ng)) s’écrit hr = it @ a.

(b) Soit « € R(gc, bc). On pose : @(X) = a(X) pour X € b, donc @ € R(gc, be).

D'ott: Hy = H,, g% =02, 5a(X) =54(X) pour X € he, &&= Ear  « l6iu =o' e Licka =y
On dit que a € R(gc, be) est réelle (respectivement imagirltaiLre, compacte, ou complexe)
alg. Lie )

quand @ = « (respectivement @ = —a, (CH,® g¢ @ gc”) Ng ~ su(2), ou @ ¢ {o, —a}
On constate que toute racine compacte est imaginaire.

(c) On dit que b est déployée si h = a, c’est-a-dire R(gc, hc) est formé de racines réelles.

On dit que b est maxzimalement déployée si la dimension de a est maximale pour la sous-
algeébre de Cartan b, c’est-a~dire R(gc, hc) n’a pas de racine imaginaire non-compacte.

Les sous-algébres de Cartan maximalement déployées de g sont conjuguées sous Ad G.

(d) On dit que b est compacte si h=t, c’est-a-dire R(gc,hc) est formé de racines imaginaires.

On dit que b est mazimalement compacte (ou fondamentale) si la dimension de t est
maximale pour la sous-algébre de Cartan b, c’est-a-dire R(gc, hc) n’a pas de racine réelle.
Dans ce cas, le sous-groupe de Cartan H = Cg(h) de b est connexe. **)

Les sous-algébres de Cartan maximalement compactes de g sont conjuguées sous Ad G.

Transformation de Cayley
On décompose h =t P a, avec t = b, et a = bh,,, comme ci-dessus.
Définition-Proposition
(a) On appelle ensemble de racines réelles fortement orthogonales de (g,b) une partie F’
de R(gc, bc) formée de racines réelles telles que :
B# —a, a+ ¢ R(ge,be) et a— ¢ R(ge, be) pour tous a, f € F distincts.
Dans ce cas F' a ses éléments orthogonaux pour tout produit scalaire W (gc, hc)-invariant.
On note F l'ensemble des ensembles de racines réelles fortement orthogonales de (g, b).

(b) Soit F' € F.On pose: ¢ = [T exp(—%ad(X,+X_.)) et bp = (chc)Ng € Caryg,

aceF

(produit commutatif)

ou pour a € F,onafixé X, €gdnNg et X_, €gc"Ng tels que [X,, X_,] = H, (existe).
Ona: hp =tp@ap avec tpr = (hp)a= t@(@ R(XQ—X,Q)) et ap = (hp)nyp = aﬂ( N Kera).

a€l a€cF
De plus : (hp)r =chr et cX = c( IT tsafl) X pour tout X € bg.
acel

(c) On suppose que h est maximalement déployée.

On pose : W(g,a) :={wi,; w € W(gc, be) et w(a) C a}.

L’application W (g, a)\{F U (—F)}rer — Ad G\ Carg est définie et bijective.
W(g,a)- (FU(=F)) — AdG-bp

En particulier, 'ensemble Ad G\ Car g est fini.

() Soient plus généralement G un groupe de Lie réel connexe d’algébre de Lie g réductive et h € Carg.
Onnote :  t = tassocic a D)@ tz 0l tz est lalgébre de Lie de 'unique tore maximal de Z(G)g
et @ = Gassocic a 5N D(g)P Gz OU Az est un supplémentaire fixé de tz dans Z(g) (par exemple I’ensemble des
éléements de Z(g) dont toutes les valeurs propres sont réelles quand g est une algébre de Lie de matrices avec
un centre formé de matrices diagonalisables sur C). On obtient : h =tPa et
— b =a sietseulement si R(gc, hc) est formé de racines réelles et Z(G)g est isomorphe & un groupe (R", +);
— b =1 siet seulement si R(gc, hc) est formé de racines imaginaires et Z(G)o est compact.
(xx) Dans le cas o h est compacte et G = int g, ce groupe H = exp h est compact.



