
Formule de Weyl : à retenir (J-Y D)

Références

• J. Dixmier, Algèbres enveloppantes, chapitre 7 §5.
Cote : 25 DIX 74 (traductions 25 DIX 77 puis 25 DIX 96).

• A. W. Knapp Lie groups beyond an introduction, chapitre IV et V 6 et 8.
Cote : 25 KNA 96 (édition augmentée 25 KNA 02).

Cas d’une algèbre de Lie réductive complexe

On considère une algèbre de Lie complexe g de dimension finie semi-simple.

On fixe h ∈ Car g et une base B de R := R(g, h). On pose : ρ := 1
2

∑
α∈R+

α.

On note B′ = (̟α)α∈B la base de h duale de (Hα)α∈B, P :=
⊕
α∈B

Z̟α et P+ :=
⊕
α∈B

N̟α.

Définition-Proposition

On introduit le sous-anneau suivant de l’algèbre C[P ] du groupe additif (P,+) :
Z[P ] := Z(P ) =

⊕
λ∈P

Z eλ où eµ(λ) := δµ,λ et eλeµ := eλ+µ pour λ, µ ∈ P .

(a) Pour tout g-module de dimension finie V , on pose :
ch V :=

∑
λ∈P

(dimVλ) e
λ ∈ Z[P ]W (R).

(b) Pour tous g-modules de dimension finie V et W , on a :
chV = chW si et seulement si les g-modules V et W sont isomorphes.

De plus : ch(V ⊕W ) = chV + chW et ch(V ⊗W ) = (ch V ) (chW ).

Théorème

Soit µ ∈ P+. On fixe un g-module simple Vµ de poids dominant µ pour B.

(a) On pose : ε(w) := detw ∈ {−1, 1} pour tout w ∈ W (R).

(b) Dans le corps des fractions de l’anneau intègre Z[1
2
P ] (qui est défini comme Z[P ]), on a :

ch(Vµ) =

∑

w∈W (R)

ε(w) ew(µ+ρ)

∏

α∈R+
(e

α
2 −e

−
α
2 )

« formule du caractère de Weyl ».

(c) En particulier (cas µ = 0), on a :
∏

α∈R+

(e
α
2 − e−

α
2 ) =

∑
w∈W (R)

ε(w) ew(ρ).

(d) On a de plus : dim(Vµ) =
∏

α∈R+

〈µ+ρ,Hα〉
〈ρ,Hα〉

« formule de la dimension de Weyl ».

Représentations unitaires d’un groupe de Lie réel

On considère un groupe de Lie réel G.

Définition-Proposition

Soient ρ et τ des représentation de G dans des espaces de Hilbert complexes V et W .

(a) On dit que la représentation ρ de G dans V est continue si l’application G× V → V
(g, v) 7→ ρ(g) v

est continue. On dit que ρ est unitaire si elle est continue et les ρ(g) avec g ∈ G sont unitaires.

(b) On dit que ρ est (topologiquement) irréductible si V 6= {0} et le seul sous-espace vectoriel
fermé non-nul stable sous G de V est V .

(c) On suppose ρ et τ unitaires continues. On dit que ρ et τ sont équivalentes s’il existe un
homéomorphisme linéaire T : V → W tel que : T (ρ(g)v) = τ(g)(Tv) pour tous g ∈ G et v ∈ V .

On note Ĝ l’ensemble des classes d’équivalences de représentations unitaires irréductibles de G.



Définition-Proposition

Soient G un groupe de Lie réel et (V, ρ) un G-module complexe de dimension finie.

(a) Le caractère de V est l’application χV : G → C définie par : (χV )(x) = tr(ρ(x)) pour x ∈ G.
Ce caractère χV , noté aussi tr ρ, est déterminé par la classe d’isomorphisme du G-module V .

(b) On a : χV (gxg
−1) = χV (x) pour tous g, x ∈ G « χV est central ».

(c) On a : χV = χV1 + ... + χVp
quand V est somme directe de sous-G-modules V1, ..., Vp.

Cas d’un groupe de Lie réel compact connexe

On considère un groupe de Lie réel compact K d’algèbre de Lie k (par exemple un groupe fini).

Proposition

On se donne une représentation ρ de K dans un espace vectoriel complexe de dimension finie V .
On note dK l’unique probabilité sur K qui est invariante par les translations à gauche.

(a) Les éléments de K̂ sont de dimension finie (N. Wallach, Real Reducive Groups I, page 26).

(b) Il existe un produit scalaire sur V tel que la représentation ρ est unitaire.
Le K-module V de dimension finie est donc somme directe de sous-modules simples V1, ..., Vp.

(c) Les tr ρ ∈ C∞(K) avec ρ̇ ∈ K̂ sont dans L2(K) et deux à deux orthogonaux de norme 1.
En particulier, le caractère du K-module de dimension finie V détermine V à isomorphisme près.

Définition-Proposition

On suppose que K est connexe. On sait que : k = Z(k)⊕D(k) avec D(k) semi-simple.

(a) On note : k∗reg :=
{
f ∈ k∗ | k(f) est de dimension maximale

}
, où k(f) := {X ∈ k | Xf=0}.

Pour f ∈ k∗reg, on pose : K(f) := {x ∈ K | xf =0}. Ainsi k(f) ∈ Car k et K(f) = exp(k(f)).

(b) On note : k∗K :=
{
f ∈ k∗reg | ∃ηf : K(f)

gr. Lie
−−→ Cu Lie ηf = if k(f) − ρf k(f)

}
,

où R+
f := {α ∈ R(kC, k(f)C) | if(Hα) > 0} et ρf := 1

2

∑
α∈R+

f

α.

(c) Soit f ∈ k∗K . Il existe un D(kC)-module simple V de plus haut poids µ := if k(f)C
− ρf

relativement à R+
f . Il existe une unique représentation Tf

(∗) de K dans V qui est C∞ et telle que
l’action dérivée de K dans V prolonge l’action de D(k) sur V et fasse agir Z(k) par les homothéties
de rapport if . On munit V d’un produit scalaire rendant Tf unitaire. ← [xVλ =Vxλ pour x∈NK(K(f)) et λ∈k(f)∗

C
]

Proposition

On suppose que K est connexe. On fixe t ∈ Car k et une base B de R := R(g, h).
On pose : T = exp t et ρ := 1

2

∑
α∈R+

α, donc NK(T )/T
∼
−→
can.

W (R).

(a) On note : t∗+K := {f ∈ t∗ | (if − ρ)(Ker expT (2iπ · )) ⊆ 2πZ et ∀α ∈ B if(Hα) > 0}.

On a des bijections t∗+K
∼
−→
can.

K\k∗K
∼
−→ K̂

Kf 7→ Ṫf

où t∗ ⊆ k∗ par prolongement par 0 sur [t, k].

(b) Soit f ∈ t∗+K . On a : tr Tf(expX) =

∑

w∈W (R)

ε(w) eiwf(X)

∏

α∈R+

(
e
α(X)

2 −e−
α(X)

2

) quand X ∈ t et eα(X) 6= 1 pour α ∈ R.

Cela détermine trTf car l’application canonique de W (R)\T dans intK\K est bijective.

(∗) On peut construire Tf comme suit, cf. A. W. Knapp, Representation Theory of Semisimple Groups, th. 5.29.

On pose : b−f := k(f)C ⊕
∑

α∈R+
f

k(f)−α
C

. On note Ṽ (le complété de) l’espace préhilbertien complexe :

Ṽ :=
{
ϕ ∈ C∞(K) | ∀x ∈ K ∀y ∈ K(f) ϕ(xy−1)=ηf (y)ϕ(x), ∀X ∈ b−f (·X)∗(ϕ)=(Lie(ηf )(X))ϕ, et ‖ϕ‖ < +∞

}

où ‖ϕ‖ :=
( ∫

K/K(f) |ϕ(x)|
2
dẋ

)
(choix d’une mesure positive non-nulle K-invariante à gauche dẋ sur K/K(f)),

((·X)∗(ϕ))(x) := − d
dt

(
ϕ(x exp(tReX)) + iϕ(x exp(t ImX))

)
t=0

pour X ∈ b−f et x ∈ K et Lie(ηf ) [k(f)C,b
−

f
] = 0

muni de l’action de K par (gϕ)(x) := ϕ(g−1x) pour ϕ ∈ Ṽ et g, x ∈ K.

Soit vµ ∈ Vµ \{0}. Le morphisme de K-modules v ∈ V 7→ (ϕv : x 7→ 〈x−1v, vµ〉) ∈ Ṽ est bijectif.


