
Réduction de Jordan : à retenir (J-Y D)

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n sur K = R ou C et f ∈ L (E).

Définition-Proposition
On fixe λ ∈ K.
(a) On appelle espace propre de f pour λ l’espace vectoriel Eλ = Ker(f − λ id)
(b) On appelle polynôme caractéristique de f le polynôme χf = det(f −X id) et valeurs propres

de f dans K les racines de χf dans K.

(c) On appelle polynôme annulateur de f l’unique polynôme normalisé µf ∈ K[X] tel que :
∀P ∈ K[X] P (f) = 0 ⇐⇒ µf divise P .

(d) On appelle sous-espace vectoriel caractéristique E ′λ de f pour λ le sous-espace vectoriel E ′λ
de E déterminé par : {0} ⊂6=Ker(f − λ id) ⊂6= · · · ⊂6=Ker(f − λ id)r = Ker(f − λ id)r+1 = E ′λ.

Dans ce cas : rλ
déf
=r est la multiplicité de λ dans µf et mλ

déf
=dimE ′λ est la multiplicité de λ dans χf .

Proposition
On suppose que les valeurs propres complexes distinctes λ1, ..., λp de f sont dans K.

(a) On a : E = E ′λ1 ⊕ · · · ⊕ E
′
λp
.

(b) Il existe des entiers ξ
(1)
λ1
≥ · · · ≥ ξ

(dλ1 )

λ1
≥ 1 et ... et ξ

(1)
λp
≥ · · · ≥ ξ

(dλp )

λp
≥ 1 uniques tels que

E a une base B dans laquelle la matrice de f est la « réduite de Jordan » suivante :

MatB f =
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0

λp 1 0. . .
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. . .
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. . .. . . 10 λp
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où
( ξ←−−→
λ 1 0. . .

. . .. . . 10 λ

)
︸ ︷︷ ︸

« bloc de Jordan »

signifie (λ) si ξ = 1.

(c) Les multiplicités des racines de µf et χf , et les dimension des espaces propres sont :
(i) rλk = ξ

(1)
λk

(ordre du plus gros bloc de Jordan pour λk) ;
(ii) mλk = ξ

(1)
λk

+ · · ·+ ξ
(dλk )

λk
(somme des ordres des blocs de Jordan pour λk) ;

(iii) dimKer(f − λk id) = dλk (nombre de blocs de Jordan pour λk).
En particulier : χf = (−1)n (X − λ1)mλ1 · · · (X − λλp)mp et µf = (X − λ1)rλ1 · · · (X − λp)rλp

(d) Méthode pour effectuer la réduction de Jordan (λ ∈ {λ1, ..., λp})
• Calculer r déf

= rλ et en déduire quelles réduites de Jordan sont envisageables.
• Décomposer Ker(f − λ id)r = Ker(f − λ id)r−1 ⊕ (Ka1 ⊕ ···⊕Kak

les ai sont associés aux dernières colonnes des blocs de Jordan d’ordre r
) puis

Ker(f−λ id)r−1 = Ker(f−λ id)r−2 ⊕
(
K(f−λ id)(a1)⊕ ···⊕K(f−λ id)(ak)

)
⊕ (Kb1 ⊕ ···⊕Kbl

les bj sont associés aux dernières colonnes des blocs de Jordan d’ordre r − 1

) . . .

• À la fin on obtient B par juxtaposition en utilisant la base suivante de E ′λ :
Bλ =

(
(f−λ id)rλ−1(a1), ..., (f−λ id)(a1), a1, . . . , (f−λ id)rλ−1(ak), ..., (f−λ id)(ak), ak;
(f−λ id)rλ−2(b1), ..., (f−λ id)(b1), b1, . . . , (f−λ id)rλ−2(bl), ..., (f−λ id)(bl), bl; · · ·

)
.


