Modules : quelques définitions (J-y D)

Définition
(a) Une loi de composition sur un ensemble E est une application x: F x E — E.
Suivant l'usage, on notera = x y I'image par = de (z,y).

(b) Un groupe est un couple (G, ) ot G est un ensemble, x est une loi de composition sur G, et
(i) pour tous z,y,z € G,ona: (xxy)xz==x*x(yxz) «associativité » ;
(i) il existe e € G tel que pour tout x € G, ona: exx =z *e=x « élément neutre » ;
(iii) pour tout z € G il existe 2’ € G tel que : xx 2’ =2’ xx = e « inverse ».

Dans ce cas, I’élément e du (ii) est unique appelé élément neutre de G, et pour chaque x € G

I'élément 2’ de G du (iii) est unique appelé inverse de z et noté z .

(c¢) On dit qu'un groupe (G, +) est commutatif si pour tous z,y € G,ona: z+y=y+ .
Dans ce cas on peut noter Og ’élément neutre de G' et —z U'inverse (appelé opposé) d'un z € G.

(d) Un sous-groupe d'un groupe (G, *) comme au (b) est une partie H de G vérifiant
(i) ee H;
(i) pour tous z,y € H,ona: xxy '€ H.

Dans ce cas, H muni de :la restriction de: x :a H x H: est un groupe.

Définition-Proposition

Soient (G, *) et (G',*") des groupes.

(a) Un sous-groupe distingué de (G, x) est un sous-groupe H de (G, ) vérifiant :

xxyxx P € H pourtousz € Getyc H.

(Cette condition est automatiquement vérifice quand G est commutatif.)

Dans ce cas, en notant & :={xxy; y € H} pour tout z € Get G/H :={%; v € G}, on
munit G/H d’une structure de groupe avec la loi de composition — encore notée x — définie par :
UxV:=Txy pPOur u,v € G/H indépendamment du choix de z,y € G tels que u = & et v = 3.

(b) Un morphisme de groupes de (G, *) dans (G’,+’) est une application f: G — G’ vérifiant :
flxxy) = f(x)* f(y) pour tous z,y € G.

Dans ce cas, on a : f(eg) = e en notant eg et eq les éléments neutres de G et G,
Kerf:= {2z € G| f(z) = e} est un sous-groupe distingué¢ de (G,*), Im f est un sous-groupe
de G, et I’application f: G/Ker f — Im f est un morphisme de groupes qui est bijectif.

—~~
ne dépend pas du choix de z

Définition

(a) Un anneau est un triplet (A, +, x), ot (A, +) est un groupe commutatif et x est une loi de
composition sur A, vérifiant
(1)  (2zxy)xz = zx(y=xz) pour tous z,y,z € A;

(i) zx(y +2) = (xxy) + (xx2) et (x4 y)xz = (xx2) + (yx2) pour z,y,z € A;
(iii) il existe 1 € A tel que pour tout = € A,ona: lxx =z« ==x.
Dans ce cas, I’élément 1 du (iii) est unique et appelé élément unité de A.

En outre, on appelle caractéristique de A 'entier 0 si nly # 0 pour tout n € N\{0}, ou le plus
petit entier n € N\ {0} tel que nl4 = 0 sinon.

(b) On dit qu'un anneau (A, +, x) est commutatif si pour tous z,y € A, on a : xTxy = yx.

(¢) Un sous-anneau d'un anneau (A, +, x) comme au (a) est un sous-groupe B de (A, +) vérifiant
(i) 1€ B;
(ii) pour tous x,y € B,on a: xxy € B.



Définition-Proposition

Soient (A, 4+, x) et (A’, 4/, x') des anneaux. On note 14 et 14 leur élément unité.

(a) Un idéal bilatére de (A, 4+, x) est un sous-groupe .# de (A, +) vérifiant :

rxy € I et yxx € . pourtousx € Aety € 7.

Dans ce cas, le groupe (A/.#,+) a une structure d’anneau avec la loi x suivante :
uxv 1= Txy pour u,v € A/# indépendamment du choix de z,y € A tels que u = 7 et v = 7.

(b) Un morphisme d’anneaux de (A, +, ) dans (A’,+', x’) est un morphisme de groupes f de
(A,+) dans (A',+') vérifiant : f(1a) =14 et f(axxy) = f(z)<'f(y) pour tous z,y € A.

Dans ce cas, on a: Ker f est un idéal bilatere de (A4, +, x), Im f muni de +' et «’ est un anneau,
et la bijection canonique f: A/ Ker f — Im f pour 'addition est un morphisme d’anneaux.

Définition-Proposition

Soit (A, +, x) un anneau. On note 1 son élément unité.

(a) Soit a € A. On dit que a est inversible s’il existe a’ € A tel que axa’ = a'xa = 1.
Dans ce cas a’ est unique et noté a=*.

(b) On note A* (parfois aussi A*) ’ensemble des éléments inversibles de A.

L’ensemble A* muni de x est un groupe d’élément neutre 1.

(c) Un corps est un anneau (K, +, ) qui vérifie :
K # {0} et tout élément non-nul de K est inversible.

. .. c’est-a-dire ;(rx = K \ {0}
Définition
Soit (A, +, x) un anneau. On note 1 son élément unité.

(a) Un A-module : a gauche: est un groupe commutatif (M, +) muni de A x M — M telle que :

(a,v) — av
(i) a(@+w)=(av)+ (aw) et (a+p)v=(av)+ (Bv) pour a, € A et v,we M ;
(ii)) lv=wv et a(fv)=(af)v pour tous o, € Aet v e M. czxa  termes
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(b) Les groupes abéliens (G, +) s’identifient aux Z-modules pour les lois (n,v) — v+ -+ 4 0.

(¢) Un A-module a droite est un groupe commutatif (M, +) muni de M x A — M telle que :
(v,a) mVva
(i) (wHw)a=@wa)+(wa) et v(a+p) =@wa)+ (vP) pour a,f € A et vyw e M ;
‘ (i) vl=wv et (va)B=v(af) pourtous a,B € Aet v e M.
Il s’identifie donc & un A°PP-module a gauche, o A°PP est ['anneau opposé de (A, +, x), c’est-a-
dire ensemble A muni les lois (o, §) — a+43 et (o, 3) — Bxax ~ g

(A, +, x) quand A est commutatif

Définition-Proposition
Soient A un anneau, et M et M’ des A-modules (sous-entendu a gauche).
(a) Un sous-module de M est une partie N de M vérifiant :
(i) Oy € N
(ii) pour tous o, € Aet v,w € Nyona av+ fw € N.
Dans ce cas, le groupe (M /N, +) a une structure de A-module avec la loi suivante :
au = av pour o € A et u € M/N indépendamment du choix de v € M tels que u = 9.
(b) Un idéal a gauche de A est un sous-module du A-module & gauche A pour le produit.
(¢) Un application A-linéaire de M dans M’ est une application f: M — M’ vérifiant : f(av +
fw)=af(v)+ B f(w) pour tous o, B € A et v,w € M.

Dans ce cas, on a: Ker f est un sous-module M, Im f est un sous-module de M’, et la bijection
canonique f: A/ Ker f — Im f pour I'addition est un morphisme de A-modules.



