Systémes de racines abstraits : & retenir (J-y D)
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Généralités
On se donne un R-espace vectoriel V' de dimension finie.
Définition
(a) Un systéme de racines dans V' est une partie génératrice finie R de V telle que pour
tout o € R, il existe a” € V* vérifiant :
a(a) =2, a(R)CZ, etlapplication s,:V — Vv laisse stable R.
r—x—adr)a
Dans ce cas, les o, o € R, sont uniques.

(b) Un systéme de racines R dans Vest dit irréductible s'il est non-vide et n’est pas réunion
de systémes de racines dans deux sous-espaces vectoriels non-nuls supplémentaires de V.

Proposition
Soit R un systéme de racines dans V.
(a) Pour tout @ € R, on a :
RNRa = {—a,a} ou {—a,—5, §,a} ou {—2a, —a,a,2a} et (—a)v: —a’.
On dira que R est réduit quand R N Ra = {—a,a} pour tout a € R.

(b) Le sous-groupe W (R) de GL(V') engendré par les s,, o € R, est fini.
(c) 11 existe, et on fixe, un produit scalaire (| ) sur V' qui rend les w € W(R) isométries.
 (al")
. (a]a)
(d) La partie R :={a"; a € R} de V* est un systéme de racines dans V*, en identifiant
pour chaque o € R 'élément (o) de (V*)* 4 a.

On a: s, est la symétrie orthogonale par rapport a (Ra)* et o = pour o € R.

(e) Ona: sy ="'s,! pour a € R, et le morphisme de groupes W (R) — W(RV) est bijectif.
w o~ fwl

Bases et chambres

On se donne un systéme de racines R dans un R-espace vectoriel V' de dimension finie.

Définition

(a) Une base de R est une partie B = {ay,...,a;} de R telle que (aq,...,q;) est libre et
distincts

RC {njoy + -+ may;ny,....ng € N}FU{=(n1aqg + -+ may) 5 ny,...,ny € N}
(b) Une chambre de R est une composante connexe de Ve :={z € V | Va € R a'(x) # 0}.

(c) Un systéme de racines positives de R est une partie de R formée des éléments dont les
coordonnées relativement & une certaine base de V' sont supérieures ou égales a (0, ..., 0) pour
I'ordre lexicographique.



Proposition
(a) Les applications C' — R — B de I’ensemble des chambres de R dans celui des systémes

de racines positives de R puis des bases de R, déterminées comme suit, sont bijectives :
e Rt={a€eR|a(c)>0}=RnN{> nsB; (ng)sen € NP} ou ce C est fix¢;

. B={peR"|Vp,p"eR" #ﬁeﬁ§+ 8"}, et aussi B={8 € R | ﬁv(p) =1} lorsque R

est réduit en posant p =1 3 a;
a€ERT

. C={zeV|VaeR" az)>0t={zeV|V8eB f(z) >0}

(b) L’application C' — C = {(z|-); z € C} echange les chambres de R et de K.
Au sens du (a), quand C' ~ Rt ~ B on a aussi C ~ (R+) B en notant :
(RT) :={a;a€ RT} et B :={p ;BEBet2ﬁ¢R}U{§6 ;B € Bet 28 € R}.

(c) Soit B une base de R. La famille (sg)sep engendre le groupe W (R), et application
W(R) — {bases de R} est bijective.

wo o w(B)

d) Soit C une chambre de R. L’application C — W(R)\V est bijective.

x — W(R)- x

Classification

Définition

Soient R un systéme de racines réduit dans un R-espace vectoriel V' de dimension finie et
B une base de R. Le diagramme de Dynkin de R associé a B est le graphe muni de fléches

dont les sommets sont les éléments de B et les arétes sont obtenues, indépendamment du
choix d'un produit scalaire qui rend les w € W (R) isométries, par :

. A . (0%
—si a L B : aucune aréte ne relie o et o ; 5  [f(a, B) et £(B. o) non-définis]
. ~ . «
—si o £ B et ||af| =|F] : une seule aréte relie o et o ; @ B) = 1 et £(8, @) = 1]
(o) B
—sia L Bet|af >8] : @ € {2,3} arétes orientées de 6 & 0. « 1.5 = &%) e s = 2]
Proposition
Soient Ry et Ry des systéme de racines réduits de bases B; et By dans des R-espace vectoriel
Vi et V4 de dimensions finies. Pour toute bijection ¢ de By sur By telle que Higg;” = %

(conservation du nombre d’arétes orientées) quand «, f € By sont distincts non-orthogonaux,
I'unique application linéaire bijective ¢ de V7 dans V5 qui prolonge ¢ échange Ry et Rs.

Théoréme

(a) Tout systéme de racines R dans un R-espace vectoriel V' de dimension finie est, de
maniére unique a l'ordre prés, réunion finie de systémes de racines irréductibles dans des
sous-espaces vectoriels de V' en somme directe.

(b) Un systéme de racines irréductible réduit dans un R-espace vectoriel de dimension
finie a un diagramme de Dynkin parmi
A, = oo—o——o0—-o0-o0 (n >1sommets), B, = (n > 2 sommets),

C, = o—o0—o0——0—cx0 (n>3sommets), D, = o—o—o— w—{ (n > 4 sommets),

et G2 =
De plus, tous ces graphes munis de fleches sont des diagrammes de Dynkin.

(c) Un systéme de racines irréductible non-réduit dans un R-espace vectoriel de dimension
n > 1 est réunion d’un systéme de racines de type B, ou B; := A, avec les doubles de ses
racines de plus petite longueur. On dira qu’un tel systéme de racines est de type BC),.



