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Ch. 1. Etudes de fonctions (rappels)

Plan

T . s T e teal]
[[I. Bijection, réciproque|

[[II. Limites, asymptotes|

IV Contmuiie erabilic

[. FONCTIONS REELLES D'UNE VARIABLE REELLE
1. Généralités

Déﬁnition ce qui se note « A C E »

Soient E et F' des ensembles, et A une partie de E.

(a) On appelle fonction de E dans F une loi f qui & tout élément = de E fait correspondre
au plus un élément y de F', appelé quand il existe « image de = par f » et noté f(z).
Dans ce cas, on dit que : F est [’ensemble de départ de f, F est ’ensemble d’arrivée de f, et
I'ensemble Dy des éléments de E qui ont une image par f est l’ensemble de définition de f.

(b) On appelle application de E dans F une loi f qui a tout élément = de E associe un
unique élément y de F', noté f(x). Il s’agit donc d’une fonction f de £ dans F' telle que Dy = FE.

On écrira en abrégé « f: E — F » pour exprimer que f est une application de F dans F',
et « f: E— F » pour exprimer que f est 'application de F dans F' qui envoie  sur y,.

T Y
(c) Soit f: E — F. La restriction de f & A est I'application f|4: A — F .
z — f(z)
Exemple

Soit E un ensemble. L’application idg : E — E s’appelle l'application identité de E.
T x

Définition
Soit f: E — F. On note E x F l'ensemble formé des couples (z,y) avec x € E et y € F.
a) Le graphe de f est la partie I" suivante de E x F' : F

D= {(@,/(2)): v € E} J) / ExF
donc I'={(z,y) e EXF|y=f(x)}

—_ F
Zo

b) Lorsque E C R et F =R, le graphe de f s’appelle aussi la courbe représentative de f.

Remarque

Pour les mathématiciens, une fonction (resp. une application) d’un ensemble E dans un
ensemble F est un triplet (E, F,T") ot I' est une partie de E' x F' dont 'intersection avec chaque
ensemble {zo} x F, o € E, contient au plus un élément (resp. exactement un élément).



Définition
(a) On appelle fonction réelle de la variable réelle (resp. fonction complexe de la variable
réelle) une fonction de R dans R (resp. dans C).

(b) Un intervalle de R est un ensemble de I'une des formes : 0; |a,b|, |a,b], [a,b] avec
a,beRet a<b;[a,b] avec a,b € Ret a <b;la,+o0[, [a,+oo[ avec a € R; |—00, b], |—00, ]
avec b € R; |—o00, +00[.

Parmi eux, les intervalles ouverts sont 0, Ja,b[ (a,b € R et a < b), Ja, +o0[ (a € R), |—o00, b]
(b € R), |—o0,+0o0]; les segments sont [a,b] (a,b € R et a <b).

(c) Les bornes inférieure (« inf I ») et supérieure (« sup I ») d’un intervalle non vide I sont
les coefficients «, 5 € RU{—o00,+00} tels que I est d'une des formes |a, 5], |a, G, [, B[, [o, B].

Exemple
Soit A une partie de R.
L’application 14: R — R s’appelle la fonction caractéristique de A.
T {ou 1 sizeA
0siz¢g A

Son ensemble de définition est R.

Remarque

On montrera plus tard qu’'une partie I de R est un intervalle si et seulement si :
Ve,yel VteR (z<t<y =tel).

2. Certaines propriétés des fonctions

Définition
Soit f: D — R.
partie de R
a) On dit que f est croissante (resp. décroissante) si :

() < f(y) (resp. f(x) > f(y)) pour tous x,y € D tels que x <y

(
)
(b) On dit que f est strictement croissante (resp. strictement décroissante) si :
)

f
f(z) < f(y) (resp. f(z) > f(y)) pour tous z,y € D tels que z <y

(c) On dit que f est monotone (resp. strictement monotone) si elle est croissante ou dé-
croissante (resp. strictement croissante ou strictement décroissante).

Définition
Soient f: D — R et T € R\{0}.
partie de R
(a) On dit que f est paire si :
pour tout x € D,ona —x € D et f(—z)= f(x).
(b) On dit que f est impaire si :
pour tout z € D,ona —x € D et f(—x)=—f(x).
(c) On dit que f est périodique de période T si :
pourtout z € D,ona z+T €D et x —T €D et f(x+T)= f(x).

Remarque

Une variante de la définition (c¢) consiste a remplacer la condition « z+7 € D et z—T € D »
par « x +T € D » (cela permet par exemple de s’intéresser aux « suites périodiques »).



3. Fonctions rationnelles et trigonométriques

En annexe : les graphes des fonctions usuelles (dont cosh, sinh, et tanh).

Définition
(a) On dit qu'une application f de R dans R (resp. dans C) est polynomiale s’il existe
neN et ag,...,a, €R (resp. C) tels que :  f(z) = apz™ + ...+ a1x +ay pour z €R.

(b) On dit qu’une fonction f de R dans R (resp. dans C) est rationnelle s’il existe
P, €N, ag,...,ap €R (resp. C), et by,....,by € R (resp. C) non tous nuls, tels que :
f(z) = % pour tout = € R vérifiant bya? + ... + byx + by # 0.

Notation
Soient a,z,y € R. On écrit y = z[a], ce qui se lit y est congru & x modulo a, s'il existe
keZ tel que: y=x+ ka.

DéﬁnitiOH-PI'OpOSitiOI’l <[ln est 'unique solution y: ]0, 400 - Rde: y(1) =0 et y'(z) = Tl pour = > 0]
(a) Les applications cos: R — R et sin: R — R sont les uniques applications continiiment
dérivables de R dans R telles que (cos@,sinf) parcourt le cercle trigonométrique dans le sens

direct en partant de (1,0) lorsque § € R, sur une longueur f —a quand f vade a a § (8 > «) :
Y

tan = — —

ﬁ—— 0

|

|
N

Cela implique que v = (cos, sin) est une courbe paramétrée de classe C! telle que ||y(0)]|* = 1,
donc +/(0) est multiple positif de iy(6) (en dérivant sachant qu’on tourne dans le sens direct),
7' (0)|| =1 pour 6 € R (dériver I'égalité /09 |7/ (¢)|| dt = 6 par rapport a ), et v(0) = (1,0).

En particulier, en identifiant R2 4 C: v =iy et 4(0) = 1.

(b) Il existe un plus petit réel 6 > 0 tel que sind = 0. On le note .

(c) L’application cos est paire et 27 périodique.
L’application sin est impaire et 27 périodique.

De plus : cos?z +sin?z = 1 pour tout = € R.

(d) Ona: cos'(z) = —sinz et sin’(z) = cosz pour z € R; en particulier : Sz — 1.
T—
x#0

(e) Pour tous z,y € R,on a :| cosy =cosz <= (y=z[2n] ou y=—z[27]);
siny =sinz < (y=z[27] ou y=r—z[27]).

Proposition

(a) Pour tous o, 5 € R,ona: | cos(a+ ) =cosacosf —sinasinf |

(Prendre la partie réelle de part et d’autre de ellath) — glo elf)
En particulier, quand o € R : cos(2a) = 2cos?a — 1 = 1 — 2sin? .

(b) Pour tous o, € R, on a: | sin(a+ ) = sinacos  + cosasin 3 |.

(Prendre la partie imaginaire de part et d’autre de e'(@+8) = ¢l*eif)

En particulier, quand o € R : sin(2«) = 2sin a cos a.



Définition-Proposition
(a) La fonction tan := 32 est définie sur R\(% + 7Z), ott 5 +7Z:={% +kr; k € Z}.

L’application tan:R\(§ +7Z) — R est impaire et m-périodique.

(b) L’application tan : R\(5 +7Z) — R est dérivable et :
tan’(z) = 1 4 tan® x = —5— pour tout = € R\ (5 + 7Z).

cos?

Deplus: tanz — —o0 et tanx — +oo.

$—)—%+ T35
(c) Pour tous z,y € R\(§ +7Z), on a: tany =tanz <= y=z[r].
(En effet, « tany = tanx » se traduit par « sinx cosy — sinycosx = sin0 ».)

4. Fonctions logarithme et exponentielle

Définition-Proposition

a) L’application In: ]0,+o0o[ — R est définie par : Inz = [* 4t pour z > 0.
1t

(b) L’application In est dérivable et In’x = % pour tout z > 0.

Elle est strictement croissante, avec : Inz — —oo et Inz — —o0.
z—0t T—+00
(¢)Ona: In(zy) =Inz+Iny et In (%) =Inxz —Iny pour tous x,y > 0.

Définition-Proposition
(a) L’application exp: R — R envoie z € R sur 'unique y € ]0, +o0o[ tel que z = Iny.
Pour tous z,y € R, on adonc : y =expxr < (y >0etz= lny).

(b) L’application exp est dérivable et exp’x = expx pour tout x € R.

Elle est strictement croissante, avec : expxr — 0 et expr —> —+o0.
T—r—00 T—>+00

Définition-Proposition
(a) Soit a € R. On note : z* = exp(aln(z)) pour x > 0 (généralise le cas « a € N\{0} »).
Ainsi : In(z?®) = aln(z) pour tout x > 0
(b) On pose : e =exp(1l). On a donc : e* = exp(x) pour tout = € R.
(c) Soit a € R. Pour tout > 0, on a : %(:ﬂ“) =az! (mais d%(x“) = (Inxz)z?).
L’application ]0,4+o00[ — R est : constante égale a 1 lorsque a = 0, strictement croissante
r —=x°
de 0 & 400 quand a > 0, et, strictement décroissante de +00 & 0 quand a < 0.

(d) On a: (29)° = 2%, 2970 = 2920 et 2970 = i—: pour tous a,b € R et z > 0.

Remarques

1. Soit a > 0. On prolonge I'application x > 0 — x® par continuité en 0 en posant 0% = 0.
2. Soient a € R\{0} et 2,y >0.Ona: 2=y < x:yé.

3. Soient n € N\{0} et ,y € R. Sinest pair,ona: a"=y <= (y>0 et x El{iy%}).

1
Sin est impair, ona: "=y <= ((y=0 et z=yn) ou (y<0 et z=—lyn)).

Proposition (« croissances comparées »)
Soient a >0et k> 0. On a:

(i) 2%z — 0 et (h;ff)k — 0
z—0+ T—+00
ii z[%* — 0 et £ — 4o
(i) =] z
T——00 T—+00

II. BIJECTION, RECIPROQUE

1. Antécédent, image d’une application




Définition

Soient f: E— F une application et b € F'.

Un antécédent de b par f est un point z de E tel que f(z) = b.

Définition

Soient f: E — F une application et A C F.

(a) L’image de A par f est la partie f(A) suivante de F :
f\(fl::{f\(fl; reAt={yeF|IxeA y=f(v)}

(image d’une partie) (image d’un point)

(b) L’%mage de f, notée Im f, est la partie f(F) de F.

2. Injection, surjection, bijection

Définition
Soit f: E — F une application.
(a) On dit que f est injective (ou que « f est une injection ») si :
pour tout y € F, 'équation y = f(x) a au plus une solution x € E.
(b) On dit que f est surjective (ou que « f est une surjection ») si :
pour tout y € F, 'équation y = f(x) a au moins une solution z € E.
¢) On dit que f est bijective (ou que « f est une bijection ») si :
On dit t bijecti t bijecti i

pour tout y € F, 'équation y = f(x) a une seule solution z € E.

Remarque ‘
Soit f: E — F une application (penser a: - )

E F
(a) L’application f est injective si et seulement si tout point y de F' a au plus un antécédent
par f (sur le dessin on interdit que deux fléches arrivent sur le point y).

(b) L’application f est surjective si et seulement si tout point y de F' a au moins un
antécédent par f (sur le dessin au moins une fléche arrive sur le point y).

(c) L’application f est bijective si et seulement si tout point y de F' a exactement un
antécédent par f (sur le dessin exactement une fleche arrive sur le point y).

Proposition
Soit f: E — F une application
(a) L’application f est injective si et seulement si on a :
si 2/,2" € E verifient f(2') = f(2"), alors o’ = 2”.
(b) L’application f est surjective si et seulement si f(E) = F.

(c) L’application f est bijective si et seulement si f est injective et surjective.

DEMONSTRATION

(a) (=) On suppose [ injective. Soient 2/, 2" € F tels que f(a') = f(2").

On pose y := f(z’). Comme 2’ et 2" sont 2 solutions de 'équation y = f(z), on a =’ = 2.
(«<=) Par contraposition, on suppose f non-injective.

Il existe yo € F' tel que I'équation yo = f(z) a 2 solutions distinctes xz(, et z(.

On en déduit que 'implication « f(z') = f(2") = 2’ = 2” » est fausse.

(b) Découle de la définition. O



Remarque

Quand E et F sont des intervalles de R, et f est continue, un tableau de variations permet
de répondre aux questions « f est-elle injective 7 » et « f est-elle surjective 7 ».

Par exemple, on considére f: R — R , g: R—R, h: R— R.
iz —1)+1 x> 22 T 28
y y y y = h(x)

Yo+————f-————=-

/\,/yfw - «

/O';eugl x 0 x /oo x

solutions unique solution
de yo = f(z) -+ yo = —1 non atteint par g de yo = h(z)
f non injective (et surjective) ¢ non surjective (et non injective) h bijective

3. Composition, réciproque

Définition
Soient E, F' et GG des ensembles.

(a) Soient f une application de E dans F' et g une application de F' dans G.
On appelle composée de f et g application go f: F —> G
z — g(f(z))
(b) Soient f une fonction de E dans F' et g une fonction de F' dans G.
On note Dy et Dy les ensembles de définition de f et g, et pose: Dyor := {x € Dy | f(x) € Dgy}.
On appelle composée de f et g la fonction go f: x +— g(f(z)) de E dans G d’ensemble de
définition Do y.

Exemple
Pour toute application f: F — F,ona: foidg = f=idpof.

Proposition
Soient f: B — F, g: FF— G, et h: G — H des applications.
Ona: (hog)of=ho(gof).

DEMONSTRATION

Tout d’abord, (hog)o f et ho(go f) vont toutes deux de E dans H.
Pour tout x € E, on a :

((hog)o f)(@) = (hog)(f) = h(9(f())) = h((go @) = (ho(go ) (@).

Cela donne le résultat. O

Définition-Proposition
Une application f: E — F est bijective si et seulement si :
il existe une application g: F' — FE telle que go f =idg et fog=idp.
Dans ce cas, g est unique, appelée réciproque de f et notée i:_l/ ,et on a :
(i) Ve e E Vy cF (y — f(x) — = f‘l(y)) : ne pas confondre avec %
(i) f~! est bijective et (f~1)~! = f.



DEMONSTRATION
e (=) On suppose [ bijective.
Soit yg € F. On note g(yp) 'unique solution = € E de I'équation yg = f(x).
— On construit ainsi une application g¢: ' — E telle que y = f(g(y)) pour tout y € F.
Cela s’écrit : idp = fog.
— Soit « € E. On pose : yo = f(x). Par définition de g, on a : g(yo) = z, puis g(f(x)) = x.
Cela s’écrit : go f =idg.
(«<=) On suppose qu’il existe g: F' — E telle que go f =idp et fog=idp.
Soit y € F'. Pour tout x € E, on a :
y=f(x) = g(y) =g(f(z)) = z=yg(y)
et aussi : . @ .
v=g(y) = [f(@)=flgly) = y=f(2)
—

Y
Donc 'équation y = f(x) d’inconnue x € E a pour seule solution g(y).

Cela prouve que f est bijective et que g est unique.
e Il reste a vérifier (i) et (ii).
Le (i) a été obtenu au cours de la preuve du sens « (<=) ».
Il permet de résoudre a z fixé Péquation (E): 2 = f~!(y) d’inconnue .
~—

notation pour g

Donc f~1 est bijective, et (f~1)~! qui s’obtient en résolvant (E) est égale a f. O
—_——
cf. (i) avec ‘[71 au lieu de f

Remarque

Lorsque f est une bijection d'une partie E de R sur une partie F' de R, d’apreés (i) le graphe
de f~! est le symétrique de celui de f par rapport a la 1% bissectrice (d’équation y = x).
noté &y

Exemple ~
Soit y € R,. Pour tout x € Ry, ona: y=at < z= yi.
L’application f: R, — R, a donc pour réciproque f~': R — R,.

z — 2t y =Yy
Proposition
Soient f: E— F et g: F — G des bijections.

L’application go f est bijective, et ona: | (gof)t=f"log™t|

DEMONSTRATION
Soit z € G. Pour tout € E, on a grace a la bijectivité de g et de f :
z=(g90of)(z) <= z=9g(f(z)) = g '(2) = f(z)
= [Hg'(2x) =2 = a=(fTog (2.
On en déduit, en tenant compte de la définition de la bijectivité, que g o f est bijective, et,
d’aprés le (i) de la proposition précédente, que : (go f)™ 1 = f~log™L. O

4. Exemples

Définition-Proposition (« fonctions trigonométriques réciproques »)

(a) Les applications arcsin: [—1,1]— [-2, 2], arccos: [—1,1]—[0,7], arctan: R—|—Z, Z[
sont les réciproques (continues) des bijections continues strictement monotones suivantes :
[—%, %] — [-1,1] qui croit, [0,7] — [—1,1] qui décroit, ]—%, 5 [ — R qui croit.

y  +— siny Yy > cosy y  +— tany



Par conséquent, pour tous x,y € R on a :
(x€[-1,1] et y=arcsinz) < (y € [-5,5]| et x =siny);
(z € [-1,1] et y = arccosz) <= et x = cosy);
y:arctanaz = (ye]—%,g[ et x :tany)

—
<Sm
Mm
3'
50
—N

(b) On a : | arcsin’(z) = \/7 quand z € |—1,1[;
arccos’(x) = \/7 quand z € |—1,1];
arctan’(z) = 1+x2 quand z € R.
On en déduit que : arcsinz + arccosx = 5§ quand z € [—1,1].

Remarques

L. Pour tout z € [-1,1], on a: sin(arcsinz) = sin |_z zj(arcsinz) = .
Cependant : arcsin(sinm) # 7 (attention!).

2. Soit x € [-1,1]. On a : arcsin(—z) = —arcsinz  (éléments de [-7, 5] de méme sinus).
On a aussi : arccos(—z) = m —arccosz (€éléments de [0, 7] de méme cosinus).

3. Soit z € R. On a: arctan(—xz) = —arctanz (éléments de |—%, 5[ de méme tangente).
Bonus

On plie une feuille ABC'D au format A4 avec AB = /2 BC suivant la diagonale [A, C],
puis rabat vers U'intérieur (ensuite 'une dans 'autre) les deux pointes libres B et D au moyen
de deux autres plis issus des pointes A ou C de fagon & ce que ces plis suivent les bords de
la feuille partant de ces pointes A ou C'. On obtient un triangle AIC isocéle en I, qu’on pose
sur la table avec (AC) horizontale. On améne la pointe A en un point du bord [I,C] qu’on
renomme en R ce qui fait un pli [P, Q)] avec P sur (I'ancien) [A,I] et [P, R] horizontal, et @
sur [A, C]. Enfin on améne symétriquement la pointe C' sur le point P.

Aprés avoir réalisé 12 fois ce pliage et emboité les pointes dans les trous, on obtient un
dodécaédre. Est-il régulier 7 Cela signifierait que chaque pliage dessine un pentagone régulier.

Le quadrilatére APRQ est un losange car (AQ) est paralléle a (PR), (AP) est paralléle
a (QR), et AP = PR. En notant o une mesure en radians de I'angle ( /@ AP), on constate

que § + § est une mesure de I’angle ( @ ﬁ et en cas de p(‘IltdOODL régulier cet angle aurait
aussi comme mesure 3& = 1,884.... Mais tan(%) > 0 et tan(a) = \[ donc tan(g) = V3 — V2.
Comme 5 zuctan(\/_ —/2) = 1,878..., le pentagone n’est pas régulier.

[II. LIMITES, ASYMPTOTES
1. Limites

Soient f: I — R et ueRU{—00,+00}, avec u € I ou u borne de 1.

intervalle infini
On a 6 notions « 11]1__11 f(x) =1» de limite pour que f(x) tende vers | quand x lorsque vers u :
siu e R : F=(x—u) ou ]—":(:I:?u) ou F=(z—u") ou F=(z—>u);
TFU

siu=—-00 : F=(zx— —00); siu=-+o0 : F=(z— +00).

Définition (hors programme)
Soient f: D — R et u,l €R.

partie de R
(a) Quand il existe a < u < b vérifiant |a,b[ C D, on écrit f(xz) —> [ si pour tout € > 0, il
Tr—u
existe « >0 tel que: Ve eD (Jz—u|<a = |f(z)—1] <e¢). Dans cecas : | I = f(u) |
(b) Quand il existe a < w < b vérifiant Ja,u[U]u,b[ € D, on écrit f(x) —> 1 si pour tout

THU
€>0,ilexistea>0telque: VzeD (0<|z—u|<a = |f(z)—1<e).



(c¢) Quand il existe b > w vérifiant |u,b[ C D, on écrit f(x) — [ si pour tout € > 0, il
T—U

existe« >0telque: VoeeD (0<z—-u<a = |f(z)—I]<e).

(d) Quand il existe a < u vérifiant |a,u[ C D, on écrit f(x) — [ si pour tout € > 0, il
rT—u-

existea >0telque: VzeD (—a<z—u<0 = |f(z)-1I]<e¢).
(e) Quand il existe b € R vérifiant |—o0,b] C D, on écrit f(x) — [ sipour tout € > 0,
T—r—00
il existe « >0tel que: Vo eD (z<—-a = |f(z)—1<e¢).
(f) Quand il existe a € R vérifiant ]a,+oo] C D, on écrit f(z) - [ si pour tout € > 0,
T—r+00
ilexistea >0tel que: VzeD (z>a = |f(z)—1]<e).
Définition (hors programme)
Soient f: D — R et u e RU{—o0,+00}.
partie de R
(i) On reprend chacune des 6 définitions précédentes de f(z) . | pour obtenir la
définition de f(z) — —oo en remplagant la condition « |f(z) — | < €» par « f(z) < —e».

(ii) On reprend chacune des 6 définitions précédentes de f () . | pour obtenir la

définition de f(z) — 400 en remplagant la condition « |f(z) — | < e» par « f(z) > €.

Proposition
Soient g: E — Ret f: D — R telle que f(D)C E.
partie de R partie de R
On considére une notion de limite F vers u € RU{—00,4+00} (siu € R: x - uoux ?u
TFU
our wutouxr —u ;siu=—0c0:x— —00;siu=+o00:x — +00)et k| € RU{—0c0,+00}.

Si f(z) ?k et g(y)ﬁcl, alors ¢(f(z)) ?l.
SikeRet f(x) - k avec f(ac)fﬁ pour z € D et g(y) — [, alors g(f(x)) ?l.

y#k

(resp. : > k, < k) (resp. y — kt, y = k™)

DEMONSTRATION
Les démonstrations se ressemblent. On se place seulement dans le cas suivant :

flx) —k et gly) —1 avec u,k,l €R.
r—ru _[/*}/i,‘

Soit £ > 0. Il existen >0 tel que : VyeR (ly—k|<n = y€E et |g(y) — 1] <e).
Ensuite, il existe a > 0 tel que : Vo € R (\;lr —ul<a = zeD et |fz)—k|l<n).
Ainsi, pour tout x € R, on a :
z—ul<a= (z€D et |f(z)—kl<n) = (z€D et f(z)€E et |g(f(z))—1]<e).
Conclusion : g(f(z)) — L. O

Proposition
Soient f,g: D — R et F une notion de limite vers u € RU {—o00,+00}.

partie de R

On suppose que : f(x) - k et g(x) ?l avec k,l € RU{—o00,+00}.

Ona: f(x)+g(z) - k+1,  f(z)g(z) - ki, et, sil#0, % 7)%

défini pour « z proche de u »

en interprétant ces formules Correctement et & condition :

(*) Soient k,l € R et € € {4+, —}. On lira dans la conclusion : €co + 1 = k + €00 = €00, €00 + €00 = €00 ;
(ec0)l = k(ec0) = €co si k, 1 > 0, (ec0)l = k(eco) = —eco si k,l < 0, (ec0)(e00) = +00 et (€00)(—€00) = —00;
& =0, ¥2 =ecosil >0, €2 = —eco si | < 0, on remplacera ¥ par eco (resp. —eoo) si | = 0 avec
g(z) > 0 (resp. g(z) < 0) pour « z proche de u », on remplacera £ par eco (resp. —ecc) si k # 0 a pour

signe e et [ =0 avec g(x) >0 (resp. g(z) < 0) pour « z proche de u ».



— d’écarter les formes indéterminées sous forme de sommes (400) 4 (—00) et (—o0) 4 (400),

~

« 00 — 00 »

produits 0 (400) et (+00)0 et 0 (—o00) et (—o0) 0, et quotients §, 1’% et =22 et £2 et T

v ~~
« 0oo » « X2
oo

g(x) > 0 pour « z proche de u »

-  rr s . ! _
de n’étudier la limite en u de 7 dans le cas [ = 0 que lorsque {ou o) < 0 pour « 2 proche de u »°

DEMONSTRATION

Admise : adapter la démonstration du cas des suites de réels.

Proposition
Soient f,g,h: D — R et F une notion de limite vers u € RU {—o0, +0o0}.

partie de R

. ] f(z) < h(z) pour z € D o
(a) Si alors k <[ « prolongement des inégalités larges ».
f(x)?keRet h(x)?le]R

< <h €D
(b) Si {f(a:) < 9(@) < hlz) powr @ alors g(z) ?l « théoréme des gendarmes ».

leR [ et h l

(©si {f(x) = gte) (resp: 9(2) = M) DO €D 1ors g(a) oo resp. g(a) —2—o0).

f(x) - +oo (resp. h(z) - —00)

DEMONSTRATION

Admise : adapter la démonstration du cas des suites de réels. O

Remarque (« regle de (De) I’Hopital »)
1. On se donne a,b € R avec a < b.
Soient f,g: [a,b] — R deux fonctions continues sur [a, b] et dérivables sur |a, b|.
On suppose que ¢'(z) # 0 pour tout = € |a, b.
Alors g(a) # g(b) et il existe ¢ € ]a,b| tel que : LEZ
« théoréme des accroissements finis généralisé ».
(Cela signifie que la courbe 7 := (f, g) admet au point ¢ une tangente paralléle a [y(a), “,(b)])

2. Soient f,g: la,b[ - R avec a,b € RU{—o00,+00} et a <b.

)—f(a I'(c)
)—g g'(c)

> —
(a)

On suppose que | (i) lim f(z)= lim g(z) =0 ou lim |[f(z)]= lim |g(z)| = +o0;
z—at z—at z—at z—at
(resp. z—b7) (resp. z—b7) (resp. z—b7) (resp. z—b7)

(ii) f et g sont dérivables, et ¢’ ne s’annule pas;

(iii) F@ 5 | pour un certain [ € RU {—00, +00}.
g'(®)

(resp. z—b7)

Alors : Lx; — l.
z—at
(resp. z—b7)

DEMONSTRATION

1. On trouve par I'absurde que g(a) # g(b), en utilisant le théoréme de Rolle.
On obtient I'existence de ¢ en appliquant le théoréme de Rolle a I'application ¢: [a,b] — R
Ao nar () — F() . L) =f(a)
définie par  ¢(z) = f(x) — Mg(l) pour z € [a,b].
2. Quitte & remplacer f et g par x — f(%) et v — g(%) on peut supposer que a # —oQ.

e Forme indéterminée 2 : on pose f(a) = g(a) = 0. Pour simplifier on suppose que [ € R

i
(méthode analogue dans les cas | = —oo ou [ = +00).
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On se donne z € |a,bl. On a: g(z) # 0 (th. de Rolle entre a et x).

, R . L. L e . T '(c
D’aprés le th. des accroissements finis généralisé, il existe ¢ € |a, x| tel que : f<,,) =1 <,).

Soit € > 0. Il existe o > 0 tel que 58 — l‘ <e déesque 0<t—a<a.
Si0<z—a<a,ona: 0<c—a<a«a donc f@f) = f:@ — 1| <e.
9(z) g'(c)
En conclusion : £ m — [. (Variante : choix de ¢ := ¢, et composition de limites.)
g(z) r—a+t

e A At erinAe OO« A Vieny Vagalira J@) _g(xo)\ f(z)—f(z0) f(zo)
° Foun(,Vlndctunnnm - : on va utiliser I'égalité @) = (l 9(@) )g(:r)fg(-ro) + 5@
Pour simplifier on suppose que [ € R (méthode analogue dans les cas | = —oc0 ou [ = +0o0).

Soit € > 0. On se donne =z € |a,b|.

f;:é:; —l’ <e désque 0<t—a<a.

Tout d’abord, il existe a > 0 tel que

On fixe g tel que 0 < xp —a < a. D’aprés le th. des accroissements finis généralisé, il
f(@)—f(zo) _ f'(c)
g(x)—g(zo) — g'(c)°

Il existe aussi 8 > 0 tel que g(z) # 0 et ‘gq(&’)) ’ < \l\ic’ et

existe c € ].’1;, .'1:0[ tel que :

f(zo)
g(x)

<e désque 0<zx—a<p.

Si0<r—a<aet 0<xr—a<pf,ona: 0<c—a<a et q(]((“L—;’)) < \l\ic’ et %f)) <e
flx) f(x)—f(zo) g(zo) || f(z)=f(x0) f(zo) ’
puis ‘f/(w) l‘ = g(z)—g(z0) Z’ 9@ || 9@ =gtzo) | T | 9@ | < e

En conclusion : f@ — . O
2. Asymptotes

Définition

Soient f : I — R une application continue, u une borne de I, et a,b € R.

intervalle ouvert non vide
(a) On suppose que u € R, avec w =infI (resp. u =supl).

On dit que f a pour une asymptote verticale en u la droite D :x = u si:

|f(x)] — 40 (resp. |f(x)] — +oo).
z—ut N U )
équivaut ici a : f(x) —:r—oo ou f(z) — +Hoo équivaut ici a : f(z) —>v—oo ou f(z) — +oo
z—ut z—ut z—u~ z—u~

(b) On suppose que u = —o0 (resp. u = +00).
On dit que f a pour asymptote la droite D :y =ax+b en —oo (resp. en +00) si :
f(z) = (ax+b) — 0| (resp.|f(z)—(ax+b) — 0

S~—

T—>—00 T—r—+00
Dans ce cas : @ — alet f(x)—ax — b (resp. %x) — al|et f(r)—ar — b).
T—r—00 T——00 T—r+00 T—r+00

Remarque

Dans le cas ou (b) est réalisé, on peut chercher la position
du graphe par rapport & D. On se place au point M du graphe
de f d’abscisse t et note P le point de D d’abscisse t :

——
L’ordonnée du vecteur PM est f(t) — (at + b). Son signe
détermine la position du graphe de f par rapport a D.

IV. CONTINUITE ET DERIVABILITE

1. Continuité

11



Définition-Proposition
On considére une application f: I — R

intervalle infini
(a) Soit z9 € I. On dit que f est continue en xg si : o n'est pas une borne de I et
lim f(z)= f(xg), ou xg =inf I et lim+f(x) = f(x0), ou wg =supl et lim f(z) = f(xo)

T—T0 z—a] =T
Cela équivaut a: Ve >0 Ja>0 Vo el (Jz—xol <a = [f(z) — f(z0)| <e¢).

(b) On dit que f est continue si elle est continue en tout point de 1.

Proposition
Soient g: J — R, f: I — R telleque f(I)C J, etxgel.

intervalle infini intervalle infini

Si f est continue en xg et g est continue en f(xg), alors g o f est continue en x.

DEMONSTRATION

Soit € > 0. Continuité de g en f(zg) : |g9(y) — g(f(z0))| <€ siy € J et |y — f(zo)| < n.
Ensuite, par continuité de f en zg on a: |f(x) — f(xzg)| <n dés que x € I et |x — xg| < .
Ainsi, pour z € Ton a: |z — x| <a = |[f(x) — f(xo)| <n = |g(f(x)) —g(f(x0))| <e.

Conclusion : g o f est continue en xy. O
Exemples
1. Soit @ € R. L’application |0, 4+oco[ — R est continue (cf. la proposition).
PP ) prop
T = 0 = o Inz

oy .. ' X o ou 0 sia>0

De plus, par compositions de limites, on a par exemple : lim 2% =4{_ /1 1 sia=0.
z—0t 400 sia <0

2. En prenant a = %, on en déduit la continuité de l'application z € R — |z| = V2.
La continuité de x +— |z| découle aussi facilement de la définition.

Proposition
Soient f,g: I — R et xp €I tels que f et g sont continues en xg.

intervalle infini

Ona: f+4g et fg sont continues en zy. De plus, quand g(zg) # 0, 'application g est

définie en x pour = € I avec « |x — x| assez petit » et continue en xg.

DEMONSTRATION

Découle des résultats sur les limites. O

Définition

Soient I un intervalle infini, xg € I et f: I\{zo} — R. N

On appelle prolongement par continuité de f en xo toute application f:I — R continue
en x telle que : f(x) = f(z) pour tout = € I'\{xo}.

Théoréme (« théoréme des valeurs intermédiaires »)
Soit f: [a,b] — R une application continue avec a,b € R et a < b.
Pour tout yg € [f(a), f(b)], il existe z¢ € [a, b] tel que yo = f(z0).

DEMONSTRATION
La méthode qui suit, par « dichotomie », peut étre utilisée par ordinateur pour trouver une
solution de I’équation f(x) = yo. On suppose que f(a) < f(b) (mémes idées si f(a) > f(b)).

On va construire deux suites adjacentes (an)n>0 et (by)n>0 par récurrence.

12



On commence en notant : (ag,by) := (a,b).

Ensuite, a partir de (a,,b,) on construit : Yo

<(1n+lv bn,+l> = {““

((I,,. u,,,;h,,) si Yo S f(u”;h,, )

+b, \ s praptbn .
(%J)n) Sl ,/(%)<UH

On obtient a, < ant1 < by < b, et alaide d'une récurrence :

by — an = —[’_;,,” avec (%) f(an) <yo < f(by).

On note z¢ la limite commune & (a,)n>0 €t (by)n>0. Ona: a, < xg < b, pour tout n > 0.
En particulier a < xg <b (avec n =0), puis f(zg) = yo par passage a la limite dans (x). O

2. Dérivabilité

Définition-Proposition
Soient f: I — R axgeletleR.

intervalle infini

(a) On suppose que zp n’est pas une borne de I.
On dit que f est dérivable en xg et f'(xo) =1 si: fe)=feo) __, g
—

T—xo T—T0

. TF#x0
ou —d{l(xx)| «7/7‘!1': =2z mais [JVZ)/*QJ::/

z=zQ

Cela équivaut a I'existence d’une application &: J — R telle que :

intervalle ouvert contenant O

xo+helet f(xo+h)= f(xo)+ hl+ he(h) pour tout h € J, avec e(h) HO.
—
(b) On dit que f a une dérivée a droite (resp. a gauche) en zo et fi(xo) = 1 (resp.
f;,(l“o) =1)si: f@)=f@o) (resp. f@)=f(z0) __, 1).

Tr—x(Q + Tr—XTQ —
$—)Z'O Z'—>$0

(c¢) On dit que f est dérivable si elle est dérivable en tout point de I qui n’est pas borne

de I et elle a une dérivée d’un coté, encore notée f’(b), en tout point b de I qui est borne de I.

Dans ce cas, la dérivée de f est application f’: I — R qui envoie = sur f/(z).

Remarques (notation ci-dessus)

1. En passant a la limite dans f(x) = f(xo) + (x — xO)M (x # xg), on obtient :

T—x0

si f est dérivable en xg alors f est continue en xg |

2. Dans le cas ol xg n’est pas borne de I, 'application f a
une dérivée en xg avec f'(xg) =1 si et seulement si :

pour tout € > 0, il existe « > 0 tel que le graphe de
f j2o—a,z0+af €St inclus dans la partie hachurée ci-contre.

X

Dans ce cas | D: y = f(xg) + f'(x0)(x — o) | s’appelle la tangente en xo au graphe de f.

On se place au point M du graphe de f d’abscisse ¢
et note P le point de D d’abscisse ¢ :

L'ordonnée de P est F@)—=(f(xo)+ f(xo)(t—xg)). (@) \ |
Son signe détermine la position de M par rapport a D. - 1 J
0] To ¢ x
3. La définition de f/(zg) se généralise au cas d'une application f: I — C en

intervalle infini
remplacant simplement R par C. Ainsi, en posant f(z) = g(x) +ih(x) quand z € I, on a :
m

m
R R

f est dérivable en x( si et seulement si g et h le sont ; dans ce cas : f/(xg) = ¢'(z0) + 1k (z0).
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Proposition
(a) Soient f,g: I — R et xg € I. On suppose que f et g sont dérivables en xg.

Ona: (f+g) ()= fao) +d (@), (f9) (o) = f(x0) glo) + F(xo) o (xo),
—_— —_——

existe existe

/ ’ ’
ot (i) (z9) = L@0)ol@o)—J(@0)g' (@) (yand g(xg) # 0.
N——

g g9(zo)
existe
(b) Soient f: ”I — R et g: ﬁ] — R tels que f(I) C J, et xg € I.
intervalle ouvert intervalle ouvert

On suppose que : f est dérivable en xg et g est dérivable en f(z).

On a: go f est dérivable en zg et | (go f) (xo) = ¢ (f(z0)) x f'(z0) |

[A la physicienne en posant y = f(z) et z = g(y), on a : (‘}—: = 3_; :}—’”

DEMONSTRATION
(a) On a:| f(xo+h) = f(xo) + hf'(xg) + he1(h) avec e1(h) }—6 0;

11—

g(xo+ h) = g(xg) + hg' (o) + hea(h) avec eo(h) = 0.

1—>

Donc : | (f +g)(xo +h) = f(xo) + g(xo) + h (f'(z0) + ¢'(x0)) + h (e1(h) + e2(h)) ;
—_——
— 0
(f9)(wo + h) = f(z0) g(xo) + h (f'(x0) g(z0) + f(20) ¢’ (20)) + R (- )
— 0
e 1(x)—g ')i, ° —q'(z
Quand g(zg) # 0, on a : % =f xé avec ”(";7;’,5;’:‘” = -G )f ) gt J),f;f)““) S (](Jl—(“)g)
en supposant x est suffisamment proche de zy pour que g(zx) # 0. TFT0

(b) On a :| f(xo+ /1,) = f(;zro) + hf'(xo) + hei(h) avec e1(h) = 0;

1—>

g(f(xo =g(f(x0)) + kg’ (f(x0)) + kea(k) avec ea(k) — 0.
Donc : (go f)(zo+ /)) 9(f(x0)) +hg (f(z0)) x f(zo) + hesg(h), ou
e3(h) == g'(f(x0)) xe1(h) + (f'(z0) +€1(h)) < ea(hf (o) + he1(h)) — 0. 0

Proposition
Soient f: I — R dérivable.

intervalle infini

(a) L’application f est constante si et seulement si f/ = 0.
(b) L’application f est croissante (resp. décroissante) si et seulement si
f'(x) >0 (resp. f'(x) <0) pour tout = € I.

(c) Si f'(z) > 0 (resp. f'(z) < 0) pour tout x € I, alors l'application f est strictement
croissante (resp. strictement décroissante).

Définition
Soient f: D — R et x9€ D.

(a) On ditpi;eed}Ra un maximum (resp. un minimum) en T Si :
f(x) < f(zo) (resp. f(x) > f(xo) ) pour tout z € D.
(b) On dit que f a un mazimum local (resp. minimum local) en xg s'il existe a>0 tel que :
f(x) < f(xo) (resp. f(x) > f(xo) ) pour tout = € |xg — o, xg + [N D.
(c) On dit que f a un extremum (resp. extremum local) en xg si f a un maximum ou un
minimum (resp. un maximum local ou un minimum local) en z.

Proposition
Soient f: I — R dérivable et ¢ € I.

intervalle infini

On suppose que [ est ouvert et que f a un extremum local en xzg.

Alors : f'(x9) = 0.
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DEMONSTRATION
On se place dans le cas o f a un maximum local en ¢ (méme méthode pour un minimum
local). Il existe o > 0 tel que |xg —a,xz9 + [ C I et f(z) < f(xp) quand x € |xg — o,z + .
.| f&)=f(=0) .. e v N — £ (e .
Ona:| #=2=-0 <0 quand z¢ < z < zg+ a donc f'(x¢) = fi(zg) <0;

T—x(

%{f}l”) >0 quand g — a <z < xg donc f'(xg) = '[(;<LI7(J) >0
D'ou : f'(zg) = 0. O
Remarque

L’application f: Ry — R est dérivable et a un minimum en 0.
T =T
Mais f/(0) # 0. Explication : 'intervalle R, n’est pas ouvert.

Exemple T —00 -1 0 1 +o00

On considére f: R — R . Variations : .
r — 2% — 222 f(@) |[+00 N\ =1 70N, -1 7 +o0

Donc f a un maximum local en 0 et un minimum en 1.

3. Convexité

Définition-Proposition
Soit f: I — R.

intervalle infini
Yy
(a) On dit que f est conveze si : Fo) L e y = f(x)
f((A=t)a+tb) < (1—t)f(a)+tf(b) (1= 0)f(a) + 1£(b) + <
1—t)a b) +
pour tous a,b € I et t € [0, 1]. = ;(;3 1
(Les cordes sont au-dessus du graphe de f.) % % i
[0) a (1-ta+tb} x

(b) On suppose que 'application f est dérivable.
L’application f est convexe si et seulement si f’ est croissante.
(c) On suppose que application f est deux fois dérivable.
L’application f est convexe si et seulement si f” > 0.

(d

a
) On dit que f est concave si —f est convexe.

Remarque (penser a « U'inflexion de la courbe du chomage »)
Soient f: 1 — R dérivable, g € I et a > 0 tel que |xg — a, g + o C 1.

intervalle ouvert non vide

Il y a quatre cas possibles lorsque les applications f,|}330*04,330[ et f’|]zo7zo+a[ sont monotones :

monotones dans le méme sens ‘ monotones en sens contraire ‘
f! croissante f! décroissante f! décroit puis croit f’ croit puis décroit
concavité vers le haut  concavité vers le bas points d’inflexion(*)

(*) On dit que f a un point d’inflexion en xo s’il existe @ > 0 tel que les graphes des applications T izo—anzol
et f]z,50+a( SONt de part et d’autre de la tangente (I'un au-dessus et I'autre au-dessous).
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4. Plan d’étude du graphe d’une fonction de R dans R

Soit f: D — R.

partie de R

1. Ensemble d’étude les plus graids possibles

On écrit D comme réunion de |u,v[ou [u,v]ou]u,v] ou [u,v], —o0o <u<v<+o0. On restreint
I’étude a aide de la périodicité de f, ou, de la parité/imparité de f.

2. Tableau de variations

On calcule f’, 1a ou cela est possible, et étudie les variations de f.

3. Etudes des asymptotes

On détermine les asymptotes verticales et les asymptotes horizontales/obliques.
On peut préciser la position de la courbe par rapport a une asymptote horizontale/oblique.
4. Tracé

On trace la courbe, en utilisant éventuellement un tableau de valeurs.
Si f est deux fois dérivable sur un intervalle ouvert I inclus dans D et f” s’annule en
changeant de signe en xg € I, alors le graphe de f a un point d’inflexion au point d’abscisse xg.
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Annexe : graphes de certaines fonctions usuelles
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!
I
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) !
/ I
I’ y=tanx !
I
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Ch. 2. Arithmétique

Plan
[ Dos T L7l
[[I. Anneau Z/nZ)

[. DIVISION EUCLIDIENNE DANS 7

1. Unicité du quotient et du reste

Définition
Soient p, q € Z.

On dit que p divise ¢ (ou ¢ est multiple de p), et note p | g, si :
il existe k € Z tel que ¢ = kp.

[Quand p # 0 et p ne divise pas ¢, on dispose du reste dans la division de ¢ par p.}

Théoréme

Soient a € Z et b € Z \{0}. Il existe un unique couple (gq,r) € Z x Z tel que :
a=bg+r et 0<r<|b| «division euclidienne de a par b ».

Dans ce cas, r s’appelle le reste et q s’appelle le quotient, de la division de a par b.

DEMONSTRATION

e On montre tout d’abord 'existence dans le cas ot a > 0.
Récurrence sur n € N: (H,) existence de (¢,7) € Z x Z quand 0 < a <n et b € Z \{0}.

(i) On suppose que n =0. Ona: a=0=5b0+0.

Cela montre que (Hy) est vraie.

(i) On suppose que (Hy,) est vraieet 0 <a <n+1:
—soit 0 < a < |b] puis I'égalité a = b0+ a fournit un couple (g,7);

soit 0 < |b| <a<n+1donc0<a—|b <n puis grace a (Hy,) il existe (qo,70) € Z X Z tel

que a—|b| =bgo+19 et 0 < rg < |b|, donc a = b(qo+sg(b)) + 1o ce qui donne un couple (g, 7).

On en déduit que (H, 1) est vraie.

(iii) Ainsi l'existence est obtenue quand a > 0.

e On montre maintenant ’existence dans le cas ou a < 0.

D’apreés le cas précédent, il existe (q1,71) € Z X Z tel que —a =bqy +7r1 et 0 <r; < |b| :

soit 71 = 0 et on utilise I'égalité a = b(—q1);

—soit r; # 0 et on utilise 'égalité a = b(—q1 —sg(b)) + |b| —r1 avec 0 < |b| —r1 < |b].

e On montre maintenant l'unicité (dans tous les cas).

On se donne (q,7),(¢,7") € Z X Z tels que :

a=bg+r=0b¢~+7r", 0<r<|b et 0<7r" <|b|.

Ona: 0—(]b|—1) <7'—r < (]b|]—=1)—=0 et |b||g—¢'| = |r' —r| donc |b||qg—q¢'| < |b]—1.

D'ou: g=¢ (par I'absurde), puis r =71" (car bq+r =bq +r'). O
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Définition-Proposition
(a) Une loi de composition sur un ensemble F est une application *: £ x E — E.

Suivant 1'usage, on notera ici z x y I'image par x de (z,y).

(b) Un groupe est un couple (G, *) ot G est un ensemble et * est une loi de composition
sur (G, vérifiant
(i) pour tous z,y,z € G,ona: (xxy)xz=a*(yxz) «associativité »;
(i) il existe e € G tel que pour tout x € G,ona: exx =x*xe=x <« lément neutre » ;
(i) pour tout x € G il existe 2’ € G tel que : z*x a2’ =a’ vz =e « inverse ».

Dans ce cas, I’élément e du (ii) est unique (immédiat) appelé élément neutre de G, et pour

chaque x € G I'élément 2’ de G du (iii) est unique (admis) appelé inverse de x et noté z !,

ou —z quand la loi est notée +
(¢) On dit qu'un groupe (G, *) est commutatif si pour tous z,y € G,ona: xxy =y*x.
(d) Un sous-groupe d’un groupe (G, ) comme au (b) est une partie H de G vérifiant
(i) e€ H;
ii) pour tous z,y € H,ona: x+xy ' € H.
b Y ) Yy

Dans ce cas, (H, * ) est un groupe.

en fait sa restriction a H X H

DEMONSTRATION

Exercice.

Exemples
1. Le couple (Z,+) est un groupe commutatif avec e = 0 et 2/ = —z (immédiat).
Par contre (Z,.) n’est pas un groupe, car sinon on aurait dans ce groupe G :
e=1e=1 daprés (b) (ii), et e =0.0' d’aprés (b) (iii), donc 1 =e =0 contradiction.
De plus (Z \{0},.) n’est pas non plus un groupe, car sinon dans ce groupe G on aurait
encore e = 1 mais avec z = 2 I'équation z.2’ = 1 d’inconnue 2’ € Z \ {0} n’a pas de solution.
2. Soit n € Z. On pose : nZ = {nk ; k € Z}.

L’ensemble nZ est un sous-groupe de (Z,+) car :
(i) 0=n0e€nZ;
(ii) pour tous x =nk,y=nl€nZ,ona: x+ (—y) =n(k—1) € nZ.

3. Les ensemble nZ avec n € N (qui sont aussi les ensemble nZ avec n € Z car (—n)Z = nZ)
sont deux a deux distincts. En effet :
—sin € Net nZ = 07 alors comme n=nl e€nZ onan=20;
—sip,q € N\{0} et pZ = qZ, alors comme p € pZ et q € qZ il existe k,l € Z tels que p = kq
et ¢ = Ip, donc k,l € N\{0} avec \/ﬂ//\lf/ = 1, enfin par 'absurde k = = 1 puis p = g.

>1 >1

Corollaire

Les sous-groupes de (Z,+) sont les ensembles distincts nZ avec n € N.

DEMONSTRATION

On a vu que les nZ, n € N, sont des sous-groupes de (Z,+).

Soit H un sous-groupe de (Z,+). Ona:0¢€ H.Si H = {0}, on a H = 0Z.

On suppose que H # {0}. Il existe donc hg € H tel que hg # 0, donc |ho| € H N (N \{0}).
On note n le plus petit élément de H N {1,2, ..., |ho|}, c-a-d le plus petit élément de HN(N\{0}).

On vérifie que H = n’Z. i nonsvide
(2) Ona ne H ce quidonne pour tout £ € N\{0} d'une part kn=n+---+n € H et
—_———

k termes
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d’autre part (—k)n = —kn € H, puis nZ C H.

(C) Soit h € H. Par division euclidienne : h=nqg+r avec g€ Z et 0 <r <n.
Ona: r=h—gne HNN et r<n donc r =0, puis h € nZ.
Finalement H C nZ. O

2. Algorithme d’Euclide

Définition-Proposition

Soient a,b € Z.

(a) Il existe un unique d € N qui divise a et b, et tel que tout diviseur dans Z de a et b
divise d. Il est caractérisé par : aZ + bZ = dZ, ou aZ + bZ := {au+ bv ; u,v € Z}.

On le note : d = pged(a,b) car, quand a # 0 et b # 0, d est le plus grand commun diviseur
dans N\{0} a a et b.

(b) 11 existe un unique m € N qui est multiple de a et b, et tel que tout multiple dans Z de
a et b est multiple de m. Il est caractérisé par : aZ N bZ = mZ.

On le note : m = ppcem(a,b) car, quand a # 0 et b # 0, m est le plus petit commun
multiple dans N \{0} & a et b.

(c)Ona: | |ab] =md |

DEMONSTRATION
On constate facilement que aZ + bZ et aZ NbZ sont des sous-groupes de (Z,+).
D’aprés le corollaire de la fin du 1, il existe d, m € N uniques tels que :
a4+ b7 = dZ et aZ NbZ = mZ.
(a) Ona: a=al+b0€dZ et b=a0+bl € dZ doncd|aetd]|b.
De plus, il existe ug,vg € Z tels que d = aug + bvg, donc tout diviseur de a et b divise d.
Unicité : si d’ et d” conviennent, alors d' | d” et d” | d' puis dZ =d"7Z et d' = d".
(b) On a: m € aZNbZ donc m est multiple de a et b.

Tout multiple de a et b est dans aZ N bZ donc dans mZ donc est multiple de m.

Unicité : si m’et m” conviennent, alors m’ € m”"Z et m” € m'Z puis m'Z = m"Z et m’ = m”.

(c) Il existe a',b',up,vg € Z tels que : a=d'd, b="Vd, d=auy+ bvy.
On a : a't/d est multiple de a et b puis de m, donc ab qui vaut (a’'d’'d)d est multiple de md.
On a aussi : ab divise am et bm, donc ab divise maugy + mbvg qui vaut md.
Sachant que ab € mdZ et md € abZ, on a |ab|Z = mdZ donc |ab| = md. O

Remarques

Soient a,b € Z. On pose d = pged(a,b) et m = ppem(a, b).

1.Sin€Z,ona: naZ + nbZ = ndZ et naZ NnbZ = nmZ (isoler le cas n = 0).
Donc pged(na,nb) = |n| pged(a,b) et ppem(na,nb) = |n| ppem(a,b).

2. On suppose que a # 0 et b # 0, donc d # 0.

On introduit a/,b' € Z tels que a =dad’ et b=dl.

D’aprés 1, on a : pged(a,b’) = 1.

Définition
On dit que a,b € Z sont premiers entre eux si: pged(a,b) = 1.

Théoréme

Soient a,b € Z. Les entiers a et b sont premiers entre eux si et seulement si il existe
u,v € Z tels que au+bv =1 « théoréme de Bézout ».
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DEMONSTRATION
On a, d’aprés la définition-proposition ci-dessus :
pged(a,b) =1 <= Z=aZ + V2 < 7 C aZ +bZ
<~ lcaZ+bl < Ju,veZ au+bv=1. O

Proposition
Soient a,b € Z\{0}. On pose 179 = a €t 71 = b. < [sinon  pecd(a,0) = lal, peed(0.b) = [b], et peed(0,0) = 0]
On effectue les divisions euclidiennes successives de 7y par rgyq :

a=>bg +19 avec 0 <19 <717

b=1roq3+ 13 avec 0 <13 <ry

Tneo = Tn-1qn +Tn avec 0 <1, < Tn_1

Tn—1 — annJrl + 0 <—[on atteint O car les restes décroissent strictement dans N]

Dans ce cas, on a : | pged(a,b) =7, « algorithme d’Euclide ».

DEMONSTRATION

On utilise la définition du pged en termes de diviseurs :

peed(_a , b ) = pged(a—rigo, 1) = pged(ry,ma) = - - = pged(rn, 0) = 7. O
"o . diI\"lii::i;i communs "2

Remarque (« couple de Bézout »)
L’algorithme d’Euclide fournit aussi (u,v) € Z? tels que au + bv = pged(a, b) :

a — bga = 5 x (.e) pour équilibrer les 75 sur les 3 premiéres lignes
b—rogy = 4 x (.o) pour équilibrer les 73 sur les 3 lignes suivantes
Tyeg — "n-26=T = Tn=T| x(—@n—1) pour équilibrer les r,,_; sur les 2 derniéres lignes
Tp=7 —Tn-tfn = Tn

au + bv = r,

On pose : rg =a et ry =0b. Ainsi : rjyo =1r; — 711 Gipo pour 0<i<n—2.

On construit une suite ((u;, v;))o<i<n par :

(i) (uo,v0) = (1,0) et (ug,v1) = (0,1);

(i) wiy2 = U; — @it2Uit1 €t Viyo = v; — ¢ip2Vi41 pour 0<i<n-—2.

On a par récurrence : r; = au; + bv; pour 0 <i <mn, donc au, + bv, = pged(a,b).

Exemple

Calcul du pged de 29 et 117 Couple de Bézout associé ?
29 =11x2+47 29 —11x2 =7 «x (—3) équilibre les 7
11=7x1+4 11—-724 =4| x2 équilibre les 4
7T=4x14+3 7 — 4T =3 | x(—=1) équilibre les 3

d d(29,11) = 1.

4—ga4q  donepecd29.1D) A-314 =1
3=1<340 -

Dot : 29x(—3) +11.8 =1

3. Décomposition en facteurs premiers

Définition
Un nombre premier est un élément p de N \{0} différent de 1 tel que :
les éléments de N\ {0} qui divisent p sont 1 et p.
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Proposition

(a) Soient a,b € Z et p un nombre premier.

Si p|ab,alors pla ou p|b  «lemme d’Euclide ».

(b) Soient a,b, c € Z.

Si a|bc et pged(a,b) =1, alors a|c  «lemme de Gauss » (généralise celui d’Euclide).

DEMONSTRATION

(a) On suppose que p|ab, et p/fa.

Comme p est premier, le seul diviseur > 0 de p et a est 1. Donc pged(a,p) = 1.

Bézout : il existe u,v € Z tels que au + pv =1, donc \bg_/u + bpv = b, donc p | b.

divisible par p

Variante. On suppose par I'absurde qu’il existe un nombre premier p et — quitte & changer
leur signe — des entiers a,b € N non multiples de p tels que ab est multiple de p.
Pour p et a fixés, on choisit b le plus petit possible (donc b < p en envisageant le reste dans
la division euclidienne de b par p). La division euclidienne de p par b s’écrit : p = qb+ V.
Donc V' n’est pas multiple de p car 0 <V < b < p, et al’ = ap — qab est multiple de p.
Cela contredit la minimalité de b.

(b) On suppose que a | bc et pged(a,b) = 1. divisible par a

~ =~
Bézout : il existe u,v € Z tels que au+ bv =1, donc auc+ bc v =c, donc a | c. O

Remarque
Soit = € Q1 \{0}.
Il existe ag, by € N\{0} tels que z = z—g. En posant dyp = pged(ag, bp), a = 3—8, b= g—g, on a:
r=%eQ"\{0} avec a,b € N\{0} et pged(a,b) = 1.
En supposant que z = § € QT \{0} avec ¢,d € N\{0} et pged(c,d) =1, ona:
ad = be ce qui implique que a | ¢ et ¢|a par le lemme de Gauss, puis a =c et b=d.

Ainsi I'écriture de = sous forme de « fraction irréductible » ¢ avec pged(a,b) = 1 est

unique.

Théoréme
Soit n € N\{0}. Il existe k € N, des nombres premiers p; < --- < pi et ay,...,ap € N\{0}
uniques, tels que : n =p{* - pp*.
1 quand £k =0

Dans ce cas, les diviseurs de n dans N \{0} sont les nombres de la forme p|" --- pg’“ avec
0<pr<ar, .. 0< B <a

DEMONSTRATION

e On montre tout d’abord 'existence d’une décomposition en facteurs premiers de n.
Récurrence sur n > 1: (H,) existence d'une décomposition en facteurs premiers pour tous
les éléments de {1,...,n}.

(i) Cas n =1 : k = 0 convient. Donc (H7) est vraie.

(ii) On suppose que (H,,) est vraie et vérifie que n + 1 se décompose en facteurs premiers :

soit m + 1 est premier et se décompose en (n + 1) ;

— soit n + 1 n’est pas premier et il existe a,b € {1,...,n} tels que n + 1 = ab, puis en
appliquant (H,) au niveau de a et de b on décompose n + 1 en facteurs premiers.

On en déduit que (H,41) est vraie.

(iii) Ainsi, pour chaque n > 1, (H,,) est vraie et en particulier n posséde une décomposition
en facteurs premiers.
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.o . .. ke B B
e On montre l'unicité de la décomposition en partant de n = pi* --- p* = ¢/" --- ¢/

avec pp < --- < pp premiers, ¢ < ---< g premiers, et ai,...,ak,S1,...,0 € N\{0}.
Le lemme d’Euclide montre que p; divise I'un des nombres qi,...,q;, donc pg < q;; de
méme ¢ < pr puis pr = ¢;- On simplifie par le plus gros facteur de la forme pz,, ce qui donne

3/ — O

B B 3 — . b (1. g ) ~
=gt g stag > B ou, ptt o pt =gt e g si oy, < B3, chacun

O] O
Py - Py
de ces deux cas menant a une contradiction par ce qui précéde. On en déduit que ap = f;.

On obtient ensuite pr_1 = -1 et ag—1 = B—1... Enfin p; = q_r41 si k < [ ou
q1 = pr—i1+1 sil <k, ce qui montre que k = [.

e On cherche maintenant les diviseurs de n. Ceux proposés conviennent.
Soit b € N\{0} qui divise n. Il existe ¢ € N\{0} tel que n = bc.

Quitte a ajouter des ¢°, on peut écrire b = q“fl e q‘f’ et c=g¢q" - g avec 1 < < gq
premiers et S1,..., 8, 71,...,71 €N tels que 81+ #0, ..., B+ #0.

Donc n = q“‘ljﬁ"’/1 e qu aat puis par unicité de la décomposition en facteurs premiers :
l=ketqu=pret..etqg,=pretar=p0+7et..etap=_7Lr+ v Dou lerésultat. O

Corollaire

Soient a,b € N\{0}. On peut les écrire sous la forme a = p{* --- pp* et b= p?l plﬁ’“
avec py < --- < pp premiers et «y,..., g, 51, ..., B € N.

0 . da.b) = min(a1,581) min(og,f) o4 b) — max(a1,61) max(ou,B)

na: pged(a,b) = p Pk et ppem(a,b) = p; Py :

DEMONSTRATION

min(a,531) min(og,Bk)
1 ... j)k .
La formule pour le ppcm découle par exemple de : ab = ppcm(a, b) pged(a, b). O

D’aprés le théoreme, le plus grand diviseur commun a a et & b est p

Remarque

Supposons, par ’absurde, que ’ensemble des nombres premiers est fini. On note p le plus
grand d’entre eux. Soit ¢ un nombre premier qui intervient dans la décomposition de p! + 1.
On a donc : ¢ divise p! car ¢ < p (choix de p) et ¢ divise p! + 1 (choix de ¢), puis ¢ divise 1.

Cette contradiction montre qu’il existe une infinité de nombres premiers.

[I. ANNEAU Z/nZ

Dans cette partie, on se donne n € N\ {0}.

1. Congruences

Définition
Soient a,b € Z.
On dit que a est congru a b modulo n, et note a =b [n], si: a— b est multiple de n.

Proposition
(a) Pour tous a,b,c € Z, on a :
(i) a=aln] «réflexivitée »;
(i) si a=bn] alors b=a[n]  «symétrie »;
(ili) si a=bn] et b=cn] alors a=c[n]  « transitivité ».
(b) Pour tous a,b,a’,t/ € Z, on a :
si a=b[n] et o/ =V [n], alors a+d =b+1b [n] et ad’ =bb [n].
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DEMONSTRATION

(a) (i) Ona: a—a=0n donca=anl.

(ii) On suppose que a = b [n] : il existe k € Z tel que a — b = kn.
Ona: b—a=(—k)n donc b=an|.

(iii) On suppose que a = b [n] et b = ¢ [n] : il existe k, [ € Z tels que a—b = kn et b—c = In.
Ona:a—c=(a—b)+(b—c)=(k+1)n donc a=clnl.

(b) On suppose que a = b [n] et o’ = b [n] et fixe k, k' €Z tels que a—b = kn et b = k'n.
Ona: (a+d)—((b+b)=(a—b)+ (' =V)=(k+Kk)n donc a+d =b+¥ [n].
On a aussi : aa’ —bb' = (a — b)a’ + b(a' — V') = (ka’ + bk")n donc ad’ = bb' [n]. O

Exemples
Soit m = a 10 +--- +a110 + ag € N avec ag,...,a1,a € {0,1,...,9}.
—_————
chiffres dans 1’écriture de m en base 10
1.Ona: 10=0[2] puis m=ag [2]. Dou: 2| m < ap € {0,2,4,6,8}.
De méme : 5| m <= ap € {0,5}.
2.0na: 10=1[3] puis m=ar+---+a1+ap [3]. Dou: 3| m <= 3|ar+---+ai+ao.
Deméme: 9|m < 9|ar+ -+ a1 + ap.
3.0na: 10=—1[11] puis m = (=1)*ag +--- — ay + ag [11].
Dott: 11 |m <= 11| (=D¥ar +--- — a1 + ao.

Proposition

Soit a € Z.
Il existe a’ € Z tel que aa’ =1 [n] si et seulement si a et n sont premiers entre eux.

DEMONSTRATION
On utilise le théoréme de Bézout :
da' €Z ad =1[n] <= 3Jd,k€eZ ad —1=nk
< dd keZ ad +n(-k)=1
— dd K €Z ad +nk'=1
<= pged(a,n) = 1.
D’ott le résultat. O

Théoréme

Soient m € N tel que m et n sont premiers entre eux, et a,b € Z.

L’équation (E): z =a[m] et x =b[n] dinconnue z € Z a une unique solution
modulo mn  « théoréme des restes chinois ».

Plus précisément, en se donnant u,v € Z vérifiant mu +nv =1, on a :

(E) < z = anv+ bmu [mn].

DEMONSTRATION
On pose : zy = anv + bmu.
Ona: nv=1[m] et mu=1[n] donc z9=a[m] et z9 =0b[n].
Dou: (F) <= xz=x9[m| et x=u1xg]n]
< m|x—zpetn|xr—ux
<= ppcm(m,n) | z — xo.

On conclut grace a : ppem(m,n) = pged(m,n) ppem(m,n) = mn. O

25



Théoréme
Soit p un nombre premier.

Ona: a?!'=1[p] quand a € Z n’est pas multiple de p
donc a? =a [p| pour tout a € Z  « petit théoréme de Fermat ».

DEMONSTRATION
p—1
e On fait un calcul préliminaire. Soient x,y € Z.Ona: (z+y)P = 2P+ > (f) aP~Fyk 4P,
. k=1
De plus, quand 1 <k <p—1, on a aussi :
p! =k!(p — k)! () donc p divise un des nombres 1,....k,1,...,p — k et (}), puis divise (7).
Ainsi : (z +y)? = 2P + yP [p].

tous < p
e Soit a € Z. On déduit de ce qui précéde que: a? —a=(a—1)P—(a—1)=---=_0 [p].
o ; ~— ~—
D’ou : a? = a [p)]. ((a— 1)+ 1)? w1
On suppose maintenant que p fa. Comme pged(a,p) = 1, d’aprés la proposition il existe
a' €7 tel que aa’ =1 [p]. On en déduit que : a?~! = aPa’ = ad’ =1 [p]. O
Exemple

Quel est le reste dans la division de 20172°18 par p := 137
On a: 2017 = 155x13 + 2 et 2018 = 168x12 + 2.
Donc 20172018 = 22018 = (212)168 92 = 4 [13] car 2'? = 1 [13] (petit théoréme de Fermat).

2. L’anneau Z/nZ

Définition
P 7 ici _a := ; 7}
(a) Pour tout @ € Z, on note ici _a {a+b; benZ}
« classe de a »
On munit 'ensemble Z/nZ :={a; a € Z} des lois de composition suivantes :
x+a' :=a+d et xxa’:=ad pour z,2’ € Z/nZ
indépendamment du choix de a,a’ € Z tels que x =@ et 2’ = o/ (proposition du début du 1).

(b) Un anneau est un triplet (A, 4+, x), ot (A4, +) est un groupe commutatif dont 1’élément
neutre sera noté \O,/ et x est une loi de composition sur A, vérifiant
au lieu de e, et 'inverse de = pour ’addition sera noté —=z
(i) (xxy)xz = zx(yxz) pour tous z,y,z € A;
(i) xx(y+2) = (xxy) + (xx2) et (x+y)xz = (vx2) + (yxz) pour z,y,z € A;
(iii) il existe 1 € A tel que pour tout x € A,on a: lxz =zx1==z.

Dans ce cas, I’élément 1 du (iii) est unique (immédiat) et appelé élément unité de A.

(c) On dit qu'un anneau (A4, +, x) est commutatif sipour tous x,y € A, on a: Txy = yxz.

Proposition
(a) L’ensemble Z/nZ a pour éléments distincts 0, 1, ..., n — 1.
(b) Les triplets (R, 4+, x) et (C,+, x) sont des anneaux commutatifs.

(c) Le triplet (Z/nZ,+, x) est un anneau commutatif.

DEMONSTRATION
(a) e Tout a € Z s’écrit a=bg+r avecq€ Zet 0<r <b.
Donc a =7 puis a € {0,1,...,n — 1}.
e Soient a,b € {0,1,...,n — 1} tels que @ =b.
Ona a—benZ avec 0—(n—1)<a—-b<(n—1)—0 donc a=>b.
(b) (c¢) Exercice. O
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Exemples
Les tables d’addition de Z/nZ avec n € {3,4} sont faciles a obtenir.

1.On a: Z/37Z = {0,1,2}. Sa table de multiplication est : b 01 2

o 3 oo o o

Par exemple : 2x2 =4 =1 (la notation 2 se référe ici a Z/3Z.) 1o 1 2

2 0 2 1
2.0n a: Z/4Z ={0,1,2,3}. Sa table de multiplication est : b 01 23
_ _ _ _ . 0 0 0 0 ©
On remarque que : 2x1 = 2«3 mais 1 # 3 (dans Z/47Z), Tl 1T 2 3
donc 2 n’apas d’inverse pour la multiplication dans Z/47Z. 2o 2 0 2
~ 30 3 2 1

£0
Définition-Proposition (admise)
Soient (G, *) et (G',+') des groupes.
(a) Un sous-groupe distingué de (G, *) est un sous-groupe H de (G, ) vérifiant :

zxyxx L € H pourtous z € Getyc H.
(Cette condition est automatiquement vérifiée quand G est commutatif.)

Dans ce cas, en notant & :={z*y; y € H} pour tout z € Get G/H :={i&; x € G}, on
munit G/H d’une structure de groupe avec la loi de composition notée aussi x définie par :
u*xv:=ZT*y pour u,v € G/H indépendamment du choix de z,y € G tels que u = & et v = 9.

(b) Un morphisme de groupes de (G,x) dans (G',«) est une application f: G — G
vérifiant :  f(xxy) = f(z)* f(y) pour tous z,y € G.

Dans ce cas, on a : f(eg) = eg/ en notant e et egs les éléments neutres de G et G,
Ker f:={zx € G| f(z) = ec'} estun sous-groupe distingué de (G,*), Im f est un sous-groupe
de G', et Papplication f: G/Ker f — Im f est un morphisme de groupes qui est bijectif.

u=1& +— f(x)
~~
ne dépend que de u

Remarque
Dans le cas ou (G,*) = (Z,+) et H = nZ, on retrouve la définition du groupe (Z/nZ,+).

Proposition (variante du théoréme des restes chinois)
Soit m € N \{0}.
(a) L’ensemble Z/mZ x Z/nZ muni de I'addition (@,b) + (¢,d) := (@ +¢,b+d) pour
a,b,c,d € Z, est un groupe.

(b) L’application f: Z — 7Z/mZ x Z/nZ est un morphisme de groupes pour I’addition.

xr —> (z,7)

<~
les deux T ont des sens différents

(c¢) On suppose que m et n sont premiers entre eux.

Ona: Ker f = mnZ et l'application f: Z/mnZ — 7/mZ x 7./nZ est un morphisme
T — (Z,7)
de groupes pour 'addition qui est bijectif.

DEMONSTRATION
(a) Exercice.

(b) Par définition de l'addition de Z/mZ x Z/nZ , f est un morphisme de groupes.
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(c) @ Pour tout # € Z,on a: f(x)=(0,0) <= m|zetn|z < ppem(m,n) | .
Donc Ker f = mnZ, ce qui permet de définir f. e

e La bijectivité de f traduit exactement le théoreme des restes chinois.

Variante. Vu le (b) de la définition-proposition, on vérifie que Im f = Z/mZ x Z/nZ.
Cela découle de 'injectivité de f car elle implique que Im f, égale & Im f, est une partie & mn
¢léments de ensemble Z/mZ x Z/nZ qui a lui-méme mn éléments. O

Remarque (réciproque du (c))

Soit m € N\{0}.

On suppose qu’il existe un morphisme de groupes bijectif ¢: Z/mnZ — Z/mZ x Z/nZ.

On fixe a,b € Z tels que : ¢(1) = (a, El. PR L

On pose : k = ppcem(m,n). Donc : ¢(k) = (1) + -+ (1) = (ka,kb) = (0,0) = »(0),
puis k=0 dans Z/mnZ (par injectivité de ), enfin mn | k. A fortiori mn < ppem(m,n).
Il en résulte que mn = ppecm(m,n), et m et n sont donc premiers entre eux.

Définition-Proposition (admise)

Soient (A, +,x) et (A’,+',x’) des anneaux. On note 14 et 14/ leur éléments unité.

(a) Un idéal bilatére de (A, +, x) est un sous-groupe .# de (A4, +) vérifiant :

rxy € S et yxx € S pourtousxr € Aet y e S,

Dans ce cas, le groupe (A/.#,4) a une structure d’anneau avec la loi x suivante :
uxv := Txy pour u,v € A/.# indépendamment du choix de z,y € A tels que u =1 et v = 9.

(b) Un morphisme d’anneaux de (A, +, x) dans (A’, 4/, x’) est un morphisme de groupes f
de (A,+4) dans (A',+') vérifiant : f(14) =14 et f(axxy) = f(z)'f(y) pour tous x,y € A.

Dans ce cas, on a : Ker f est un idéal bilatére de (A, 4, x), Im f muni de + et x est un
anneau, et 'application canonique f: A/ Ker f — Im f est un morphisme d’anneaux bijectif.

Remarque

On sait que les sous-groupes de (Z,+) sont les NZ avec N € Z.
On constate que chaque NZ est méme un idéal de (Z, +, x).
On retrouve ainsi la définition de 'anneau (Z/nZ,+, ).

Dans le (a) de la derniére proposition, le groupe (Z/mZ x Z/nZ,4+) a une structure
d’anneau avec la loi x suivante :  (@,b)x(¢,d) := (ax¢,bxd) pour a,b,c,d € Z
Sipged(m,n) = 1, labijection f: Z/mnZ — Z/mZ x Z/nZ est un morphisme d’anneaux.

T (Z,T)

2. Le corps Z/pZ

Définition
Soit (A, 4+, x) un anneau.

(a) Soit a € A. On dit que a est inversible 8'il existe a’ € A tel que axa’ = a'xa = 1.

Dans ce cas a’ est unique (admis) et noté a~!.

(b) On note A* (parfois aussi A*) I’ensemble des éléments inversibles de A.

Exemples
Ona: R*=R\{0}, C*=C\{0}, et Z* ={-1,1}.
On verra que : (M(n,R),+, x) est un anneau et M(n,R)* = GL(n,R).
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Proposition
Soit (A, 4+, x) un anneau. On note 1 son élément unité.

Le couple (A*, x) est un groupe d’élément neutre 1.

DEMONSTRATION

Ici on ne fera plus apparaitre le symbole de la multiplication.

Tout d’abord, le produit est une loi de composition sur A*, car pour z,y € A* on a :
(ry)y e l=a(yy e l=az =1 et y 27 (2y)=y (a7 2)y=y ty=1, puis zy € A*.

(i) On a : ; (zy)z = z(yz); pour x,y,z € A*.

(ii) Ona: 11 =1, donc 1 € A*. De plus, 1z = 21 = z pour tout x € A*.

(iii) Enfin, tout élément z de A* a un inverse dans (A*, x) car :

vz =2r!' =1puis 27! € A% avec (z71)7! = 2. O
Proposition

Un élément @ de Z/nZ est inversible si et seulement si a et n sont premiers entre eux.

DEMONSTRATION

Ona: ac(Z/nZ)* <= 3d' €Z/nZ ad =1 <= 3d' €7 ad =1 [n].

On applique ensuite la seconde proposition du paragraphe 1. O
Exemples

Ona: (Z/32)% ={1,3} et (Z/4Z)* = {1,3}.

Définition
(a) Un corps est un anneau (K, +, x) qui vérifie :
K # {0} et tout élément non-nul de K est inversible.

~-
Cest-a-dire KX = K \ {0}

(b) On dit qu'un corps (K, +, x) est commutatif si: xy = yx pour tous z,y € K.

Proposition

L’anneau (Z/nZ,+, x) est un corps si et seulement si n est premier.

DEMONSTRATION

(=)Sin=1: Z/nZ = {0} donc Z/nZ n’est pas un corps.

On suppose que n > 2 et n n’est pas premier : n = ab pour certains a,b € {1,...,n — 1}.
On a : @ # 0 dans Z/nZ, et, ab = 0 avec b # 0 ce qui montre que @ n’est pas inversible.

Par conséquent Z/nZ n’est pas un corps.

ensemble a n éléments

—~ _
(<) On suppose que n est premier. Comme n # 1, on a : Z/nZ # {0}.
Soit a € {1,...,n — 1}. Les nombres a et n sont premiers entre eux.
Donc @ est inversible dans Z/nZ d’aprés la derniére proposition.

Ainsi Z/nZ est un corps. O
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hors programme

Ch. 3. Nombres complexes

Plan

L Pu . 7

[. RAPPELS

1. Coordonnées cartésiennes

Définition (Gauss, 1837)
(a) On note C I'ensemble R? muni de I’addition et de la multiplication suivantes :
(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d) et (a,b)-(c,d) = (ac—bd,ad + bc) pour a,b,c,d € R.
On en déduit l'inclusion R C C en « identifiant » x € R a (z,0).
On pose ensuite i:= (0,1),donc i?=—-1et: x + i y = (z,9) quand z,y € R.

. plutét (z, 0) uto ,
(b) Géométriquement : plutot (u:0)

Y _ ' Rezg := xg et Im 29 := yp
ol —— _?MZ0 avec zp = xo + 1Yo M, : tmage de 2

20 = xo — 1Yo
: affize de M,

|
| 20 ¢ —
0| Z0 x 20| == V2070 = /x5 + U5

(On pose C := R? et Ryouvean := Rx {0}, donc R

C C et C est en bijection avec R?

TI()ll\( au nouveau’ >

Proposition

Soient z,u,v,w € C. On dispose d’abord de régles usuelles comme sur R.[*)

(a)Ona: z==z et [z =2, Rez:% et Imz =22 |[Rez| <|z| et |Imz| <|z|.
(byOna: u+v=u+7 et wo=uw.

(¢)Siz#0,o0na: %:E? et (%):%

D’ou : @:% siv # 0.

(d) On a: |uww| = |ullv] et | |u+v| < |u|+|v| | «inégalité triangulaire ».

D’ou : ‘%|—M siv# 0.

IC

DEMONSTRATION

(a) On pose z =x+1iy avecz,y € R. Ona: Z=x —iy = z et

Rez — o — (l+w)+(1*11/) = 22 of Imz=y = (1+11/)7(1 —iy) _ z—z
2 © - -

2 2
|Re z \—M_\/_< Va2 + y? — |yl = V2 < Ve
——— \—,_/

(*) Ona: | (1) (wWH+v)+tw=u+@v+w) et u+v=v+u ;
(i) (wv)w = u(vw) et wv =ovu ;
(i) u(v 4+ w) = (w) + (vw) et (u+v)w = (uw) + (vw).
Deplus: | (iv) 24+ 0=z et il existe 2’ € C tel que 242" =0 (un tel 2’ est unique et noté —z) ;
(v) 21 =2z et lorsque z # 0 il existe 2" € C tel que zz” =1 (un tel z” est unique et noté 1).

Il en résulte que : |uv =0 <= (u=0ouv=0) |

A , . ’ ’ ’ ’ ’
Lorsque v # 0, on note comme d’habitude : % = ux3. Onen déduit que: %x% = Y% o L& — wvtovu
) v v v v

v’ v v vv’
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et

(b) On pose u=a+1ib et v =c+id avec a,b,c,d € R. On a :

utv=a+c+ilb+d) =a+c—ilb+d)=(a—ib)+(c—id)=u+7

uv = ac — bd +i(ad + bc) = ac — bd + 1((1(] +bc) = (a —ib)(c — id) = uw.

(¢) On suppose que z #0. On a : z ‘_72 = \"\ =1 (par définiti > |z]), donc % = ‘jz,
Ensuite, on a : @ = ‘;‘2 zZ= ‘;‘25 = ‘32 = ;"2 = %
(d) On a: |uwv| = Vuvaw = Vuuv/vo = \u||v|
Enfin : \u +o> = (u+v)(@+7) = ]u\ > 4wt + 7w = |uf® + [v]* + 2 Re(uD)

done |u+ v < |ul® 4 |v]|* + 2|ud] = (Ju] + |v ) O
Remarque

En appliquant le (d) de la proposition & (v —v) + v et & (v — u) + u, on obtient aussi :

llu| = v|] <|u—wv| pour u,v € C |

2. Exponentielle, coordonnées polaires

Notations
(a) Soit z =z +1iy € C avec z,y € R.

On pose € :=¢e"(cosy +isiny) donc | e* € C\{0} |

noté aussi exp z

(b) Soient 6,0 € R. On rappelle qu’on écrit 6 = 0’ [2x] et lit 0 est congru a 6’ modulo 2w

pour indiquer que 6 — 6" € 277, on 277 := {27n ; n € Z}.

Remarque

On déduit de cette notation que : | € = cos +isinf pour € R |.

ei945e‘i9 0 pour 0 €R | s’appellent les formules d’Euler.

. i0_
Les formules | cos = et sin 0 =

Proposition

Soient z,u,v € C et a,8 € R.
(a) On a: €% = ¢
. +v 1 _ o ; —v _ e¥
(b) Ona: "™ =e"e” donc sz =e™, puis "V = %.
(c)Ona: eé*=ef «—= a=p4][2n].
En particulier : e =_1 <= a =0 27].
~~
i0

€

DEMONSTRATION

(a) On pose : z =z +iy avec x,y € R. Donc zZ = x +i(—y).

On a: e =e?(cosy +isiny) = e® (cosy — isiny) = e (cos(—y) + isin(—y)) = e*.

(b) On pose : u=a+1ib et v = c+1id avec a,b,c,d € R. Donc u+v = (a+c)+i(b+d).
On a: €'t =% (cos(b + d) +isin(b + d)) = e*e° (cos b+ isinb) (cos d + isind) = e e".

cosbcosd — sinbsind sinbcosd — cosbsind
En prenant ci-dessus —u a la place de v on obtient : \L[/J/ =e"e ", donc C—l,, =e "
1
On en déduit en combinant les deux égalités précédentes que : e ¥ =e%e ¥ = e (i, = f#

(c) On commence par le cas particulier. On a :
=1 <= cosa+isina=1 <= (Cos a=1 et sina= ()) — a=0[27].
ol

Dot : el® = — P =] —= a-F=021] < a=p[2n]. O
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Remarque

Soient «,f € R. L'égalite el(@th) = ¢l eif jssue du (b) permet de retrouver facilement
les formules qui relient cos(a + ) et sin(a + ) a cos(a), cos(f3), sin(a), et sin(f).

Définition-Proposition

Soit z € C\{0}.

(a) On appelle un argument de z, et note par abus « argz » (il n’y a pas unicité), tout
nombre réel 6, tel que z = |z|e'?.

(b) 11 existe un argument 6 de z. Les arguments de z sont les réels congrus a 6 modulo 27.

L’unique argument de z dans |—m, 7| est appelé argument principal de z et noté Arg z.

DEMONSTRATION

z

e Existence? On pose : Ei +ib avec a,b € R.

z

||

On a: = ‘H‘ = ‘—:} =1. Donc a?+ b =1.

Ainsi 0 < a? <1 puis
Ensuite, on a b?> = 1 —a? = sin? 6y puis a+1ib € {cos(—0) +isin(—bp), cos Oy + isin(fp)}.
Cela montre que parmi —6y et 6y se trouve un argument de z.

—1 < a <1 etenfin il existe 0y € R tel que a = cosb.

e Unicité modulo 27 7 On se donne un argument @ de z. Donc z = |z|e!?.
. . 0! . R . -nr .
Un réel 0" est un argument de z si et seulement si z = |z e cest-a-dire e = el
c’est-a-dire 6’ = 0 [27] O
Définition

Soient z =z +iy € C\{0} d’'image M, avec x,y € R, r > 0et § € R.

— — /212 - 9 .
On a: {r 12 — {: Tty <=>{:B TSV s = relf,
T

0 = arg z [27] = cosf +isiné y=rsind
~~
signifie que 0 est un argument de z traduit sur la figure

quand | z =re’ || c'est-a-dire quand | (z,y) = (r cosf,rsinf) |

On dit que (r,0) est un couple de coordonnées polaires de z (ou de M) / M,
i0 ﬁ 0

Proposition

Soient u,v,z € C\{0}.

(a) On a: arg(uv) = arg(u) + arg(v) [27] et arg (%

On en déduit que : arg(—z) = arg(z) + 7 [27], arg (1) = —arg(2) [27].
(b) On a : arg(z) = —arg(z) [27].

DEMONSTRATION
On introduit des arguments «, (3, et 6 respectivement de u, v, et z.
5

e et v=|v|e"

(a) Ona: u=|u
lu[e'® ‘ﬂ‘ ella—p3)
[v[el — lol™ :

Dot : arg(uv) = a+ 3 = arg(u) +arg(v) [2n] et arg (%) = a— B = arg(u) —arg(v) [27].

Donc : wv — ‘u‘ el "U‘ ol — ‘ul?‘ ei(qub’) et ;_f —

On en déduit que : arg(—z) = arg(ez) = 7 + arg(z) [2n], arg (1) =0— arg(2) [27].
elf el = |z

(b)Ona: z=|z ¢'=9 et enfin arg(z) = —0 = —arg(z) 27]. O

, puis z = |z
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3. Transformations géométriques du plan

Notation penser & OV — OU
H
Soient U = (a,b),V = (¢,d) € R2. Onpose: UV =V —-U = (c—a,d—b).
H

On a donc : |UV| = |u—v| en notant u:= a +ib et v := ¢+ id les affixes de U et V.
Définition
Soient v, € R? d’affixes b,w et \,0 € R.

—
) . . . 2 2 / _ P .
v .
(a) L’application t,: R* — R avec MM' = v s’appelle la translation de vecteur v
—_—

/
M — M
~~~ ~~ c’est-a-dire 2z —z2=5b
d’affixe z d’affixe z’
v
/. M/

!
(b) L’application hqgy: R? — R? avec QM = AQM s’appelle I’homothétie de centre
b N —  p—
M — M
~— =

d’affixe z d’affixe z’

M/
Q./]\4/7

cest-a-dire | 2/ —w =\ (z —w)

Q et de rapport A .

(c) L’application 7qg: R? — R? avec ((u,v) ::m tels que (' = (cos@)u — (sinf)v
\]\4_/ = A{.’/ (v v"):= SW v/ = (sin@)u + (cos H)v

~~

d’affixe z d’affixe z’

clest-a-dire | 2/ —w = e'? (z — w)

s’appelle la rotation de centre ) et d’angle 6.

(W de la forme (rcos(a + 6), rsin(a + 6))
=~
M/
0 M
Q v

(W de la forme (r cosa, rsina) avec r > 0 et o € R, quand M # Q)

Remarque
Soient 2, A, B € R? d’affixes w, a, b tels que A#Qet B#Q.

On appelle mesure en radian de ’angle ( QA @ et note mes( ﬁ?l, @ tout 0 € R tel que :

2 A - QA B — 9
ra.9(A1) = By, en introduisant A, By € R tels que Q4 = AT et OB = WQ -

Ainsi, on a : mes(ﬂ, @) = arg (=) [27] |

a—w

Définition

Soient f:R%? = R? et M € R2

On dit que M est un point five de fsi f(M)= M.

Proposition

Soient v,Q € R? et A, 0 € R. On utilise les notations de la définition précédente.
(a) On suppose que v # 0. L’application ¢, n’a aucun point fixe.

(b) On suppose que A # 1. L’application hq ) a pour unique point fixe 2.

(c) On suppose que 6 # 0[27]. L’application rq g a pour unique point fixe €.
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hors programme

DEMONSTRATION

(a) Soit M € R2. Ona: t,(M)=M <= MM = _v . On en déduit que t,(M) # M.
£0
(b)Si M € R ona: hoy(M) =M <= QM = NOM <= (1 -\ QM =0 < M =Q.

~—
#0

: —
c) Soit M € R? tel que M # Q. On note (r,a) un couple de coordonnées polaires de QM.
‘égalité rqe(M) = M équivaut au fait que (r, «+6) est un couple de coordonnées polaires
a+0)

—

lr‘

de QM , c’est-a-dire reil

=

= rel®, cest-a-dire (e’ —1)7el® = 0. Cela n’est pas réalisé. O
——
#0
Proposition (exercice)
Soient a,b € C avec a # 0. On note O := (0,0).

(a) L’application f: R? — R? avec 2/ = z+b est la translation de vecteur 'image de b.

M — M

~—~ —~—

d’affixe z d’affixe z’

(b) L’application g: R? — R? avec 2’ = az s’écrit hor et roh, ol h est ’homothétie

M — M’
~ ~

d’affixe 2 d’affixe z’

de centre O et de rapport |al, et, r est la rotation de centre O et d’angle arg a.

(c) L’application h: R%? — R? avec 2z’ =7 est la symétrie par rapport a I'axe (Ox).
M — M
~— =~
d’affixe z d’affixe z’
DEMONSTRATION
On se donne M, M’ € R? d’affixes z et 2/
a) On suppose que M’ = f(M).
(a) ppose q f(M) ) B
Ona: 2’ =2+4+b donc MM' = v ou v est 'image de b. Ainsi : M’ = t,(M).
(b) On suppose que M’ = g(M). On pose a = Xel’ avec A > 0 et 0 € R.
On a: 2/ = A(e2). Cela s’écrit M' = ho \(roe(M)) car on a OM’' = XOM; ou M est
le point d’affixe ¢!2. On a aussi 2/ = €?(\z), ce qui donne de méme M’ = rp g(ho(M)).
(¢) On suppose que M’ = h(M).
On pose : z =z +1iy € C avec x,y € R. Le point 4 a donc pour affixe z — iy. Ainsi M’ qui
est égal a (z, —y) est le symétrique de M qui est égal & (z,y) par rapport a (Ox). O

Remarque (description des « similitudes du plan »)
Les applications f: R? — R? telles qu’il existe k > 0 vérifiant Hf(M)f(N)H = k\\]\ﬁ”

pour tous M, N € R? sont exactement les applications d'une des deux formes suivantes :

~ fieete: R?2 — R2 avec 2/ =az+b, o a€ C\{0} et b€ C sont fixés;
M — M
~~ ~~
d’affixe z d’affixe z’

~ findirecte: RZ — R? avec 2’ =aZ+b, o a € C\{0} et b€ C sont fixés.

!

M — M
~~ ~~
d’affixe z d’affixe z’
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DEMONSTRATION

e On constate facilement que les applications proposées conviennent.

e Soient f:R? — R? et k> 0 tels que Hf(]\[)f(N)H = kaH pour tous M, N € R2.

L’application % f conserve les distances. Or le milieu d'un segment [A, B] de R? est I'unique
I € R? tel que AI = BI (c’est-a-dire I appartient a la médiatrice de [A, B]) et AI+1B = AB.
Donc f envoie un parallélogramme ABCD (C’est—a—dire un quadrilatéere ABC'D tel que [A, C]
et [B, D] ont un méme milieu I, ce qui donne B = I? et B7 = IB) sur un parallélogramme.

On peut définir Iapplication f: R? — R? . On va voir que [ est linéaire.
v — f(M)f(N
JO1)F(N)
de la forme m indépendant des

choix de M et N

Soient O—A}OW € R? et o€ R. On pose : OzO—M> + 07\7 = O@ avec G € R2. On note
O', M', N, G’ les images de O, M, N, G par f. On a : a@facﬁ?fcw =0 puis:
Ha GO —aG M — G/N/HZ ( G est barycentre de ((a, O), (—a, M), (=1, N)) )
= Q2G04 G M+ GN? —22G0 - GM —2aG0 -GN —2aGM -GN
i o 13,02 GOB 4 0 GAP 4 GN? 20 G0 G — 0G0 G 2 G- G
— k2|aGO — aGM — GN|? = 0.

On obtient «a G’g’ —%’Z\J’;}G’N’ :j g;[ui sgcrit_(;omme ci-dessus O’Z\J’—i—O’N’j o'G’
autrement dit f(aOM + ON) =a f(OM)+ f(ON). Cela montre la linéarité de f.

- — -
Comme %f € O(R?), il existe (u,v) €ER?\{0} et e € {£1} tels que Matyue can. f = (Z :;) .

OH pose Sa=u + ifU et b - f(O) Ainsj f - fdire(‘,te bl £= 1 et‘ f - .findirecte bl £ = _1 O

II. PUISSANCE ET RACINE n°

1. Equation du second degré

Soit zp € C. On cherche les « racines carrées de zp » (« racines 2¢ de zg »), c’est-a-dire les
solutions de I’équation 2% = z; d’inconnue z € C.

Remarque

L’équation 22 =0 d’inconnue z € C a pour unique solution z = 0

DEMONSTRATION

Il est clair que 0 est une solution.
On suppose par I'absurde que z # 0 et 2z* = 0. En multipliant deux fois de suite chaque
membre de I'égalité 22> =0 par %, on en déduit que 1 = 0. Contradiction. O

2

Proposition (racines carrées en coordonnées polaires)

Soit zp = rel € C\{0} avec r >0 et 0 € R.

2

. . . . i i
L’équation 2z = zp d’inconnue z € C a deux solutions qui sont : /re'2 et —y/re'z.

DEMONSTRATION
D 0 0
Cela découle de I'égalité suivante : 22 — zg = (z — /T €'2)(z + /T €'2)). O

Exemple

.. . s . , . 1 4m
On choisit zp = 1 +1 = v/2¢e'%. Les racines carrées de 1 +1isont : 27e
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Proposition (racines carrées en coordonnées cartésiennes)

Soit zg = xg +iyg € C avec zg,yo € R.

Pour tout z=xz+4+1iy € C avec z,y € R, on a:

2 —y? =2 (égalité des parties réelles)
22y = Yo (égalité des parties imaginaires)

22 +y? = /a3 +y¢ | (égalité des modules, redondante)

22 =xg+iyy =

Ce point de vue permet de résoudre I'équation 2> = zy d’inconnue z = = + iy € C, ou

x,y € R, en commencant par chercher 22 et y? avec une condition de signe pour zy.

DEMONSTRATION

L’équivalence est immédiate. L’affirmation de la fin découle ensuite de :
| — 1 72 2
2] = \/3(V/2Z + 58 + 7o
z¢=x9+iyy = o Jl¢ ST T
/ ly| = 2 (Vx5 + Y5 — o

sg(xzy) =sg(yo) siyo#0

Parmi les 2 ou 4 nombres complexes z déduit des deux premiéres égalités, seuls 1
~~ ~~~

cas zg = 0 cas zg =0
ou 2 nombres complexes (opposés) réalisent la derniére condition. O
Exemple
On choisit zg =14 1i. Pour tout z=z+iy € C,on a:
m m
R R
22—y =1 x2=—‘/§2+1 r= \/§2+1 ou r=— @
2 =141 < 20y =1 < y2 — V2ol = /-1 _ V2-1 .
224y =2 2 Y= 2 W Y=V 3
Yy = 2zy =1 2y = 1

Les deux racines carrées de 1+1 sont donc : \/@—H\/@ et — (\/@ +i\/@>.

(la condition xzy > 0 les impose)
Proposition
Soient a,b,c € C avec a # 0. On pose A :=b%> —4ac et fixe § € C tel que 62 = A.

Les solutions de 'équation az? 4+ bz + ¢ =0 d’inconnue z € C sont :

—L si A=0, ou, == et =L (distinctes) si A #0

DEMONSTRATION
Cela découle de I'égalité suivante : az*+bz+c = a((z+%)2 - (;—a)2> pour tout z € C. O
Remarque

Il résulte de cette démonstration que les nombres complexes obtenus par extensions qua-
dratiques successives a partir de Q (« constructibles a la régle et au compas ») sont ceux dont
les parties réelle et imaginaire sont obtenues & partir de Q en utilisant des sommes, produits,
quotients et_)fxtm(’ti(,)ns de racine carrée. D’aprés le théoréme de Gauss-Wantzel, le nombre
complexe e'n avec n € N et n > 2 s’obtient ainsi si et seulement si les facteurs premiers
impairs de n sont de la forme 22" 11 pour un certain k € N.

2. Puissance n®
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Notation

n termes (récurrence)
Soient z € Cetn€Z. Onpose: 2" =1 et 2" = %Zx---x2 quand n> 1.

On note ensuite : 2" = z}" quand n < 0 et z # 0.

Lorsque p,q € N, ou p,q € Z avec z # 0, on obtient facilement :
2P 20 = 2Pt et (2P)1 = P9,
DEMONSTRATION

Idée : on suppose que z # 0 puis on démontre séparément les deux égalités a p fixé, en
commencant par la 1" a 'aide d’une récurrence sur |q|. O

Remarque

Les propriétés habituelles des sommes partielles des suites arithmétiques et géométriques
de nombres réels restent valables pour les suites de nombres complexes (cf. la suite du cours).

Par exemple, pour tous n € N et z € C\{1}, on a:

1 — ntl
1—{—2—{——}—2”:7
1—-2
car  (1—z)(1+z+-+2") = (1-2)+ (z—2%) + -+ + (" —2"") = 1"+
a simplifier a simplifier a simplifier

Proposition « formule de Moivre »
Soient § € R et n € Z.

Ona: (e)" =e" ce quis’écrit aussi | (cos@ +isinf)™ = cos(nf) + isin(nd) |

DEMONSTRATION

On fixe 0 € R.

e On montre par récurrence sur n > 0 que P(n): (e

(i) P(0) est vraie, car ()0 =1 =%

(i) Soit n € N tel que P(n) est vraie. On a: (el?)nF1 = (elf)n elf WP ™ gind oif _ (i(n+1)0
Donc P(n + 1) est vraie.

1y — einf est yraie pour tout n € N.

Conclusion : P(n) est vraie pour tout n € N.

e On en déduit que pour tout n € Z tel que n € N, on a :
((\i()>n _ (((\i())7n>71 e N ((\i(fn)())fl _ (‘,i”(). 0O

Notation

(a) Onnote: |0'=1 | et | n!=1x2x...xn | «factorielle n », quand n € N\{0}.

(b) On note : (Z) = (ﬁ—k)! e n(n;(llg:l(;t:];“) « kparmin », quand n,k € Net k < n.

Proposition

On a : (kfl) + (Z) = (":1) quand n,k € N vérifient 1 <k <n.

Cela donne un algorithme pour construire la table des (Z), appelée « triangle de Pascal » :
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n
0|1
1711
21121

5015 A0/10]5 |1

DEMONSTRATION

. n n\ _ k n(n—=1)-(n—k+2) |, n—k+1 n(n—1)--(n—k+2) _ n4+1 n(n—1)---(n—k+2)
Ona: (")+(G) =151  +t%% -1 - k (-1 - U

A.

Proposition « formule du binoéme de Newton »
n
Soient u,v € C et n € N. On notera »_ zp :=z9+ --- + 2, lorsque 2, ..., 2, € C.
k=0

ona: [(wroy = @Qutvh= (@) wr s () ok @ urt et () o |
k=0 ~~ ~~ N

1 n 1

DEMONSTRATION
On effectue une récurrence sur n.
N On o - N0 1 — (0Y,0,0
e (i) Ona: (u+0v)=1=(;) u’’.
e (ii) On suppose la formule vraie pour un certain n > 0. On a :

) n ) n
(,“ T (j)rlJrl = u ((1 4 'U)”’ Y ((1 4 'U)”’ _ Z (ZI) (1r1+lfk:(,/n‘ 4 Z (/:l/> “II,*L‘/(V,]Y/JFl
k=0 k'=0

WEIE (1) g $5 () () (1) 0,
~~ =1 e ——r ~~

n
(3) (7 ()
Cela signifie que la formule est vraie pour 'exposant n + 1.

e En conclusion la formule est vraie pour tout n € N. O

Remarque
Soient 6 € R et n € N\ {0}.

1. La formule du bindme permet de calculer les parties réelles cos(nf) et imaginaires et
sin(nf) de (cos§ + isin )" a l'aide des réels cos® @ et sin* 6, avec 0 < k < n.

2. La formule du binéme permet aussi d’exprimer cos™ 6 qui vaut (ewTJreie)n et sin” 6 qui
vaut (elegi 2 )" alaide des réels cos(kf) et sin(kf), avec 0 < k < n.

Exemple
Soit 6 € R.
1.Ona: cos(30) =Re ((cosd +isin6)?) = cos®# — 3 cos 6 sin? 6.

2.O0naaussi: cos®f= (%)3 = 1 (€39 + 3¢ + 3710 4 3%) = 1 cos(36) + 2 cos 6.
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3. Racine n°

Dans ce paragraphe, on fixe n € N\ {0}.

Proposition
Soit z =rel? € C\{0} avec r >0 et § € R.

L’équation Z"™ =z d’inconnue Z € C a n solutions qui sont :
1 :042km

Zy:=rne n ou ke{0,1,...,n—1}.

DEMONSTRATION
Il est clair que Z = 0 n’est pas solution de Z" = z.
Soit Z € C\ {0} de décomposition polaire Z = Rel®. On a :
7" =z <= R"e"® = relf
< R'=r et nO =40[27]
e R=rn et Jk€Z nO=0+2kn
— R=r» et 3keZ ©=0t2%n
L’ensemble des solutions de ’équation Z"™ = z d’inconnue Z € C est donc :

S = {Z;, i ke Z} ol Z/,» = 7‘% (‘,i {)+5kﬁ s avec
Vk,l e Z =0y < (Ipel ()ﬁ# = Oﬁ# +2p) <= (Ip€Z 1l=k+pn).
Dou: & =A{Zy, ..., Zpn_1} avec Zy, ..., Zn_1 distincts. O
Remarques

1. L’équation Z™ =0 d’inconnue Z € C a pour unique solution 0 (clair).

2. Les images My, ..., M,,_1 de Zy, ..., Zn_1 (cf. la proposition) dans R? sont les sommets

d’un polygone régulier & n cotés inscrit dans le cercle de centre O et de rayon e

M =
p a .. cercle de centre O et de rayon \z\?ll
O Mo

V%, (ici n = 3)

My

eI
En effet, on a: mes(OMy,OM yy1) = arg Zy 41 —arg Zy = %’T [27r] quand 0 <k <n-—1.
~—
Osik=n-—-1

Ona: My, =r(M)ou r: R?> — R? estlarotation de centre O et d’angle arg (AZI ) }

M — M’
~— =~

R Zg 41
d’affixe - u

d’affixe u
Définition
a) On appelle racine n° de I'unité toute solution de I’équation 2" = inconnue z € C.
On appell i ¢ de l'unité toute solution de I'équati " =1d1 C
n dit qu’une racine n° de 'unité ¢ est une racine primitive si le plus petit [ €
b) On dit qu’ i ¢ de l'unité t ' ymitive si le pl tit [ € N\{0
tel que ¢! =1 est égal a n.
Proposition
(a) Les racines n® de I'unité sont les n nombres complexes e’nt ot ke {0,1,...,n—1}.

n—1 im
Leur somme, qui vaut donc ) (eQT)k, est égale & 0 quand n > 2.
k=0
2itk
(b) Soit k € {0,1,...,n —1}. La racine n® de l'unité e » est une racine n® primitive de
I'unité si et seulement si le seul diviseur d € N commun a k et n est 1.
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DEMONSTRATION

(a) Le début découle de la proposition précédente.
n—l 2im \ (n—1)+1
Ensuite, lorsque n >2: > (O%Tw)k = —17(0 . )QI_TF =0.
=0 l—e™
(b) Soit k € {0,1,...,n — 1}. Pour tout [ € N\{0}, on a :
(e¥)l =1 < 2kl =0 [27] <= n divise k.
Si le seul diviseur d € N\ {0} commun a k et n est 1, alors la condition « n divise kl »
implique que n divise [ (décomposer n, k, et [ en facteurs premiers) et a fortiori eZm est une
racine n® primitive de I'unité.
Sid € N\{1} est un diviseur commun a k et n, alors d # 0 et (0¥)% = 1 puis e’

e )
n n'est
pas une racine n® primitive de I'unité. O

Exemple
Les racines 4° de I'unité sont 1, i, —1, —i.

Les racines 4° primitives de I'unité sont i et —i.

41



42



Ch. 4. Méthode de Gauss

Plan
[[. Systemes linéaires|
[[I. Rappels de géométrie affine)

[. SYSTEMES LINEAIRES + [idem avec C au lieu de R]

1. Introduction

Deux problémes

(image réciproque d’un singleton par une application)
A

1. Comment passer d’une équation cartésienne d’un « sous-espace affine de KP » & une
équation paramétrique qui décrit les points de ce sous-espace affine 7 Par exemple :

—4dx+12y —5z= 1
(Ecart) r—3y+2z=-1 dans K3 détermine 7g_, := {(z,9,2) € K> | Ecart}.
20 —6y+2=1

(image directe d’une application)

image réciproque de {(1, —1,1)} par ...

2. Comment passer d’une équation paramétrique d’un « sous-espace affine de KP » & une
équation cartésienne de ce sous-espace affine? Par exemple :

r= s—t+1 3 . )
: = — — . C .
9 {y:—s—i—t—i—Q’S’teK détermine 2 :={(s—t+1,—-s+t+2); s,t e K} CK

. . 2
image directe de par ...

Une motivation

De nombreuses équations issues de la physique se résolvent numériquement (par « discré-
tisation ») en se ramenant a des « systémes linéaires », cf. :
http://math.nist.gov/MatrixMarket/| (cliquer sur « [Search by application area; »).

But

On désire « résoudre » des équations comme (FEc,¢) au sens ot on écrira .5, , sous forme
paramétrique, sous réserve d’avoir .g_,, # 0. On va utiliser une méthode qui permettra aussi
de passer d’une forme paramétrique & une forme cartésienne. Plus précisément, on cherche :
— une forme paramétrique sans paramétre inutile (ce n’est pas le cas dans la définition de 2
ou tout s’exprime avec u := s —t);

— une forme cartésienne sans égalité inutile (ce n’est pas le cas dans 'écriture de (Ecat) ol
ligne 3 = —ligne 1 — 2ligne 2).

2. Transformation d’un systéme linéaire

Définition
(a) Un systéme d’équations « linéaires » de n équations a p inconnues dans K est du type :

1171 + ... +a1pTp = by
(E) {

ap1T1 + . + appry = by
ot sont donnés aii,...,A1p, A215..., A2ps - - -, Anl,e Anp € K et by,...,0, € K.

d’inconnue (z1,...,x,) € K?

Dans la suite du I on fixe un tel systéme (F)et note .#g’ensemble de ses solutions dans KP.

(b) Le systeme d’équations linéaires homogéne associé a (F) est le systéme suivant :
a1121 + ... + a1pxy = 0
]

d’inconnue (z1,...,zp) € KP.
121 + oo + Appry =0
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Remarques (importantes)

1. (H) admet toujours comme solution (0, ...,0).
2. On suppose que g # () et fixe une solution « particuliére » (zf,... ,mf) de (E).
Pour tout (z1,...,2zp) € KP, on a tout de suite :
Z1,...,xp,) vérifie (E) si et seulement si (z; — 2, ..., x, — zF) vérifie (H).
P 1> P p
En résumé : | solutions de (E) = solutions de (H) + une solution particuliére de (E) |
Notations

(a) On utilisera les « matrices » suivantes :

ail ... ap o1 by
A= < > matrice de (E), X = < : > inconnue, et B = < : ) second membre de (E).

T b
anl - Anp identifice & (21, ..., op) "

On écrira en abrégé (E): AX = B.
b1

: ), ou la barre

ail ... Gip
(b) La matrice augmentée de (E) est la matrice (A|B) := (
bn

anl ... np
verticale n’a aucune signification mathématique.

On résoudra (E) en travaillant sur les lignes de (A|B) et sur les colonnes de A.

Exemples (cf. 'introduction de la partie I de ce chapitre)

—dr+12y —5z2=1 412 -5 1
1. L’équation (Ecart) T — 3y + 22 = —1 a pour matrice augmentée < 1 -3 2 —1) )
— _ 2 -6 1 1
d’inconnue (z,y, z) € K3 2z — 6y +z= 1
— s—t+1
2. On fi K2, : (3 K2 (P78 )
On fixe (z,y) € Ona: (z,y) € 72 < (3(s,t) € y——s+t+2
) . s—t=xz—-1 ) 3 z—1
L’équation (Eparam) { st t—y—2 a pour matrice augmentée (_ Y 2)
d’inconnue (s, t) € K2
Définition
Dans ce qui suit on va noter Ly, ..., L, les lignes de (A|B) et C1, ..., Cp les colonnes de A.

Etant donnés k € {1,....n} et ai,...,a, € K, on écrira « Ly < ayLi + ... + oLy, » pour
exprimer qu’on remplace la ligne Ly par a1 L1 + ... + anLo,.
(a) Une opération élémentaire sur les lignes de (A|B) est une des transformations suivantes :

(i) L; (éﬂe)Lj avec i £ j  « permutation de deux lignes » ;
(ii) L; < cL; avec ¢ #0  « multiplication d’une ligne par un scalaire non-nul » ;
(ili) L; <= Li+cLj avec i # j et ¢ € K «ajout a une ligne d'un multiple d'une autre ligne ».

(b) Une permutation de deux colonnes de A est une transformation C; (éﬂe)Cj avec i # j.

Remarque

Pour toute opération élémentaire [ sur les lignes des matrices a n lignes et p (resp. p + 1)
colonnes et toute permutation ¢ de deux colonnes de ces matrices, on a: col=1[oc.

Lemme

Soit (A’|B’) une matrice obtenue a partir de (A|B) aprés avoir effectué un nombre fini
d’étapes de I'un des deux types suivants :
L; < Lj avec i # j;
Li+cali+ - +c¢Li+---+cyLy avec 1 <i<n, c1,...,c, €K et ¢; #0.

xr1

: > € KP, le systéme (E) : AX =B équivaut au systéme (E') : A/’X =B

Tp

Pour tout X = <
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DEMONSTRATION (idée)

En appliquant a (E) les opérations sur les lignes qui font passer de (A|B) a (A’|B’), on
constate que : si (z1,...,xzp) vérifie (E), alors (x1,...,x,) vérifie (E').

Chaque étape se décompose en une succession d’opérations élémentaires sur les lignes.
Pour étre stir de pouvoir remonter de (E') a (E), il reste a constater que ces opérations
élémentaires sont réversibles :

(i) L; <> Lj avec i # j a pour réciproque L; <+ L; ;
(ii) L; < c¢L; avec ¢ # 0 a pour réciproque L; < %L[ :
(i) L; <= L; +cL; avec i # j et ¢ € K a pour réciproque L; < L; — cLj. O

Exemple

On va écrire une suite de matrices augmentées associées a des systémes linéaires équivalents.
On peut commencer la résolution de (Ecat) ainsi, en entourant le « pivot » :

-4 12 -5 1 ®» -3 2 |-1 1 -3 2 | -1
AV -3 2 | =1 —4 12 -5 1 I 0o 3 |-3
2 -6 1 1 Ly < L2 2 —6 1 1 Lg « La +4Ly E 0 -3 3
(pour utiliser le pivot 1, ce puis L3y < L3 — 2L,
qui n’est pas indispensable) (pour amener des 0 dans Cj

strictement sous la diagonale)

3. Méthode du pivot de Gauss

On va travailler sur les colonnes de A dans (A|B) en allant de la gauche vers la droite
pour se ramener a un systéme triangulaire. A chaque étape on va chercher un scalaire non-nul
(« pivot ») vers le bas a partir du terme diagonal, et éventuellement & droite ce qui nécessitera
de faire un échange de colonnes. On améne ce pivot sur la diagonale puis des 0 sous ce pivot.

Proposition

a) On peut passer par une suite finie d’opérations élémentaires sur les lignes et d’échanges
de deux colonnes, de la matrice A & une matrice de la forme

7
_

A = 2| avec di #0, ..., d, #0.
O 0P 0
o .. 0lo .0

1

: > équivaut au systéme (E') : A’X' =B’
Zp

b) Le systéme (E) : AX =B d’inconnue X = (

.’L‘jl x

Z1 ... Tp g1 - Tip
d’inconnue X':= < ), ou les transformations du (a) envoient (A |B)sur (A" |B’).
Tj,
[Noter que les lettres qui se trouvent au-dessus de A ou de A’ représentent ici les noms des variables-coordonnées d’un
vecteur de K™ et non pas les valeurs particuliéres qu’elles prennent pour le vecteur X. De plus, ce sont les éventuels

échanges de colonnes qui feront passer de x1,...,Tp & Tji, ..., Tj, ]
by
¢) On note . l'ensemble des solutions de (E) et B’ =

Ona: Ip#0 <= bo=---=0,=0.

b

n

n — r conditions

(*) Pour un point de vue sans échanges de colonnes, voir la fin de ce paragraphe (« matrices échelonnées »).
Les échanges de deux colonnes peuvent permettre de minimiser les erreurs d’arrondis sur ordinateur :

en travaillant sur la j° colonne on choisirait comme pivot as,j, avec io, jo > j tels que |aig,jo| = max |a; j|.
i3 23 ’
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Dans ce cas, on obtient une équation paramétrique de . a partir de (E’) en écrivant
successivement x;,, ..., ¥;; en fonction des paramétres t1 :=zj, ...ty 1= 75, .
N

p — r paramétres

Ainsi, quand r =n =p (« systéme de Cramer ») le systéme (F) a une unique solution.

DEMONSTRATION
) 0..0 . . 0..0
(a) On écarte le cas A = (0 0) qui donnerait r =0 et A’ = ( 0). On a:

X ; X,
P P P . J1 Jp
Ty - (I,;‘.]’ Ty - ‘I']\Tp

dy b

.S 1

(117%)7 : di s : o /4 7 I

Ty ...Tp ws : 0 : L s / )

( "4 ‘B) . . S . . - ... = 0 .. (,'(1, A /I’r'
~ permutation . . Lo < Lo — %Ll . . ~ by +1

a un coefficient de lignes et Un 4 1 0 AR (récurrence) : : : : :

dq non-nul de colonnes Ly +— L, — '{fY'rJr L1 —— PO R ()/”

on le réduit et transmet
J’A:Q J’A:[) au-dessus les échanges de colonnes

ot on s’arréte quand le rectangle (A | B) qu’on réduit par récurrence sur n vérifie A = 0.

(b) (c) D’apreés le lemme du 2, et le fait qu'un échange de colonnes donne deux systémes
linéaires équivalents, (E) équivaut a :

dizj, + e cee e =0
dyzj, + o+ e oo = b
(E") dizj, + - = b c’est-a-dire a :
0 = b,
Ljrp1 = t1
0 =10, :
/ ) Tjp = tp—s
bp g =-=b,=0 et dby,...;t, €K zj, = L(...) . O
jr = 4,
l a exprimer avec t1,..., tp—y
Ujy = I( )
Remarques

1. Quand (F) a strictement plus d’inconnues que d’équations (c’est-a-dire p > n) et g # ()
(par exemple (F) est homogéne), ona: p—r >n —r >0, donc .#g est infini.
——

nombre de paramétres

Tout systéme linéaire homogéne dont le nombre d’inconnues est strictement supérieur au
nombre d’équations admet une infinité de solutions.

2. La matrice (A’'|B") dépend des opérations sur les lignes et les colonnes qu’on a utilisées.
Cependant, on verra dans la suite du cours que :
—r ne dépend que de A, et sera appelé « le rang de A » ;
— Y n’a pas d’équation paramétrique avec strictement moins que p — r paramétres;
(lorsque Sg: AX =B et g ={UT+V ;T cKF} ona: k>dim.7g = dimKer A = p—r)
— une équation cartésienne obtenue par la méthode de Gauss & partir d’une équation paramé-
trique a un nombre d’égalités qui est minimal.
(lorsque & ={AT +C;TeKP} et £: UX =V,ona: rgU =n—dim & =n-— )

Algorithme 1 (« pivot total » au sens ot on cherche d; dans n’importe quelle colonne)
Tjp T

1 %ip
On détaille la méthode de la démonstration pour construire (A" | B") comme au (b).
On utilise une construction par récurrence. On construit la j¢ colonne a I'étape j € {1,...,p} :

dl_(l,A/// 7 dq /// 7 dy /// y
(i) y d//f % : (i) d//, // : (iif) d//, ////
0 0 0 1| VY
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(i) On choisit une colonne Cj avec j < j/ < p qui a, a partir de la j° ligne, au moins un
coefficient d; # 0 (s’il n’y a pas une telle colonne on arréte), puis on échange C; et Cj.
(ii) On échange la j° ligne avec la ligne contenant d;.

(ili) On ameéne des 0 strictement au-dessous de d; par des opérations sur les lignes (com-
posées de deux opérations élémentaires) de la forme L; < ¢;L; + ¢jL; avec ¢; # 0 quand
1> 7.

Apreés avoir travaillé sur toutes les colonnes en reportant les opérations sur les lignes au
niveau de la colonne & droite de la barre verticale, on regarde si les membres de droite des
égalités dont le membre de gauche est 0 vaut lui-méme 0 (sinon le systéme n’a pas de solution)
auquel cas on résout le systéme en remontant de la derniére égalité a la premiére égalité.

Remarques

En pratique, on exploitera la proposition précédente en allégeant la présentation :
— lorsque B = 0 on ne fera pas apparaitre la derniére colonne (seconds membres nuls) ;
— on n’introduira les noms des variables au dessus des p premiéres colonnes qu’a partir du
moment ou un échange de colonnes aura été introduit (ce qui est rarement indispensable) ;
— on résoudra « de téte » le systéme triangulaire correspondant a la derniére étape de la
méthode de Gauss, en partant de la derniére égalité et remontant vers la premiére.

Exemples (cf. 'introduction de la partie I de ce chapitre)

1. Fin de la résolution de (Ecart) :
z

y T oz oy
-4 12 -5 -1 1 2 -3
1 -3 2 3]— 0o ® o
2 -6 1 3 Jcaeoos\ 0 =3 0

T z

z y
1 1 -3 2 -1 -3 | -1
—1 - ... = 0 0 3 -3 _ 0 0 -3 .
1 > \o 0 -3 3 JLse<Ls+La\0 0 0 | 0
déja vu
En renommant dans la conclusion la variable y en ¢, et calculant d’abord z puis ensuite x,
on obtient I’équation paramétrique suivante de /g, :

z=3(-2(-1)+3t—-1)=3t+1

LSﬂE]cart: y = 9 t c K
z=3(-3)=-1
. 2 . 2 . s—t=x—1
2. Soit (x,y) € K*. Existence de (s,t) € K* vérifiant (Eparam) sty 2 ?
Calcul par la méthode de Gauss : <<D1 711 * 7;) (Q| ! /" )
- Y- Ly« Ly + Ly 0 0 |z4+y—3
———

est-ce égal 4 07

= s—t+1 . .
. y + s,t € K a pour équation cartésienne : Z:z+y—3=0.

y=—s+t+2’

(Inutile de calculer explicitement les valeurs des paramétres s et ¢ en fonction de x et y.)

Ainsi 9: {

3z+2y =25 ) .. (325 5
% —y =4 se résout ainsi : (2 71‘4>m@‘2).

= d(-2-D+3) =

3. Le systéme (E¢) {

C’est un systéme de Cramer d’unique solution donnée par : { )
by==-7

Définition (« méthode de Gauss sans échange de colonnes »)

(a) Une matrice échelonnée — suivant les lignes — est une matrice telle que le nombre de
termes nuls au début de chaque ligne augmente lorsqu’on passe d’une ligne a la suivante, et ce
nombre augmente méme strictement lorsqu’on passe d’une ligne non nulle a la suivante.

0 ...0

Il s’agit d'une matrice de la forme | : :|: | W | avecdy #0, .., d. #0.
. . X X . . 0 ...0
0...0 0 ...0 0 ...0 U U



(b) Une matrice échelonnée réduite est une matrice échelonnée dans laquelle les premiers
termes non-nuls sur chaque ligne sont des 1 au-dessus desquels se trouvent des 0. Elle s’écrit :
(.) 0 177 0 7

0...0 |1

Proposition

Il existe une unique matrice échelonnée réduite £ 4 qui se déduit de A par des opérations
élémentaires sur les lignes.

DEMONSTRATION (idées)
e Existence?
Elle s’obtient par exemple ainsi :

0..00 0..0D®

Y e
A= L 'lfn o S
! : / o1, | / T ——
/s v

0.0 1 rrr7rs

io = i
puis L1 <> Lj, pour % # 1

0..0 / / 0...0 x,

\\\

[ ——
& réduire en amenant 0
au-dessus de chaque pivot

e E4 =
AV

(récurrence)

e Unicité?

On vérifie par récurrence sur p qu’une matrice échelonnée réduite A’ avec r lignes non-nulles
déduite de A par des opérations élémentaires sur les lignes est déterminée par A.
On remarque tout d’abord que les relations o C1+---+0a,C, = 0 sont vérifiées pour les mémes
(ai,...,ap) €KP au niveau de A et de A’ (il s’agit des solutions du systeme (H) : AX = 0).

Lorsque p = 0 la seule matrice échelonnée réduite est la matrice vide. En supposant que la
proposition est vraie avec p—1 a la place de p, les colonnes C1, ..., Cp,—1 de A" sont déterminées
par A. Il reste a constater que la colonne C), de A" est nulle quand A = 0, et ginon contient :

avec 7 # 0
un seul terme non-nul égal a 1 au niveau de la r¢ ligne si C), ¢ Vect(Ch,...,Cp_1);
— les coordonnées de C', suivant les r colonnes des pivots si C), € Vect(C,...,C,_1). O
p p 1, y Up—1

Algorithme 2 (« pivot partiel » au sens ou on cherche d; dans la 1" colonne possible)

On détaille la méthode de la démonstration pour construire (A’|B’) avec A’ échelonnée.
On utilise une construction par récurrence. On s’intéresse a la j¢ ligne a I'étape j € {1,...,p} :

(i) On se place dans la colonne la plus a gauche qui a, a partir de la j¢ ligne, au moins un
coefficient d; # 0 (s’il n'y a pas une telle colonne on arréte).

(ii) On échange la j¢ ligne avec la ligne contenant d;.

(ili) On amene des 0 strictement au-dessous de d; par des opérations sur les lignes (com-
posées de deux opérations élémentaires) de la forme L; < ¢;L; + ¢jL; avec ¢; # 0 quand
1> 7.

Pour obtenir une matrice échelonnée réduite, on ameénerait aussi a la j¢ étape dans (iii) des 0
strictement au-dessus du pivot d; par des opérations sur les lignes de la forme L; < ¢;L;+c;L;
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avec ¢; # 0 quand ¢ < j, puis en fin de calcul on diviserait chacune des lignes non-nulles par
son premier coefficient non-nul (noté d; ala j° étape).

Apreés avoir travaillé sur toutes les lignes en reportant les opérations sur les lignes au niveau
de la colonne qui se trouve & droite de la barre verticale, on regarde si les membres de droite
des égalités dont le membre de gauche est 0 vaut lui-méme 0 (sinon le systéme n’a pas de
solution), auquel cas on résout le systéme en remontant de la derniére égalité a la premiére
égalité.

Remarques (lien entre les deux présentations de 1'algorithme du pivot de Gauss)

1. En appliquant & A les opérations élémentaires sur les lignes — mais pas sur les colonnes
— qui ont permis de passer de A A une matrice A’ en suivant l'algorithme 1 avec a chaque
étape le pivot dans la colonne la plus & gauche, on obtient une matrice échelonnée.

2. Réciproquement, & partir d’'une matrice échelonnée déduite de A par des opérations
élémentaires sur les lignes, en déplagant en premiéres positions les colonnes contenant les
termes non-nuls au début de chaque ligne, on obtient une matrice A’ associée a ’algorithme 1.

II. RAPPELS DE GEOMETRIE AFFINE

1. Droite et plan affine : repére affine

Définition-Proposition

(a) On appelle droite affine de RP toute partie de RP de la forme
9 ={A+sv;seR} ou AveRPetv#0.

Dans ce cas on dit que :

— (A, v) est un « repére » de Z et pour tout M € 2 l'unique s € R tel que M = A + sv est
la « coordonnée » de M dans (A,v);

%
-G {W ; M;>N € 2} est la « direction de Z », telle que ¥ = {sv; s € R}.

La description de & permet de dire que v est un vecteur directeur de 9.
(b) Soient v,w € RP. On dit que v et w sont colinéaires si v =0 ou w est multiple de v.

(c) On appelle plan affine de RP toute partie de RP de la forme
P ={A+sv+tw;s,t R} ou Av,weRPet, vetw sont non colinéaires.
Dans ce cas on dit que :
(A,v,w) est un « repére » de & et pour tout M € & 'unique couple (s,t) € R? tel que
M = A+ sv+tw est le couple des « coordonnées » de M dans (A,v,w);
- {m, M%N € P} est la « direction de & », telle que P = {sv+tw;s,t € R}.

,

La description de & permet de dire que (v, w) est une base de la direction de 2.

Exemples
(a) Les droites affines de R? sont :
9 aﬂ:—}—byf)c avec a,b,c € R et (a,b) # (0,0);
Pour une telle droite Z, ona: Z:ax + by =0.
De plus, deux telles droites Z;: a1x + b1y = ¢1 et Do: asx + boy = co sont égales si et

seulement si (aq,b1,¢1) et (ag, by, co) sont colinéaires.

(b) Les droites affines de R? sont :
. { ar +by +cz=d

by s = d avec a,b,c,d,a’, b, c,d € R et, (a,b,c) et (a’,V, ) non colinéaires.
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. = ax +by+cz=0
Pour une telle droite Z, ona: Z: {a’x—i—b’y—i—c’z:O'

(c) Les plans affines de R? sont :
P:ax+by+cz=d avec a,b,c,d €R et (a,b,c) # (0,0,0);
Pour un tel plan &, on a : ﬁ: ax + by +cz = 0.

De plus, deux tels plans 1: a1x + b1y +c1z2 = dy et Po: asx + boy + coz = do sont
égaux si et seulement si (a1, b1, c1,dy) et (ag, b, ca,d2) sont colinéaires.

Exemples (cf. les exemples 1 et 2 du 1. 3)

oW

)?

. 1
1. Equation cartésienne de la droite de R? de repére (A1,v1) avec Ay = ( 91> et v1= (

Cette droite 2 s’écrit sous la forme paramétrique suivante :

r=3t+1
D S y=t , teR.
z=-—1
BIEES! Q] /1/
On étudie l'existence de t par la méthode de Gauss: [ 1| v — | o|-z+3y+1].
0] z+1 Ly < 3Ly — Ly 0 z+1
_ 1=
On obtient donc I’équation cartésienne 9 : { v 3Z i 1 8 )

2. Repére de la droite 2, de R? d’équation cartésienne %y: x+y—3 =07
z oy — _
Résolution par la méthode de Gauss : ({(I] 1] 3) donne %: {i B S:_ 3 , s €R.

Par conséquent la droite %, a pour repére (Ag, v9) avec Ay = (g) et vy = (*11).

2. Droite et plans affines : repére barycentrique

Proposition

(a) Soient A, B € RP distincts.

Il existe une unique droite affine de RP, notée (AB), qui contient A et B.
Elle admet pour repére (A, ﬁ) (affine)

—~
(b) Soient A, B,C' € RP. Les points A, B, C appartiennent & une méme droite de RP, ce qui
se traduit en disant que « A, B, C sont alignés », si et seulement si E et ﬁ sont colinéaires.
(c) Soient A, B,C € RP non alignés.
Il existe un unique plan affine de R, notée (ABC'), qui contient A, B et C.
Il admet pour repére (A, ﬁ, @)

Remarque

On dit parfois que :
— (A, B) est un repére barycentrique de la droite 2 := (AB) du (a);
— (4, B,C) est un repére barycentrique du plan & := (ABC) du (c).
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Ch. 5. Propriétés de R et suites numériques

Plan

. L’ensemble ordonné (R, <)|
[[I. Suites de nombres complexes|
[[II. Suites convergentes|

[[V. Suites croissantes majorées|

[. L'ENSEMBLE ORDONNE (R, <)

1. Majoration. Minoration

Définition-Proposition
Soient ACR et m e R.
(a) On dit que
— m est un majorant (resp. minorant) de A si pour tout x € Aona m > x (resp. m < x);

— A est majorée (resp. minorée) s'il existe un majorant (resp. minorant) de A dans R;
— A est bornée si A est majorée et minorée.

(b) On dit que
— m est « un » plus grand (resp. plus petit) élément de A si m est un majorant (resp.
minorant) de A qui appartient & A ; dans ce cas, ce m est unique et noté m = max(A)
(resp. m = min(A);
— m est la borne supérieure (resp. la borne inférieure) de A si m est le plus petit majorant
(resp. plus grand minorant) de A ; dans ce cas, on note m = sup(A) (resp. m = inf(A)).

DEMONSTRATION
Unicité d’'un plus grand élément ? On suppose que m’ et m” sont plus grands éléments de A.
Ona: m <m' e m’" < m' donc m'=m".

~— T~ Ll

€ A majorant de A € A majorant de A

On raisonne de méme pour des plus petits éléments de A. O
Exemple A
P </ N
A =]-o00,-1JU[0,1] ' ] frr A R
-1 0 1
Un minorant m de A vérifie : Va € |—o0,—1] m <z,donc m < lim z= —oc.
Tr—r—00

Cette contradiction montre que A n’a pas de minorant, pas de plus petit élément et pas de
borne inférieure dans R.

Un majorant m de A vérifie : Vx € [0,1] m >z, donc m > lim z = 1. Réciproque-
z—1—

ment, tout m > 1 est un majorant de A. L’ensemble des majorants de A est donc [1, +o0].
Comme AN |[1,4o00[ =0, la partie A de R n’a pas de plus grand élément.
Cependant il existe un plus petit majorant de A : sup A = 1.

Proposition

zsiz<ly T siz>y

(a) Soient z,y € R. On a: min{x,y} = {ouy snon et max{z,y} = {ou y sinon
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Plus généralement, pour tous z1,...,xz, € R avec n > 1, la partie {z1,...,x,} de R a un
plus grand élément noté max(z1, ..., T,) et un plus petit élément noté min(xy, ..., ).

(b) Soient ACRetmeR. Ona:
e m=sup(4) <= (Va€ A m>a) et Ve<m JacA z<a));
e m=inf(d) < (Va€A m<a) et Ve>m JacA z>a)).

(c) Soit A CR. On a:supA (resp. inf A) existe et appartient a A si et seulement si max A
(resp. min A) existe. Dans ce cas : sup A = max A (resp. inf A = min A).

DEMONSTRATION
(a) Le début est clair. Récurrence sur n > 1. Si n = 1 : ga marche.
On suppose que c’est vrai pour un certain n > 1 et considére xq,...,2,11 € R.
On pose : m = max(max(x1, ..., ), Tpt1). Donc m € {x1,...,xy+1}. Comme m > x,41
et m > max(zy,...,x,) > x; pour 1 < i <mn, m est le plus grand élément de {1, ..., 11}
On raisonne de méme pour obtenir l'existence de min(zy, ..., Ty 41).

(b) Par définition de sup A, on a :

m=sup(4d) < (Va€A m>a) et (VzeER (VacA z>a)=>m<z)).
Il reste a contraposer I'implication qui se trouve a la fin de la ligne précédente.
De méme pour la caractérisation de inf A.

(c) Si sup A existe et sup A € A : sup A est un majorant de A qui appartient a A.
Si max A existe : max A est un majorant de A et comme il appartient a A il est plus petit que
les autres majorants de A, donc sup A = max A.

On raisonne de méme pour comparer inf A et min A. O
Définition

1 . _ _ x six >0
Soit z € R. On pose : |z| = max(—z,z) = {ou e sin<0”

Remarque

Soient x,y € R. En distinguant les cas x <y et > y, on obtient :
min(z, ) = £+ min (1 — £y — £ = 22 [ 250
et max(r.) = S5 +max (o~ Sty — ) = 51|50

Proposition
Ona: |xr+y| <|z|+ |yl pourtous z,y € R « inégalité triangulaire ».

DEMONSTRATION
Pour z,y e R,ona: x4y <|z|+ |yl et —z—y <|z|+|y|,donc |x+y| <|z|+|y]. O

2. Existence de la borne supérieure

Théoréme (admis)
(a) Toute partie non-vide majorée de R a une borne supérieure dans R. ——[supg 0 = —o0]
Par convention, I’égalité « sup A = 400 » (A C R) signifiera que « A n’est pas majorée ».

(b) Toute partie non-vide minorée de R a une borne inférieure dans R. —[infp 0 := +oo]
Par convention, 1’égalité « inf A = —oo » (A C R) signifiera que « A n’est pas minorée ».
Corollaire

Pour tous x € R et € > 0, il existe n € N tel que ne > x « axiome d’Archiméde ».
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DEMONSTRATION

On suppose par l'absurde qu’il existe z € R et € > 0 tels que A := {ne ; n € N} est
majoré par z. D’aprés le théoréme (a), on dispose de M :=sup A € R.

Comme M — e < M, la caractérisation du sup fournit nge dans A tel que M — & < nge.
Ona: noe+¢e>(M—¢)+¢e donc (ng+1)e > M avec (ng+ 1)e € A; contradiction. O

Proposition

Soit x € R. Il existe N € Z unique tel que : N <z < N + 1.
On note : |x| = N partie entiére de x.

DEMONSTRATION

« Existence ? Par 'axiome d’Archiméde, il existe ng € N tel que : ng1 > |z|.
Comme —ngy < x, 'ensemble A := {n e {-ngy....,—1,0,1,...,n0} | n < a:} est fini non-vide.

On pose N =maxA. Ona: —ng < < ng puis —ng < N+1 < ng donc .

o Unicité? Soit N’ € Z tel que N' <x < N’ +1. par memalie
Ona: N<z<N'+4+1 donc N<N’'. Deméme N' < N.Dou N =N. ]

Exemples

Ona: 3<m<4 et —4<—-7<-3.Donc |7|] =3 et |—7|=—4
[Illustration : graphe de la fonction partie entiére sur [—1, 4[]

Définition

(a) Soit zg € R. Un woisinage de xy (dans R) est une partie V' de R pour laquelle il existe

e >0 tel que |zg —e,20 + e[ C V. Important ici : ||xg —e,xz0+e[={z €R | |x — x| < e} |

(b) Soit A C R. On dit que A est dense dans R si pour tous zp € R et tout voisinage V'
de g, on a VN A # 0.

Proposition
(a) 11 existe un unique = € R, tel que 2% = 2. On le note /2.
(b) Le nombre réel v/2 n’appartient pas a Q.

DEMONSTRATION

(a) « Existence? On note A :={x € R, |22 <2}. Ona:0 € A et la partie A est majorée
par 2 car x ¢ A quand z > 2. On introduit m := sup A > 0. On va vérifier que m? = 2.
~Sim? < 2:comme (m+ h)? — m?, ona (m+h)*> <m?+|m? —2| =2dés que h > 0
h—0
est assez petit, puis m + h € A pour un tel h fixé, enfin m ne majore pas A; contradiction.

~Sim? > 2: comme (m—h)? *>+mz, il existe a > 0 tel que (m—h)? > m?—|m? — 2| =2
h—0

dés que 0 < h < «, ce qui donne |m — a,m]N A =0, et a fortiori m — a est un majorant de A
plus petit que m ; contradiction.
On suppose que m? # 2 et note € := ‘mQ — 2}. Soit 0 < o < 1. Pour tout £ € R, on a :
|(m+k)> —m?| <2mlk| + k> < (2m+1)a<e dés que |k <a et a< T
—_— ——
2mk + k> donc k? < |k|
Dott: m? —e < (m+ k)2 <m?+¢ quand a = min(1, 5-==) et k] < a.
q 2m+1
« Unicité ? Soit m’ € Ry tel que m? =2. Ona: (m' —m)(m +m)=m"—-m? =0 donc
m' € {£m} avec m,m' € Ry puis m' = m.
(b) On suppose par I'absurde que v2 = % avec a € Z et b € N\ {0} non tous deux pairs
sinon on simplifie) donnerait 2b> = a?, et comme le carré 4k? + 2k + 1 d’un nombre impair
I ) P
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2k 4+ 1 est impair — ce qui découle aussi de la décomposition en facteurs premiers de ce nombre
—, cela entrainerait que a = 2k pour un certain k € Z puis que b?> = 2k? et b serait pair;

contradiction. o
R

Variante : On a v2 ¢ Q, car une égalité 2 = ¢ avec a € Z, et b € N\{0} 1
5]
I _l

minimal donnerait v/2 = 9 = %b = 2(5’%1;1 o1 0 < a — b < a; contradiction.

[o] o
!

b

En annexe : complément concernant le développement décimal.

Proposition
(a) Les parties Q et R\ Q sont denses dans R.

(b) La partie ]—oo, \/5[ N Q de Q est non-vide majorée, sans borne supérieure dans Q.

DEMONSTRATION
(a) Soient zg € R et V' C R un voisinage de zg. [l existe e > 0 tel que : V D |xg — &, 29 + €.
On montre que Q et R\ Q contiennent un point de V', par exemple dans |z — €, 29 + £[.
Idée : Papproximation décimale de xzg & 10~% prés par défaut est U?Ofd (k € N).
Par I'axiome d’ Alchunede avec x = 1, il existe n € N\ {0} tel que 0 < = <e.
Dot : L”;'iOJ <zp < U“OJ +1< LMOJ +¢e puis g —e < LMOJ < zp.
De méme, avec xg + \/_ a la place de To,ona: (rg+v2) —¢e< Ln(“ﬁf < (w0 +V2).
Finalement : % €lrg—c,x0+e[NQ et In{otv2)] (T‘)+\/_) —V2 € }xo —g,z0+e[NR\Q.
(b) On pose A :=]—00,v2[NQ. Donc 0 € A.
L’ensemble des majorants m de A dans QQ est égal a [\/5 400 [ﬂ@. En effet un tel m vérifie
m > /2 car }\/5 —e, V2 [ NQ # 0 pour tout € > 0 par la démonstration du (a) avec xg = V2.
En reprenant la démonstration du (a), on obtient aussi : x9 < % + % < xg + €.
L’ensemble [\/5 —i—oc[ N Q n’a donc pas de plus petit élément mg, car [\/_, 2,V2+ 8[ NQ #0
pour tout € > 0 et un tel mg devrait donc étre égal & /2, mais v/2 ¢ Q. |

Proposition

On rappelle que les intervalles de R sont, par définition, les ensembles : 0; Ja,b[, |a, b,
[a,b] avec a,b € R et a < b; [a,b] avec a,b € R et a < b; ]a,+o0], [a,+0o0[ avec a € R;
|—00,b], |—00,b] avec b € R; |—o00, +00].

Une partie I de R est un intervalle si et seulement si :
Ve,yel VieR (x<t<y =tel).

DEMONSTRATION (idée)
Il est clair que tout intervalle I de R vérifie la condition.

Soit I C R non-vide qui contient tout ¢ € R pour lequel il existe z,y € I vérifiant © <t < y.
On distingue les cas inf I € I et inf I ¢ I, et,supl € I et sup/ ¢ I (conventions du théoréme).
On constate que I est égal & : |inf I, sup I ou |inf I, sup I]| ou [inf I,sup I[ ou [inf I,sup I]. O

II. SUITES DE NOMBRES COMPLEXES

Important : tous les résultats de ce chapitre resteront valables en acceptant aussi comme
« suites » les applications n — u, de N\{0,1,...,n9 — 1} dans C, notées (uy)n>n,, ot ng € N.

1. Suites
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Définition
(a) On appelle suite de nombres complexes une application n — wu, de N dans C.
On notera (uy)p>0 une telle suite. Elle est dite réelle si u, € R pour tout n > 0.
(b) Soit r € C. Une suite arithmétique de raison r est une suite (uy)n>0 de la forme :

up =nr+c¢ pour n € N, avec ¢ € C fixé.

(c) Soit r € C. Une suite géométrique de raison r est une suite (uy,),>0 de la forme :

up, =7r"c pour n € N, avec c € C fixé.

Remarques

1. Soit (wp)n>0 = (nr + ¢),>0 une suite arithmétique avec r, ¢ € C.
On a: Z up = (0r+¢)+  (Ir4+¢) +--- + (nr+c
k=0
Yup=nr+c)+((n—1r+c)+ -+ (0r+c
k=0

premier terme + dernier terme
2

done en additionnant : | ug 4+ -+ +u, = (nombre de termes) x

2. Soit (up)n>0 = (r"™ €)n>0 une suite géométrique avec r, ¢ € C.
n
Ona: up=c+rc+- - +1"c
k=0

n
roy ug = rc+--- +rc+r"tle
k=0

+u, = premier terme — dernier terme X raison
n =

donc en soustrayant : | wug+--- T— aison

, lorsque r #1 |

2. Suites bornées

Définition
On se donne une suite (uy)n>0 dans C.

a n dit que (Up)n>0 €S ornee S'1l existe < el que |Unp| > pour tou n e .
On dit >0 est bornée $'il existe M € R tel <M tout n € N

(b) On suppose la suite (uy,),>0 réelle. On dit que (uy,)n>0 est majorée (resp. minorée) s’il
existe M € R tel que w, < M (resp. u, > M) pour tout n € N.

Ainsi : (upn)n>0 est bornée si et seulement si elle est majorée et minorée.

Exemple

On pose uy, = (—1)" pour n > 0. La suite (up)n>0 est bornée car [(—1)"| <1 pour n € N.

3. Suites récurrentes

Une idée répandue est que la possibilité de construire des suites récurrentes découle immé-
diatement du « principe de récurrence ». Mais cette construction nécessite le résultat admis
suivant, di a Dedekind (1888). (Voir Paul R. Halmos, Nawe Set Theoryl chapitre 12.)

Proposition (« Recursion theorem »)
Soient I un intervalle, f une application de I dans R, et a € R. On suppose que
(%): il existe AC I tellequea € Aet f(A) C A (donc a€l, f(a)el, f(f(a))€L,..).
Dans ce cas, il existe une unique suite (u,),>0 dans R telle que :
up=a et up+1 = f(u,) pour tout n € N.
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DEMONSTRATION (idée)

Une récurrence permet de montrer que pour tout n € N, la proposition suivante est vraie :

P(n) :il existe (Up, ..., Up) € I unique tel que Uy = a et U1 = f(Uy) pour0 < k < n—1.

On constate que pour chaque k € N, le terme Uy, dans (U, Uy, ..., U,) ne dépend pas de n > k.

On le note uy. La suite (uy)n>0 convient et elle est la seule & convenir. O
Remarque

Un résultat analogue permet de définir la suite (f"),>0 des composées de f.
On constate que (x) signifie que a est dans U'intersection des ensembles de définition des f™.
On a ensuite : (up)n>0 = (f"(a))n>0-

III. SUITES CONVERGENTES

1. Limite d’une suite

Définition-Proposition

On se donne une suite (uy)n>0 dans C.

(a) Soit [ € C. On dit que (up)n>0 a pour limite | quand n — +oo si :
= ———

ou « tend vers l »
Ve>0 3INeN VneN (n>N = |u,—1l]<¢).
—— S——
pour tout € > 0 il existe N € N tel que
Dans ce cas, l est unique.

On note « lim w, =1» ou « u, —> [ » pour exprimer que (uy),>0 a pour limite [.
n—-4o0o n—-+o00o -

(b) On dit que

— (up)n>0 converge sil existe [ € C tel que (up)n>0 a pour limite [;
— (un)n>0 diverge si (up)n>0 ne converge pas.

On a : toute suite convergente de nombres complexes est bornée.

(c) On suppose la suite (uy)p>o réelle.
On dit que (up)n>0 tend vers 400 quand n — +oo si :
VA>0 INeN VneN (nZN = un>A).
On dit que (up)n>0 tend vers —oo quand n — +oo si :
VA>0 dNeN vVneN (nZN — un<—A).

Dans les deux cas précédents, la suite (uy,),>0 n’est pas bornée, donc diverge (cf. (b)).

On note « u,, —> 400 » ou « lim wu, = +00 » pour exprimer que (un)n>0 tend vers +o0o0.
n— 00~~~ n— 00 S~~~ - S~~~

(resp. —o0) (resp. —oo0) (resp. —oo0)

DEMONSTRATION (dém. du (a) et du (b) au programme)

(a) Unicité de la limite ? Soient k,l € C tels que (up)n>0 @ pour limite k et [.

On suppose, par I'absurde, que k # [. On pose ¢ = ‘L—;” > 0.
Il existe donc M, N € N tels que |u,, — k| < & dés que m > M et |u, — | < e dés que n > N.
En choisissant n = max(M, N), on obtient la contradiction suivante :

k=1 <|k—up|+|u, — ] <e+e.
——

2¢
(b) Suites convergentes bornées? On suppose que la suite (u,)n>0 converge vers [ € C.
On choisit € = 1 dans (a) : il existe NV € N tel que |u, —I| < 1 dés que n > N.
Par conséquent |u,| < |u, — | + |I] <1+ |l| dés que n > N.
Ainsi on a : |u,| < max(|ugl, ..., [luny—1],1 4+ |I|) pour tout n € N.
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(c) Suites de limite 400 non-bornées ? On suppose que la suite réelle (uy, ), >0 tend vers +oo.
Par I'absurde, on suppose aussi que (up)n>0 est bornée : il existe M > 0 tel que |u,| < M
pour tout n € N. Il existe aussi N € N tels que u,, > M dés que n > N. En choisissant n = N,
on obtient une contradiction.

On raisonne de méme avec —oo a la place de +oo. O

Exemple (axiome d’Archimeéde avec e = 1)

On pose u, = n pour n > 0. La suite (u,),>0 a pour limite +o0o car pour chaque A > 0,
enposant N = |A|+1lona: u, > |A]+1>A dés quen > N.

Proposition
Soient (up)p>0 €t (vn)n>0 des suites de nombres complexes.

(a) On suppose que : u, — u et v, — v avec u,v € C.

n—-+4o0o n—-+4o0o
Ona: u,4+v, — u4v, upv, — uv, et, siv#0, L — 2,
n—+o00 n—+o00 I, n—+4oo?

vy # 0 pour « n assez grand »

(b) On suppose (t, )n>0 €t (vp)n>o réelles, u, — u et v, — v avec u,v€ RU{—o00,+00}.
- - n—+oo n—+o0o

Les formules du (a), interprétées correctement[t) restent valables, & condition :
— d’écarter les formes indéterminées sous forme de sommes (400) 4 (—00) et (—o0) 4 (400),

~

produits 0 (400) et (+00)0 et 0(—00) et (—o0) 0, et quotients §, :_::%2 et =22 et £2 et %:21;
« 000 » ;g

L = »
oo

~~

vp, > 0 pour « n assez grand »

- 76 1 1imi Un = ou
de n’étudier la limite de ($)n>n, dansle cas v = 0 que lorsque { vn < 0 pour « n assez grand »

DEMONSTRATION (dém. du (a) au programme)
(a) On fixe € > 0.

eOna: |(up, +vp) — (u+tv)| < |Ju, —ul + v, —v| < §+5 quand n > max(N, M).
(up — ) + (vn, —v) < % sin> N < % sin>M &
Donc wup,+v, — u-+w.
n—-+4o00

ul).

N

e Sachant que (v,)p>0 est bornée, on peut poser : K = max (sup |vn,
N n>0

Ona: |upv, —wv| < |up —ulK + Ko, — v < & quand n > max(N', M").
Donc wupv, — uwv.
n——+o0o

e On suppose maintenant que v # 0.
On a: ‘\\l/l < Ju—wp] + vl < % + |vp| quand n > M.
——

(w=—wn)tv Lol sin > My
. y v . 3 < y y
Sin > My : |v,| > ‘7‘ puis v, # 0. Enfin : |+ — 1| < Z;|v, — v|< € quand n > max(My, M").
Un v |v] - ,
*ﬁ(”’n —v) < "’;2“5 sin>M"

Donc -+ — 1 Don, par ce qui précéde :  lim *2 = lim wu, L =z

Un n—stoo Y n—+4oo Un n——+00 Un v
(b) Admis, car les méthodes sont analogues a celle de la démonstration du (a). O

(*) Soient u,v € R et € € {4, —}. On lira dans la conclusion du (a) : eco4+v = u+ €00 = €00, €00+ €00 = €00 ;

(ec0)v = u(ec0) = €00 si u,v > 0, (€00)v = u(eco) = —eoo si u,v < 0, (€00)(e00) = +00 et (eco)(—€ex0) = —00;
2L =0, =2 =coosiv >0, 2 = —coosi v <0, on remplacera €2 par oo (resp. —eco) si v = 0 avec

vp > 0 (resp. v, < 0) pour « n assez grand », on remplacera £ par eco (resp. —eco) si u # 0 a pour signe €

v
et v =0 avec v, >0 (resp. v, < 0) pour « n assez grand ».
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Exemples

1. On a déja vu que n — +o00. On en déduit que % — 0.

n—-+o00 n—-+o00

2. On considére une suite arithmétique (nr + ¢),>¢ avec r,c € R.

400 sir >0
On a, avec un calcul direct quand r =0: nr4+c¢ — % ¢ sir=0.
) q

ou !
n—+00 —oc0 sir <0

3. Attention aux formes indéterminées, par exemple avec u, := n’? et v, := —n, n € N.

Ona: u, =nxn — 400 et v, = (=1)xn — —oo. Mais: u,+v, =n?(1-2%) — +oo.
n——4o00 n—+o0o 7+ oo~~~
£0
Remarque

Il découle immédiatement des définitions que :

si f:[0,+00[ =R et | € RU{—o00,+o0} vérifient f(z) — [ alors f(n) — L
z€R, z—400 neN, n——+oo
Cela permettra d’utiliser les résultats concernant les « croissances comparées ».

)

2. Composition des limites

Définition
On se donne une suite (uy)n>0 de nombres complexes.
On appelle suite extraite de (up)n>0 toute suite de la forme (uy, )g>0 avec :
0<ng<n <ng<.. dans N (c-a-d (ng)r>0 est une suite strictement croissante dans N).

PI‘OpOSlthl’l <—[’hypothése « ny fivons +oo » sur (ny),>o suffit |

>

On se donne une suite (u,)n,>0 dans C et une suite extraite (up, k>0 de (Un)n>0-

(a) Soit Il € C. Si u,, —> [, alors u,, — L
n—+00 k—+00

(b) On suppose que la suite (uy,)n>0 réelle.
Si u, — +o0,alors u,, — 4o00.
n—+00 ~~ k— 400~~~

(resp. —o0) (resp. —o0)
DEMONSTRATION (idée : ng > k)
(a) Hypothése : u,, — [. Soit €>0. Il existe N € N tel que : |u,, — | < e dés quen > N.

n——+00
Or par récurrence sur k € N, on trouve que : n; > k pour tout k € N.
Donc |up, — 1| < e dés que k> N, car dans ce cas on a ny > N.
(b) Hypothése : u,, — 4o00. Soit A > 0. On reprend la démonstration du (a) en rempla-
n——+o00 N~~~ ’
(resp. —o0)
cant l'inégalité « |u, — | <e » par I'inégalité « u, > A » (resp. « u, < —A »). O

Exemple (important)
On pose u,, = (—1)" pour n > 0.

Les suites (vp)n>0 = (1)n>0 €t (Wn)n>0 := (—1)p>0 sont extraites de (up)n>0 car :

V= Uk et wr =ugk41 avec 0 <2x0<2xl1 < ... et 0<2x041<2x1 41 < ...
Soit | € RU{—o00,+0o0}. Siu, — lalors = lim v,=1 et = lim w,=—1.
n—s+o00 n—+00 n—+00

Cette contradiction montre que : la suite ((—1)"),>0 n’a pas de limite dans R U {—o0, +00}.

Proposition

On se donne une application g: E — R et une suite (uy,),>0 d’éléments de E.
partie de R -

On considére k,l € RU{—o00,+0o0}.

Siouy, n_>—+>ookr et g(y)?;:l, alors g(u")n—>—+>ool'

SikeRet u, — k avecu, #k pourneNet gly) — [ alors g(u,) — L.
n—4o0o ~—~— eé;}’: n—+o0o

(resp. : > k, < k) (resp. y — kt oy > k7)
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DEMONSTRATION

Admise : s’inspirer du cas de la composée de deux fonctions de la variable réelle. O

Exemple (important)

On montre par I’absurde, en utilisant la proposition, que x +— sinz n’a pas de limite

quand x — +00. Sinon, en supposant que sinx — [ € RU{—o00,+0o0}, on aurait :
TER, x—+00

l= lim sin(2mn)=0 et [= lim sin(2rn+5n)=1 contradiction.
neN, n—+oo neN, n—+oo

3. Utilisation d’inégalités

Proposition
Soient (up)n>0, (Un)n>0, (Wn)n>o0 des suites dans R.

Uy < wy, pour tout n € N

(a) Si alors u <w « prolongement des inégalités larges ».
u, — u€ERetw, — weR
n—-+4o00o n—-+o0o
Uy < v, < w, pour tout n € N o
(b) Si alors v, — [ « théoréme des gendarmes ».
leRupy — 1l et wy, — 1 n—+00
n—-+4oo n—-+oo si deux gendarmes encadrent un bandit et
vont en prison alors le bandit va en prison
| up < vy, (resp. v, < w,) pour tout n € N
(c) St alors v, — +oo (resp. v, — —00).
u, — +oo (resp. w, — —00) n—+o0 n—+00
n—-+4o0o n—-+o00

DEMONSTRATION (dém. du (b) au programme)

(a) On suppose par I'absurde que u —w > 0. Vu que z < |z| pour tout z € R, on a :

U — w < up — ul+ (U — wy) + |w, —w| <u—w quand n > max(N, M).
S~—— —_—— —}— Y—
—(un —u) + (un — wn) + (Wn — w) < usw <o < usw
dés que n > N dés que n > M

D’on une contradiction.

(b)Soit e >0.0na: v,—l<w,—1< |w, =1 et —(v,—1) < —(up—10) < |u, —1|
—— ——

<e <e
dés que n > M dés que n > N
donc |v, — 1| <& quand n > max(N, M). Cela donne le résultat.
(¢) Admis, car les méthodes sont analogues a celle de la démonstration du (b). O
Remarque

Le « prolongement des inégalités strictes » pose un probléme.

Par exemple, on a —+ < L pour tout n > 1, mais lim —% # lim <.
n n n——+oo n

Corollaire

On se donne une suite (uy)n>0 dans C et u € C.

On pose u,, = a, + ib, avec a,,b, € R pour n € N, et u=a +1ib € C avec a,b € R.
Ona: u, — u < |up—ul — 0 < a, — a et b, — b
n—-+0o00 n—-+00 n—-+0o0o n—-+0o0o
En particulier une suite de nombres réels qui converge dans C a une limite réelle.

DEMONSTRATION
La 1% équivalence découle tout de suite de la définition de la limite. On montre la seconde.
(=) On applique le théoréme des gendarmes a partir des inégalités :

0<|an—al <|u,—ul et 0<|b, —b| < |u, —u| pour n € N.

(<) On utilise les égalités u, = a, +ib, pour n € N, et les résultats sur la limite d’'une
somme et d'un produit. O
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Exemple

On considére une suite géométrique (r"),>0 avec 7 € C (choix de ¢ = 1).
On a vu a la fin du paragraphe 2 que cette suite diverge lorsque r = —1. Cas général :

n—-+o00

—sifp|>1: =" =14 (r|-1))" > 14nh avec 14+nh — +o0,
N

noté h formule du binoéme

donc | | W0 quand |r| > 1 | en particulier la suite non-bornée (r"),>o diverge;

lim rntl
—sifr]=1: |r|"=_1_ doncr™ —~ 0, puis r="="—— =1 quand (r"),>o converge,
Vv n—-+oo n——+oo -
—= 0
n—+oo

donc | (r™),>0 diverge quand |r| =1 et r # 1 | et bien sir 7" " 1 quand r =1;
B n—-+4o0o

—sifr|<1: || = #)n‘ avec |1| >1,donc | ™ — 0 quand |r| <1 | vule premier cas.

(% n—-+o00

IV. SUITES CROISSANTES MAJOREES

En annexe : complément concernant les suites récurrentes.

1. Suites monotones

Définition-Proposition
Soit (up)n>0 une suite dans R. On dit que (up)n>0 est croissante (resp. décroissante) si
elle vérifie 'une des deux propriétés équivalentes suivantes :

(i) up <wugy (resp. up > uq) pour tous p,q € N tels que p < g;
(i) wup < upt1 (resp. up > upt1) pour tout n € N.

DEMONSTRATION
La propriété (ii) est un cas particulier de (i).

L’implication ((ii) = (i)) vient de : u, < upyq < ... < wuy (récurrence cachée sur ¢—p). O

2. Toute suite croissante majorée converge

Théoréme (« théoréeme des suites monotones »)
Une suite (up)n>0 croissante (resp. décroissante) dans R est :

— convergente de limite supw,, (resp. iI;f(; uy,) lorsqu’elle est majorée (resp. minorée) ;
n>0 nz
— divergente de limite +o00 (resp. —o0) lorsqu’elle n’est pas majorée (resp. pas minorée).

DEMONSTRATION (dém. au programme)

On se place dans le cas ou (uy)n>0 est croissante et majorée. On pose [ = sup uy,.
n>0
Soit € > 0. Par définition du sup, il existe N € N tel que : uy > [ — . Comme la suite

(Un)n>0 croit,ona: [ —e <uy <u, <l pour n> N. Donc |u, —I| <e pourn> N.

En conclusion : u, — L.
n——+00

Les 3 autres cas se traitent de facon analogue. O
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Théoréme (« théoréme des suites adjacentes »)

Soient (up)n>0 €t (vn)n>0 deux suites dans R telles que :

(un)n>0 est croissante, (v,)n>0 est décroissante, et v, — uy, —+> 0 « suites adjacentes ».
- - n—-+0o00o

Alors il existe [ € R tel que : v, — [, v, — [, et u, <l <w, pour tout n € N.
n—-+o0o n—-+o0o

DEMONSTRATION

Par définition de la limite, il existe N € N tel que : |v, —uy,| <1 dés que n > N.
Sin>N,ona: u, <v,+1<wvg+1 et v, >u,—1>uy— 1.

D’aprés le théoréme précédent, il existe u,v € R tels que u, — u et v, — .
n—-+o0o n—+00
Ona: v—u= lim (v, —uy)=0.0npose | =u=n0.
n——+00
SineN,ona: u, <upyr pour k>0, donc u, < klim Uptr = 1; de méme : [ < vy,.
c—+00

[Vam’ante. Sin €N, on a d’aprés (a) : u, <supu, =1 = inf v, < vn.] O
n>0 n=0

3. Théoréme de Bolzano-Weierstrass

Proposition (« théoréme de Bolzano-Weierstrass » )

Toute suite bornée de nombres réels admet une suite extraite convergente. « pas ( Jnf ug), s

DEMONSTRATION (dém. au programme)
Soit (un)n>0 une suite bornée dans R.
On va construire une suite extraite convergente (u,, )r>0 par récurrence.

On commence en notant : [ag, bo| := [inf wu,,supu,| et ng := 0, donc wuy,, € [ag, bo].
n>0 n>0
On suppose construit (ag, bg, nx) tel que :

ap < bk’a bk’ — ap = bo;kzao', Uy, € [ak’vbk’] et {TL eN ‘ Up € [akvbk]} est Infini.
On note : [ags1,brr1] == {ou

et ni41 le plus petit entier n > ny, pour lequel u,, € [agt1,br41]-

lag, ak:bk} si [ag, ak:bk] contient u, pour une infinité de n

[‘”“’TH”“, br] sinon (donc cet intervalle contient u, pour une infinité de n)

Les suites (ag)r>0 qui croit, et (b)r>0 qui décroit, sont adjacentes car by —ay = bo;,fo k% 0.
- - —+00

Onnote : | = lim a; = lim by. Comme ay < u,, < by, on obtient : u,, — L.
k—+o0 k—+o00 k—+o0

Yy
Un, -

Up <— Soleil
On note : Brons :={n e N|Vp>n wu, < uy}. -—

Variante : on tente de construire par récurrence
une suite extraite croissante (unk>k>0 de (un)n>0-

condition & éviter pour n = ny O ‘ 7‘L 1‘) T
e Si Bronge est fini, il existe ng € N tel que Bionze C {0,1,...,n9 — 1}.

Comme ng ¢ Bronzs : Uny, < Up, pour un certain n; > no minimal.

Comme nq & Bronzs : Un, < Up, pour un certain ng > n; minimal. ...

La suite (unk) est croissante et majorée, donc converge.

k>0
e Si Bronge est infini, on note ng < ny < ... ses éléments.
La suite (unk) est décroissante et minorée, donc converge.

k>0

Conclusion : (uy)n>0 & une suite extraite convergente. O

Exemple

La suite ((—=1)"), ., admet pour suite extraite convergente la suite (1),>o (avec nj, = 2k).
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Annexe 1 : développement décimal

Proposition (« représentation d’un nombre entier en base 10 »)

Pour tout a € N, il existe une unique suite (cx)reny d’éléments de {0,...,9} nuls au-dela
d’un certain s € N, telle que : a = ¢510° + ... + ¢110 4+ ¢y. On notera : a = cscs_1...¢.
—_——

mot concaténé des chiffres cs,cg_1,...,¢co

DEMONSTRATION

Récurrence sur a. C’est vrai pour a = 0. On suppose que a > 1 et que c’est acquis pour les
nombres dans {0,...,a — 1}. On utilise la division euclidienne de a par 10 : a = 10q + 7.
Sig=0:a>¢q;siq#0:a>10g > q. Dans tous les cas, on a : ¢ € {0,...,a — 1}.

On peut donc appliquer ’hypothése de récurrence a ¢

Existence ? On pose d’abord : ¢y = r. L’existence pour ¢ fournit une décomposition de la
forme ¢ = d;10" + ... + d110 + do. Dot : a = d; 10! + .. 4+ d110% 4 dy10 + co.

Unicité ? On se place dans le cas ot a = ¢;10°+...+¢110+cy et a = cg,l()‘g/ +...+10+c}.
On compléte par des 0 pour obtenir les suites (c;)ken et (¢}.)ren. ,
Nécessairement r = cg et 7 = (36. Ensuite ¢ = 1057V 4 et q= C;,l()s Ty o+ (:(l
puis (¢x)r>1 = (¢ )k>1 par I'unicité pour ¢q. Ainsi (¢x)ren = (¢} )ken. O

On déduit de la proposition précédente que les nombres décimaux positifs (c’'est a dire les
réels 15w avec a € Net n € N) sont les nombres réels de la forme ¢y + I+ + 13w avec ¢ € N,
neNet ¢, ...,c, € {0,...,9}.

Définition-Proposition

(a) Soit (¢n)nez une famille d’éléments de {0, ..., 9} indexée par Z telle qu'il existe k € N
vérifiant ¢, = 0 quand n < —k.

La suite (uy)n>_k définie par uy, := 10Fc_p+..4+10 "¢, converge vers un élément = de R,..
On dit que (¢ )nez est un développement décimal de x et note : © = c_g...c_1¢p,C1Co ... .

Par exemple on a : 1 = 1,000... et 1 = 0,999.... deux mots infinis (0 avant c_y)

(b) Soit € R. Il existe un unique développement décimal (¢, )necz de z qui ne devient
pas constamment égal & 9 a partir d’un certain rang.

Il s’écrit : ¢, = [10"z] — 10 [10" x| pour n € Z.

On dit que (¢, )nez est le développement décimal propre de .
Tout autre développement décimal de x est appelé un développement décimal impropre de x.

(c) Les x € R4 qui ont un développement décimal impropre (c},)nez sont les décimaux

q .

non-nuls : z =) 107"¢; avec p,q € Z, p < q, ¢, € {0, ...,9} pour p<n < ¢, ¢, #0 et cqyé().
i=p

Celui-ci est alors unique : ¢;, =0sin<p, ¢, =cpsip<n<gq,c=c,—1,¢,=9sin>q.

DEMONSTRATION

(a) Sin>—k,ona: u, < 9x10F 4+ ... + 9x10™™ = 10Ft1 — 10~ < 10++1.

La suite (“n)nsz’, est croissante majorée & termes positifs, donc converge dans R .
(b) (Unicité) On suppose que (¢p)nez convient. On introduit la suite (uy,),>—r du (a).
Soit n > —k. Comme la suite (uy,)n>_f croit, on a d’abord : w, < x.

Par hypothese, il existe — et on fixe — un p > n tel que ¢, < 8. S5i¢g > p, on a:

ug < 10Fc_ + -+ +10%0 + -+ +107"¢, + (95107 L + ... +9x1079) — 1077
<10Fc_p+---+100%0 + -+ +10""¢, + 107" — 107P.

(*) Il est clair que le développement décimal propre d’un tel réel z est la suite (cn)nez oObtenue en complétant
la suite finie (¢p, ..., ¢q), indexée par {p, ..., q}, par ¢, =0 quand n < p ou n > q.
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Un passage & ¢ — +o0o donne : x < u, +107" — 1077 < u, + 107 ™.

Le choix de n = —k dans l'inégalité = < u, + 10" montre que 0 < 107 Fz < c_; + 1.
Ainsi : 10"u, < 10"z < 10™u, + 1 avec 10"u,, € N ce qui signifie que 10"u,, = |10"z].

On a donc, en posant u_,_1 =0 : ¢, = 10™(uy — up_1) = [10"z] — 10[10" 1z |.

Soit n’ < —k. On a: ¢y = |[10" x| — 10 [10" ~'z| car ¢,y =0et 0< 10" 1z <10z < 1.

(Existence) On pose : ¢, = [10"z] — 10 [10" x| quand n € Z.

Ona: 10"z —1 < [10"z] < 10"z et —10x10" "'z < —10x[10" 1z | < —10x(10" 1z — 1).
En additionnant ces inégalités, on obtient : —1 < ¢, < 10 puis ¢, € {0,...,9}.

On choisit & € N minimal pour que 107*~!'z < 1. On a donc ¢, = 0 quand n < —k.
On introduit & nouveau la suite (u,),>_x du (a).

Sin>—k: u, =10*(|107%2] — 0) + --- +107"(| 10"z ] — 10 [10"'z]) = 107" |10"z]
donc 10"u, < 10"z < 10"wu, + 1. Le théoréme des gendarmes appliqué aux inégalités
r—107" <wu, <z donne =z =c_j..c_1co,C1C2 ....

De plus, les coefficients ¢, ne peuvent étre égaux a 9 pour n > p (p > —k), car sinon on
aurait : x—1077 = lim u, — 1077 = lim wu,+ (9107771 4+ .. 49x107") = 1077 = uy, £ u,.

n>p n>p
n——+00 n——+00

(c) (Condition suffisante) Soit = = 10"P¢, + --- +107%, comme dans I'énoncé.
Onpose: ¢, =0 sin<p, ¢, =c, sip<n<gq, ¢,=cq—1, ¢, =9 sin>q.

Lorsque n > ¢, on a :
107Pc) 4. +107"¢], = 1077 +.. 41072 +(9x1077 4. 49,107") = 10 Pep+.. 4109, — 107"

Dou: lim 1077 c;, +---+107"¢,, = x. Ainsi x admet une représentation décimale impropre.
n——+0o

(Condition nécessaire) Soit € Ry qui a une représentation décimale (c),)nez impropre.
On note p (resp. ¢) le plus grand (resp. plus petit) élément de Z tel que ¢, = 0 pour tout n < p
(resp. ¢}, = 9 pour tout n > ¢). On a obtient a 'aide du calcul pour la condition suffisante :
w= lim 1077, 4+ +107"¢, =1077¢, + - +107%(c; +1) avec ¢ <8,

Donc x est le nombre décimal dont 'unique représentation décimale propre (cp)nen est :
cn=0sin<p cp=c, sip<n<gq cg=c,+1, ¢, =0 sin>q.
En particulier la suite (c},)nen est unique. O

Remarque

Soit x € Ry. On note (¢, )nez le développement décimal propre de .
On pose : u, = Y. 10~%¢; pour n € Z, ou la somme contient un nombre fini de termes non-nuls.
i<n
D’apres (b) : u, =107"|10"z], donc wu, <z < u, + 107" avec u, € 107" N.
Les nombres u,, et u, + 107" s’appellent la valeur décimale approchée par défaut de x a 10~
pres et la valeur décimale approchée strictement par excés de x a 10" preés.
Par un calcul immeédiat : les suites (up)n>0 et (u, + 107"),>0 sont adjacentes de limite .
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Annexe 2 : suites récurrentes

On considére une application continue f:

I — R et aeR tels que:

intervalle infini

acl, fla)el, f(f(a)) €1,... (signifie qu'il existe A C I telle que a € Aet f(A) C A).

a est dans I’intersection des ensembles
de définition des fonctions f, fo f, fo fo f, ...

Proposition 1 (« suite définie par une relation de récurrence »)

[cas général hors programme]

Il existe une unique suite (uy,)p>0 dans R telle que : ugp =a et w41 = f(u,) pour n € N.
—_———

DEMONSTRATION (idée)

sous-entend que u,, € I

Une récurrence permet de montrer que pour tout n € N, la proposition suivante est vraie :
P(n) :il existe (Up, ..., Up) € I unique tel que Uy = a et Uy = f(Uy) pour0 < k < n—1.

On constate que pour chaque k € N, le terme Uy, dans (U, Uy, ..., U,) ne dépend pas de n > k.

On le note ug. La suite (uy,),>0 convient et elle est la seule & convenir.

Proposition 2

O

On suppose que la suite (uy,)n>0 converge vers un point [ de I. Alors : | f(l) =

DEMONSTRATION

On va passer a la limite dans 1’égalité wu = f(u,).
) n+1 p n

Comme (Up+1)n>0 est extraite de (uy)p>0, On a: Upp1 —> L

n—-+00

De plus, la continuité de f assure que : f(u,) — f(I). D’ou le résultat .
N——+00

Début de 1'étude (cas simples)

(1) On résout I’équation f(z) = = et étudie les variations de f.
Le signe de f(z) — x fournit la position de la courbe ¥ : y = f(z) par rapport a la

premiére bissectrice.

(2) On fait une bréve étude graphique de la suite (uy,),>0 au brouillon :

— on place (ug,u1) sur la courbe % ;

— on place (up,u1) sur la 1 bissectrice, puis (u1,us2) sur la courbe € ;
— on place de méme les points (ug,ug) et (ug2,us) d’abscisse us ;

Exemples
(1) Suite arithmétique de raison r (r > 0) :
ug=c¢ et Up41 = uyp +1r pour n > 0.

Le dessin est en accord avec : uw,, — -+00.
n—-4o0o

(2) Suite géométrique de raison r (0 <r < 1) :

ug =c¢ et Up41 =ru, pour n > 0.

Le dessin est en accord avec : u, — 0.
n—-+4o0o
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Discussion
(1) On suppose que f est croissante et que « € I vérifie f(a) = a.
(a) On a: upy1 — up = f(uyp) — f(up—1) pour n > 1.
Donc: —si f(a) —a >0 alors (up)n>0 est croissante;
—si f(a) —a <0 alors (up)n>0 est décroissante.
(b) On a aussi : up+1 —a = f(u,) — f(a) pour n > 0.
Donc: —si a <« alors (u,),>0 est majorée par «;
—si a >« alors (uy)n,>0 est minorée par a.

(2) On suppose que f est décroissante et que 8 € I vérifie f(3) = .

On note g:= fo f (définie sur une partie de I), v, :=ug, et wy, := ugy+1 pour n € N.
Les suites (vp)n>0 €t (wp)p>0 vérifient v,11 = g(v,) et wp41 = g(wy) pour tout n > 0.

Comme g est croissante et g(5) = 3, on est ramené au cas (1).

De plus : si g(a) —a > 0 alors g(f(a)) — f(a) <0;sig(a) —a <0 alors g(f(a)) — f(a) > 0.
Ainsi : les suites (v,)n>0 et (wp)n>0 varient en sens contraire.

On pourra utiliser : si (v )n>0 €t (wy)n>0 convergent vers 3, alors (uy,)n>0 converge vers f.

p—r—+00 g—+00

On suppose que: lim v, = lim w, = B. Soit € > 0. Il existe P, Q) € N tels que |v, — | < ¢
et lwy — Bl <edésquep>Petqg>Q.Dou: |u, — ] <e dés que n > max(2P,2Q +1).

Précisions
On suppose que f est dérivable, et que [ € I vérifie f(I) =I.
(a) Sil existe k € [0, 1[ tel que |f'(x)] <k pour tout x € I, alors u, — 1.

n——+00
On utilise I'inégalité des accroissements finis :
lup — 1) <k|up1—1| <k?|upo—1]<--- <Kk"|ug—1| puis |u, — I T 0.
H/—/ A/_/ n—-—+00
|f(un—1)=fDOI  [f(un—2)—f()
(b) On suppose en outre que I est ouvert. Y\
Zg EE g attractif
Ul == ————
~Si|f'()) <1:
on dit que [ est « un point attractif » (cf. dessin). y=[f(x)
S0 =1 o
cas & étudier plus précisément. répulsif ;
=Si|f ()] >1:
on dit que [ est « un point répulsif » (cf. dessin).
attractif
O u:() u:lu:gu:Q €T

Les mots « attractif » et « répulsif » font référence & ce qui suit.

—Si|f/(I)] <1 :1l existe n > 0 tel que la condition |ug — I| < n implique que w, — I;
n

——+o00

On pose : k= |f'(D)]| + 17"5/(1)‘ = U”({))Hl <1.0na: % o 4 L (D]
- v r—l,xcl et x
Il existe donc n > 0 tel que : x € I et W <k désque O0< |z -1 <n.

On obtient : |u, — | < k|up—1 =1 < -+ < k"™ |ug — 1| puis |u, —I] — 0.

n—-+00

= Si|f'(1)] > 1:1l existe n > 0 tel que la condition 0 < |ug — I| < n implique qu'un des termes

de la suite (up)n>0 sort de [l —n, 1+ nl.

On pose : k= |f'(I)| — ‘f/(];))‘fl = ‘f/(IQ)HI > 1. On a encore :

Lf (2)—r (@)

x el et =]

Il existe donc 1 > 0 tel que :
On suppose par I'absurde que

On a:

‘“77 - Z‘ 2 k ‘“7771 - Z‘ 2
#0
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[f (@)= f(D)]
|z—1]

TR0

z—l,z€l et z#l

- >k deés que 0< lx — 1| <n.

un, — I| < n pour tout n > 0.

> k" |lup — 1| puis |u, —1] —> 4o0. Contradiction.
——

n—-+00



