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Ch. 1. Polynomes

Plan
[[. L’anneau K[X]|
[[I. Racines d'un polynome]

(LII. Fractions rationnelles|

Dans tout ce chapitre, K désigne R ou C (ou plus généralement un « corps commutatif » ).

[. L’ANNEAU K[X]

1. Polynémes et fonctions polynomiales

Définition

(a) Un polynéme a coefficients dans K est une suite P = (ag)r>o d’éléments de K pour
laquelle il existe n € N tel que : Vk >n a; =0.

On le notera P = a, X" +---+ a1 X +ag au lieu de (ax)r>o0-

Les nombres ag, a1, ..., a, s’appellent les coefficients de P.

(b) A chaque polynome P = a, X" + ---+ a1 X + ag & coefficients dans K, on associe
I’application notée ici fp: K — K définie par :

fr(z) =apx" + -+ a1z + ag pour tout z € K.

noté P(x)
Une fonction polynomiale sur K est une application f de K dans K telle qu’il existe un
polynéme P & coefficients dans K pour lequel f = fp.

(c) Le degré d’un polynome P = a, X" + -+ a1 X + ap non nul, noté deg P, est le plus
grand d € N tel que a4 # 0. Par convention on pose : deg0 := —oo0.

Remarque

Soit P un polynéme non-nul de degré d a coefficients dans R :
P=qi X%+ -+ X +ay avec ag,...,aq €R et aqg # 0.
Ona: |P(x)] :|x|d|ad—|—adx—_l—i—---—|—a—° — +4oo sid>1et P(0)#0 sid=0.
——

b0
En particulier : fp # 0. (On n’utilisera plus la notation « fp ».) ag
Ainsi, lorsque K =R :
si une fonction polynomiale réelle = +— a,2" +--- + a1x 4+ ag est nulle, alors ag = ... = a, = 0.
Notations

(a) On note K[X] I'ensemble des polyndmes a coefficients dans K.
Il contient K vu comme ensemble des polyndémes ag pour lesquels on peut choisir n = 0.

« polynémes constants »
(b) Etant donné N € N, on note Ky[X] I’ensemble des polynoémes a coefficients dans K qui
sont non-nuls de degré inférieur ou égal & N, ou nuls.
(La convention deg0 = —oo permet d’appeler Ky [X] l’ensemble des polynomes de degré < N.)
Ainsi : KN[X] = {aNXN 4+---+a1X +ap; ap,aq,...an € K}

Définition
Soient P =apXP+---+a1 X +ap et Q =0,X9+---+bX +by deux éléments de K[.X].
On prolonge les coefficients en posant : ar =0 pour k >pet by =0 pour! > q.

max(p,q)
(a) Onnote: P+Q:= > (ap+bx) Xk, —[suite (ag + bx)k>o]
k=0



(b) On note : PQ Z ( Z b]) Xk +—[suite (cg)p>0 avec cp = i aibr_;l
k=0 i+j=k =0
Pty
Concrétement : PQ = Y (agby + arbg_1 + asbp_o + -+ + apby) X*
k=0
= apbg XPH9 + (apbg—1 + ap-1bg) XPH1 + - + agbo.
(c) Soit o € K. On note : aP = (aap)XP + - + (ca1) X + (ap). —[suite (aap)ksol
Il s’agit du cas particulier du produit du polynéme constant « par P.

(d) Les puissances de P sont définies par récurrence : P =1 et P" = P""!P pour n > 1.

Remarque

On définit « 'indéterminée » X par : X = (zx)g>0 ot 290 =0, 21 =1let 2y =0si k> 2.

Quand P=X, on a par récurrence sur n > 0 : P" = (6,(k))g>0 avec d,(k) = {oué zin]fm: "

Il en résulte qu'un polynéme P = (ax)r>0 & coefficients dans K avec a; = 0 pour k > n
s’écrit effectivement P = ap, X" + --- 4+ a1 X + ap ou X* représente maintenant la puissance k°
de X qu’on vient de calculer.

Proposition

Soient P,Q € K[X], o,z € K et n € N. On a posé¢ deg0 := —oc.

(a) Ona: (P+Q)) = Px) + Q). (PQ)() = P1)Q(), et (aP)(x) = aP(x).
(b) On a: deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q)) et deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).
(¢) Si PQ =0 alors P=0ou@ =0.

(d)Ona: (P+Q)"= i (3) P~ kQF  « formule du bindme de Newton ».

DEMONSTRATION

(a) Immédiat.

(b) On suppose d’abord que P=00u @ =0.Ona: P+Q € {P,Q} et PQ=0.
Donc deg(P + Q) € {deg(P),deg(Q)} et deg(PQ) = —oo = deg(P) + deg(Q).

On suppose maintenant que P # 0 et Q) # 0 :

P=a,XP+---4+a1X +ayp avecap, #0et Q =b, X7+ --- 4+ b, X + by avec b, # 0.
Donc P+ Q = (a, +b.) X" + (ar_1 +b,—1) X" 4+ - 4 (ag + bg) en posant r = max(p, q) et
PQ = ayby XPta 4 (apbg—1 + (1[,,11)(1)){“*”’1 + -« + agbg. Cela fournit le résultat.

rey

(c) Si PQ =0, alors deg(P) + deg(Q) = —oo d’aprés (b), puis P =0 ou Q = 0.
(d) L’égalité se démontre par récurrence comme dans le cas de (u + v)" avec u,v € C. O
Définition
Soient P = apXP +---+a1X +ag et Q deux éléments de K[X].
(a) On note : P' = pa,XP~1 + - + 240X + a1 € K[X].

On définit les dérivées successives par récurrence : PO = P et P™ = (P(=1Y pour n > 1.
(b) On note : P(Q) = apQP + --- + a1Q + ap € K[X].

Exemple

Onprend P=X?4+X+1 et Q= X2

Ona: PP=2X+1cet P(X?)=(X?)2+(X?)+1=X"+X?+1.
Onaaussi: P(X)=X2+X+1=P.

Proposition
Soient P,Q € K[X], o, € Ket neN.
(a) Ona: (aP+ Q) =aP + Q.

(b) Ona: (PQ)™ =3 () P=HQ®  « formule de Leibniz ».



DEMONSTRATION

Exercice. O
Définition-Proposition

(a) Une loi de composition sur un ensemble F est une application *: E x £ — E.
Suivant 1'usage, on notera ici = x y 'image par x de (z,y).

(b) Un anneau est un triplet (A, 4+, x), oi A est un ensemble, + et x sont des lois de compo-

sition sur A, avec

(x4+y)+z=x+ (y+z) pour tous z,y,z € 4;
il existe 04 € A tel que pour tout x € A, ona: O +x=2+4+04 =x;
pour tout z € A il existe ' € Atel que: x+2' =2 +x=04;

)
iv) z+y=y+x pourtousz,y€ A:

(xxy)xz = xx(yxz) pour tous z,y,z € A;

vi) ax(y+2) = (xxy) + (xx2) et (v +y)xz = (wx2) + (yxz) pour z,y,z € A;
vii) il existe 14 € A tel que pour tout x € A, on a: laxz = xxlg = z.

Dans ce cas, I'élément 04 du (ii) est unique (immédiat) appelé zéro de (A,+), pour chaque

x € Alélément 2’ de A du (iii) est unique (admis) appelé opposé de x et noté —x, I'élément 14
du (vii) est unique (immédiat) et appelé élément unité de A.

(c¢) On dit qu'un anneau (A, +, x) est commutatif si pour tous z,y € A, on a : Txy = Yx.

(d) Un corps est un anneau (K, 4+, x) qui vérifie :
K # {0} et pour tout z € K \{0} il existe 2’ € K tel que zxz’ = 2/'xx = 1.

Dans ce cas, pour chaque z € K \{0} I'élément 2’ de K est unique (admis) et noté z~!.

DEMONSTRATION

Vérification des unicités annoncées : exercice. O

Proposition

(a) L’ensemble K[X] muni de 'addition et de la multiplication des polynéme est un anneau

commutatif de zéro le polynome 0 et d’élément unité le polynéme constant 1.

(b) Les ensembles @, R, C munis des lois + et x usuelles sont des corps commutatifs.

DEMONSTRATION

Exercice. O

2. Division euclidienne

Définition

Soient A, B € K[X].

On dit que B divise A (ou A est multiple de B), et note B | A, si :
il existe @ € K[X] tel que A = BQ.

Quand B # 0 et B ne divise pas A, on va disposer du reste dans la division de A par B :

Théoréme
Soient A € K[X] et B € K[X] \{0}.

Il existe un unique (Q, R) € K[X]? tel que :
A=BQ+ R et degR <degB « division euclidienne de A par B ».

Dans ce cas, R s’appelle le reste et (Q s’appelle le quotient, de la division de A par B.



DEMONSTRATION

e On vérifie par récurrence sur n € N que :

(H,) existence de (Q, R) € K[X]? quand deg A < n et B € K[X]\{0}.

(i) On suppose quen =0. Ona: A=0=B0+0.

Cela montre que (Hp) est vraie.

(ii) On suppose que (H,,) est vraie et deg A < n.

Si deg A < deg B : I'égalitée A = B0+ A fournit un couple (Q, R).

SidegA>degB: A=apX?P+---+aget Q=>b,X?+---+bgavec a, #0, by #0, p > q.
On pose: Ag=A— Z’—:XP"I B donc deg Ay < deg A en examinant les coefficients de XP.
Grace a (H,,) il existe (Qq, Ro) € K[X]? tel que Ag = BQo + Ry et deg Ry < deg B.

Dou: A= Z’—:Xp*q B+ BQy+ Ry = B((;)—:prq + Qo) + Ry ce qui donne un couple (Q, R).

On en déduit que (Hy41) est vraie.

(iii) Ainsi l'existence est obtenue quand A € K[X] et B € K[X] \{0}.

e On montre maintenant I'unicité.
On se donne (Q, R),(Q1, R1) € K[X]? tels que :
A=BQ+ R=BQ1+ Ry avec degR < degB et deg R; < deg B.
Ona: B(Q — @1) = Ry — R. On suppose par 'absurde que @1 # Q.
Donc : deg B < deg(B(Q — Q1)) < deg B contradiction.
—_———

Ry — R

Par conséquent (Q; = @ puis R} = R. 0O

Algorithme

On suppose que deg(A) > deg(B) (sinon Q =0 et R = A) et note :
A=apXP+---+a1X +ag et B=0b,X94---4+bX + by, o1 ap # 0 et by # 0.

On effectue la division euclidienne de A par B ainsi :

apXP + ap XP71 4+ o 4 ap | by X +by1 X7t ..+ by
@ apo_Fal'i%lXp—l_F ‘Z_:Xp—q+‘1%’)_q—1xp—q—l+...
= a;_lXp_l + s + CZE) quot;(;nt Q

©

B ool

" —
g1 X1 ot a

~~

reste R

Exemple
Onprend: A=X"4+X34+X%241 et B=X*+X?+2X24+ X +1 avec K=R.
Division : X5 4 0X% + X3 + X2 40X +1 | X4+ X342X24+X+1
O X+ X' +2X34 X2 4+ X X-1
= —X* - X% +0X%2- X +1
O -x'-Xx-2X?2-X -1
= 2X? +0X +2

Ainsi: A=BQ+ R avec Q=X —1 et R=2X?+2, qui vérifient deg R < deg B.
—— N~

2 4
Définition

Un polynéome unitaire dans K[X] est un polynéme P de la forme suivante :
P=a, X"+ ---+a1X+ay avec neN, ag,...,an, €K et a, =1.



II. RACINES D'UN POLYNOME

1. Racines avec leur multiplicité

Définition
Soient P € K[X] et r e K.
On dit que 7 est racine de P (ou zéro de la fonction x — P(z)) si P(r) =0.

Exemple
e Quelles sont les racines « évidentes » (rationnelles) du polynome réel 2X°2—5X2 -3X +97
e On considére plus généralement : P =a, X" +---+a1X +a9 oin>1et ag,...,an € Z.
On suppose que 7 = g € Q vérifie P(r)=0 avec p et g de seuls diviseurs communs —1 et 1.
Ona: app™+ an_1p" tq+ -+ apg” ! + apq” = 0
donc { apq" = p(—app" ! — - —a1g" ") puis  p | apq”
anp" = q(=ap_1p" "t — - —aoq puis ¢ | anp"
donc, par le lemme de Gauss : p|ag et q| ay.
e Les racines rationnelles de 2X3 — 5X? — 3X + 9 sont dans {#+1,+3, 9, :I:%, :I:%, :I:%}. On
constate que % est effectivement une racine de 2X3 —5X? —3X + 9.

n—l)

Proposition

Soient P € K[X] et r € K.
On a : r est racine de P si et seulement si X — r divise P.

DEMONSTRATION
(<) On suppose que X — r divise P.
Il existe @ € K[X] tel que P = (X —r)Q. Donc P(r) = 0.
(=) On suppose que P(r) = 0.
Division euclidienne : P = (X —r)Q + R avec (Q,R) € K[X]? et degR < 1.
Donc P(r) = R(r) et R est constant. D’ott R = 0, ce qui montre que X — r divise P. O

Corollaire

Un polynéme non-nul P € K[X]\{0} de degré n a au plus n racines dans K.

On verra plus tard que quand P a n racines comptées avec multiplicité (z1,aq), ..., (2p, ap),
<01‘1 peNet ai,..,a, € N\{0} vérifient oy + ... + o, = n, il existe A € K\ {0} tel que : >
P=XX —z1)".. (X —xp).

DEMONSTRATION
Récurrence sur n € N.
(i) Sin =0 : P est constant non-nul donc n’a pas de racine.

(ii) Soit n > 0 tel que tout polynéme non-nul de degré n a au plus n racines.

On se donne un polynéme non-nul P de degré n 4+ 1. On suppose que P posséde au moins
une racine r (sinon il n’y a rien a faire). Il existe @ € K[X] tel que P = (X —r)Q. On applique
I’hypothése de récurrence a @) et constate que P a au plus n + 1 racines.

(iii) D’ou le résultat. O

Remarque
On suppose ici que K =R ou (C.

Soit P € K[X]\{0}. En notant d = deg P, le polynéme P a au plus d racines. En particulier,
comme on l'a déja vu dans le cas réel, Papplication fp: x € K— P(z) € K est non-nulle.

Par contre quand K est fini, le polynéme non-nul P := [] (X —z) vérifie fp = 0.
zeK

(*) (ou plus généralement que K est un corps commutatif infini)



Définition-Proposition

Soient P € K[X]\{0} et r e K.

(a) On appelle ordre de multiplicité de r dans P I'unique m € N tel que :
(X —r)™ divise P et (X —r)™*! ne divise pas P (existe).

m >1: «r est racine de P » ;

m =1 : « r est racine simple de P » ;

m = 2 : « r est racine double de P »;

m . « r est racine multiple de P ».

(b) Lorsque K =R ou clrordre de multiplicité m de r dans P est caractérisé par :

P(r)=P'(r)=..=Pm D(r)=0 et P (r)#£0.
En particulier, on a : m > 2 <= P(r) = P'(r) =0.

Par convention : 'ordre de multiplicité de r dans 0 est +oo (dérivées de 0 nulles en r).

v
)

DEMONSTRATION

(a) Le polynéme (X — r)? divise P et (X — r)¥ ne divise pas P quand k > deg P.
Ainsi il existe un plus grand m € N tel que (X — r)™ divise P.

b) On suppose que 1 + ... + 1 # 0 pour tout n € N\{0} (par exemple K =R ou C).

(b) ppose q #01 \{0} (1 I C)

n fois
On montre P(r) = P'(r) = ... = P» U(r) =0 et P (r)+#0 (ce qui déterminera m).
Il existe Q € K[X] tel que P = (X — r)™Q. Donc Q(r) # 0 car (X — r)™! ne divise pas P.
D
Formule de Leibniz : (X —r)"Q)®) = > (¥) ((X — r)™ & QP=k) pour p e {0,...,m}.
—_——

k=0
m---(m—k+1)(X —r)™ k

Dott: P(r)=P(r)=..=Pm N(r)=0 et P™(r)=m!Q(r). O
——
#0
Exemple (K=RouC)
On prend P = X3+ pX +¢q avec p,q € K.
La division euclidienne de P par P’ donne : P = P'x(3X) 4 2pX + ¢. D’ou, pour r € K :

3r2 4+ p

,—/\ O —
P(r) =0 P =0 pr=—3q P e p=0
P =0 " Zpr+qg=0  \32+p=0 — ({, =% owuja=0)

3D q p 3(_2_;1))2_{_1):0 r=20

Ainsi P a une racine multiple dans K si et seulement si : 4p3 + 27¢ = 0.

2. Polynémes irréductibles

Définition
Un polynome irréductible a coefficients dans K est un élément P de K[X] non-constant tel
que les seules égalités P = AB avec A, B € K[X] s’obtiennent quand A ou B est constant.

Remarques (immédiates)

1. Tout polynéme de degré 1 est irréductible.
(Si degP=1¢et P=AB,ona: degA+degB =1 donc degA =0 ou degB = 0.)

2. Un polyndme & coefficients dans K de degré 2 ou 3 est irréductible si et seulement si il n’a
aucune racine dans K.
Si deg P € {2,3} et P = AB avec A et B non-constants :
deg A+ deg B <3 donc A ou B est de degré 1 de la forme A\(X —r) avec \,r € K.
>1 >1
Si degP€{2,3} et P=(X—r)C avec re K et C € K[X]:
deg(X —7)=1 et degC € {1,2} donc X —r et C sont non-constants.

x%) (ou plus généralement quand K est un corps commutatif dans lequel 1 + ... +1 # 0 pour tout n € N \{0
(#x) (ou plus g q P q #0p \{o})

n fois



Par exemple :
— X2 41 n’est pas irréductible dans C[X];
— X2 4+ 1 est irréductible dans R[X] et dans Q[X];
~ X2 — 2 n’est pas irréductible dans R[X];
~ X2 — 2 est irréductible dans Q[X] (exemple du début du paragraphe 1).

Proposition

(a) Soient A, B € K[X] sans diviseur commun non constant.

Il existe U,V € K[X] tels que AU+ BV =1  « théoréme de Bézout ».
(b) Soient A, B € K[X] et P e K[X] irréductible.

Si P|AB,alors P|A ou P|B  «lemme d’Euclide ».

DEMONSTRATION

(a) Tout d’abord : A # 0 et B # 0. On raisonne par récurrence sur n := deg A + deg B.

(i)Sin=0:B="by puison prend U =1et V = %(1 —A).

(i) Soit n > 1 tel que le résultat est acquis au niveau de n — 1.

Supposons par exemple que deg A > deg B.

On effectue la division euclidienne de A par B : A = @B + R.
Si R =0 : B est un diviseur commun de A et B donc B est constant, et on fait comme au (i).
Si R#0:degB > deg R ou R et B nont pas de diviseur commun non constant, ce qui donne
UpR + BVy =1 puis UpA + B(Vp — QUp) = 1 enfin on prend U :=Uy et V := V) — QUy.

(b) On suppose que P | AB et PJA.
Comme P est irréductible, le seul diviseur unitaire de P et A est 1. Donc pged(A, P) = 1.
Bézout : il existe U,V € K[X] tels que AU + PV =1, donc @U + BPV =Bet P| B. O

divisible par P

Théoréme
Soit P € K[X]\{0}.

(a) Il existe A € K\{0}, k € N, des polynomes unitaires irréductibles distincts P, ..., Py et

ai,...,op € N\{0}, tels que : P =X P ... P'*.
—_————
1 quand k=0

(b) La décomposition du (a) est « unique a l'ordre prés »[)] au sens ou pour toute autre dé-
Composition P = :uQ?l o Qlﬁl7 ona: = A et {(leﬁl)v (X3 (leﬁl)}:{(Pla al)v [RX3) (Pka Oék)}

(¢) Quand P est décomposé comme au (a), les éléments de K[X] qui divisent P sont les
polynomes de la forme uPlﬁl e Pf’“ avec p € K\{0} et 0< /1 <ay, ..., 0< 06 < ay.

DEMONSTRATION

(a) On montre 'existence d’une décomposition de P en polynomes irréductibles.
Récurrence sur n > 0: (H,) existence d’'une décomposition en polynémes irréductibles pour
tous les polyndémes non-nuls de degré < n.

(i) Cas m =0 : k = 0 convient. Donc (Hp) est vraie.

(ii) On suppose que (H,,) est vraie et se donne @ € K[X]| \{0} de degré n+ 1 :

soit @ est irréductible et se décompose en Q! ot Q = u@Q avec ) unitaire irréductible ;
soit @ n’est pas irréductible et il existe A, B € K[X]\{0} tels que @ = AB, puis en appliquant
(H,) au niveau de A et de B on décompose ) en polyndémes irréductibles.

On en déduit que (Hy,41) est vraie.

(iii) Ainsi, pour chaque n > 1, (H,,) est vraie et en particulier P posséde une décomposition
en polyndémes irréductibles.

(b) On montre I'unicité de la décomposition en partant de P = AP --- Pt =p fl e Q}q’

avec \, p € K\{0}, Py, ..., Py, Q1, ..., Q; unitaires irréductibles et «y,...,ax, f1, ..., 5 € N\{0}.
—_——— ——
distincts distincts
(%) (les autres décompositions s’obtiennent en « changeant 'ordre dans lequel on écrit (Pi, 1), ..., (Pr, i) »)



Le lemme d’Euclide montre que chaque P; (1 < j < k) divise un des polynémes Q1,...,Qy,

noté Q;;, puis P; = Q;; par irréductibilité de @;;. Donc : { Py, ..., Py} € {Q1,...,Q;}. De méme :
RIS N o e ap—PBi, Bi Biy,
{Q1,...,Qi} € {P1,..., P;}. D'ou | = k. Aprés simplification : AP™... P, b= uQifl...Qi;fll
. p y VL B Bi, —ar . - ’ N
st ag > fBi,, ou, APy P;jll = ply, Qi;" si ap < f3;,, chacun de ces deux cas menant a

une contradiction comme ci-dessus. Ainsi ap, = ;. Ensuite a1 = 8;,_,, ..., o1 = By, p = v.

(c) On cherche maintenant les diviseurs de P. Ceux proposés conviennent.

Soit B € K[X] qui divise P. Donc B # 0 et il existe C' € K[X]\{0} tel que P = BC.
Quitte a ajouter des QY, on peut écrire B = qul Qljz et C =vQ]"...QJ", avec \, p € K\ {0},
Q1, ..., Q; unitaires irréductibles distincts et 51, ..., B, V1, s €N, B1+7v1 #0, ..., B+ #0.
Donc P = pv Q‘flﬂ/l... Qljl o puis par unicité de la décomposition en polynoémes irréductibles :
l=FketQu=Pjet..etQp=P etfi+v =aqj;et.. et +y =aj.Doulerésultat. O

Remarque

Soient P = AP --- P* € K[X]\{0} comme ci-dessus et r € K.

On a : r est racine de P si et seulement si X —r est 'undes P;, 1 <17 <k.

Dans ce cas «a; est la multiplicité de la racine r de P.
D’aprés le (c¢) du théoréme, la multiplicité de r dans P est le plus grand m € N tel que
(X —r)™ s’écrive p Py - Pkﬁk avec 1 € K\{0} et 0< 5 <ai, ..., 0< b < ay.
Or X —r est unitaire irréductible. On utilise 'unicité de la décomposition.
Théoréme (« théoréme de d’Alembert-Gauss »)

Tout polynéme non-constant & coefficients dans C a au moins une racine dans C.

DEMONSTRATION
Admise (difficile). O
Corollaire (important)
(a) Les polynomes irréductibles dans C[X] sont les polynémes de degré 1.
En particulier, tout P € C[X]\{0} s’écrit de maniére unique a l'ordre prés sous la forme
P=XX—r)". (X —ry)*m
avec A € C\{0}, {r1,....rm} CC, et ai,...,an, € N\{0}.

distincts
(b) Les polynomes irréductibles dans R[X] sont les polynomes de degré 1 et les polyndmes
de degré 2 dont le discriminant est strictement négatif.
En particulier, tout P € R[X]\{0} s’écrit de maniére unique a l'ordre prés sous la forme
P=XX =7 (X =) (X2 +ur X 4 1) (X2 + up X + v,,)Pn
avec A € R\{0}, {ri,...rm} C R, {(u1,v1), s, (un,vn)} C R? tels que les X2 + up X + vy,

distincts couples distincts

(1 <k <mn)n’ont pas de racine réelle, et ay, ..., m, f1, ..., Bn € N\{0}.
DEMONSTRATION
(a) Tout polynome P € C[X] de degré 1 est irréductible (déja vu).
Soit P € C[X] irréductible. D’aprés le théoréme de d’Alembert-Gauss, P a un diviseur de la
forme X — r avec r € C, donc par irréductibilité on a P = A(X —r) pour un A € C.
(b) Tout P € R[X] de degré 1, ou de degré 2 sans racine réelle, est irréductible (déja vu).
Soit P € R[X] irréductible.
Si P a une racine r € R, on a comme ci-dessus P = A(X —r) pour un A € R.
Sinon, d’aprés le théoréme de d’Alembert-Gauss, P a une racine r € C\R.
Donc il existe A € C[X] tel que : P = (X —r)A.
Comme P est a coefficients réels, on a : P(7) = P(r) = 0, puis A(F) = 0.
Donc il existe B € C[X] tel que : A= (X —7)B. Ona: P = (X?—2Re(r)X + |r|*) B.
De plus : B € R[X] par existence de la division euclidienne dans R[X] et unicité dans C[X].
Ainsi \]i/ = (X2 —2Re(r)X 4 |r|*) B puis P =A\X?—2Re(r)X +|r[*) pourun A e R. O

irréductible




Exemple

On obtient les décompositions en polynémes irréductibles unitaires suivantes :

i iz 3T _i37
X441 = (X —e1) (X —e 1) (X —e'T) (X —e %) dans C[X];
R,—/ v .
i f:
4 racines CoNUES L 1 etibles connus X% - VIX 41 X7 4 VIX 41

- Xt +1= (X2 - V2X +1)(X?+V2X +1) dans R[X].

Par contre X% 4 1 est irréductible dans Q[X]. En effet un facteur irréductible de X4 + 1
dans Q[X] de degré < 4 devrait étre un diviseur particulier de X4 + 1 dans R[X] de la forme
AMXZ—V2X +1) avec A € R\{0} ou p (X2 ++v2X +1) avec u € R\{0}, donc hors de Q[X].
[En effet, on a v/2 ¢ Q car le polynéme X2 — 2 est irréductible dans Q[X].]

I[II. FRACTIONS RATIONNELLES

Comment dériver 1000 fois et comment intégrer une fonction rationnelle f: [a,b] — R?
Méthode : on écrit f comme somme de fonctions rationnelles fi, ..., f,, « plus simples ».

Pour dériver, on utilisera les éléments simples sur C. Pour intégrer un élément simple f,,
(1 <m < n) de seconde espéce, on cherche a € R, puis 5 € R et v > 0, tels que :
. ‘ wr + v 2x 4y
@ = G rwa oy @ rwetap T G BT )
2x+uy
(224w x+vy)I

pour tout x € R.

dz se calculent a l'aide du CV : t = 22 + wz + ;.

Le calcul des primitives fwﬁ
a+320)2+42)
X

Les primitives /

se rameéne a celui de [ Wﬂ;ﬁ
e 2 )

en intégrant

dzx.

par parties a partir de /\\l/ m

PR u
dérivée de = +— = + —,’

1. Fractions rationnelles

Définition

(a) Une fraction rationnelle a coefficients dans K est un « quotient » F = % (en un sens
qu’on pourrait préciser) ot A € K[X] et B € K[X]\{0}.
apo+...+a1X+a0
by X9+ -+ 4+ b1 X + by
associe 'application notée ici abusivement fr et définie par :

apr? + - +a1x + ap

€Tr) =

fr() by + - + bix + by

(b) A chaque fraction rationnelle F = a coefficients dans K, on

pour (au moins) tout = € K tel que bga?+---+bjx+by # 0.

~~

s . . . noté F(z) . . ... A ., . .
[L’application fr est définie sur cet ensemble pour I’écriture T§ irréductible et B unitaire.]
Une application rationnelle sur K est une application f d’une certaine partie de K dans K

telle qu’il existe une fraction rationnelle F' & coefficients dans K pour laquelle f = fr.

(c) Le degré d’une fraction rationnelle F' = % avec A € K[X] et B € K[X]\{0}, noté deg F,
est défini par :  deg F' := deg A — deg B.

Remarque (hors programme)
On appelle « quotient d'un élément A de K[X] par un élément B de K[X]\{0} » 'ensemble :
4 .= {(Ao, Bo) € K[X] x (K[X]\{0}) | ABy = A¢B} (il contient (A, B)).

Par définition on a donc : % = Ilz—g pour tout P € K[X]\{0}.
5 A
P!

Chaque notion attachée a 4 devra étre indépendante du choix de (A4, B) dans %.
Par exemple on peut noter : (%) (x) := ggi; pour certains x € K, et (%), = A/BB;QAB/
A A Al Bo— Ao B}, 'B— /
car pour (Ag, By) € 4, on a: ngi = Bg; quand By(z)B(z) # 0, et =2 OB% 0%0 — AB_AB

(En effet : ABy = AgB donc A}BoB2 + AB'B2 = (A)B + AgB')ByB = (A’ By + AB})BoB = A'BB2 + Ao B}, B2.)



Notation

On note K(X) I'ensemble des fractions rationnelles & coefficients dans K.
En « identifiant » A a %, on obtient : K[X] C K(X) (choix de B =1).

Définition-Proposition

Soient F =4 et G =% deux éléments de K(X) a,z € Kavec B(x) # 0 et D(x) # 0.

Onnote : FF+ G —A%BBC, FG zgg, aF = 22 et aussi g ’g—g quand G # 0.
Ainsi, on (P4 G)a) = Fa) + G(a). (FG)a) = F@G(w). (oF)(x) = aF(x).

Proposition

L’ensemble K(X) muni de I'addition et de la multiplication des fractions rationnelles est un
corps commutatif de zéro le polynéme 0 et d’élément unité le polynéme constant 1.

Remarques
1. Soit F =4 € K(X)\{0}.
On décompose A = AP{™...P* et B = ,uPlﬁl...PkB’“ avec A, u € K\{0}, Pi,..., P, € K[X]

unitaires irréductibles et a1, ...,ap, B1, ..., 8 € N. On pose D = anin(al’ﬁl) . P];mn(ak’ﬁ’“).
On obtient tout de suite Ay, By € K[X]\{0} sans facteur unitaire irréductible commun tels
que A=A9D et B=ByD.Ona: F= g—g « écriture de F' comme fraction irréductible ».

2. Soient P = a, X"+ -+ a1 X +ag € C[X] et Q € C[X], F =4 €C(X) et G C(X).
On pose : P:=a,X" +---+a;X + ag € C[X], puis F::%EC(X) (cf. PQ=PQ).
On obtient : F+G=F+G, FG=FG,et F(z)=F(z) quand z € C vérifie B(z) # 0.

2. Décomposition en éléments simples

Lemme

Soient A, B € K[X] et r € K tels que B(r) # 0.

Pour tout a € N\{0} il existe cg,c1,...,ca—1 € K et Ro_1 € K[X] tels que :
A= EX(CO +ea(X =r) 44 ca1(X =7 ) + (X —7)*Ra1

« division de A par B suivant les puissances croissantes de X — r jusqu’a 'ordre oo — 1 ».

DEMONSTRATION

On peut supposer que A # 0 (clair sinon). On note m la multiplicité de r dans A.

On vérifie par récurrence sur n € N avec « fixé que :

(H,) existence d'une décomposition quand A # 0 et a—m <n.

(i) Si n =0 : on écrit A = (X — r)™C pour un certain C' € K[X]| oi m > «, puis I'égalité
A=Bx0+ (X —r)*((X —r)"*C) donne une décomposition.

(ii) Soit n > 1 tel que (Hy—1) est vraie. On suppose donc que a —m =n :
A=aGpm(X —7r)"+-- +(1[,(X77)’) et B = by +I)1(X77)+ +1)(1(X77)" avec by # 0.

On pose: Ag=A— ”)'” (X —r)™B. Si Ay # 0, la multiplicité de r dans Ay est > m + 1.

D’apreés (Hy-1), il (XIS({( €0y Cly s Ca—1 € K et Ry—1 € K[X] tels que :

Ap=B ( )—&—(1(X—/)+ —&—(” (X —r)*™ l)—&—(X—/)”]m,l.

Ainsi: A = Bx(co+cr(X =)+ 4 (cm+ ‘;;")’ JX =)+t a1 (X —7)7 ) + (X —7)*Ract.
(iii) D’ou le résultat. O

Théoréme (« théoréme de décomposition en éléments simples » sur K =R ou C)
Soient A € K[X] et B € K[X]\{0}. On pose : F := 4.

(a) On suppose que K = C. On décompose B :
B=~v(X—r)*. (X —rp)*m

10



avec 7 € C\{0}, {r1,....,rm} CC, et ay,...,a,, € N\{0}.

distincts

La fraction rationnelle F' est somme de maniére unique :
— d’un polynéme E € C[X] appelé partie entiére de F,

— « d’éléments simples » ( avec A €C, 1 <k<m,1<i<q.

_a
, X—rp)t
=1 X—rk (X—rp)ok )
Quand A n’est pas divisible par X — r;, I’élément simple W vrifie A £ 0.

(b) On suppose que K =R. On décompose B :
B=7(X—7)% (X =) (X2 4+ wu X + 1) (X2 4 1 X+ vy,)Pn
avec v € R\{0}, {ri,...mm} C R, {(u1,v1), sy (un,vn)} C R? tels que les X2 + up X + vy,

distincts couples distincts

(1 <k <n)nont pas de racine réelle, et aq,...,am, 51, ..., Bn € N\{0}.
La fraction rationnelle F' est somme de maniére unique :
— d’un polynéme FE € R[X] appelé partie entiére de F';

— « d’éléments simples de 17¢ espéce » avec AR, 1 <k<m, 1 <1< a;

. N
(X—rg)t
— « d’éléments simples de 2° espéce » (){24‘_‘57}11”)] avec ,v €R, 1<1<n, 1<5<p.
o U Ak.1 )\A a i1 X+ g, X+ s
F_E+;§1 (X—m, Tt >> + Z (W oot Wﬂ
Quand A n’est pas divisible par X — 7 (resp. par X2+ ;X +v;) I'élément simple W

(resp. ()(Qﬁf—;-,;fz)ﬁl) vérifie A # 0 (resp. (u,v) # (0,0)).

(c) Le polynéome E du (a) ou du (b) est le quotient de la division euclidienne de A par B.
Il est nul si deg(A) < deg(B), et non-nul avec un degré égal a deg(A) — deg(B) sinon.

DEMONSTRATION (idées)
(a) @ On montre 'existence d’une décomposition sur C par récurrence sur m.
(i) On suppose que m = 0. On a : F € K[X] et la décomposition est évidente.
(ii) On se donne m > 1 pour lequel la décomposition est obtenue quand B a m — 1 racines.
On utilise le lemme avec B := m, r=rm,eta=a,:
A = B (co+er(X —7r)+ 4 cap1(X =)o) + (X —r)*R,, 1.

041 (X =)+ +Capy 1 (X—r)om=1 R, : . ; R .
Donc F = ot 7)<+Xj:‘37,ml( ) + —2z=1 'puis on applique I'hypothése de récurrence.
m

On en déduit que la décomposition est obtenue quand B a m racines.

(iii) Ainsi l'existence est obtenue.

e Unicité sur C? On se donne E € C[X } et A\r; € C tels que

m )\;, .1 /\k:.nk
On fixe un k. On multiplie p(u (X — rk)”k puis prend la valeur en 7. On obtient A\ o, = 0.
=% ce qui donne A o, —1 = 0. Puis ... A\ 1 = 0.

On recommence en multipliant par (X — )
Enfin F =0.

e Si A =0 : en multipliant F' décomposé par B, on constate que A est divisible par X — ry.
(b)  On montre l'existence d’'une décomposition sur R en utilisant la décomposition sur C.

On considére un élément simple 0 .Sir, €R,ona:F =F donc A € R par unicité.

A
Xfrk:)l
On suppose que 7 ¢ R. Comme F = F, on a : X A_)- est un élément simple de F' sur C.
. ) . )\(X T‘k,,) +)\(X77‘k1) 3272
n décompose sur R : ul vaut —— k2 est somme d’éléments
0 P STt ey Qi vaut SRR

simples de 2¢ espéce (diviser suffisamment de fois A(X —75) 4+ A(X —rp)" par (X —r)(X —7%)).

e Unicité sur R? On se donne F € R[X] et A, ;,v,; € R tels que

m

Ak.1 ko, P X+ w5, X+vi,p, B
E+Z( PRI o e +Z B T ) = 0.
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Comme ci-dessus, on obtient A ; = 0 pour tous les &, 1.

On fixe un . On introduit une racine s; de X? + w X + v (non-réelle). On multiplie par
(X2 +w X + 'Ug)’fl et prend la valeur en s;. Donc : 18,51+ v, = 0 puis py 5 = 0 et v, 53 = 0.
La multiplication par (X2 + X + '1‘/)3”1 donne ;81 =1v.5-1=0.Puis ... pyi1=v1=0.

Enfin EF = 0.

e Si A = 0 : on constate comme ci-dessus que A est divisible par X — ry.

Si pt =v =0 :en multipliant F par B, on constate que A est divisible par X? + wX + ;.

(c) A la fois dans (a) et dans (b), on obtient en multipliant F' décomposé par B :
A=BE+ R avec degR <degB — 1.
Il s’agit du résultat de la division euclidienne de A par B. O

Algorithmes (lalgorithme du (b) n’est pas au programme mais peut étre utilisé)
On reprend les notations du théoréme. (Idée : calcul des DL de x5 F/(x) en +00 et en 7y.)

a) On suppose que deg(A) > deg(B) (sinon E = 0) et note :
A=apXP+---+a1X +ag et B=0b,X94---4 b X + by, avec a, # 0 et b, # 0.

Division euclidienne de A par B : son quotient @) vérifie| Q@ = E | (cf. le th. (c)).

Astuce : on utilise dans ce calcul autant de coefficients de A et de B, & partir de a, et by,
qu’on en attend dans F.

b) Soit k€{1,...,m}. On pose X =7, +Y et B := 2. On écrit A et B ainsi :
A=ag+aY +---+aY? et B=by+bY + -4 by0, Y% o by # 0.
La fraction rationnelle Fy somme des éléments simples de 1™ espece associés a 1 s’obtient

par division suivant les puissances croissantes de A par B, jusqu’a faire apparaitre «; coefficients
dans le quotient (méthode incontournable quand oy > 4) :

aop+ @Y + -+ ayY? bo +b1Y + by YITOK
© ao+ Y+ o 4 Ly +
—_—
e ally + e ce + d;/Yp Qk: = CO+01(X7T)+"'+Cak71(X7'r)ak71

= donc Fk:ﬁf,;)—ak (cf. la dém. du th.)
/T
a’lolzk Yak + tet + &g// Yp”
Astuce : on utilise dans ce calcul autant de coefficients de A et de E, a partir de ag et 50,
qu’on en attend dans F}.

Remarques
1. Aprés avoir utilisé les algorithmes (a), et (b) pour chaque k € {1,...,m}, on peut :

— appliquer la décomposition en un z € C, par exemple en une racine dans C d'un X2 +wu X +u;;
— réduire au méme dénominateur la décomposition en éléments simples de F obtenue pour
I'instant et identifier les coefficients de son numérateur avec ceux de A;

m
— réduire au méme dénominateur F — (E + > Fk> puis le simplifier lorsque K =R et n = 1.
k=1

2. On peut éviter de factoriser B sous la forme (X — ri)*C pour calculer le coefficient A
Alre) _ 1 Ale)
C(ry) kB ()
(On utilise la formule de Leibniz pour calculer B(®) (1) a partir de I'égalité B = (X —ry,)**C.)

de I’élément simple W En effet, il s’écrit : A =

Exemple 1

XP+ X4+ X241

Yox—x+1 C X

Ona: X°-X’-X+1=(X-1(X2+0X-1)=(X+1)(X -1~

On considére : F =

s’annule en 1

On note 11 = —1 et 79 = 1. Il existe E € C[X] de degré 2 et a,b, c € C uniques tels que :

12



XP+ X4+ X241 a b c
>~ = B + + 5 +
(X+1)(X -1 X+1 (X-1) X -1
~——
F Fy, cf. (b) Fy, cf. (b)
On commence par calculer les 3 coefficients de E :
X5+ X4 40Xx3 + - | X3 -X2 X+
O X°- X' -X +. | X*+2X+3
_ 4 3
o 2XT X0+ donc E = X?+2X +3.
O 2x*-2x3 + ...
= 3X3 + ...
/111
On multiplie I’égalité plus haut par X + 1 et prend les valeurs en x = —1: a = %

e Méthode 1
On continue en généralisant cette technique et choisissant une autre valeur particuliére :
— on multiplie par (X — 1)? et prend les valeursen z = 1: b= 2;

~valeursenz=0: 1=3+a+b—c¢, donc ¢=2

5
o Méthode 2
On utilise I'algorithme (b) pour calculer b et ¢. On pose X = 1+4Y et cherche 2 coefficients :
A+ Y)P+ A+ P+ (1+Y)P 41 4411V + -
I+ YP-(1+Y)22-(14+Y)+1  Y3(2+Y)
Division suivant les puissances de Y croissantes jusqu’a obtenir 2 coefficients :
4+11Y+ ---|24Y
9
O 4+ 2v 24+3Y  4one By(X) = 2 +
— 9y + ...
/1]

1
o Finalement : F = X?+2X +3 + peuling (le)z + x

puis b=2 et ¢ =

9
2

~iolo

| [l

Exemple 2
On considere : F = 11 € R(X).
Ona: X>+1=(X+1)(X+ ?7)).
—— ——
s’annule en —1 X2 X +1
Il existe donc A, u, v € R uniques tels que :
1 A uX + v

X+)(X2-X+1)  ~~ X+1  X2—X+1

F
On pourrait réduire le membre de droite au méme dénominateur, puis identifier les coefficients
des numérateurs (c’est tout a fait possible). D’habitude, on utilise les astuces suivantes :

— on multiplie par X + 1 et prend les valeursen z = —1: A = % :
—valeursenx=0: 1= \+v, doncuzé;
— on multiplie par X, prend les valeurs en x et passe & x — +o0o0: 0 = A+ pu, donc p = —%.

(Au lieu d’utiliser les valeurs 0 et +o00, on aurait aussi pu se placer dans C(X) et prendre une

valeur complexe non-réelle, par exemple 1%‘/3 aprés avoir multiplié par X2 — X +1.)
1 —lx42
3 . — 3 3 3
En conclusion : I = 4= + x4

13
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Ch. 2. Matrices sur K =R ou C

Plan
[[. Systemes linéaires|

T Calad ]

[. SYSTEMES LINEAIRES (RAPPELS)

1. Introduction

Deux problémes

(image réciproque d’un singleton par une application)
N

1. Comment passer d’une équation cartésienne d’un « sous-espace affine de K? » & une équa-
tion paramétrique qui décrit les points de ce sous-espace affine 7 Par exemple :

—4dxr+12y —5z=1
(Ecart) r—3y+2z=-1 dans K3 détermine 7g_,, = {(z,v,2) € K3 | Ecart}.
2c —6y+2=1

(image directe d’une application)

image réciproque de {(1,—1,1)} par ...

2. Comment passer d’'une équation paramétrique d’un « sous-espace affine de KP » & une
équation cartésienne de ce sous-espace affine 7 Par exemple :

r= s—t+1 i ) )
: = — J— . C .
7 {y:—s+t+2’s’teK détermine 2 :={(s—t+1,—-s+t+2); s,t € K} CK

image directe de K? par ...

Une motivation

De nombreuses équations issues de la physique se résolvent numériquement (par « discréti-
sation ») en se ramenant & des « systémes linéaires », cf. :
http://math.nist.gov/MatrixMarket/ (cliquer sur « Search by application area »).

But

On désire « résoudre » des équations comme (Eca¢) au sens ol on écrira .5, ., sous forme
paramétrique, sous réserve d’avoir . ., # 0. On va utiliser une méthode qui permettra aussi
de passer d’une forme paramétrique & une forme cartésienne. Plus précisément, on cherche :

— une forme paramétrique sans paramétre inutile (ce n’est pas le cas dans la définition de Z ou
tout s’exprime avec u := s —t);

— une forme cartésienne sans égalité inutile (ce n’est pas le cas dans l'écriture de (FEcart) ol
ligne 3 = —ligne 1 — 2ligne 2).

2. Transformation d’un systéme linéaire

Définition
(a) Un systéme d’équations « linéaires » de n équations a p inconnues dans K est du type :
a11%1 + ... + a1pxy = by

(E)

11 + o + appTpy = by
ot sont donnés ai1,..., A1p, A21,..., A2p; - - -, A1,y Anp € K et by,...,0, € K.

d’inconnue (z1,...,zp) € KP

Dans la suite du I on fixe un tel systéme (E) et note .5 'ensemble de ses solutions dans KP.

(b) Le systéeme d’équations linéaires homogéne associé o (E) est le systéme suivant :
a11%1 + ... + a1pxy = 0
o]

d’inconnue (z1, ..., z,) € KP.
121 + oo + Appry =0

15


http://math.nist.gov/MatrixMarket/
https://math.nist.gov/MatrixMarket/applications.html

Remarques (importantes)

1. (H) admet toujours comme solution (0,...,0).
2. On suppose que .75 # () et fixe une solution « particuliére » (z¥,... ,xf) de (E).
Pour tout (z1,...,zp) € KP, on a tout de suite :

(21, ..., ap) vérifie (E) si et seulement si (z1 — a7, ..., zp — x5 vérifie (H).

En résumé : | solutions de (E) = solutions de (H) + une solution particuliére de (E) |.

Notations

(a) On utilisera les « matrices » suivantes :

aii ... aip 1 by
A= ( ) matrice de (E), X = < : > inconnue, et B = < : > second membre de (E).

T b
anl ... anp identifiée & (21, ..., Tp) n

On écrira en abrégé (F): AX = B.

ait ... aip | by

f), ol la barre

(b) La matrice augmentée de (E) est la matrice (A|B) := <
bn

anl ... Gnp
verticale n’a aucune signification mathématique.

On résoudra (E) en travaillant sur les lignes de (A|B) et sur les colonnes de A.

Exemples (cf. 'introduction de la partie I de ce chapitre)

1. L’équation (Ecart) T — 3y + 2z =—1 a pour matrice augmentée < 1 -3 2 _1> )
d’inconnue (z,y, z) € K3 21/‘ - 6y —|— z = 1 2 —6 1 1

2. On fixe (z,9) €K% Ona: (z,y) €7 = (3(s,1) € K {x: i)

y=—s+t+2

)2 . s—t=z—-1 . , 1 -1]z-1
L’équation (Eparam) { s t=y—2 a pour matrice augmentée (71 1 27 2).
d’inconnue (s, t) € K?
Définition
Dans ce qui suit on va noter Ly, ..., Ly, les lignes de (A|B) et C1, ..., C} les colonnes de A.

Etant donnés k € {1,...,n} et ay,...,a,, € K, on écrira « Ly < oy L1+ ...+, Ly, » pour exprimer
qu’on remplace la ligne Ly par a1 L1 + ... + apLy,.
(a) Une opération élémentaire sur les lignes de (A|B) est une des transformations suivantes :

(i) L; (¢hange) L; avec i #j « permutation de deux lignes » ;
(ii) L; - c¢L; avec ¢ # 0  « multiplication d’une ligne par un scalaire non-nul » ;
(i) L = L; +cL; avec i #j et c € K « ajout & une ligne d’un multiple d’une autre ligne ».

(b) Une permutation de deux colonnes de A est une transformation C; @“ﬂe)cj avec i # J.

Remarque

Pour toute opération élémentaire [ sur les lignes des matrices a n lignes et p (resp. p + 1)
colonnes et toute permutation ¢ de deux colonnes de ces matrices, on a : col =1[oc.

Lemme

Soit (A’|B’) une matrice obtenue a partir de (A|B) aprés avoir effectué un nombre fini d’étapes
de 'un des deux types suivants :
L; <> Lj avec i # j;
Li+cli+--+c¢Li+- - +cyly avec 1 <i<n, c¢1,....,c, €K et ¢; 0.

x1

Pour tout X = ( : > € KP, le systéme (E) : AX =B équivaut au systéme (E') : /X =DB'.

Tp
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DEMONSTRATION (idée)

En appliquant a (F) les opérations sur les lignes qui font passer de (A|B) a (A'|B’), on
constate que : si (z1,...,xp) vérifie (E), alors (z1,...,x,) vérifie (E').
Chaque étape se décompose en une succession d’opérations élémentaires sur les lignes.
Pour étre stir de pouvoir remonter de (E’) a (E), il reste a constater que ces opérations élémen-
taires sont réversibles :
(i) L; <> L; avec i # j a pour réciproque L; <+ L; ;
(ii) L; + ¢L; avec ¢ # 0 a pour réciproque L; < %L,' :
(i) L; < L;j +cL; avec i # j et ¢ € K a pour réciproque L; < L; — cLj. O

Exemple

On va écrire une suite de matrices augmentées associées a des systémes linéaires équivalents.
On peut commencer la résolution de (Ecayt) ainsi, en entourant le « pivot » :

-4 12 -5 1 ®» -3 2|1 1 -3 2 | -1
AV -3 2 | -1 —4 12 -5 1 I 0 3 |-3
2 -6 1 1 Ly < Ly 2 —6 1 1 Ly « Ly +4Ly E 0 -3 3

(pour utiliser le pivot 1, ce puis L3 < L3 — 2Ly
qui n’est pas indispensable) (pour amener des 0 dans Cp

strictement sous la diagonale)

3. Méthode du pivot de Gauss

On va travailler sur les colonnes de A dans (A|B) en allant de la gauche vers la droite pour se
ramener 4 un systéme triangulaire. A chaque étape on va chercher un scalaire non-nul (« pivot »)
vers le bas & partir du terme diagonal, et éventuellement & droite ce qui nécessitera de faire un
échange de colonnes. On améne ce pivot sur la diagonale puis des 0 sous ce pivot.

Proposition

a) On peut passer par une suite finie d’opérations élémentaires sur les lignes et d’échanges
de deux colonnes, de la matrice A 4 une matrice de la forme

7
o

A = 2| avec di #0, ..., d. #0.
O 0p0 0
R L

Z1
b) Le systéme (E) : AX = B d’'inconnue X = < :
Zp

) équivaut au systéme (E') : A’X' =B’

.’L‘jl x

1 ... Tp g1 - Tip
d’inconnue X':= < ), ou les transformations du (a) envoient (4 |B)sur ( A" |B).
Tj,
[Noter que les lettres qui se trouvent au-dessus de A ou de A’ représentent ici les noms des variables-coordonnées d’un vecteur

de K™ et non pas les valeurs particuliéres qu’elles prennent pour le vecteur X. De plus, ce sont les éventuels échanges de

colonnes qui feront passer de x1,...,Tp & Tjy,..., T, |
by
¢) On note . 'ensemble des solutions de (E) et B’ = | :
by,
/ /
Ona: yE%w < br+1:-..:bn:0_

n — r conditions

Dans ce cas, on obtient une équation paramétrique de g a partir de (E’) en écrivant
successivement x;,, ..., x;; en fonction des paramétres t; := Ljpyqyeees bp—r 1= Ty, -

p — r paramétres

Ainsi, quand 7 =n =p (« systéme de Cramer ») le systéme (E) a une unique solution.

(*) Pour un point de vue sans échanges de colonnes, voir la fin de ce paragraphe (« matrices échelonnées »).
Les échanges de deux colonnes peuvent permettre de minimiser les erreurs d’arrondis sur ordinateur :
. o s . C . _
en travaillant sur la j° colonne on choisirait comme pivot as,,j, avec io,jo > j tels que |aiq,jo| = _/mg;{J @ jr]-
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DEMONSTRATION
) 0..0 . .
(a) On écarte le cas A = <U U) qui donnerait r =0 et A’ = <

;lf]‘tl ;IT]”) ;lf]‘tl (I,‘;\.p

- di+0 s : dy s : ]://4 // :l

. —_—— . : - ... > o 0 d am
v_ permutation . / Lo < Ly — %Ll . / . ) ~ 7"_} 1
a H/ll (()(‘,”1(71(1‘111 de lignes et Un, "/ . 0 AR (récurrence) : : : : :
1 nonmn de colonnes Lp <= Ln — ']T Ly N—— 0O ... o0 0...0 b,
on le réduit et transmet
'77,:2 J’A:[) au-dessus les échanges de colonnes
ol on s’arréte quand le rectangle (A | B) qu’on réduit par récurrence sur n vérifie A = 0.

(b) (¢) D’apreés le lemme du 2, et le fait qu'un échange de colonnes donne deux systémes
linéaires équivalents, (E) équivaut a :

S S R =
d’l "I"‘jg + Ce e e e e — ])‘/Z
(E") diz;, + - = b c’est-a-dire a :
/
0 = b4
: Ljrp1 = 31
N .
0 = 0, :
, , Tj, = tp—r
by =-"=b,=0 et Jiy,...;t, €K 2 = L(...) . O
Ir d,
a exprimer avec tq,..., tp—r
_ 1
Lj = T( )
Remarques

1. Quand (FE) a strictement plus d’inconnues que d’équations (c’est-a-dire p > n) et S5 # 0
(par exemple (E) est homogeéne), ona: p—1r >n —r >0, donc S est infini.
—~—

nombre de paramétres

Tout systéme linéaire homogéne dont le nombre d’inconnues est strictement supérieur au
nombre d’équations admet une infinité de solutions.

2. La matrice (A’|B’) dépend des opérations sur les lignes et les colonnes qu’on a utilisées.
Cependant, on verra dans la suite du cours que :
— r ne dépend que de A, et sera appelé « le rang de A » ;
— Y n’a pas d’équation paramétrique avec strictement moins que p — r paramétres;
(lorsque g: AX =B et S ={UT+V;TcKF} ona: k> (limcﬁ =dimKerA=p—r)
— une équation cartésienne obtenue par la méthode de Gauss a partir d’une équation paramétrique
a un nombre d’égalités qui est minimal. .
(lorsque & ={AT+C;TeKP} et &: UX =V,ona: rgU=n—dim & =n —r)

Algorithme 1 ([« pivot total » au sens ot on cherche d; dans n’importe quelle colonne)

le .'L‘JP
On détaille la méthode de la démonstration pour construire (A" | B’) comme au (b).

On utilise une construction par récurrence. On construit la j¢ colonne a 'étape j € {1,...,p} :

e 7, : “o 7,
0 //// // : 0 //// %
a s (ii) 4y A
s O (OAE
.dj.
Ik 7%
(i) On choisit une colonne Cj avec j < j* < p qui a, & partir de la j° ligne, au moins un
coefficient d; # 0 (s’il n’y a pas une telle colonne on arréte), puis on échange C; et Cjr.

(ii) On échange la j¢ ligne avec la ligne contenant d.

(iii) On ameéne des 0 strictement au-dessous de d; par des opérations sur les lignes (composées
de deux opérations élémentaires) de la forme L; <— ¢;L; + ¢;L; avec ¢; # 0 quand ¢ > j.
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Aprés avoir travaillé sur toutes les colonnes en reportant les opérations sur les lignes au niveau
de la colonne a droite de la barre verticale, on regarde si les membres de droite des égalités dont
le membre de gauche est 0 vaut lui-méme 0 (sinon le systéme n’a pas de solution) auquel cas on
résout le systéme en remontant de la derniére égalité a la premiére égalité.

Remarques

En pratique, on exploitera la proposition précédente en allégeant la présentation :
— lorsque B = 0 on ne fera pas apparaitre la derniére colonne (seconds membres nuls) ;
—on n’introduira les noms des variables au dessus des p premiéres colonnes qu’a partir du moment
ol un échange de colonnes aura été introduit (ce qui est rarement indispensable) ;
—on résoudra « de téte » le systéme triangulaire correspondant a la derniére étape de la méthode
de Gauss, en partant de la derniére égalité et remontant vers la premiére.

Exemples (cf. 'introduction de la partie I de ce chapitre)

1. Fin de la résolution de (Ecat) :
z

y Tz oz oy
—4 12 -5 —1 1 2 -3
1 -3 2 3 ]—l0® o
2 -6 1 3 Jezeocos\0 =3 0

T T z Y

1 1 -3 2 -1 @ -3| -1
-1 ]>...»l 0 0 -3: 3 |— 410 0 |-3].
1) v \O 0 =3 3 JLseLs+La\ 0 0 0 | 0

En renommant dans la conclusion la variable y en ¢, et calculant d’abord z puis ensuite x,
on obtient I’équation paramétrique suivante de /g, , :

z=23(-2(-1)+3t—-1)=3t+1
yEcart : y = t 9 t 6 K
1

2. Soit (z,y) € K2. Existence de (s,t) € K? vérifiant (Eparam) { s—t=z—1,

—s+t=y—2"

Calcul par la méthode de Gauss : (®1 _11 x_1> <Q| -1 /// >
B Y=2) e fotr, \ O 0 2ty =3
———

est-ce égal A 07

. = s—t+1 . .
Ainsi 92: { v 5 + s,t € K a pour équation cartésienne : Z:zx+y—3=0.

y=-—-s+t+2’
nutile de calculer explicitement les valeurs des parameétres s et ¢ en fonction de x et y.
Inutile de calcul licit t 1 1 d ot t ¢ en fonction d t

2 p—
3. Le systéme (E¢) {3;;_ Zy/ B i se résout ainsi : (2 _21 ‘ i) - @ ‘ 2)
- = Lo + 3Ly — 2L,

r=i(-2-P s =%

C’est un systéme de Cramer d’unique solution donnée par : {

o

Définition (« méthode de Gauss sans échange de colonnes »)

(a) Une matrice échelonnée — suivant les lignes — est une matrice telle que le nombre de
termes nuls au début de chaque ligne augmente lorsqu’on passe d’une ligne a la suivante, et ce
nombre augmente méme strictement lorsqu’on passe d’'une ligne non nulle a la suivante.

0.0 ldorrs || / s
kA 1 Z
Il s’agit d’une matrice de la forme | : :|: 7| avec dy #0, ..., d. #0.

: dr
: 0.0
0...0 0 ...0 0 0
(b) Une matrice échelonnée réduite est une matrice échelonnée dans laquelle les premiers
termes non-nuls sur chaque ligne sont des 1 au-dessus desquels se trouvent des 0. Elle s’écrit :

s |y
1 S/

0...0

0...0|0...0]0...0 0...0

Proposition

Il existe une unique matrice échelonnée réduite 4 qui se déduit de A par des opérations
élémentaires sur les lignes.
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DEMONSTRATION (idées)
e Existence ?
Elle s’obtient par exemple ainsi :

0..0 0 , 0.0 QO ~ 0..0 1 s7/7/
: Lo %/ : LT // : 0
, D0 Do :
A= Lig L T#O E— : o :
s L, <« 1f, . . L;+ L; —xz;L1 .
Y &) c i . Lo ) .
7 / puis Li <> Lj, . o / pour i # 1 .
0..0 7 / 0..0 a, / 0..0 0
——
0 o1 -~ |0 a réduire en amenant 0
0 oIl 7/ :\\:—zi((t;:.l\lli.‘ (i((}](:ltl::tatxll(‘\tll>i\'ul

e E\ =
N

(récurrence)

e Unicité?
On vérifie par récurrence sur p qu'une matrice échelonnée réduite A" avec r lignes non-nulles
déduite de A par des opérations élémentaires sur les lignes est déterminée par A.
On remarque tout d’abord que les relations a1Cy+---+a,C), = 0 sont vérifiées pour les mémes
(a1, ...,ap) €KP au niveau de A et de A’ (il s’agit des solutions du systéme (H) : AX = 0).
Lorsque p = 0 la seule matrice échelonnée réduite est la matrice vide. En supposant que la
proposition est vraie avec p — 1 & la place de p, les colonnes C1, ..., Cp—1 de A’ sont déterminées
par A. Il reste & constater que la colonne C), de A’ est nulle quand A = 0, et sinon contient :
——
avec 7 # 0
un seul terme non-nul égal & 1 au niveau de la ¢ ligne si C, & Vect(C1, ...,Cp_1);
les coordonnées de C), suivant les r colonnes des pivots si C), € Vect(CY, ..., Cp_1). O

Algorithme 2 (« pivot partiel » au sens ot on cherche d; dans la 1'® colonne possible)

On détaille la méthode de la démonstration pour construire (A’'|B’) avec A’ échelonnée.
On utilise une construction par récurrence. On s’intéresse a la j¢ ligne a l'étape j € {1,...,p} :

(i) On se place dans la colonne la plus & gauche qui a, a partir de la j¢ ligne, au moins un
coefficient d; # 0 (s’il n’y a pas une telle colonne on arréte).

(ii) On échange la j¢ ligne avec la ligne contenant d.

(iii) On ameéne des 0 strictement au-dessous de d; par des opérations sur les lignes (composées
de deux opérations élémentaires) de la forme L; <— ¢;L; + ¢;L; avec ¢; # 0 quand @ > j.

Pour obtenir une matrice échelonnée réduite, on ameénerait aussi a la j¢ étape dans (iii) des 0
strictement au-dessus du pivot d; par des opérations sur les lignes de la forme L; < ¢;L; +¢;L;
avec ¢; # 0 quand ¢ < j, puis en fin de calcul on diviserait chacune des lignes non-nulles par son
premier coefficient non-nul (noté d; a la j¢ étape).

Apres avoir travaillé sur toutes les lignes en reportant les opérations sur les lignes au niveau
de la colonne qui se trouve a droite de la barre verticale, on regarde si les membres de droite des
égalités dont le membre de gauche est 0 vaut lui-méme 0 (sinon le systéme n’a pas de solution),
auquel cas on résout le systéme en remontant de la derniére égalité & la premiére égalité.

Remarques (lien entre les deux présentations de 'algorithme du pivot de Gauss)

1. En appliquant & A les opérations élémentaires sur les lignes — mais pas sur les colonnes
— qui ont permis de passer de A & une matrice A’ en suivant I’algorithme 1 avec a chaque étape
le pivot dans la colonne la plus & gauche, on obtient une matrice échelonnée.

2. Réciproquement, a partir d’'une matrice échelonnée déduite de A par des opérations élé-
mentaires sur les lignes, en déplagant en premiéres positions les colonnes contenant les termes
non-nuls au début de chaque ligne, on obtient une matrice A’ associée a I’algorithme 1.
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I[I. CALCUL MATRICIEL

Dans cette partie, on fixe n,p,q,r € N\{0}.

1. Opérations usuelles

On considére un systéme d’équations linéaires de n équations a p inconnues dans K :

anxy+ - +apr, =b
(E) d’inconnue (z1,...,zp) € KP
Ap1T1 + - +anpxp = bn
ot sont donnés ai1,..., A1p, A21,..., A2p; - - -, A1,y Anp € K et by,...,0, € K.

ail -+ aip
On lui associe : A :=
anl *** Anp

second membre de (E). On écrit en abrégé (E): AX = B.

Tp

1
) matrice de (E), X = < : > inconnue de (E) et B := <

Cette notation (F) : AX = B va étre un guide pour définir le produit des matrices.

Définition

(a) Une matrice _n X p a coefficients dans K est un tableau**lde la forme :
~~ ~—

nb lignes ;1 colonnes

a11 -~ aip
A= AveC 11, ..o Alpi---;0nl, -y App € K.

anl *** Anp

On écrit aussi A = (ai;)1<i<n et appelle coefficient de A d’indice (i,7) le nombre a;;.
1<j<p

Cela sous-entend que « a;; est placé a l'intersection de la i¢ ligne et de la j¢ colonne ».

(b) On note My, ,(K) 'ensemble des matrices n x p a coeflicients dans K.

On pose ensuite M(n,K) := M, ,(K) matrices carrées d’ordre n a coefficients dans K
et Mo p(K) = M, 0(K) = M(0,K) := {0} € K ou a la matrice vide () est identifice a 0.

Exemples
00

Matrice nulle 0 := < )In et matrice (carrée) identité I, := <

0 0
P
Matrice scalaire : (a11), s’identifie & aq;.

1

0k

n

Matrice ligne : (a11 --- a1p), & ne pas confondre avec (aiy,...,a1p) € KP.

all
Matrice colonne : :

0 ~
7

anl
“, 0
Matrice (carrée) diagonale : D = ( ”, .
////,///
Matrice (carrée) triangulaire supérieure : U = (O //,///,).

7y

Définition

(a) Soient A\ e Ket A= (az‘j)lgign, B = (bij)lgign € mmp(K).
1<j<p 1<j<p

On pose : | AA = (Aajj)i<i<n et —A = (—a;j)1<i<n

1<j<p 1<j<p

A+ B = (aij + bij) }gzén et A—B:= (aij — bij)
<ji<p

1<i<n
1<j<p

(b) Soient A = (al'j)1§i§n € mtmp(K) et B = (b”)i%?; € mp,q(K).

1<j<p

, sera par convention identifiée avec (aj1,...,a,1) € K™.

P
On pose : AB := (cjj) 1<i<n € My, 4(K) avec c¢;; = Y abr; = anbij + - + aipbp;.

1<j<q k=1
p
D —
somme des
) produits
Schéma : nI p = nID avec
i© ligne de A
— q ~
q j€ colonne de B

(xx) Du point de vue mathématique, un « tableau » est un élément de K

21

,,,,,

coefficient de AB
d’indice (i, j)

by

bn
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Exemples

x
o 1 -1 (11 (0 =1 2 _
Oncon&dere.U-(_1 1 >,V—<2 2>,W—<3 4 _6>,X— Z

Les sommes et produits possibles de 2 matrices différentes parmi U, V., W, X sont :

20
srv=vro=(2 1)

UV:<_11 _11> et VU:<0 O),donchéVU;

0 0
-3 -5 8 3 3 -4
ow= (30 ) evw=(2 0 )
WX = Ty ce qui est compatible avec la notation « (E): AX = B »
3r+4y — 6z )’ ' '
Remarque

Dans ’exemple ci-dessus, on pourrait calculer U™ et V™ pour n € N car U et V sont carrées.
Dans le cas favorable ot des matrices carrées A et B commutent on peut déduire des A" et
B™ les puissances de A + B. En effet, la formule du binéme se généralise facilement ainsi :

si A, B € M(p,K) vérifient AB = BA, alors (A+ B)" = zn: () A"=*B* pour tout n € N.
Proposition
(a) Soient A, B,C € My, ,(K), et A\, p e K.
Ona:|[1A=A A+0=A et A+(—-A)=0
(A+B)+C=A+(B+C) et A+B=B+ A
MA+B)=(AA)+ (AB) et (A4 p)A=(AA)+ (nA)
ApA) = (An)A
(Cela s’exprimera en disant que « (M, ,(K), +,.) est un K-espace vectoriel ».)
(b) Soient A, Ay, Ay € M, ,(K), B, By, By € M, 4(K), C €M, ,(K), et X eK.
Ona:| I,A=A=AI,
(AB)C = A(BC)
A(B1 + Bz) = (AB1) + (ABz) et (A1 + A2)B = (A1B) + (A2B)
AMAB) = (M)B = A(AB)

En particulier : (f)ﬁ(n, K), +7 ) est un anneau. +—[ non-commutatif quand n > 2]

DEMONSTRATION

Exercice. |

Définition-Proposition eny en?

(a) Une décomposition en blocs de taille (ny,...,nn)X(p1,...,pp) d'une matrice A € M,, ,(K)
est la donnée de matrices A;; € My, . (K), i € {1,..., N} et je{l,..., P}, telles que :
b1 pp

K

A - Arp \Im

A= : : : ot les parenthéses des matrices A; ; ont été enlevées.
ANy Anp /Qnn

(b) Soient A € K et deux matrices A, B € M, ,(K) décomposées en blocs (4;;)i<i<n et

1<j<pP

(Bi,j)lgigN de méme taille. On a : \A = ()\Ai,j)}%g\r et A+ B= (Ai,j + Bm’)lgigz\r.

1<j<pP <P 1<j<P
(c) Soient A € M, ,(K) et B € M, 4(K) décomposées en blocs A = (4; )i<i<n de taille
1<5<P
(n1,...,nN) X (P1,...,pp) et B = (Bj,k)giég de taille (p1,...,pp) X (q1, -, 4Q)-

P
On a la décomposition en blocs suivante : AB = (C’i,j)gig]v avec Cj; = E A i By ;.
155<Q
k=1
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DEMONSTRATION

(b) Calcul immédiat.

(c) Soit (u,v) € {1,...,n} x {1,...,q}. On peut écrire u et v sous la forme :

u=mny+..+n_1+7r avecl<r<mn; e¢ v=q +..+qgj_1+s avec 1 <s <g;.

En notant M(,j) le coefficient d’indice (7,j) d’une matrice M, on a :

b1 p1+p2 p1+...+pp
(AB)(U,’L‘) = Z A(u,w)B(ww) + Z Aww)Bww) + -+ + Z A(u,w) B(w,v)
w=1 w=p1+1 w=pi1+...+pp_1+1

P1 pp

t=1
P1 yat

pp
= > Aiirt)Byjts) + Y Aiptrt)Bajts) + -+ > Ay p(rt)B1j(ts)
=1 =1 i=1

P Pk P
= (Z Ai,k(rsf)Bk,j(f-S)> = > (A By j)(rs) = Cj j(r.s).
k=1 “t=1 k=1
D’otu le résultat.
Exemples
On va délimiter des blocs par des traits horizontaux et verticaux.

(1) Exemple de calcul pour illustrer le point (c) :

o1 1yr1ay (98 IN/ER (oG +(D6e)) [ (F5)+(28)
UEYHNC )(_)_(< 1><5z>+<—1><se>>_<<4 0) + (-5 0)
(2) Cas des matrices augmentées :

P(A|B) = (PA|PB) quand P € M(n,K), A € M, ,(K) et B € K"

2. Transposée d’une matrice, trace d’une matrice carrée

Définition (matrices rectangulaires)
Soit A = ( ) e M, »(K).

On appelle matrice transposée de A la matrice ‘A := (

a1l -+ aip

anl *** Gnp
ail - Gnl

aip * Gnp

Cela signifie que : A = (a}.)1<i<, oU al;

I 1252n I
Proposition
Soient A € M, ,(K) et B €M, ,(K). On a: 'B'A est définie et (AB) =
DEMONSTRATION
On pose A= ((lij) 1<i<n et B= (bU) 1<i<p -
1<j<p 1<j<q
cotA— (4 4 R — (y avec a' .= a.. et b.=Db;.
Donc : ‘A = (aij)llézé,; et 'B= (b7j)ll§;§77 avec a;; = aj; et b= bj;.
<i< <i<p,

D'une part : AB = (¢;)1<i<n avec c¢;; = Y, a;byj, puis t(AB) = ((ﬁj) 1<i<q
7 1<5<q ’ k—1 )

1<j<n

P
D’autre part : ‘B'A = (d;j) 1<i<q avec dijj = b,’ikaij.
, 1<j<n k=1 :
P P .
Finalement : (:;j = > ajpbyi = > a;’,jl);k = d;j, ce qui s’écrit ‘(AB) ='B'A.
Variante
p

P2
= Z Au,t)B(tw) + Z Au,pr+t) Bpi+to) + - + Z Au,pr+..4pp_1+t) B(p1+...4pp_1+t,v)
t=1 t=1 ]

) e M, »(K).

=aj;quand 1 <i<pet1<j<n.

‘BA.

avec ¢,

"(AB)(i.j) = (AB)(j,i) = i A(j, k) B(k,i) = 32 ('B) (i, k)("A)(k, j) = (‘B A)(i, ).

k=1 k=1
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Définition (matrices carrées)

Soit A = < > € M(n, K).

a1l - ain
anl  Gnn
(a) On dit que A est symétrique si "A = A (c’est-a-dire aj; = a;; quand 1 <i < j << n).
(b) On appelle trace de A, l’élémen‘% de K noté tr A, défini par :

trA = Zai,i =ai1+ -+ app.
i=1

Proposition
Soient A € M, ,(K) et B € M, ,,(K). On a : tr(AB) = tr(BA).

DEMONSTRATION
On pose A = (ajj)1<i<n €t B = (bij) 1<i<p -

1<j<p p 1<j<n n n n
Ona: AB = (¢jj)1<i<n avec cjj = . by, donc tr(AB) =) cii =), ( > (J,,'/\Al)/\l‘).
o 1si<a T k=1 ' i=1 i=1 N k=1
n n
On conclut en intervertissant »_ et »_. O
i=1 k=1

3. Matrices carrées inversibles

Définition-Proposition

(a) Soit A € M(n,K). On dit que A est inversible s'il existe B € M(n,K) tel que :
AB =1, et BA=1,.
Dans ce cas B est unique, notée A~L, et appelée inverse de A.

(b) On note GL(n,K) I'ensemble des éléments inversibles de 2t(n, K).

DEMONSTRATION

On se place dans la situation du (a) avec deux « inverses » potentiels : si B,C € 9(n, K)
vérifient AB =1, et CA=1,,alors C =CI,=C(AB)=(CA)B=1,B=B. O

Remarque (importante)

On suppose que A € M(n,K) est inversible et B € K.

Le systétme (E): AX = B d’inconnue X € K" équivaut a I'équation A~1(AX) = A~'B.
Il a dOnC pOU_I' unique SOlutiOIl X = AilB. <—|dans ce cas le nombre de paramétres n — r pour les solutions est nul|

Proposition

(a) Soit A € M(n,K) inversible. La matrice A~! est inversible et (A_l)_1 =

(b) Soit A € M(n,K) inversible. La matrice *A est inversible et | (FA)~t = (A1) |

¢) Soient A,BeM(n,K) inversibles. La matrice AB est inversible et | (AB) 1= B~14-1 |
(c) : ,

DEMONSTRATION

(a) Il suffit de remarquer qu’en posant B := A*l), ona: AT'B=1, e¢t BA ' =1,.

(b) D’apres la fin du 2, on a: PA (A1) = YA TA) =1, et ‘(A1) A="AA") =1,.
Donc ‘A est inversible d’inverse [(A’l). \\1/—/ \\I/—/

(c) 11 suffit encore de tester l'inverse proposé :
(AB)(B~'A ) = A(BB YA ' = ALLA ' = AA" ' =1,
et (B~'A™Y(AB)=B YA 'A)B=B"'I,B=B"'B=1,. O

Lemme

On se donne une suite finie d’opérations élémentaires sur les lignes des matrices a n lignes. Il
existe une matrice inversible P € M (n,K) telle que cette suite d’opérations élémentaires envoie
toute matl“ice M E f)nmp (K) sur PM <—|il en résulte d’ailleurs que P est I'image de I,|
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DEMONSTRATION (au programme)

On est ramené a vérifier le lemme pour une seule opération élémentaire :
1

penser au o - 01 < hglle 7
. . U cas M = I, o1 0
L; <+ Lj avec i # j est associ¢ a P := Do
0 10

10 - 0 + ligne j

1

0 ailleurs

1
penser au ’ . 1
R cas M = I, . .
L; < cL; avec ¢ # 0 est associé¢ & P = c < ligne 4
1

.1 |
—~——  colonne j
0 ailleurs \I/ -

or 1
1)‘:‘,“5(‘,1 au )
) ] PPN cas M = I, .. . . .
Li < Li+cLjaveci#jetceKestassociea P = ( K >%hgnez.
1

—_———

0 ailleurs

Chacune des trois matrices P ci-dessus est inversible car en appliquant 'opération élémentaire
en question et sa réciproque de la forme M — QM a I,, on retrouve I,,. O

Définition (peu utilisée)
Les matrices associées a chaque opération élémentaire sur les lignes qui apparaissent dans la
démonstration précédente s’appellent les matrices d’opérations élémentaires.

Proposition
Soit A € M(n,K). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) A est inversible;
(ii) il existe B € M(n,K) tel que AB = I,,;
(iii) il existe C' € M(n,K) tel que CA=1I,;
(iv) il existe une suite finie d’opérations élémentaires sur les lignes qui envoie A sur I,.
Dans les cas (ii) & (iv), on a respectivement : A™1= B, A7'=C, et A~! est I'image de I,
par la suite finie d’opérations élémentaires.

DEMONSTRATION (idée)

On vérifie que (i) = (ii) = (iv) = (i) et (i) < (iii).

e Par définition de l'inversibilité, on a : (i) = (ii) et (i) = (iii).

e On suppose (iv) vrai, ce qui fournit une suite finie 3 d’opérations élémentaires sur les lignes
envoyant A sur I, qui d’aprés le lemme est de la forme M — PM pour un certain P € M(n, K)
inversible. En choisissant M tout d’abord égal & A, et ensuite égal a I,,, on obtient : PA = I,
puis A = P~1 (par produit & gauche par P~!) et I'image de I,, par ¥ est P.

Ainsi (i) est vrai et A~ qui est égal & P est bien I'image de I,, par la suite Y.

e On montre que (ii) = (iv). On sait que pour toute My € M, ,(K) il existe une suite finie
d’opérations élémentaires sur les lignes qui transforme M en une matrice échelonnée réduite :

0.0 07 1//

W (2) e (4

: T XTA0 /
0..0 ; /A O u

Par le lemme, cette suite d’opérations s’écrit M +— PM pour un certain P € GL(n,K)

On suppose maintenant (ii) vrai et choisit My = A. Si la derniére ligne de la matrice PA a
droite est nulle, alors celle de (PA)(BP™!) aussi. Cela est faux, car (PA)(BP~!) = PP~ =1,.
La matrice PA a donc exactement n blocs [/, puis comme elle a n colonnes, on a : PA = I,.

Ainsi (iv) est vérifié. Donc (i) est vrai car « (iv) = (i) », puis A~! = A~Y(AB) = B.
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e On suppose (iii) vrai. La matrice C' vérifie 'analogue du (ii) avec le role de A. On vient de

voir que « (ii) = (i) ». On en déduit que C' est inversible, puis A = C~1(CA) = C~1.
Ainsi (i) est vrai et A~! = C. O
Remarques

1. La condition (iv) de la proposition signifie que I,, est ['unique matrice échelonnée réduite]
qui se déduit de A par des opérations élémentaires sur les lignes.

2. L’ensemble des transformations obtenues & l’'issue d’une suite finie d’opérations élémen-
taires sur les lignes des matrices a n lignes est égal & celui des transformations M — PM avec
P € M(n,K) inversible. En effet :

(C) toute suite finie d’opérations élémentaires sur les lignes des matrices a n lignes s’écrit d’apreés
le lemme M — PM pour un certain P € 9(n,K) inversible;

(D) étant donné P € M(n,K) inversible, il existe d’aprés la proposition une suite finie %
d’opérations élémentaires sur les lignes qui envoie P~! sur I,,, et comme ¥ est d’aprés le lemme
de la forme M — QM avec @Q € M(n,K) inversible, I'égalité QP! = I,, obtenue en choisissant
M = P~! montre aussi que ¥ s’écrit M — PM. ——

signifie que Q = P

Algorithme (calcul de l'inverse d’une matrice par la « méthode de Gauss-Jordan »)

On suppose que A est inversible. On va construire A~! par des opérations sur les lignes de A.

On applique la méthode de Gauss sans échange de colonnes sur A dans (A|I) en travaillant
colonne par colonne de la gauche vers la droite pour faire apparaitre des zéros en dehors de la
diagonale. Une derniére étape permet de faire apparaitre I a gauche de la barre verticale.

On utilise une construction par récurrence. On s’intéresse a la j¢ ligne a 'étape j € {1,...,n} :

7 "0 7 "0
(i) Od%j (i) Od’”@é (iif) OdH
P 7

(i) On choisit dans la j° colonne & gauche de la barre verticale un coefficient d; # 0 (existe).

dj

ANNNNN\N

(i) On échange la j° ligne de la matrice augmentée avec la ligne contenant d;.

(iii) On ameéne des 0 strictement au-dessus et au-dessous de d; par des opérations sur les
lignes de la matrice augmentée de la forme L; <— ¢;L; + ¢;L; avec ¢; # 0 quand ¢ # j.

En fin de calcul on divise chacune des lignes de la matrice augmentée par son coefficient d;.
La matrice A~!est la matrice qui se trouve a droite de la barre verticale.

Exemple

A= <2 g) est-elle inversible ? Si oui, que vaut A1 ?

54(10 10 50|25 —20 10{5 —4
ona: (AIN=(§ 3]s 1) (k) (e P CHA )
6501 Lo ¢ 5Ly — 6L, 0 —6 5 Ly ¢ Ly — 4Ly 01|-6 5 Ly lo, 01|—65

(On verra plus bas que le calcul de rang & mi-chemin prouve a cette étape que A est inversible.)

" . . 5 —4
D’aprés la proposition précédente : A est inversible et A™! = <_ 6 5 )

[On disposera aussi plus tard (en L2) d’une formule simple pour A~ quand A € GL(2, K)}

4. Rang

La définition qui suit va utiliser la notion defrang d’une famille (vq, ..., v,) avec vy, ..., v, € K"}
qui ne sera introduite que dans le chapitre suivant. En premiére lecture on admettra donc que
le nombre r qui apparaitra dans l'algorithme qui va suivre la définition est indépendant de la
matrice A’, et considérera que c’est pour I'instant ce nombre qui sera appelé rang de A.
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Définition
ail - aip

Soit A = ) € M, ,(K).

anl *** Anp
aip
() en
anp )

ail
On note : rg A:=rg (( } ),
anl

n
Algorithme Tl . @ . ////// 7/

ail .- alp x]

Ty...Tp 1 ip :
On transforme A = en A =1 0. 0 dr %
anl ... Gnp 0 olo 0
- 0 .. o0lo .. 0
par [a_méthode de Gauss avec di #0, ..., d, # 0.

Ona: | rg A=r | «calcul du rang par la méthode de Gauss ».

(Le nombre r est donc indépendant de la maniére dont on applique la méthode de Gauss.)

DEMONSTRATION

On note vy, ...,vp les colonnes de A et montre que (vj,,...,v,) est une base de Vect(vy,...,vp).

« On vérifie que la famille (vj,...,v;.) est libre. On montre que (x) aqvj, + ... + o vj, =0
d’inconnue (ay,...,a,) € K" a pour seule solution (0, ...,0).

On reprend le calcul permettant de passer de A a A’ en ne prenant en compte que les colonnes
qui sont sous les symboles x;,,...,x;.. On constate a la fin du calcul que I'équation (x) a une
unique solution : (a,...,a,) = (0,...,0).

Variante o1 0
Ona: (x) <= o), +... + o, + 00, +..4+00;, =0 < A | T | =

. )
En revenant & un systéme linéaire, on constate que ’équation (x) a pour seule solution (0, ..., 0).

« On vérifie maintenant que (vj,,...,v;,) engendre Vect(vy,...,vp). Soit k € {r+1,...,p}. On
montre que I'équation (xx) a1 vj, + ... + oy vj, = v;, d’inconnue (oq,...,a,) € K" a au moins
une solution. Le résultat en découlera car on aura ensuite Vect(v1,...,vp) C Vect(vj,...,vj,).

—_———

plus petit sous-espace vectoriel de K™ contenant vy, ..., vp

On reprend le calcul permettant de passer de A & A’ en ne prenant en compte que les colonnes
qui sont sous les symboles z;, ..., z;
colonne. On constate que (x*) a une solution (des 0 a droite au bons endroits).

et xj,, et place une barrer verticale juste avant la derniere

r

Variante o 0
ay
On a: (xx) <= o1vj,+ ... + v+ 0vj,  + ...+ (—=1)vj,+ ... +0v;, =0 <:1> A; ‘(‘)‘1 =
igne k —
Une remontée triangulaire fournira une solution de (xx). 0 0/0
Remarque

Lorqu’on adopte le point de vue de [la méthode de Gauss sans permutation de colonnes| qui
fournit une matrice échelonnée A’ pas forcément réduite, le rang de A reste égal au nombre de
pivots non nuls qui apparaissent dans la matrice A’.

Proposition
Soit A € M(n,K).
On a : A est inversible si et seulement si rg A = n.

DEMONSTRATION

(=) On suppose que A est inversible. Elle vérifie la condition (iv) de la derniére proposition,
et on a donc rg A = n en calculant rg A par la méthode de Gauss.

(<) On suppose que rg A = n. On reproduit la démonstration de I'implication (ii) = (iv)
de la derniére proposition en remplagant I’hypothése (ii) par 'hypothése « rg A =n ».
La matrice PA fournit rg A. Elle a donc n blocs [L/~, puis (iv) est vérifié et A est inversible. O
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Proposition
Soit A € My, p(K). On a: rg (*A) =rg(A).

DEMONSTRATION (une variante sera donnée plus tard)

On calcule le rang r de A par la méthode de Gauss, ce qui donne A’ avec r lignes non-nulles.

r b—r
On pose : A’ = (W 4 ) ITravec U triangulaire supérieure de termes diagonaux non-nuls.
0 0

On passe de A a A’ a laide d’opérations élémentaires sur les lignes de matrices associées P,
..., P, dans GL(n,K), et aussi a I'aide d’échanges C; <+ C; de colonnes pour lesquels on note
Ry, ..., Ry, les matrices associées aux L; <> L; dans GL(p,K). On a: Py...PiAR;..R; = A’

Dou: P...PiAR|..R; = (‘g 8)(% [V > avec (g IV >€GL(p,K) VU son rang.
p—r p—r

Cela fournit P € GL(n,K) et @Q € GL(p,K) telsque: A=P (Ir 0> 0.

0 0
1;; 8) tP avec 'P € GL(n,K) et 'Q € GL(p,K).

I, 0
0 0
La derniére matrice dont les p — r derniéres lignes sont nulles a un rang < r.

Ainsi rg (tA) <rg(A). De méme rg A=rg (t(tA)) <rg (tA). Cela donne le résultat. O

On en déduit que : ‘A =tQ (

On peut donc passer de ‘A4 a ( > tP par des opérations élémentaires sur les lignes.
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Ch. 3. Espaces vectoriels sur K=R ou C

Plan

[[. Regles de calcull

(L. Constructions|
MR T on

[. REGLES DE CALCUL
1. Généralités

Définition-Proposition
(a) On appelle espace vectoriel sur K (ou K-ev) un ensemble E muni de deux applications
ExE — FE et KxFE — FE telles que:
(v,w) — v+w (a,v) +—> axy
noté par la suite o v
(i) (wH+v)+w=u+(v+w) et u+v=v+u pour tous u,v,w € E ;
(ii) il existe un élément Op de E tel que v+ 0p = v pour tout v € E
noté pa\rl,;/suite 0
et dans ce cas, compte tenu de (i) cet élément O est unique;
(i) pour tout v € E, il existe un élément —v de E tel que v+ (—v) = 0g
et dans ce cas, compte tenu de (i) et (ii) cet élément —v est unique;
(iv) a@+w)=(av)+(aw) et (a+B)v=(av)+ (Bv)
pour tous a,B €K et v,weFE ;
(v) lv=wv et a(fv)=(af)v pour tous a,f € KetveE.

(b) Etant donné un K-espace vectoriel (E, 4, x) comme au (a), on appellera scalaires les
éléments de K et vecteurs les éléments de E.
On notera : v —w =v + (—w) quand v,w € E.

DEMONSTRATION

Il s’agit de prouver les deux cas d’unicité signalés au (a).

(ii) Pour tout candidat 0 au role de O, on a d’apres (i) :
0=040g=0r+0=0g.

(iii) Pour tout candidat © au role de —v, on a aussi d’aprés (i) et (ii) :

0=04+0g=0+(+(-v)=(0+v)+ (—v) = (v+2) + (—v) = ()E.+ (—v) = —v. O

Remarques

On se donne un K-espace vectoriel E.

(1) Poura e Ketve E, ona:
Ov=00v+ (lv—v)=0g;
aOp=a(0p +0p) —alp =0g;
(—a)v=(—a+ a)v — (av) = —=(av).

(2) Regles de simplification. Pour o, € K et u,v,w € E, on a :

u + VvV=1U + w — v =w , (ajouter —u & chaque membre)

av = OE — o = 0 ou v = OE N (si @ # 0, multiplier chaque membre par *)

av =0o0w et « # 0 — v =w , (tout faire passer au premier membre)

av = ,8 v et v # OE — o = B (tout faire passer au premier membre)
2. Exemples
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Exemple 1
Soit n € N. L’ensemble K" des n-uplets (z1, ..., 2, ) d’éléments x1, ..., 2, de K, muni de
(1, ey Tn) + (Y1, ooy Yn) == (X1 F Y1, ooy T + Yn) €6 ax (21, ..., Tp) = (X1, ... ay)
est un K-espace vectoriel (clair). Ses éléments sont les applications i — x; de {1,...,n} dans K.

Par convention, on écrira : K" := {0} C K en « identifiant » la suite vide () et 0.

Cas particulier

Le « plan » R? est un R-espace vectoriel et la « droite » C! est un C-espace vectoriel.
Ainsi C posséde a la fois une structure de C-espace vectoriel et de R-espace vectoriel (d’en-
semble R? en définissant = + iy comme le couple (z,y) quand z,y € R).

Exemple 2

Soient A un ensemble et E un K-espace vectoriel.
L’ensemble, noté E4, des applications de A dans F, muni des « lois » déterminées par

f+g: A— E et axf:A— E
g e f@)rgl)  E L o a(f(@)
est un K-espace vectoriel, avec Oga: A — F. —— [exercice
z+— 0

Exemple 3

En particulier, ensemble KN des suites d’éléments de K, est un K-espace vectoriel.
Suivant 1'usage, on notera (u,)pen au lieu de u: N — K.
n — up
Ainsi, on a par définition : (up)nen + (Vn)neN = (Un + Vn)nen €t ax(Up)nen = (@ Up)nen-

Exemple 4

Soient n,p € N. D’aprés I'exemple 2, I'ensemble 9, ,(K) des matrices n x p & coefficients
dans K, qui est égal a K{L--mx{1P} ost aussi un K-espace vectoriel, avec la somme et le
produit d’un scalaire par une matrice qui ont été définis [dans Te chapitre 2]

3. Combinaisons linéaires

Définition-Proposition

Soient I/ un K-espace vectoriel, p € Net vy,...,v,,v,w € E.
(a) Une combinaison linéaire (ou cl) des vecteurs vy, ..., v, est un vecteur u de E de la forme
u=aoivy+---+a,v, avec ai,...,a, €K

O quand p =0
(b) On dit que v et w sont colinéaire (« sur une méme droite ») §'il existe a € K tel que
v=awouw = av. Cela équivaut & : v =0g ou il existe a € K tel que w = awv.
DEMONSTRATION

Il s’agit de prouver ’équivalence du (b).

(=) Dans le cas ot v = cw, on a : soit a = 0 et par suite v = 0p, soit a # 0 et w = % V.
(<) Lorsque v =0g, on a: v = 0w. O
Exemple

Dans R3, on choisit v; = (0,1, —1), v2 = (1,0, —1), v3 = (1,—1,0), et v = (5, -2, —3).
Le vecteur v est combinaison linéaire de vy, vg, v3 car : v = v1 + 2vo + 3vs.

Remarque

a notation « ag vy + -+ a,v avec des points de suspension est usuelle mais abusive.

L tat « + -+ p > des points d p t 11 b

On pourrait la remplacer par « >« vg » avec la définition par récurrence suivante : > wug :=
1<k<p 1<k<0

Op, et, > g = ( > uk) + upt1 pour tous p € N et (u;)i<i<pt1 € EpPtlL
1<k<p+1 1<k<p
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II. CONSTRUCTIONS

Dans toute cette partie, on fixe un K-espace vectoriel E.

1. Sous-espaces vectoriels

Définition

On dit qu'une partie F' de E est un sous-espace vectoriel de E (ou sous-ev de E) si :
(i) Og € F,
(ii) pour tous a,f € Ket v,w € F,ona «av+ fwé€F.

Remarques

(1) 11 est immeédiat que : {Og} et E sont des sous-espaces vectoriels de E.

(2) Soient F' un sous-espace vectoriel de E, p € Net vq,...,v, € F.
Par récurrence sur p, on constate que toute combinaison linéaire de v1,...,v, appartient a F'.

Proposition

Tout sous-espace vectoriel de E est un K-espace vectoriel pour ’addition et la multiplication
par un scalaire dans E.

DEMONSTRATION

Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Par restriction de I’addition et la multiplication par un

scalaire dans I/, on définit les applications F x F — F et KxF —» F .
(v,w) +— 1o+ lw (,v) —— av+00g
Comme FE est un K-espace vectoriel, F' satisfait clairement les conditions pour étre un K-
espace vectoriel, en prenant Op := O et 'opposé de v € F' égal & —v . O
~—
notation relative a E
Exemples

1. On considére E = {(z,y,2) €ER3 | x+y + 2z =0}.
(i)Ona: 0+04+0=0 donc 0€ E.
(ii) Soient o, B € R et v = (2/,¢/,2"),w = (2",y",2") € E.
Ona: av+fBw=(z,y,2) avec z:=az' + 2", y:=ay + By", 2 :=az’ + B2".
Or: z+y+z=al@ +y +2)+ 8" +y"+2"). Dou: av+pwekE.
———— —_————

Ocarv € E Ocar w € E
En conclusion : E est un sous-espace vectoriel de R3.

2. Soit A € M, ,(K). L’ensemble .7y des solutions du systéme d’équations linéaires homo-
a1
géne (H): AX =0 d’inconnue X = < : > € KP est un sous-ev de KPI**) | car :

(i) ona: AOgr = O0gr donc Ogpr € ny;p
(ii) pour o, €K et X,Y € S,ona A(aX +8Y)=aAX+BAY =0, donc aX +5Y € S.

0 0
3. Par définition, un polynéme a coefficients dans K est une suite P = (a,),>0 d’éléments
de K pour laquelle il existe p € N tel que : a,, = 0 pour tout n > p. [P =apXP +...+a1X +ag

L’ensemble K[X] des polynomes & coefficients dans K est un sous-espace vectoriel de KN car :
(i) Ogn € K[X] en prenant par exemple p = 0;
(ii) pour tous a,f € K et P = (ap)pn>0, @ = (bn)n>0 € K[X], en fixant p,q € N tels que
a, =0 quand n > p et b, = 0 quand n > ¢ (il en existe), on constate que aa, + £b, = 0 quand
n > max(p, q), ce qui montre que aP + Q) € K[X].

(x) Cette proposition fournira de nombreux espaces vectoriels formés de fonctions réelles de la variable réelle
(applications de R dans R) ou formés de suites de nombres réels (applications de N dans R).
(%) On dira qu’il s’agit d’un sous-espace vectoriel de K” donné par « équation cartésienne ».
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Définition-Proposition

(a) Soit P une partie de E. On appelle sous-espace vectoriel de E engendré par P, et note
Vect P (ou Vectg P), I'ensemble des combinaisons linéaires d’un nombre fini d’éléments de P.

On a : Vect P est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant P (unique sous-espace
vectoriel de E contenant P qui est inclus dans tout sous-espace vectoriel F' de E contenant P).

(b) En particulier, quand p € N et vy, ...,v, € E, on pose :
Vect(vy, ..., vp) := Vect ({vl, ...,vp}) ot {oq v+t apUp; ar,... 0 € K}

DEMONSTRATION
Il s’agit de démontrer la caractérisation de Vect P donnée & la fin du (a).
Tout d’abord, on vérifie que Vect P est un sous-espace vectoriel de F.
(i) On a Op € Vect P (seule combinaison linéaire avec 0 vecteur).
(ii) Soient o, ¢’ € K et v=0qvi+ -+ apv,, vV =a)v]+ -+, v, € Vect P.
Lo wel

n'
a m m m m m m
K P K P K P K P

o ., o ., ., IPVAW Il N . . /W T
Ona: av+ad' v = (aa)vi+- - -+ (ay)v, + (o af )v) 4+ - -+ (dal )], donc av+a’v" € Vect P.

Cela montre que Vect P est un sous-espace vectoriel de F.

On a aussi : Vect P contient P car tout v € P s’écrit 1v ou évidemment 1 € K et v € P.

Pour terminer, on constate que la remarque 2 ci-dessus montre que Vect P est inclus dans
tout sous-espace vectoriel F' de E qui contient P. O

Définition
On appelle :

— droite vectorielle de E un sous-ev de E de la forme Vect(v) avec v € E\{0};
— plan vectoriel de E un sous-ev de E de la forme Vect(v, w) avec v,w € E non-colinéaires.

Exemple
. 1 0 1 . e o . .
Soient v = (—Ol>, vy = < 11>, U3 = <())\> € R3 (identifiés & des triplets) avec A € R fixé.
Il est « clair » que v; et v9 sont non-colinéaires (car vy # 0 et — au vu des 1" coordonnées —
une égalité v; = awg impliquerait 1 = 0).
(a) A—t—On N 7)3 € VeCt (Ul, 7)2) ? expression « paramétrique » des éléments de Vect(vy, va)

2, . ” . f—/%
On étudie par la méthode de Gauss 'existence de aq,as € R tels que aqv1 + asvy = vg
inconnu; a1,

1 1
| I N 0 1
A

L3 < L3z + Lo 0 0 Al

1 0

1
-1 1 0O)— | O
0

0 —1 |2/ L2eLatls _1

Donc : w3 € Vect(vy,v2) <= A= -—1.
(b) On suppose que X # —1. A-t-on : Vect(vi,ve,v3) = R3 ?

Soit v = (g) € R3. On étudie par la méthode de Gauss l'existence de oy, g, a3 € R tels
que «@1v1 + QU2 + 3v3 = U :

inconnues aj, a2, as

1 0 1|= /1
-1 1 0|y —— (étapes ci-dessus) —_— 0 7 B
0 -1 x| = o o 0 0 /17

Donc : v € Vect(vy,v2,v3).

On peut en conclure — l'inclusion C étant claire — que : Vect(vy,vo,v3) = R3.

2. Opérations sur les sous-espaces vectoriels

(** %) On dira qu’il s’agit d’un sous-espace vectoriel de F donné par « équation paramétrique ».
On note ici {f(t) ;¢ € T} lensemble image {ve€ E |3t €T v = f(t)} d’une application f: T — E.

ensemble des « parameétres »
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Proposition
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.
On a : FN G est un sous-espace vectoriel de E.
DEMONSTRATION
(i)Ona:0p € Fet Op € G donc O € FNQG.
(ii) Soient o, 5 € K et v,w € FNG.
Ona: a v + B w e F et « v + p w e G, donc av+ pPw e FNG.

F F G G
Il en résulte que F'N G est un sous-espace vectoriel de F. O
Remarque

On prend ici F = (Ozx) et G = (Oy) dans R%. Donc F = Vect((1,0)) et G = Vect((0,1))

sont des sous-espaces vectoriels de R2.
Ona FNG=1{(0,0)}, ot {(0,0)} est un sous-espace vectoriel bien connu de R2.
Par contre F UG n’est pas un sous-espace vectoriel de R? car : 1 (1,0) +1 (0,1) = (1,1).
—— —— e

Exemple EF Sxel ¢FUG
Idée : des équations cartésiennes de F' et GG fournissent une équation cartésienne de F' N G.
On considére Iy : z +y + 2z =0 et IIy : & + 2y = 0 dans R?. Comme ensembles de solutions

de systémes d’équations homogénes, II; et II, sont des sous-espaces vectoriels de R? (on verra,

dans le prochain exemple que ce sont des plans vectoriels).

On cherche a préciser la nature du sous-espace vectoriel I} N Iy de R3.

z+y+z2=0
r+2y=0"

On va exhiber une équation paramétrique de II; N 1ls en résolvant par la méthode de Gauss :

11 1 1 : . P .
_— . On effectue ensuite de téte la « remontée triangulaire ».
12 0) -2, \O ~1

= -2t

-2
=t ,teR puis II; NIls = Vect (( ! )> est une droite vectorielle.
= ¢

On regroupe les équations cartésiennes de Iy et de Il : I} N1y :

Ainsi : II1 NIy :

[SEINSE S

Définition-Proposition
Soient F', G et Fi,..., F} des sous-espaces vectoriels de FE.
(a) Onnote: F+G:={v+w;veFetweG}
On a: F + G est un sous-espace vectoriel de E, appelé somme de F' et de G.
On note plus généralement : Fy + -+ F :={vy + - +vp; v1 € F1,...v5 € Fi}.
On a: Fy+---+ Fp est un sous-espace vectoriel de E, appelé somme de Fy,..., F}.
(byOna: F+ G =Vect(PUQR) quand F = Vect P et G = VectQ avec P,Q C E.
(On en déduit que F' + G = Vect(FUG).)
On a méme : Fy + -+ + F, = Vect(Py U--- U Pg) quand F; = Vect P; pour 1 <i <k.
DEMONSTRATION cE
Afin de ne pas alourdir la rédaction, on se limite ici a la démonstration du cas de ' + G.
(a) (i) Ona:0p=0g+0g € F+G.
(ii) Soient a,a’ €K et u=v+w, v' =v' +w' € F+G.

F G F G
- /! /!
Ona: au+d v =(aw+a'v)+ (aw+ 'w'), donc au+d'uv' € F+G.
—_——— —_———
er € G

Il en résulte que F' 4 G est un sous-espace vectoriel de F.
(b)Ona: PUQC F+G donc Vect(PUQ) C F+G.
—_———

plus petit sous-ev de E contenant P U Q

Soit u=v4+w € F+G. Comme v € Vect P et w € Vect Q, on a v,w € Vect(P U Q) puis
m m

F G
u=1v+ 1w € Vect(PUQ). Ainsi : F + G C Vect(PUQ).
En conclusion : F + G = Vect(P U Q). O
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Exemple
Idée : des équations paramétriques de I’ et G donnent une équation paramétrique de F' + G.
Onreprend IT; : x +y + 2z =0 et II, : © 4+ 2y = 0 dans R3. On cherche & préciser IT; + II,.

« Méthode de Gauss pour aboutir a II; = Vect(vy, ..., vp) et IIs = Vect(wy, ..., wy) :

c y =z rT=—-5—1 ey =z T =—2u
(@ 1t t)donne I : ¢ y= s s,teR,et (] 2 0)donne IIy: ¢ y= u wu,veR
z= 1 z= v

En particulier II; = Vect (( Il)l ) , < 7%1 )) et IIy = Vect << %2 > , < § >) sont des plans vectoriels.

=—s5—t—2u
= S+ u s,t,u,v € R. On va voir que : II; 4+ IIy = R3.
= t+v

On a ensuite : II; + 1y :

ISR

e Soit v = <§> € R3. On étudie l'existence de s,t,u,v € R permettant de s’assurer que v

vérifie I’équation paramétrique précédente de II; + Ily, par la méthode de Gauss :

-1 -1 -2 0| «x -1 -1 -220 T 01 ///
1 0o 1 0|y | — 0 -1 -1 0|z+y 0 01 ///
001 0 1]|z)2ctl o 1 0 1] 2 JEscletla\ ) 1|
Donc : v € II; + Il,.
En COIlClLlSiOD N ]._.[1 + H2 == R3 <—[variante, plus tard : extraction de base d’une famille génératrice|
Proposition

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) pour tout u € E, il existe v € F et w € G unique tels que u=v+w ;
(i) E=F+G et FNG={0}.

DEMONSTRATION
(=) On suppose (i) vrai. En particulier, on a: F = F + G.
Soit we FNG. On a : u + 0 =0+ u donc, par unicité, u = 0g. Ainsi : FNG = {0}.
Fod PG
(<) On suppose (ii) vrai et se donne u € E. En particulier, il existe au moins une décom-
position u =v+w avecv € F et w € G.

~ - / / . . .
Si u=v+w=20v+w alors v —v =w —w puis v—2,w —we FNG ce qui donne v = v’
m m m m N’ N, s’
F G F G N -
R B € F e G
et w = w'. On en déduit 'unicité de la décomposition de wu. O

Définition-Proposition
Soient F', G et Fi,..., F} des sous-espaces vectoriels de F.

(a) On dit que la somme de F' et G est directe si F NG = {0}.
On traduit cela en utilisant abusivement la notation F' & G pour désigner F' + G.

Plus généralement (c’est cohérent si k = 2), on dit que la somme de Fi,. .., Fy est directe si,
pour tous vecteurs v1 € FY,...,vp € Fpona: v+ ---4v=0 = vi=---=v,=0.
On traduit cela en utilisant abusivement la notation Fy @ - - - @ F}, pour désigner Fy + --- + F}.

(b) On dit que F' et G sont supplémentaires dans E (ou que G est supplémentaires de F' dans
E), ce qui s’écrit E = F & G, s'ils vérifient les (i) et (ii) de la proposition précédente.

Plus généralement, on dit que F1, ..., F} sont supplémentaires dans E, ce qui s’écrit £ = F1®
-« @ Fy, 8’ils vérifient I'une des deux propriétés équivalentes suivantes :
(i) pour tout u € E, il existe vy € Fi,...,vx € F), uniques tels que u=1vy + -+ + v ;

(il) E=F +---+ F; et lasomme de Fy,..., F} est directe.

(* * %) II faut interpréter Pexpression « il existe v € F' et w € G uniques » par « il existe (v,w) € F'x G unique ».

34



DEMONSTRATION
(a) Le cas général avec k = 2 est bien compatible avec le cas de la somme de F' et G car :
si FNG = {0} et (v1,v) € F x G vérifie v1 + v9 = 0, alors v1 = —ve € FN G = {0} puis
v =v9 =0;
siu € FNG et pour tout (vy,v) € F x G I'égalité vy + vy = 0 implique v; = v9 = 0, alors en
choisissant v; = u et v9 = —u on constate que u = 0.

(b) Les idées de la proposition précédentes permettraient de démontrer encore ici I’équivalence
entre (i) et (ii) (on ne détaille pas). O

Exemples
1 0 1
(1) Soient vy = <—01), vy = <_11), vy = (9\) avec X € R tel que A # —1.
On constate en utilisant la méthode de Gauss que : v3 ¢ Vect(vy,v2) et Vect(vy,vq,v3) = R3.
On s’apercoit donc que Vect (v, v2) a pour supplémentaire Vect(vs) dans R3.
En prenant différents A, on constate que Vect(v1,v2) a une infinité de supplémentaires dans R3.

(2) Soient Iy :x+y+2=0 et Ilp:2+2y=0 dans R3.
On trouve par la méthode de Gauss que : II; NIy # {(0,0,0)} (et ITj + II, = R?).
Donc la somme de II; et IIs n’est pas directe.
(3) Soient D; = (Ox), Dy = (Oy), et D3:x =y dans R2
Les droites vectorielles Dy, Do, D3 vérifient Dy N Dy = Dy N Dy = D3N Dy = {(0,0)} et
D1+ Dy + D3 = R? (facile).
Mais la somme de Dy, Do, et D3 n’est pas directe, car : (1,0)+ (0,1) + (—=1,—1) = (0,0).
— Y~ ——

€ D, € D2 € D3

III. BASES ET DIMENSION

Dans cette partie, on fixe & nouveau un K-espace vectoriel E.

1. Familles libres. Familles génératrices. Bases

Définition
(a) Une famille numérotée de p vecteurs de E ot p € N, est un élément (vy,...,vp) de EP.

Plus généralement, une famille de vecteurs de E est une application v: I — E, qu’on notera

ensemble
plutét (v;)ier- T =
Dans la suite de cette définition, on se donne suivant le cas : soit p vecteurs vy,...,v, de
ou p € N; soit une famille (v;);cs indexée par I de vecteurs de E ou I est un ensemble fixé.

(b) On dit que la famille (v, ...,vp) est libre si pour tous «q,...,0p € K, on a :
ou « les vecteurs vq, ..., vp s:);t linéairement indép;ndants »
apvi+-+opu,=0 = a=---0,=0.
Plus généralement, on dit que la famille (v;);cr est libre si pour tous k € N et iq,...,i, € I,
les seuls a,...,0 € K tels que ajv; +---+opv, =0 sont ag =--- oy = 0. e

On exprimera qu’une famille de vecteurs de E n’est pas libre en disant qu’elle est liée.

(c) On dit que la famille (vy,...,v,) est génératrice de E si pour tout v € E, il existe
ou « les vecteurs vy,..., vp engendrent E »
Qly.eey Qp € K tels que : V=101 Qp U
Plus généralement, on dit que la famille (v;)ies est génératrice de E si pour tout v € E, il
existe Kk €N, i1,...,ip €I, et ar,...,op €K telsque: v=ayv; + -+ agv;,.
distincts

Ainsi, la famille (v;)ies est génératrice de E si et seulement si Vect ({v;; i € I}) = E.
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Exemples

(1) Les vecteurs 1 et i du R-espace vectoriel C sont linéairement indépendants (sur R), car :
si al+pBi=0 avec a,8 €R alorsa=p8=0.

Par contre, les vecteurs 1 et i du C-espace vectoriel C sont linéairement dépendants (sur C),
car: al+Bi=0 quand aa=1i et 8= —1.

(2) Les vecteurs f: R— R et g: R— R du R-espace vectoriel R¥ sont linéairement
T > COST z —sinz
a= (af +89)(0) =

indépendants, car : si af + 89 =0 avec a,8 € R alors x
¥ f+7 0 Bz

0
0"

(3) Soient u; = <§>, uy = (%), uz = (i) dans R3.
On étudie (x): aju; +agus +agug =0 et (%*): agu; + g ug + azuz = <§) a (g) eR3

fixé avec comme inconnue (aq, g, ag), et obtient par la méthode de Gauss que :
a1 a2 as a1 a2 as a1 o3 o2

11 2 11 2
— la famille (uq,us,us) est libre, cf. 02 1|]— o 2 1|]— |0
1 0 2/)lsts=Ia\g -1 0/ \ o
—_————

unique solution (0, 0, 0)

)

1 a2 « Q] a3 Q2

2|z /17
1 Y [ R 0 ///
)

0 0 /17

w

- o =R
o o =R

~la famille (uq,us,us) est génératrice de R3, cf. <

/

Remarques (eXeI‘Ci(}eS) existence d’une solution

(1) Dans le cas de 0, 1, ou 2 vecteurs, on constate que :

— la famille vide () est libre (vu la convention Y. ajvy =0 quand p=0);
1<k<p
— une famille (v;) avec v; € E est libre si et seulement si v; est non-nul;

— deux vecteur de E sont linéairement indépendants si et seulement si ils sont non-colinéaires.

(2) Une famille (v;);er de vecteurs de E est liée si et seulement s'il existe un vecteur v;, i € I,
qui est combinaison linéaire d’'un nombre fini de vecteurs de la forme v; avec j # 1.
En particulier, toute famille de vecteurs de E dans laquelle se trouve le vecteur nul ou deux
vecteurs égaux, est liée.

(3) On dira qu'une famille de vecteurs de F est « extraite » d’une famille (v;);c; de vecteurs
de E si elle est de la forme (vj) ;e avec JC 1.

Tout famille extraite d’une famille libre de vecteurs de E, est libre. Tout famille de vecteurs
de F dont une famille extraite est génératrice de E, est elle-méme génératrice de E.

Notation
Soit I un ensemble. On note E() I’ensemble des familles (v;)ie; d’éléments de E indexées
par I telles que la partie J:={i € I | v; # 0} de I est finie. — [par exemple : (x]]

Pour un tel (v;)ie; € EY), onpose: S v := vy +--- 4wy, ot {ig,...,ix}:=J.

i el (indépendant de ’ordre sur J) distincts
On peut donc écrire P = ) a, X" pour tout P € K[X] de coefficients a,,, n € N.
neN

Le choix de E = K fournit en particulier la notation K.

Proposition
Une famille finie (v1,...,vp) de vecteurs de E est libre et génératrice de E, si et seulement
si, pour tout v € E il existe (aq,...,q,) € KP unique tel que v = o3 v1 + - + oy vp.

Plus généralement, une famille (v;);c; de vecteurs de E est libre et génératrice de E, si et
seulement si, pour tout v € E il existe (a;)ier € K@ unique tel que v = > ;v
el

détermine un élément de E()
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DEMONSTRATION
On traite seulement le cas général.
(=) On suppose que (v;);er est libre et génératrice de E. Soit v € E.

Comme (v;);cs est génératrice de E, il existe («;)icr € KU tel que v =Y a;v;.

el
On se donne une autre décomposition v = > B;v; avec (5;)ier € K@, On pose :
el
{iv, .. ig}:={i € I|a; #0}, {J1, s i }:={1 € I|5; #0}, et {t1, ...t} :={i1, sk, 1, J1 }-
distincts distincts distincts

V= QU U, = Qg Uy sy, Ut .

Ona: S SR L Smtme done, par soustraction, (ag, —
v = Bivi, 4+ +Bv: = Brvpg, +---+ B v ’ ' 1
v = [ i1 [/Jl £ ]ll/Jl = Pt Uty Pt Ut

B, )vg, + -+ + (o, — B, )vt,, = 0 puis, la famille (v;);er étant libre, By, = oy, et ... et

By, = ay,,. Cela donne 'unicité de la famille (o;)ic;.

i)icr € KO v = > ;v
el

«<) On s seque: YveE
(«<=) On suppose que v E \/(

« il existe un unique »
L’existence d'un (a;);er € K@ associé a chaque v montre que (v;);es est génératrice de E.
L’unicité de («;)ier € K{) quand v =0 montre que (v;);cs est libre. O

Définition
(a) On dit qu'une famille (v;);c; de vecteurs de E est une base de E si (v;);cs est libre et
génératrice de F.

(b) On suppose que E a une base finie % = (vy,...,v,).
Pour tout v € E, les uniques scalaires «q,...,a, € K tels que v =a3v1 + -+ 4+ a, v,
g

s’appellent les coordonnées de v suivant 9. On le notera : 1;@ :

an

Exemples

(1) Le K-espace vectoriel K" admet la base suivante, appelée base canonique de K™ :
B = (e1,...,e,) avec eg :=(1,0,...,0), e2 := (0,1,0,...,0), ..., e, :=(0,...,0,1).

x1

(2) Soit (H): AX =0 avec X = ( : > € KP un systéme d’équations linéaires homogéne.

Tp
On sait que 'ensemble .7 de ses solutions est un sous-espace vectoriel de K?.

La méthode de Gauss fournit des vecteurs wy, ..., wp—, de KP tels que :

( ]

- Sy = {tlwl +o ity Wy s b,y € K}; et g Lo Z

JIr
Tirg1 T

coordonnée jr41: t1+0+4---+0=0

—si tywy 4+ -+ tp—pwp—, = 0, alors { , alors ty =---=t,_, =0.

coordonnée Jp 1 04404ty =0
Ainsi (wy, ..., wp—r) est une base de /.

(3) La famille (X™),>0 est une base du K-espace vectoriel K[X].
Soit N € N. L’ensemble Ky[X] est le sous-espace vectoriel Vect(1, X, ..., X™V) de K[X].
La famille (1, X, ..., X") est une base de Ky[X], appelée base canonique de Ky[X].

(4) Le K-espace vectoriel M, ,(K) admet la base suivante : colonne j

0 \L 0
(E1,17---aEl,p;EQ,lw--aEQ,p;---;En,lw--aEn,p) avec Ei,j = ( 1 ) — hgne t
0 0

0 ailleurs qu’en ’emplacement (i, j)

En effet, pour tous A = (a;j)1<i<n €M, p(K) et (245) 1<i<n e Kib-mbx{Lp} on a :

1<j<p 1<j<p

A= lej El'j <— (V(’L,]) € {1,...,’1’L} X {1, ...,p} Tij = al-j).
2y

2. Dimension. Rang
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Théoréme (« théoréme de la base incompléte »)

On suppose que E a une famille génératrice finie (g1, ..., gk )-
Toute famille libre (hq, ..., h;) de E se compléte a l'aide de certains vecteurs parmi gy, ..., gk
en une base (eq,...,eq) de E.

DEMONSTRATION
Rappel : toute partie non-vide de {0,1,..., N}, N € N, a un plus grand élément (par récurrence).

On note F 'ensemble des éléments n de {l,l+ 1, ...,k + I} pour lesquels il existe une famille
libre (eq,...,e,) de E vérifiant : e; = hq, ..., ¢, = hy, et €;41, ..., €, sont parmi gi, ..., k.

L’ensemble F est non-vide, car il contient [ qui correspond au cas (e, ..., e,) = (h1, ..., hy).
Soit d le plus grand élément de F et (eq,...,eq) une famille associée. Pour terminer la démons-
tration, il reste a vérifier que cette famille libre (e, ..., eq) est aussi génératrice de E.

Soit i € {1,...,k}. Comme d est maximal, la famille (e, ..., eq, g;) est liée. On dispose d’une
égalité aje; + ... +ageq +ag; =0 donc a # 0 et g; = —é(alel + ... + ageq) € Vect(eq, ..., eq).

a,...,aq,a € K non-tous nuls
D’ou : E = Vect(g1,...,91) C Vect(eq,...,eq), ce qui montre que ey, ..., e, engendrent E. O
—_——
plus petit sous-ev de E contenant g1, ..., gk

Corollaire 1 (« théoréme de la dimension »)
On suppose que F a une famille génératrice finie.

On a : E a une base finie (ey, ..., eq).
Les autres bases de E ont aussi d vecteurs.

DEMONSTRATION

D’apres le théoréme de la base incompléte, on obtient une base finie Z=(eq,...,e4) de E en
complétant la famille () a I’aide de vecteurs pris dans une famille génératrice finie fixée de E.

On va vérifier que :
(i) toute base finie ' = (€], ...,€/,) de E a d vecteurs, et pour cela quitte & échanger les roles
de % et A, il suffit de prouver que d’ < d :
(ii) F n’a pas de base infinie #”.

Comme %’ et %" sont libres, il reste & démontrer que toute famille libre . dans F a au plus
d vecteurs. Une famille libre infinie dans E aurait une famille extraite formée de d 4+ 1 vecteurs,
elle-méme libre. On peut donc supposer que . est finie, de la forme (hq, ..., h;).

On considére I’équation xz1hy + ... + by = 0 d’inconnue (x4, ...,x;) € K.

ail ail . a1 ri+---+ayx; =0
En notant hy | @ , ..., by | ¢ elle équivaut a : (H) .
/B |aq /B aq agr 1+ +aqr =0
Sil > d, alors comme le nombre d’équations est strictement supérieur au nombre d’inconnues,
(H) a une solution non-nulle ; cela contredit la condition « (hq, ..., h;) est libre ». Ainsi : | < d.
Variante

Ona: hy,.., h € Vect(eq,...,eq). Sil > d, on aurait donc : (x) hq,..., hi11 € Vect(eq,...,eq).

Pour montrer que (%) est fausse il reste a voir que pour tout k£ > 0, on a :

(Hy) pour tous vy, ...,v; € E et wy, ..., w11 € Vect(vy, ..., v ), la famille (wq, ..., wi11) est liée.
(i) L’assertion (Hy), qui signifie que pour tout w; € {0} la famille (wy) est liée, est vraie.
(ii) Soit k& > 1 tel que (Hy_1) est vraie. On se donne vy, ..., v, € E et wy = A 101 +...4+ Xk 0y,

ooy Wil = Mgp1,101 + oo+ Mg 50k € Vect(vr, ..., vg). On vérifie que (wy, ..., wy41) est liée.

On peut supposer que wy # 0, puis — quitte a renuméroter les v; — que A1 # 0.

: . . A2,1 ._ Akt
En appliquant (Hj_1) aux vecteurs wugp := wy — Xox Wl - Ukl T Whil — Ty W de
Vect(vg, ..., vx ), on obtient I'existence de scalaires ao, ..., ax+1 € K non-tous nuls, tels que apug +
IR o A Ak .
o + apprure1 = 0. Do Dégalité asws + ... + Qw1 = (042 % + g ’/‘\Tlll )w1 qui
montre que (wy, ..., wgt1) est liée. O
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Définition

(a) On dit que le K-espace vectoriel E est de dimension finie s’il a une base finie (eq, ..., €q).
Dans ce cas, on appelle dimension de E le nombre d, noté dim E, de vecteurs de ses bases.

ou dimg E

(D’aprés le théoréme de la dimension, ce d est bien indépendamtK du choix de la base.)

(b) Soient vy, ...,v, € E. On appelle rang de la famille (vy,...,v,) le nombre

rg (v1, ..., vp) = dim Vect(vy, ..., vp).

(Cela a un sens car d’aprés le théoréme de la dimension, Vect(vi, ...,vp) est de dimension ﬁnie.)

Exemples

(1) On reprend certaines définitions du paragraphe II.1. :
— E = {0} si et seulement si dim F = 0;
— F est une droite vectorielle si et seulement si dimE =1
— F est un plan vectoriel si et seulement si dim E = 2.

(2) Tout z € C s’écrit de maniére unique z =xz1+yi avec z,y € R.
Donc (1,1) est une base du R-espace vectoriel C. En particulier : dimg C = 2.
Par contre, comme C = Vectc(1) avec 1 # 0, ’exemple 1 montre que : dimc C = 1.

(3) Compte tenu des bases exhibées a la fin du paragraphe 1, on a :
dimK" =n, dimKy[X]=N+1 et dimM, ,(K) = np.

Corollaire 2
On suppose que E est de dimension finie. On note d la dimension de FE.
(a) Toute famille libre de E a au plus d vecteurs;

quand elle a d vecteurs, c’est une base de F.

(b) Toute famille génératrice de E a au moins d vecteurs;
quand elle a d vecteurs, c’est une base de F.

DEMONSTRATION

(a) Une famille libre infinie dans F aurait une famille extraite formée de d + 1 vecteurs, qui
serait elle-méme encore libre. On se contente donc de traiter le cas des familles libres finies.

Une famille libre finie de [ vecteurs de E se compléte d’apreés le théoréme de la base incompléte
en une base de E qui a d vecteurs d’apreés le théoréme de la dimension, donc [ < d.

(b) Une famille génératrice de E infinie a au moins d vecteurs. On se contente donc de traiter
le cas des familles génératrices finies.

Soit (g1, ..., gx) une famille génératrice finie de vecteurs de E. D’apreés le théoréme de la base
incompléte, la famille () se compléte en une base %’ de E extraite de (g1, ..., gk )-
D’aprés le théoréme de la dimension, la famille £’ a d vecteurs. D’ou le résultat. O
Remarques

1 1 2
(1) On reprend l'exemple 3 du début du paragraphe 1 : u; = ((1)), Uy = ((2)), ug = (%)
On a vu a l'aide d’un premier calcul que (uj,us,us) est libre. On remarque que la base
canonique de R? est formée de 3 vecteurs. On peut donc maintenant utiliser le a) du corollaire
2 pour en conclure, sans autre calcul, que (uy,ug,u3) est génératrice de R3,

(2) On considére les applications f,: R — R ,n € N.
T —z"
Elles forment une famille (f,,)nen qui est libre dans RF car :
si des éléments ny < ... <n, de N et ay,...,op € R vérifient oy fpn, +... + o fn, =0,
alors o = n%!(oq Fog b fr,) ™ (0) =0 et ... et ap = n%!(ozl Fog b f2,)™)(0) = 0.
Ainsi le a) du corollaire 2, appliqué a la famille (f,)nen qui est libre et indexée par un
ensemble infini, montre que R® n’est pas un espace vectoriel de dimension finie.

D’autre part, la famille (f,,),en n'est pas génératrice de R® car Vect({f,; n € N}) qui est
formée de fonctions dérivables ne contient donc pas 'application valeur absolue.
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Proposition

On suppose que E a une base finie & = (eq,...,ey).

ail a1p
Soient vy | ¢ ,...,vp | ¢ € E.
/% |an1 /B |Anp
T e Tjp Tjuggee Tjp
=1
S 0 /
ail al . . Lo Y
T1.. 7 e G1p xj, .../sz e
(a) On transforme A = en A = 0 — 0 d /A
dni - Gnp 0 0]o0 0
0 .. olo 0

par la méthode de Gauss, avec dy # 0, ..., d. # 0.
Ona: (vj,...,vj) est une base de Vect(vy,...,vp).

(b) En particulier : rg(vi,...,vp) =7 « calcul du rang par la méthode de Gauss ».
(Le nombre r est donc indépendant de la maniére dont on applique la méthode de Gauss.)

DEMONSTRATION

Mémes arguments que pour le calcul du rang d’une matrice par la méthode de Gauss. O

Remarque (importante au niveau de la rédaction au cours des partiels et examens)

La partie a) de cette proposition n’est pas classique.

Dans chaque exercice on la déduira des calculs simultanés de rg (v1, ..., v,) et rg (vj;, ..., vj,) :
—on a rg(vy,...,v,) =1 par calcul du rang par la méthode de Gauss;
—on a aussi rg(vj,...,vj) = r en reprenant le calcul précédent et rayant les colonnes qui ne
sont pas sous les symboles x;,, ..., z;,, ce qui montrera cf. plus bas, que (vj,,...,v;,.) est libre;
— Vect(vj,, ..., vj,) est un sous-espace vectoriel de dimension r de Vect(vy, ..., v,) qui est aussi de
dimension 7, ce qui montrera cf. plus bas, que (v, ...,vj,) engendre Vect(v1, ...,vp).

3. Dimension des sous-espaces vectoriels

Proposition

On suppose E de dimension finie.
Tout sous-espace vectoriel F' de E est de dimension finie avec dim F' < dim F.
De plus, si dim F' = dim F, alors F' = E.

DEMONSTRATION

Toute famille libre (vy,...,vp) de F' est libre dans E, donc vérifie : p < dim E.
Il en existe, par exemple la famille vide. On choisit (v1,...,v,) de fagon & avoir p maximal.

Soit v € F. Comme p est maximal, la famille (vy, ..., vp,v) est liée. On dispose d’une égalité
a1v1 + ... +opuy, +av =0 donc a #0 et v = —%((\/1 v1 + ... + apvp) € Vect(v, ..., vp).

ai, ..., ap,a € K non-tous nuls

Par conséquent, (v, ...,vp) est génératrice de F' et finalement (vy,...,vp,) est une base de F'.

En particulier : F est de dimension finie et dim F' = p < dim FE.

De plus : si dim F' = dim E, alors la famille libre (v1,...,v,) de E qui est formée de dim E
vecteurs est une base de E, puis F = Vect(v1,...,vp) = E. O

Remarque

D’aprés cette proposition, les sous-espaces vectoriels de R3 ont une dimension, égale a 0 ou
1 ou 2 ou 3, le cas de la dimension 3 n’étant atteint que par R? lui-méme. Les sous-espaces
vectoriels de R? sont donc {0}, les droites vectorielles de R?, les plans vectoriels de R?, et R3.
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Proposition (utile)
Soient vy, ...,vp, € E. On pose : r =r1g(v1, ..., Vp).

(a) La famille (v1,...,vp) est libre si et seulement si r = p.

(b) On suppose E de dimension finie, notée n.
La famille (vy,...,vp) est génératrice de E si et seulement si r = n.

DEMONSTRATION

(a) La famille (v1,...,vp), de p vecteurs, engendre Vect(vy,...,v,) qui est de dimension r.
Elle est libre si et seulement si elle est base de Vect(vy, ...,v,), ce qui équivaut (compte tenu du
corollaire 2 (b) du théoréme de la base incompléte) a r = p.

(b) La famille (v1,...,vp) est génératrice de F si et seulement si Vect(vy,...,v,) = E, c’est &
dire (vu la proposition précédente) dim Vect(vy,...,v,) = dim E, c’est a dire r = n. O

Remarque (importante)

On revient sur I'exemple 3 du début du paragraphe 1: u; = ((1)), Ug = ((21)>, ug = (;) € R3.

La rédaction la plus rapide pour démontrer que (u1,us,u3) est une base de R? consiste &
prouver par la méthode de Gauss que rg (u,ug,us) = 3.

Proposition

On suppose que E est de dimension finie. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de F,
(v1,...,vp) une base de F et (wi, ...,wq) une base de G.

Ona: F=F®G sietseulement si (vq,...,vp, w1, ...,wy) est une base de E.
—_—

« F et G sont supplémentaires dans E »

DEMONSTRATION

On a F + G = Vect(vy,...,vp) + Vect(wy, ..., wq) = Vect(vi, ..., Up, w1, ..., Wq).
Donc: F'+ G = E si et seulement si (vy,...,vp, w1, ..., wy) engendre E.
Il reste a vérifier que : F NG = {0} si et seulement si (v1,...,vp, w1, ...,wy) est libre.

e On suppose que F NG = {0}.

Soient ar, ..., qp, B1, ..., By € K tels que ajvr + ... + apvp, + 1w + ... + Bgwg = 0.
On a ajvy + ... + oy = —frwy — ... — Bywy € F N G. Puisque F NG = {0}, on en déduit que
a1v) + ... F oy, =0 et Brwy + ... + Bywg = 0. Or (v1,...,vp) et (wi,...,wy) sont libres.
Dot a1 =...=a,=01=..=5,=0.

Cela montre que la famille (vy, ..., vp, w1, ..., wy,) est libre.

e On suppose que la famille (v1, ..., vp, w1, ..., wy) est libre.

Soit w € FNG. Vu que (vy,...,vp) est une base de F' et (wi,...,w,) est une base de G, il
existe T1,...,Tp,Y1,..,Yqg € K tels que u = z1v1 + ... + 7pvp, et u = yrwy + ... + y,wy. On

a donc zyvy + ... + vy — Yyrwy — ... — Yowy = 0. Puisque (vy, ..., vp, w1, ..., wy) est libre, il en
résulte que r1 = ... =2, =y1 = ... =y, =0, puis u = Ovy + ... + 0v, = 0.
Cela montre que F'NG = {0}. |

Remarque (importante)

On suppose que F est de dimension finie. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. On peut
compléter une base (vq,...,v,) de F' (qui est en particulier libre) a l'aide de certains vecteurs
de E (par exemple les vecteurs d'une base donnée de F) en une base (v1, ..., Up, w1, ..., wq) de E.

D’aprés la proposition, G := Vect(wy,...,w,) est un supplémentaire de F' dans E.

Corollaire (de la remarque)

On suppose que E est de dimension finie.
Tout sous-espace vectoriel F' de E admet un supplémentaire G dans FE.
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Proposition

On suppose que E est de dimension finie.
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.

(a) Ona:si E=F &G, alors dimE = dim F' + dim G.
(b) Plus généralement : dim(F + G) + dim(F NG) = dim F' + dim G.

DEMONSTRATION
(a) Conséquence de la proposition précédente.
(b) e On se donne un sous-espace vectoriel F’ de F tel que : F = F' & (FNG) (existe par
la remarque précédente). D’aprés (a), on a : dim F' ® dim(F’) + dim(F N G).
- _ _ / cF _ .
eOna: F+G=F+(FNG)+G=F+G e F NGCFN(FNG)={0}
cG cF

Kk

Dou: FF+G=F @&G. Daprés (a), on a : dim(F + G) s dim(F’) + dim G.

e On obtient le résultat en soustrayant (x) a (xx).

Variante

On compléte une base (ug, ..., uy,) de FNG d’'une part en une base (v1, ...,v,) de F' et d’autre
part en une base (wi,...,wq) de G, avec (U1, ..., Um) = (V1, ..., V) = (W1, ..., W)

On constate que (Ui, ..., U, Vg1 o) Upy Win4 15 ..., Wq) est une base de F' + G, car :

si auy + -+ aplm + Bmi1Vme1 + 0+ Bp@p + Ym4+1Wm+1 + - + YgWw = 0,
alors al“l+'-'+am“m+/3m+17/’m+1+'~'+Bp@p: QUL+ T O U+ Y4 1 Wit 1 o+ YW € FNnG
puis a1 = ... = am = Bnt1 = ... = BpUp = Ymy1 = ... = Y4 = 0. O

Définition-Proposition
On suppose que E est de dimension finie, notée n.

On dit qu’un sous-espace vectoriel H de E est un hyperplan si dim H = n—1, ce qui équivaut
au fait que H a un supplémentaire dans E qui est une droite.

DEMONSTRATION

(=) La derniére remarque montre que H a au moins un supplémentaire D dans E. Vu le b)
de la proposition, ce supplémentaire D a pour dimension 1 et est donc une droite.

(<) Cela découle aussi du b) de la proposition. O

Exemple

Soit (aq,...,an) € R™\{0}. La partie F': ayzy + -+ + apx, = 0 de R™ est un hyperplan
vectoriel de R™ car on constate que la méthode de Gauss fournit une base (wy, ..., w,—1) de F.
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Ch. 4. Applications linéaires sur K =R ou C

Plan
[[. Applications linéaires|

T Utilisation d -

[. APPLICATIONS LINEAIRES

Dans toute cette partie, on fixe trois K-espace vectoriel E, F' et G.
1. Généralités

Définition

(a) On dit qu’une application f: E — F est linéaire si :
flav+ Bw)=af(v)+ B f(w) pour tous a, f € K et v,w € E.

Dans ce cas : | f(0g) = 0 en choisissant a = f=0et v =w = 0pg;

P ) P
f( > akvk) =TS apf(vg) pour ap,..,ap €K et vy,...,v, € E.
k=1 k=1

(b) On appelle plus précisément :
forme linéaire sur E une application linéaire de F¥ dans K;
endomorphisme de (I’espace vectoriel) E une application linéaire de E dans F ;
isomorphisme (d’espaces vectoriels) de E sur F une bijection linéaire de E sur F;
automorphisme de (I’espace vectoriel) E une bijection linéaire de E sur E.

(c) On dit que les espaces vectoriels E et F' sont isomorphes s’il existe un isomorphisme

d’espaces vectoriels de F sur F'.

Exemples
(1) Soit A € M, ,(K). On considére f: KP — K" ou Y :=AX.

=(0)=r-()

L’application f est linéaire, car pour tous o, 8 € Ket VW € KP on a :
f(aV + W) = A(aV + W) = aAV + BAW = af (V) + Bf(W).

(2) Soit # € R. L’application r: R? — R? avec (2’ = (cosf)z — (sinf)y est lindaire.
() (2) W =Gin0)a+(cost)y o immeos
r(v)

ci-dessus
Géométriquement : 4] v
(0,0) e

de la forme (r cos a, rsin o)

(3) La dérivation ¢ : K[X] — K[X] est un endomorphisme de 'espace vectoriel K[X].
P — P

v
donc r est la rotation (vectorielle) d’angle 6.

En effet, étant donnés a, 8 € K et P = a,XP+---+a1 X +ag, Q = b, X9+ - -+b; X +by € K[X],
en posant n = max(p,q), a; =0 quand i > pet b; =0 quand j > ¢, on a:
5(aP + Q) = §((aan + fby) X" + -+ + (aar + Bb1)X + (aag + Bbo))

= n(aa, + Bb) X" 1 4+ -+ + 2(cag + Bb2) X + (cay + Bby)
= ana, X" 14+ + 202X +a1) + B(nb, X+ 4+ 260X + by)
= ad(P) + 44(Q)
(4) La transposition ¢ : M, ,(K) — M, ,,(K) est linéaire (exercice!).
A = A
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Proposition

(a) L’ensemble, noté Z(F, F), des applications linéaires de E dans F' est un sous-espace
vectoriel de F¥. On pose .Z(F) := Z(E,E) et E* := Z(E,K).

(b) Soit f € Z(E, F) bijective. On a: f~!e Z(F,E).

(c) Soient f e Z(E,F)etge L(F,G).Ona: gofe Z(E,G).

(d) Soient al,ag,ﬁl,ﬂg e K, fl,fg S g(E,F) et g1,02 € .,S/ﬂ(F, G)
Ona: (Bigi+B2g2) o (o fi+asfz) = Braa(giofi) + Braz(giof2) + Baai(g0f1) + Baca(g20 f2).

DEMONSTRATION

Les points (a), (c), (d) sont « immédiats ».

(b) Soient «, 8 € K et v,w € F. On a, aprés avoir tenté un raisonnement par équivalences :
fHav+pw) = af(fw)+8f(fHw)))
f_l (f (a f_1<v> + f_l(w))> (car f est linéaire)
=af )+ B f (w)

L’application f~! est donc linéaire. O

Proposition
(a) On suppose que FE est de dimension finie, de base (vy, ..., v,).
Pour tous wy,...,w, € F, il existe f € Z(E, F) unique tel que :

f(v1) =w; et ...et f(u,) = wy.
Dans ce cas : f est bijective si et seulement si (f(v1),..., f(vy,)) est une base de F.

(b) On suppose que E ou F' est de dimension finie.

Les espaces vectoriels E et F' sont isomorphes si et seulement si E et F' sont tous deux de
dimension finie et dim F = dim F..

Ainsi, pour chaque n € N, les K-espaces vectoriels de dimension n sont isomorphes a K”.

DEMONSTRATION
(a) Soient wi,...,w, € F. La seule application qui puisse convenir est
f: E — F
U1+ F TpUy > W1+ T+ TpWp
m m
K K

On constate facilement que cette application f est linéaire.

On vérifie maintenant que f est bijective si et seulement si (wq, ..., w,) est une base de F.

(=) On suppose [ bijective.

Pour tous w € F et yq,...,y, € K, on a par linéarité de f~!:

W= y1wi + e+ Ypwn & fHw) =y f TN (W) + ey f TN (wn) & fTHw) = y1o1 e+ Yoo,
L’unicité des composantes de w suivant (wq, ..., w, ) montre que (wq, ..., wy,) est une base de F.
(<) On suppose que (wy, ..., w,) est une base de F'.
On introduit 'unique g € Z(F, E) unique tel que : g(wy) = v et ... et g(w,) = v,.
Donc au vu de la description de f donnée au début de la démontration :
gof iz + -+ xpp = TV A+ + Xy €6 fogiyiwr o YW > 1w+ Ypy
m m m m
K K K K
puis go f =idg et fog =idp, et par conséquent f est bijective.

(b) (=) On suppose qu'il existe un isomorphisme f : F — F'. On se place dans le cas ou E est
de dimension finie (le cas ot F' est de dimension finie s’en déduira en utilisant f~! et échangeant
les roles de E et F'). Soit (vy,...,v,) une base de E. D’aprés (a), la famille (f(vy1),..., f(vy)) est
une base de F. D’ou : F' est de dimension finie et dim F' =n = dim F.

(«<=) On suppose que F et F' sont tous deux de dimension finie avec une méme dimension,
notée n. Soient (vi,...,v,) une base de E et (wi,...,w,) une base de F'. D’aprés (a), I'unique
f: E — F linéaire tel que f(vy) =wp et ... et f(v,) = w, est un isomorphisme de E sur F.

La derniére phrase de I’énoncé découle de la derniére implication ci-dessus. |
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Remarque
On suppose que E est de dimension finie, de base & = (vy, ..., vy,), et note (eq, ..., e,) la base
canonique de K". D’aprés la proposition (a), I'unique f € Z(E,K") tel que f(vi) =e1 et ... et

f(vy) = ey est un isomorphisme de E sur K". Par linéarité, f envoie 1/} ‘X sur X.
B

Exemple (« changement de base »)

Les vecteurs v1 := (3) et vg := (}) de R? sont clairement non-colinéaires. Donc (vy,v2)

est une base de R2. Soit f € .Z(R?) déterminé par : f(v1) = 2v9 et f(va) = v1 + vo.
On cherche a calculer f(z,y) pour z,y € R.

On exprime les vecteurs de la base canonique (e1,ez) de R? a I'aide de (vy,v9).

3e1 + 2e9 = v
Ona:
€1+ e =102
e1 es
2

e1  e2
® 2|u
T 1jwv2 Jp,e80,-0,\ 0

yis 4 e = flo) =2f(wn) = —2v = (o
P fler) = —1(0r) +3F(02) = Bu1 +0p = (¥
Dou f((3)) = f(zer +ye2) = zf(e1) + yf(ea

. Présentation « a la Gauss », qui sera utile en L2 dans le cas triangulaire :

vy > donc T{Sl :%(—2(—2}1—}—32}2)—{—2}1) =v1 — 209
—v1 + 3vg es = —v1 + 3ug

).
)
)= ().

2. Noyau et image

Lemme

Soit f € Z(E,F).

(a) L’image réciproque f~*(W):={v € E| f(v) € W} d’un sous-espace vectoriel W de F
par f, est un sous-espace vectoriel de E.

(b) L’image directe f(V) := {f(v); v € V} d’un sous-espace vectoriel V de E par f, est

notation pour {w € F | 3v € V w = f(v)}
un sous-espace vectoriel de F'.

DEMONSTRATION

(a) Soit W un sous-espace vectoriel de F'.

(i) On a: f(0g) =0p (car f est linéaire) avec Op € W, donc Og € f~H(W).

(ii) Soient o, 0’ € K et v,v" € f~H(W). On a donc : f(v), f(v') € W.

Par linéarité de f on a ensuite : f(av+a'v') = af(v)+ ' f(V) avec af(v)+d/ f(v') e W.
Dot : av+av' € f~HW).

Ainsi f~1(W) est un sous-espace vectoriel de E.

(b) Soit V' un sous-espace vectoriel de E.

(i) Ona: 0p = f(0g) avec O € V, donc O € f(V).

(i) Soient a, @’ € K et w,w' € f(V). Il existe v,v" € V tels que w = f(v) et w' = f(v').

Par linéarité de f on a: aw + v’ = af(v) + ' f(v') = f(av + V') avec av+ v € V.
Dot : aw + 'w' € f(V).

Par conséquent f(V') est un sous-espace vectoriel de F. O

Définition-Proposition

Soit f e Z(E,F).

(a) Le noyau de f, noté Ker f, est le sous-espace vectoriel f~1({0}) de E :

Kerf = {1) cF ‘ f(v) = 0}. +—[équation cartésienne
(b) On a : f est injective si et seulement si Ker f = {0}.

(¢) Limage de lapplication f, notée Im f, est le sous-espace vectoriel f(E) de F :
Imf = {w € F ‘ HU S E f(v) == w}. +—|équation paramétrique|
(d) On a : f est surjective si et seulement si Im f = F.

(e) Si E = Vect(vy, ...,vp) avec vi,...,v, € E, alors Im f = Vect (f(vl), ...,f(vp)).
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DEMONSTRATION
(a) D’apres le lemme (a), Ker f est un sous-espace vectoriel de E.
(b) (=) On suppose que f est injective. Si v € Ker f, alors f(v) =0p = f(0g) alors, par
injectivité de f, v =0g. Ainsi Ker f C {0}. Comme {0} C Ker f d’aprés (a) : Ker f = {0}.
(<) On suppose que Ker f = {0}. Si v,v" € E vérifient f(v) = f(¢'), alors f(v—v') =
f(v) — f(¥') =0, alors v —v" € Ker f, alors vu ’hypothése v =v'. Ainsi f est injective.
D

c)

d) Découle des définitions des notions de « surjectivité » et « image d’une application ».

)

( "aprés le lemme (b), Im f est un sous-espace vectoriel de F.

(

(e) On suppose que vy,...,v, € E vérifient : E = Vect(vy,...,vp). On a :

f(E) f({ali,'1+---+a,ﬂ,'p ;... 0y EK}) {f(m’ulJr---+ap1,'p) ;ar, ..., o € K}
= {(nf(vl) +dopf(vp) s ar,..,0p € K} = Vect (f(vl), f(vp)).

D’ou le résultat. O

Exemple (en « dimension infinie »)

On note ici Pol(K,K) le sous-espace vectoriel Vect ({f, : z > 2" ; n € N}) de KX formé des
p:K—= K delaforme p:z+— apx™ + -+ a1x + ag pour certains n € N et ag,...,a, € K.
On considére f : K[X] — Pol(K, K)
P=a, X"+ - +a1X+ay — (p:ax—apa”+- -+ a1x+ ap)
L’application f est linéaire (facile), et surjective par définition de Pol(K, K).
On utilise le (b) de la définition-proposition pour montrer que f est injective.
Soit P=a,X"+---+a1X +ap € K[X] tel que l'application p:= f(P) est nulle.
Comme R C K, on a en particulier : Vx €R anz"+---+a1x+ag =0,
donc ag =pr(0) =0, a1 = pg'(0) =0, ..., nla, =pr"(0) =0 et a fortiori P = 0.
Par conséquent Ker f = {0}, ce qui prouve que f est injective.
Ainsi f est un isomorphisme de K-espaces vectoriels.

Définition-Proposition

On suppose que E ou F est de dimension finie. Soit f € Z(E, F).
(a) L’espace vectoriel Im f est ici de dimension finie.

On note : rg f:=dim(Im f) <« rang de f ».

(b) Si E = Vect(vy,...,vp) avec vy,...,v, € E, alors rg f =1g (f(vl),...,f(vp)).

DEMONSTRATION

(a) Si E est de dimension finie, on va voir dans la démonstration du (b) que Im f a une
famille génératrice finie dont on pourra extraire une base finie .

Si F' est de dimension finie, ’espace vectoriel Im f qui en est un sous-espace vectoriel est
aussi de dimension finie.

(b) D’apreés le (e) de la définition-proposition qui précede : Im f = Vect(f(v1),..., f(vp))-
Dot : rg f = dim(Im f) = dim(Vect(f(v1), ..., f(vp))) =18 (f(v1), ..., f(vp)). O

Exemple (exercice type)
Soit f: R® — R? définie par (2’ = —4x+ 12y — 52 .

x a! Y =x—3y+22
—
<Z> (Z) 2 =21 — 6y +2

(a) Equation cartésienne de Im f et base de Im f ?
Un vecteur w = (g) € R3 appartient a Im f si et seulement si 'équation () f(v) = w

d’inconnue v = (g) € R3 a au moins une solution. On étudie (x) par la méthode de Gauss :

46



z y =z T y oz

)12 —5|a 4 12 -5 a
1 3 2 |b|— [ 0 0 3:-|a+4b
Ly—dlo+Li\ g g _3|q+2

L3 < 2L3 + Ly
T z Y T z

y
—4 -5 12| a 12 a
_,<o ® o a+4b>4><0 a+4b )
C20CN\ 0 -3 0 |at+2e/ 2B T2\ 0 0 0 |2a+4b+2¢
donc: welmf < 2a+4b+2c=0 < a+2b+c=0.

Ainsi, dans les coordonnées habituelles : Im f a pour équation cartésienne x + 2y + z = 0.

En ne considérant que les colonnes sous z,y, z d’'une part et sous x, z d’autre part, le calcul
précédent donne aussi : dim(Im f) = rg (f(e1), f(e2), f(e3)) = 2 et rg(f(e1), f(e3)) = 2, donc

(f(e1), f(e3)) engendre Im f qui est de dimension 2, puis : Im f a pour base (< 7;),(? ))

(b) Equation cartésienne de Ker f avec deux égalités (entre réels) et base de Ker f ?

Un vecteur v = <§> € R3 appartient a Ker f si et seulement si (»x) f(v) = 0.

La méthode de Gauss pour résoudre (x*) est le calcul du (a) avec un second membre nul.
Donc : Ker f : {—4x—5z+12y:0

3z=0"
Par remontée triangulaire, on obtient :
=3t
Kerf ¢ y=1¢t, teR. Donc Ker f = Vect( @) ) puis Ker f a pour base ((2))
#=0 vactann moma
Proposition

Soit f € Z(FE, F). On suppose donné un supplémentaire S de Ker f dans E (on sait qu’il en
existe quand E' est de dimension finie).

L’application f: S — Im f est linéaire bijective.

x— f(x)

DEMONSTRATION

Il est clair que f(z) € Im f pour tout x € S, et ensuite que f est linéaire.

Ona:lmf= f(b) =f(S)=f(S+Kerf)=f(E)=Imf
et Kerf={zeS|f(x)=0}=SnKerf={0}. Donc f est bijective. O

Théoréme (« théoréeme du rang »)
Soit f € Z(FE,F). On suppose que E est de dimension finie.
On a: dimKer f +dimIm f =dim_FE ou Ker f et Im f sont de dimension finie.

espace de départ

DEMONSTRATION
Il existe — et on fixe — un supplémentaire S de Ker f dans E.
On a d’une part dim F = dimKer f +dim S car £ = Ker f & 5, et d’autre part Im f est de

dimension finie avec dim S = dimIm f d’aprés la proposition. D’otu le résultat. O
Exemple
L’application linéaire f: R? — R? vérifie: Ker f = Im f = (Oy).
(z,y) = (0,2)
On a bien : dimKer f +dimIm f = dimR2 .
—_———— —— H;—/
1 1

Mais Ker f et Im f ne sont pas supplémentaires dans R? !

Corollaire (important)

Soit f € Z(F). On suppose que E est de dimension finie.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) f est injective; (ii) f est surjective; (iii) f est bijective.
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DEMONSTRATION

On vient de voir que : dimKer f + dimIm f = dim E.

Donc : (i) <= Kerf={0} < dimKer f =0
<— dimlmf=dmFE <= Imf=F
<~ (ii).
On en déduit que : (i) < ((i) et (ii)) < (iii). O
Remarque

Le corollaire devient faux en enlevant 'hypothése « F est de dimension finie ».
Par exemple, on peut montrer que la dérivation ¢ : K[X] — K[X] définie dans le paragraphe 1,
est surjective mais n’est pas injective.

II. UTILISATION DES MATRICES

Dans cette partie, on fixe trois K-espaces vectoriels E, F' et G de dimension finie.

On se donne des bases # = (v1,...,vp) de E, € = (wi,...,w,) de F et Z de G.

1. Matrice d’une application linéaire

Définition-Proposition

Soit f e Z(E,F). f)/€ ... fp)/?
(a) La matrice de f dans les bases B et € est : Matg o f = H H
Il s’agit de I'unique matrice A € M,, ,(K) telle que :
fro Xr——Hu‘Y ou | Y =AX|
/% /%

(b) Quand E = F et 8 = €, on note : Matgzf = Maty zf.

DEMONSTRATION
Soit A € M,, ,(K). L’application g : v

X —w ‘AX est linéaire (facile).
/¢

0
Les vecteurs g(v1), ..., g(vp) ont pour coordonnées A 91, .., 4 <[1)> dans €.
0 1
Les colonnes de A sont donc g(v1)/€, ..., g(vp)/€ .
Si f =g, alors vu ce qui précéde A= Maty 4 f.
Si A =Matyg 4 f, alors f coincide avec g en chacun des vecteurs vy, ...,vp, puis f=g¢g. O
Exemples
1
(1) On a, par la définition du (a) : Matyzidy = <001> =1, o p=dimFE.
(2) Soit A € M, ,(K). On sait que application f: KP — K" est linéaire.
X — AX

Par la caractérisation du (a), la matrice de f dans les bases canoniques est égale & A.
(3) Soit # € R. La rotation r: R? — R? déterminée par [’ = (cosf)z — (sinf)y
(z)l—)(;:) y' = (sinf)x + (cosf)y

s’écrit (?j) — (COSG 7Sin0>(x). On adonc: MMat

sinf  cos@ Y

cosf —siné
base canonique de R2 r= Sin 0 COSs 0 )

(4) On considére Iapplication f : Ry[X] — R[X] qui est clairement linéaire.
P —(X+1)P —P

On cherche, a l'aide d’un calcul matriciel, une base de Kerfet une base de Imf.
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Ona: f(1)=—1, f( X)=1 et f(X?)=X2+2X.
Par conséquent : Im f = Vect(f(1), f(X), f(X?)) C Ry[X].
Cela permet de définir 'application f: Ro[X] — Ro[X] qui est encore linéaire.
P —(X+1)P—P
On a : Kerf: Ker f et Imf: Im f. On recherche des bases de Ker f et Im f en coordonnées.

-1 1 0
Par définition, la matrice Mat(y x x2)f est: A:==1 0 0 2
0 01

On prend en compte 'autre caractérisation donnée pour Mat x, x2)f :

Ker f = {P € R2[X] | f(P) =0} = {P ‘g‘f e R?[X] | A(Z?>:(§)}.

/(1,X,X2)

On résout I'équation A ( z) (8) d’inconnue (31) € R? par la méthode de Gauss :
ap a1 a2 ag az ai 0 ap as ai
D1 oo -1 0 1 1
002_,<0 @0) (0).
0 0 1/29%\ 0o 1 o/fsc2s"t2\ o o o
ag — t
Donc Kerf:Q a;=t,teR, puis Ker f ={t(X +1); t € R} et Ker f a pour base (X + 1).
ag = 0

Ce calcul par Gauss montre aussi que rg (f(1), f(X), f(X?)) =rg (f(1), f(X?)) =
Il en résulte que Im f a pour base (f(1), f(X?)), c’est-a-dire (—1, X2 + 2X).

Définition-Proposition
(a) L’application Z(E,F) — M, ,(K) est un isomorphisme de K-espaces vectoriels.
f — muf@fgf
Donc Z(E, F) est de dimension finie et dim.Z(E, F) = (dim F)(dim F).
Le K-espace vectoriel E* des formes linéaires sur £ a d’ailleurs une base * = (v], ...,v;;),
appelée base duale de %, qui est déterminée par : v} (v;) =1 et v} (v;) =0 quand j # .
(b) Soient f e Z(E,F) et g€ Z(F,G).
On a: Matg (g o f)= (Qﬁatcﬁ_@ g) (matg,% f)
(c) Soit f e Z(E,F). On pose A:=Matg4 f € M, ,(K).
L’application ‘f : F* — E* est linéaire. De plus : Maty g+ (*f) =tA.

¢ — pof
DEMONSTRATION
(a) Il est clair que l'application Matz 4 : L(E,F) — M, ,(K) est linéaire.
/ — Matyg o f
ail -+ aip aii Q1p
Soit A = < ) € M, ,(K). On note wy,...,w, € F tels que w; et ...et wy| :
anl ** Gnp /€ an1 /C |anp

D’aprés une proposition du II 1, il existe f € Z(FE, F) unique tel que f(v1) = wy et ... et
f(vp) = wp, cest-a-dire Matyf = A. Ainsi, Papplication Matz ¢ est bijective.
Dans le cas ou F' = K et € = (1), les images des vecteurs vy, ..., U, sont les vecteurs
Eiq,...,E1p de My ,(K). Cela prouve que #* est une base de E*.
(b) On pose A :=Matyzy f et B:=Maty 5 9.
vty ‘Z avec Z =DBY et YV = AX.
9

On obtient la décomposition go f:u |X R 1/
B ©
Donc Z = (BA)X, ce qui prouve que : Maty 4(go f) = BA.

(c) Il est clair que p o f € E* pour tout ¢ € F*, et ensuite que f est linéaire.
Le coefficient de Maty« 4+ (*f) sur la i® ligne et j° colonne est la i® coordonnée a; de [f(u);f) =

p
> a;vf suivant (vf, 7;) Or: o; = (’Lf(uf))( i) = W) ( Z Qi uA) = aj;.
=1

1=
D’otu le résultat. O
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2. Utilisation du rang

Proposition
Soit f e Z(E,F). On pose A:=Matg s [ € My ,»(K).
(a) On a: rg(A) =rg(f).
D’ou : | f est surjective si et seulement si rg(A) =n;
f est injective si et seulement si rg(A) = p.

(b) L’application f est bijective si et seulement si: n =p et A est inversible.
Dans ce cas : Maty 4(f 1) = A7L.

(c) On a: rg(f) =rg(f), donc rg(*A) =rg(A) (déja vu).

DEMONSTRATION

((a) On sait calculer le rang d’une matrice et d’une famille de vecteurs par la méthode de
Gauss : 1g A =1r =1g (f(v1),..., f(vp)) =18 f.

Pour le reste, on utilise : dim F'=n et dimKer f =p —rg f (théoréme du rang).

b) D’aprés (a), f est bijective si et seulement si n = p et rg A = n, c’est & dire : n = p
et A est inversible. Dans ce cas, on sait que f~! est linéaire. On a : f~'o f = idg donc
Dﬁat%',%(,f*l) A = I,,, ce qui donne le résultat en multipliant & droite par A~1.
Variante (sans utiliser le rang)
Pour tout g € Z(F,E), on a :
f bijectiveet f7l =g <= gof=idg et fog=idp
<= n=p et Matg z(go f) =1, et Matgx(fog)=1In
——
nécessaire pour que E et F soient isomorphes
<~ n=p et (fmat%;%» g)A =1, et A(imat%'w g) =1,
<= A inversible et A7 =Maty z ¢
Si f est bijective, on sait que f~! est linéaire, et en appliquant ce qui précéde a ¢ := f~1,
on en déduit que A est inversible d’inverse imatww(f’l).
Si A est inversible, on sait que son inverse est la matrice dans les bases ¥ et % d’une
application linéaire g, et on déduit de ce qui précéde que f est bijective.

(c) D’aprés le théoréme du rang, on a : rg ('f) = dim F' — dim Ker('f).
Par ailleurs : Ker('f) = {¢ € F* | ¢, = 0}. Soit (uy,...,u,) une base de Im f. On la

compléte en une base (ug,...,u,) de F. On note (uj,...,u)) sa base duale.
n

Pour tout ¢ =} ayui € F*,ona: o, ;=0 <= a;=..=a, =0,
i=1 '
Ainsi Ker('f) a pour base (uyyq1,--ruy,), ce qui donne I'égalité rg () =rg (f).
Finalement : rg (*A) = rg (*f) = rg (f) = rg (A). O
Remarque
Soit A € M(n,K). On lui associe 'application linéaire f: K® — K”.
X — AX

Pour montrer que A est inversible et calculer A~!, il suffit de montrer que f est bijective et
calculer f~1. Pour cela on peut tenter de résoudre a Y € K" fixé le systéme AX =Y d’inconnue
X € K" et de prouver qu’il a une unique solution qu’on écrira sous la forme X = BY avec
B € M(n,K). Dans ce cas, on aura : A est inversible et A~! = \I@/

car f est bijective matrice de f_1 :Y — BY

3. Changement de base

On se donne deux nouvelles bases, %' = (v}, ...,v,) de Eet ¢ = (w},...,w;) de F.
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- ) Iy / !
Définition-Proposition /B /B

(a) La matrice de passage de B a HB' est :

(b) Il s’agit de I'unique matrice P € 9M(p, K) vérifiant :

si v | X e€FE alorsona v |X' avec | X =PX |
/% /% ——

attention !

(c) On a: P est inversible et P! est la matrice de passage de %’ a 4.

DEMONSTRATION
b) Comme la matrice de passage de & a %' est égale & Maty 4z idg, il suffit d’appliquer le
I g g %' % 1AE Ppiq
résultat analogue du paragraphe 1.
(c) Puisque idg est bijective de réciproque idg, la matrice Maty zidp est inversible et son
inverse est égal a Maty 4 idg. Compte tenu de I'égalité du début de cette démonstration, cela
signifie que P est inversible et d’inverse la matrice de passage de %’ a 4. O

Remarque 0B ... B

Soient v1,...,v, € E. On pose B = (U1,...,0p) €t P:=

Si on dispose d'une expression explicite des vecteurs vy, ..., v, comme combinaisons linéaires
de vy, ..., Up, alors : E = VectN(vl, vy Up) QYect(ﬁl, ..y Up) ce qui d0~nne E = Vect(v1, ..., Up), puis
(01, ...,0p) engendre E et rg P = p, enfin Z est une base de E et P est inversible.

/B ... v,)B

On inverse P grace au (c) de la proposition-définition précédente : p1l=
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