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rappel

Ch. 1. Continuité et dérivabilité

Plan
[. Continuité
IT. Dérivabilitél

[. CONTINUITE
1. Généralités

Notation
Soient f: I — R et u,l e RU{—00,+00}.

intervalle infini

On note « lim f(x) =1 » lorsque :

xel
- liinf(x):l si w €]inf I,sup I];
- lim_ fle)=1et (uel= f(u)=1) siu=infI;

T U
(—o0 quand u = —o0)
- lim f(z)=10 et (uel= f(u)=1) siu=supl.
T— U

(400 quand u = +o0)

Définition-Proposition
On considére f: I — R

intervalle infini

(a) On dit que f est continue en un point xo de I si : lerrzl f(x) = f(xo).
0
zel
Cela équivaut a: Ve >0 Ja>0 Vz el (jz— x| <a = [f(z)— f(z0)] <e).
(b) On dit que f est continue si elle est continue en tout point de I.

Exemple

Les applications polynomiales et les applications sin, cos, In, exp sont continues sur leur
intervalle de définition.

Proposition
On se donne une application g¢: { T R.
intervalle infini
(a) Soient f: I — R telleque f(I)CJ etxgeEl.

intervalle infini

Si f est continue en xq et g est continue en f(xg), alors g o f est continue en xg.

(b) Soient (uy)n>0 une suite d’éléments de J et k € J.
Si uy, —+> k et g est continue en k, alors g(u,) — g(k).
n—-+40oo

n—-+00
(c) Soient (uy)n>0 une suite d’éléments de J, k € JU{inf J,supJ} et | € RU{—o0, +0o0}.
Si u, — k et gly)—1, alors g(u,) — L.  [généralise le (b)]
n——400 y—k n—>+00
yeJ



DEMONSTRATION
(a) Soit € > 0. Continuité de g en f(zo) : |g(y) —
Ensuite, par continuité de f en xgona: |f(x)—
Ainsi, pour z € Ton a: |z — x| <a = |[f(z) —
Conclusion : g o f est continue en x.

(b) Découlera de (c).

9(f (o)) <€ siy e Jet |y— f(zo)| <n.
f(zo)] <m désquex € [ et |z — x| < .
f

(zo)l <n = lg(f(x)) = g(f(z0))| <e.

(c) On se place seulement dans le cas suivant : k,[ € R (mémes idées dans les autres cas).
Soit € > 0. Vu la limite de g en k,on a: |g(y) — | <edésquey e Jet |y —k|l <n.
Ensuite, compte tenu de la limite de (uy)n>0, on a: |uy, — k| <n dés que n > N.

Ainsi, pour tout n € Nyona: n>N = |u, — k| <n = |g(u,) =] <e

Conclusion : g(u,) — 1.
T—U

Découle des résultats sur la limite d’une composée. O

Remarque (« caractérisation séquentielle de la continuité »)
On se donne une application g: J — Retkeld.

intervalle infini

Si pour toute suite (uy,)p>0 d’éléments de J telle que u, — k ona g(u,) — g(k),
Z n—r+00 n—+o0

alors g est continue en k.

DEMONSTRATION
On raisonne par contraposition. On suppose que g n’est pas continue en k :
Je>0 Va>0 Jzel (jz—kl<aet \g(“)— (k)| > €).
On fixe un tel € > 0. Pour chaque n € N le choix de a = +1 fournit w, € I tel que :

‘Un - k‘ < n+1 et ‘g(un) *g( )‘ > €.

En passant a la limite dans la premiére inégalité, on obtient : wu, —+> k.
n—-+0oo
Mais la seconde inégalité impose, par 'absurde, que g(u,) —~ g(k).
n——+00
Comme la condition de départ de la remarque n’est pas réalisée, I'implication est vraie. O

2. Les trois théorémes

Notation
Soient a,b € R tels que a > b. On pose [a,b] :=[b,a] et ]a,b[ :=1b,al.

Théoréme (« théoreme des valeurs intermédiaires »)
Soit f: [a,b] — R une application continue avec a,b € R et a < b.
Pour tout yo € [f(a), f(b)], il existe zg € [a,b] tel que yo = f(zo).

DEMONSTRATION
La méthode qui suit, par « dichotomie », peut étre utilisée par ordinateur pour trouver une
solution de I’équation f(z) = yo. On suppose que f(a) < f(b) (mémes idées si f(a) > f(b)).

On va construire deux suites adjacentes (ay)n>0 et (by)n>0 par récurrence.

Yy
On commence en notant : (ag,by) := (a,b).
Ensuite, a partir de (ay,b,) on construit : Yo
( b ) (an, an;bn) si yo < f(an+bn)
An+1,Op41) 1= §oU _
nTls¥n (an;’bn7bn) si j(a7L+bu) < l,/o |
O a T

On obtient a, < ant1 < bpy1 < b, et alaide d'une récurrence :

bp —a, = b2—_na avec (*) f(an) <y < f(bn)

On note z¢ la limite commune & (a,)n>0 €t (by)n>0. Ona: a, < xg < b, pour tout n > 0.
En particulier a < z¢ < b (avec n = 0), puis f(zg) = yo par passage a la limite dans (x). DO



Corollaire

Soit f: I — R une application continue.

intervalle infini

On a : f(I) est un intervalle.

DEMONSTRATION

Une partie J de R est un intervalle si et seulement si :
Vu,oeJ VteR (u<t<v =tel).
Soient u,v € f(I). On suppose que u < v et montre que [u,v] C f(I).
Il existe a,b € I tels que a < bet {f(a), f(b)} = {u,v}. En appliquant le théoréme des valeurs
intermédiaires & f o), on obtient : [u,v] C f([a,b]). Dot [u,v] C f(I).
Ainsi f(I) est un intervalle. O

Lorsque I et J sont deux intervalles infinis donnés, existe-t-il une application continue
f: 1 — J telle que f(I) = J7 Lorsque I n’est pas un segment, on peut construire une telle f
au cas par cas — exercice. Par contre, lorsque I est un segment J doit étre un segment.

Théoréme (« théoréme de l’image continue d’un segment »)
Soit f: [a,b] — R une application continue avec a,b € R et a < b.

On a: f([a,b]) est un segment.

En particulier, il existe ¢,d € [a,b] tels que : f(c) = m[inb] f(z) et f(d) = m[a)z] f(x).
x€|a, xE|a,

DEMONSTRATION
On sait déja que f([a,b]) est un intervalle. On montre qu’il a un plus grand élément.

On note : M = sup f([a,b]) € RU +o0.

Il existe une suite (z,,),>0 d’éléments de [a, b] telle que f(zy,) = M.
- n——+00

D’aprés le théoréme de Bolzano-Weierstrass, il existe une suite (z,, )r>0 extraite de (2, )n>0

qui converge . T, k—> d € R. Par prOlOngHlth des inégalités, ona: dée€ [a, b]
—+00

La continuité de f en [ donne : f(zy,) = f(d). D'ou: M = f(d) < +o0.

Démonstration classique & partir de 'introduction de M

e Soit n € N. On introduit : I, = [n, +oo[ si M = 400, I, = [M’ — #,M’] si M € R.
L’ensemble A,, :={z € [a,b] | f(z) € I,} est donc non-vide et majoré par b.

On pose : s, =sup A, € [a,b]. On va voir que s, appartient & A,,.
Pour chaque k € N, on choisit z;, € A, tel que : s, — %—H < xp < sp.

On passe a la limite : zy — s,. Donc f(zr) — f(sn)-
k—+o0 k—+o0

Or: f(xzx) € I, pour tout k > 1. D’ou : f(s,) € I, par prolongement des inégalités.

o Par ailleurs, pour tout n > 0,on a: A,;1 C A,, donc  s,11 < S -
—~—

~—
La suite (sp)n>0 est donc décroissante et minorée par a. sup A, 41 un majorant de Ay
On pose: d= lim s, € [a,b]. On obtient : f(s,) —> f(d).
n——+00 n——+00

Vu que f(s,) € I, on a aussi : f(sy) 7 M. Dou: M= f(d) < 4+o0.
n——+0oo

Les mémes idées permettent de démontrer que f([a,b]) a un plus petit élément . O

Théoréme (« théoréme de continuité de la “réciproque” »)

Soit f: I — R continue et strictement croissante (resp. strictement décroissante).

intervalle infini

L’application fo: I — f(I) est bijective, et, sa réciproque [notée parfois par abus “f~

z = f(z)

est continue et strictement croissante (resp. strictement décroissante).

1”]



DEMONSTRATION
On se place dans le cas ou f est strictement croissante (méme méthode dans 'autre cas).
eSiz,yeletx#y, ona:x<ypus f(z) < f(y), ou, z >y puis f(x) > f(y); dans les
deux cas f(x) # f(y). Par conséquent, f est injective. Cela signifie que fy est bijective.
(I) tels que u < v. Il existe x,y € I tels que u = f(x) et v = f(y).

e Soient u,v € f
) > f(y) contradiction. On a donc = < y, ce qui s’écrit fy '(u) < f5 ' (v).

Siz >y, ona f(

Ainsi, fy L est strictement croissante.
e Soit yg € f(I). On vérifie que f(;l: f(I) — I CR est continue en yp.
intervalle infini

On fixe xo € I tel que yo = f(xp) et suppose que zg # inf I et xy # sup I (mémes idées sinon).

Soit € > 0. On fixe a,b € I tels que : To—€ <a< xyg <b< xp+e

peut-étre hors de T peut-étre hors de T
1ot (wo)
Ona: f(a) < f(’l‘(]) < f(b). On fixe a > 0 tel que : f(a) <yo—a <yo <yo—a < f(b).
Soit y € f(I). Si |y — t/o\ < a,alors f(a) <y < f(b),alors a < ]"Jl(y) < f(b) car _}"Jl croit
strictement, lels }fo y) fo (y0)| <e.
On en déduit que fo est continue en . O
Remarques

On reprend les notations du théoréme précédant.

1. On a les précisions suivantes avec a et b et les limites appartenant tous & RU{—o0, +00} :
~sil=[a,0] - f(I) = [f(a), f(b)] (resp. [f(b), [(a)]);
“siI=la,b s f(1) =] lim f(@), f)] (esp. [f(0), lim f(@)):
“sil=a,b[: f(I)= [ ( ) Jim f(z)[ (resp. ] lim f(x), f(a)]);
S T=Jab(: () =] lim F(). lim f@)[ Gesp. ) lim f(e), lim_ f(e)))

2. Le graphe de fo~! est 'image du graphe de f par la symétrie orthogonale (z,7) — (y, z)
par rapport a la premiére bissectrice.

a,

DEMONSTRATION
1. On vérifie & chaque fois deux inclusions. L’inclusion (C) découle de la monotonie de f,
sachant que xlilzl+ f(x) et J:lg?* f(x) sont des bornes de f(I). L’autre inclusion découle du
théoréme des valeurs intermédiaires.
2. Pour (z,y) € R? on a : (y,z) € graphe(fo ™) <= (y € f(I) et fo '(y) = =)
<— (zelety=f(r)) < (z,y) € graphe(f).
D’otu le résultat. O

3. Fonctions réciproques usuelles

En annexe : les graphes des fonctions usuelles (dont cosh, sinh, et tanh).

Définition-Proposition (« fonctions trigonométriques réciproques »)
(a) Les applications arcsin: [—1,1]— [-Z, 2], arccos: [—1,1]—[0,7], arctan: R—|—Z, Z[
sont les réciproques (continues) des bijections continues strictement monotones suivantes :
[—%, %] — [=1,1] qui croit, [0,7] — [—1,1] qui décroit, ] 55 [ — R qui croit.
Y — siny Yy > cosy Y — tany
Poul tous z,y € R, on a donc :
( et y = arcsin J,) = (y € [—g, %} et x = sin y) ;
( et y = arccosz) < (y € [0,7] et x = cos y) ;
Yy = 11(,t<11LL = (y € ]— %[ et x = tany).

~—

[SIE]
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(b) On a : | arcsin’(z) = ﬁ quand z € |—1,1[;
arccos’(r) = ——== quand z € |-1,1[;
, B \1/1712
arctan’(z) = 177 quand z € R.
On en déduit que : arcsinx + arccosz = 5 quand z € [—1,1].

2
Remarques
1. Pour tout « € [~1,1], on a: sin(arcsinz) = sin |[_z z)(arcsinz) = .
Cependant : arcsin(sinm) # 7 (attention!).
2. Soit x € [-1,1]. On a : arcsin(—2z) = —arcsinz (éléments de [—7, 5| de méme sinus).
On a aussi : arccos(—z) = m — arccosz  (éléments de [0, 77] de méme cosinus).
3. Soit # € R. On a: arctan(—xz) = —arctanz  (¢léments de | -3, 5[ de méme tangente).

Définition-Proposition (« fonctions hyperboliques »)

; (a? So)it z € R. On pose : coshz = €2 (paire), sinhz = “=F— et tanhxz = %
impaires).

Donc : cosh?z — sinh? 2 = 1, cosh’ 2 = sinhz, sinh’z = coshz, et tanh’z = 1 — tanh®z =

(cosh = + sinh z)(cosh  — sinh z)
1 < [cosh & # 0]
. \[cosh z #
cosh? z

(b) Les formules hyperboliques se déduisent des formules trigonométriques en utilisant :
« cos(iz) = coshz, sin(iz) =isinhz, et tan(iz) =1 tanhx » (procédé mnémotechnique).

Définition-Proposition (« fonctions hyperboliques réciproques »)

(a) Les applications arsinh: R — R, arcosh: [1,+oo[ — [0, +00], et artanh: |-1,1[ - R
sont les réciproques des bijections continues strictement croissantes suivantes :
R— R , [0,400][ = [1,400[, et R—]-1,1].
y — sinhy y +— coshy y — tanhy
Pour tous z,y € R, on a donc :
y = arsinhz <= 1z = sinhy;
(z € [1,+00[ et y = arcoshz) <= (y € [0,400] et z =
cosh ]/) :
(;'(7 €]-1,1[ et y = artanhz) <= z = tanhy.

(b) On a:| arsinh(z) = In(x + V22 + 1) et arsinh’(z) = ﬁ quand z € R;

arcosh(x) = In(z + V22 — 1) quand = > 1 et arcosh’(z) = \/x;—_l quand x > 1;
artanh(z) = 3 In(122) et artanh’(z) = 1}332 quand —1 <z < 1.

II. DERIVABILITE
1. Généralités

Définition-Proposition
Soient f: I — R xpeletleR.

intervalle infini
(a) On suppose que zp n’est pas une borne de I.
On dit que f est dérivable en xo et f'(xo) =1 si: f@)=flw)
—

T—To T—T0

) rH#x0
ou 44| de2 _. %\/:2,1‘/

—[SE =22 mais (
r=z( da

Cela équivaut a l'existence d’une application «¢: J — R telle que :

intervalle ouvert contenant O

xo+helet f(xo+ h)= f(xo)+ hl+ he(h) pour tout h € J, avec e(h) h—SO.
—>



(b) On dit que f a une dérivée a droite (resp. & gauche) en zo et fi(xo) = 1 (resp.
folwo) =1) si: f(@)=1(@o) —, [ (resp. f@)—flwo) l).

r—xo Tr—x0 —
*}930 ZIJ*}.’L‘O

(c) On dit que f est dérivable si elle est dérivable en tout point de I qui n’est pas borne
de I et elle a une dérivée d'un coté, encore notée f’(b), en tout point b de I qui est borne de I.
Dans ce cas, la dérivée de f est application f’: I — R qui envoie = sur f/(z).

Remarques (notation ci-dessus)

1. En passant a la limite dans f(z) = f(x0) + (x — mo)M (x # x0), on obtient :

T—x0

si f est dérivable en xg alors f est continue en xg |.

2. Dans le cas ou g n’est pas une borne de I, I’application
f a une dérivée en g et f/'(zg) =1 si et seulement si pour
tout € > 0, il existe o > 0 tel que le graphe de [ _a,z9+a]
est inclus dans la partie hachurée ci-contre.

3. La définition de f’(zg) se généralise au cas d’une application f: I — C en

intervalle infini

remplagant simplement R par C. Ainsi, en posant f(z) = g(x) +ih(x) quand z € I, on a :
m m

R R
f est dérivable en zg si et seulement si g et h le sont ; dans ce cas : f'(zg) = ¢'(x0) + 1A/ (z0).

Proposition
(a) Soient f,g: I — R et zg € I. On suppose que f et g sont dérivables en xg.

intervalle ouvert

Ona: (f+g)(z0) = f'(xo) + 9 (z0), (f9) (x0) = f(x0)g(xo)+ f(x0) g (o),
~— ——

existe existe
! (z z0)—f(x0) g’ (x
ot (5) (z0) = f'(z0) g( ;()zoj;g 0) g’ (z0) quand g(zg) # 0.
(b) Soient f: I — R etg: J — R telsque f(I)C J, et xg € 1.

intervalle ouvert intervalle ouvert

On suppose que : f est dérivable en xg et g est dérivable en f(z).
Ona: go f est dérivable en zg et (go f) (zo) = ¢'(f(x0)) » f (o).

p dz 1z
= f(z)et z=g(y),ona: T = T :1[1/

(c) Soient f: I — R continue strictement monotone et zo € I.

intervalle ouvert

On suppose que : f est dérivable en xg et f'(xg) # 0.

On note par abus “f~! la réciproque de la bijection : I — f(I) et pose yo = f(x0).
x> f(x)
On a : f(I) est un intervalle ouvert, f~! est dérivable en yo et (f~1) (yo) = —F———.
P (1 wo))

{f\ la I)hy,\‘l(fl(‘,ﬂﬂt‘, en I)()SEUH Yy = / (.’r), on a : m = dy -
dx

DEMONSTRATION
(a) On a:| f(zo+ h) = f(xo) + hf'(x0) + her(h) avec e1(h) _— 0;
11—
g(xo + h) = g(zg) + hg'(z¢) + hea(h) avec e9(h) — 0

h—0
Done : | (f + g)(zo +h) = £(z0) + 9(z0) + h (f'(x0) + ¢ (w0)) + h (1 () + e2(h) ;
—_———

— 0
h—0

(fg)(zo +h) = f(wo) g(wo) + h (f'(z0) g(w0) + f(z0) g’ (20 ))‘F/’(\"/;,)-

— 0

1 1 h—0

- ' T : . f | g(x)  g(zq) 1 g(z)—9g(xo) —g'(z0)

VL x ,ona: = = = avec = ——— — R0

Quand g(xg) # 0, on a ; fx ; avec o @ o) e—zo  asay @)
en supposant x est suffisamment proche de zy pour que g(x) # 0. TFT0



(b) On a :| f(zo+h) = f(xo) + hf'(xo) + her(h) avec e1(h) —0;

h—0
9(f(w0) + k) = g(F (20) + kg'(f(20)) + hea(k) avec ea(k) — 0.
Donc : (go f)(xwo+h) = g(f(x0)) +hdg (f(xo)) = f(xg) + hes(h), on
5(h) = ¢ (F(20)) x e1(h) + (' (o) + £1(k)) 2 (A () + her () — 0.

h—0

(c) On sait que f~! est continue et que f(I) est un intervalle ouvert. Soit y € .J.

Ty
On a, en posant o = f~1(y): {—W=/"@wo 1 — 4+~ D'ou le résultat. O
a, pOSe f (/) Y—10 j(;:,lj‘:jf(f“j 0 F(@0) :
FTEO y#yo
Exemple
Le (c) permet de prouver les formules qui avaient été admises pour les dérivées de exp,
arCSin, arCCOS, et arctan. +[s’assurer que les étudiants savent retrouver arcsin’, arccos’, et arctan’]
de* 1 u
Par exemple, ona: — = ——— =¢€" pour u € R
du dlnv
dv ly=ev
Soit z=x+1iy € C. On pose : expz = e” (cosy + isiny).
M m
R R

On déduit de ce qui précede que : %(exp(tz)) = z exp(tz) pourt € R.

2. Dérivées successives

Définition

Soient f: I — R etneN.

intervalle infini
(a) Par convention, f est toujours O-dérivable et f(©) := f.
Sin > 0, on dit que f est n-fois dérivable si f est dérivable et f’ est n — 1-fois dérivable.|**)
Dans ce cas, on note : f(™ = (f)(»=1),
(b) On dit que f est de classe C™ si f est n-fois dérivable et f (") est continue.
On dit que f est de classe C° si f est k-fois dérivable pour tout k € N.

Remarques

On se donne n € N\ {0}. Dans les trois cas qui suivent, on pourra remplacer « n-fois
dérivable » par « de classe C™ » ou par « de classe C™ ».

(a) On constate tout de suite par récurrence qu'une somme, un produit, un quotient (avec
un dénominateur qui ne s’annule pas) de deux fonctions n-fois dérivables est n-fois dérivable.
(b) De méme, si f: I — R et g: J — R tels que f(I) C J sont n-fois

intervalle ouvert intervalle ouvert

dérivables, alors go f est n-fois dérivable.

(c) Enfin, si f: I — R est n-fois dérivable et strictement monotone avec f’ qui ne

intervalle ouvert

s’annule pas, alors la réciproque de la bijection z — f(x) de I dans f(I) est n-fois dérivable.

Proposition (« formule de Leibniz »)

Soient f,g: I — R des applications n-fois dérivable avec n € N\ {0}.

intervalle infini
n

Ona: fg est n-fois dérivable et (fg)™ = S () [k g(n—Fk)
k=0

DEMONSTRATION

On effectue une récurrence sur n.
(i) Ona: (f9) = fg= g

(*) Plusrigoureusement, ’ensemble D,, des applications n-fois dérivables de I dans R se définit par récurrence :
Dy est 'ensemble des applications de I dans R et, lorsque n > 1, D,, est I’ensemble des applications dérivables
g: I — R telles que g’ € Dy—1.




(ii) On suppose la formule vraie pour un certain n > 0. On a :

(fg)(n+1) _ ((fg)(n))/ _ i (Z)f(k#»l)g(nfk) + kio (lib/)f(k’)g(nfk’jtl)

k:(] n
CVRRIZLN Sy pg(ntD) 4SS () + (7)) Ol 4 () plokDg, 0
~— =1 e ~—

("
3. Théoréeme de Rolle

—~

n+1
n+1

Notation
Soient a,b € R tels que a > b. On pose [a,b] := [b,a] et ]a,b[:=]b,al.

Théoréme (« théoréme de Rolle »)

Soit f:[a,b] - R avec a,b € R distincts.

On suppose que f est continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b[ avec f(a) = f(b).[*)
Alors il existe ¢ € Ja,b] tel que : f'(c) = 0.

DEMONSTRATION
e Si f est constante, on a f’ =0, et le milieu ¢ de [a, b] convient.
e Sinon, il existe ¢ € [a,b] tel que f(t) # f(a).
On se place dans le cas ot f(t) > f(a) (méme méthode pour f(t) < f(a)).
Comme f est continue, son image f([a,b]) est un segment [m, M| avec m < M.
Il existe ¢ € [a,b] tel que M = f(c). Ona: M > f(t) > f(a) = f(b) donc c € ]a,bl.
Dot : f'(c) = (fjapp) (c) = 0. O

(*) On dira qu’une fonction f définie sur une partie D de R et & valeurs dans R est continue (resp. dérivable)
sur un intervalle infini I inclus dans D si sa restriction & I est continue (resp. dérivable). Lorsque I = D ou
I est un intervalle ouvert, cela signifie que f est continue (resp. dérivable) en tout point de I.



Annexe : graphes de certaines fonctions usuelles

Y

Yy =expzr

)
Iy = 2
21 P Y=
/
\\ ,
\ / _
N y=Vz
\ /
\ it
I N e I I
—1 0 1 2 z
Y
s .
2T Yy = arcsinx
1__ //—\\
d N
AN
A
N — N .
=1 /0 1z TN, 8m 7
I z 3m
2 _ 2 \\\ 2
- _1_ . ~_ -
o Yy =slnx
L+
Y
P
Y = arccos x
g
2
/1'-_\
//
AN .
7/
R \. | .//
! N ! —
[y — T\ ™ s 3m
2 1 0 1 2 N s 9
N 7
\\ //
-1+ -7 y=-cosz
i v,
|y =tanx | y=tanz
I I
! T | !
/ 2 /
/ /
/ 1+
,/ 4/~ y = arctanx
_T_ s x
5 1/ 0 1 5 ,/
/ /
/_1" /
I_E__ /
) !
I I
I’ y=tanx!
[
]

-1 0,1 € x
/
-1+
I
I
I
Y
// y = sinhzx
/
/
’
’
Lt // y = arsinh x
-1 0 1 x
//
=Lt
/
/
/
/
/
/
\ Y '
\ //
\ / y =coshz
\ /
\ /
\ /
N /
N ’
N e
94— y = arcosh x
-1 0 1 z
Y
y = artanh x
1__ ______
-~ y=tanhx
-1 0 1 x
//
______ AR
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Ch. 2. Intégrale de Riemann

Plan
|[. Intégrale de Riemann d’une fonction continue|
[I1. Calcul de primitives|

Dans tout ce chapitre on fixe a,b € R tels que a < b.

[. INTEGRALE DE RIEMANN D'UNE FONCTION CONTINUE

1. Construction
Idée
Soit f : [a,b] — R continue. On suppose pour simplifier que f > 0.

On cherche a donner un sens a 'aire de la partie hachurée suivante :
Yy

@) a b o

M,
"R s

Zo Tn
b—a b—a b—a
Exemples
(1) On choisit f : [0,2] — R avec le graphe suivant :
Y
y = f(x)
S—

.

X
Oh 1 9
Iei: A1 =2 Ay =1 A3=14, A4y =1.
|Ln‘ suite (A,)p>1 n'est donc pas monotone. Par contre la suite (Agn),>0 est toujours décroissante.|
1 size@Q

0 sinon ,ce qui s’écrit f = ]IQ|[0,1]'

(2) On choisit f : [0,1] — R donnée par f(z) = {

Pour toute application f: E — F et toute partie A de E, on note f|,: A— F .
ensemble ensemble ‘ :
x = f(x)

11



Ona: x ———0 xl l...,wnzgzl donc My =..=M, =1 puis 4, = 1.
On a aussi : x0<m0+\/_ <m1<m1+%§ <xn,d0ncm1: .=my =0 puis a, = 0.
[Le calcul de my, utilise le fait que V2 2 ¢ Q. Cela se démontre par l’absurde. Sinon V2 = T aveca € Z
et b€ N\ {0} ol b est minimal, puis V2 = § = ff’ = )”Z’i,‘)’ avec 0 < a — b < b; d’ott une contradiction. |

Définition-Proposition (résultats admis)
Soient f,g: [a,b] — R continues.

(a) [hors programme| On associe & chaque n € N\ {0} les réels
:Bk:a—i—k‘b*Ta pour 0 < k<mn, M= sup f(x) et mpy= 1inf f(x) pourl <k <n,

zp—1<z <z} Tp—1S T STk

puis A, = (z1 —xo)My1+ -+ (zy — xp_1)M,, et a, = (1 —x0)m1+ -+ (T — Tp_1)My.
Les suites (An)n>1 et (an)n>1 convergent vers une méme limite, qu’on note fab f(z)dez.
On pose : fb dm——f f(x)dz et fccf(m) dz=0 pour tout ¢ € [a,b].
(b) L’intégrale sur [a, b] vérifie les propriétés suivantes :[*)
f:ldx =b—a et ff(af—{—ﬁg)(x)dm = afff(m)dx—l—ﬁfabg(x)dm quand o, 8 € R;
(i) si f <g, alors f;f(w) dz < f; g(z)dx
(iii) [ f(z)dz = [} f(z)dz + [ f(z)dz quand w,v,w € [a,b] (« relation de Chasles »).

2. Propriétés de I'intégrale

Définition-Proposition
Soit f:[a,b] = R continue.
Le nombre - fabf(w) dz s’appelle la valeur moyenne de f sur [a,b].

(a) L’application continue |f]| vérifie : |f;f(w) dz| < f; |f(z)|dz |

(b) I existe ¢ € [a, b] tel que : 7 ff f(z)dz = f(c¢) « formule de la moyenne ».

DEMONSTRATION
(a) Ona —|f| < f <|f], donc — ]ab |f(x)|dx < ](j) flx)de < ](j) |f(x)| dz, d’ou I'inégalité.

(b) On pose m = inf f(x)et M = sup f(z).Ona: m< f< M.
a<z<b a<z<b

Donc, en intégrant de a a b: (b—a)m < ](f’ f(z)dx < (b—a) M par les points (i) et (ii) du 1.

Dot 3 fb f(z)dx € [m,M]. Or la continuité de f sur [a,b] donne : [m, M| = f([a,b]).
Cela fournit le résultat. O
Proposition

Soit f:[a,b] - R continue.

. 1 - b—a
Onns g [ = i DSk

valeur moyenne de f sur [a, b]

moyenne de f(a+ a), ey f(a+n b—a)

DEMONSTRATION

Soit n € N\{0}. On utilise les réels qui ont permis de définir /(Ib f(x)dx.

On a : f(a + k ”7”) = f(xx) et my < f(ag) < My pour 0 < A' < n.
Ainsi: q, = =2 Z mp < h g Z ]‘(a—&—/\ b ”) < A, = J[A

Il reste & (Lpphquel le théoréeme (19& gendarmes. O

(*) Le « théoréeme fondamental de 'intégration » qui s’en déduira, montrera que, lorsqu’on fait varier a et b,
les propriétés (i), (ii), (iii) pour v = a < v < w = b, déterminent l'intégrale des fonctions continues sur [a, b].
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Exemples

n
On peut - si on le souhaite — étudier L >~ f(a + k=2) en se ramenant au segment [0, 1]

alaide de f(z) := f(a+ (b—a)z) pour xk:€1 0,1], car 3 fla+kE2)=1 i f(%)
k=1

(1) Limite de la suite u, = 1 ((1+ + (1422 + -+ 1+, n>17
On constate que : wu, = % > f( ) ol f 0,1 - R est continue.
k=1 r = (1+z)? )
cf. plus loin 3
D’apres la proposition on a : ngrfoo Uy, ’: folt(l +x)2 dg P! [%]0 = %
|Aulr(\, méthode : la formule 124 .- - +n? = M donne u, = %(2 + %)(T + ,—l,) pour n > 1]

La formule de la moyenne s’écrit ici : il existe ¢ € [0, 1] tel que fol(l +x)%dr = (1 +¢)2
(2) Limite de la suite v, = = (sind +sin2 + .- 4+sin2), n>17

n
On constate que : v, =1 >° g(%) ou g: [0,1] - R est continue.
=1

T > sinw
oy .. . 1 . cf. plus loin 1
La proposition donne ici : lim v, = [y sinzdz ~ "= """ [~ cosx]; =1 — cos 1.
n—r—+oo " 0 0
. . i0\1 i0\n (410 gin(2f) sin( %) sin(3)
[Autre méthode : la formule (e'?)!---+(e!?)" =e'" 2 25 donne v, = 22tz )sinG) pour n > 1.|

sin( )

D’apres la formule de la moyenne, il existe d € [0, 1] tel que fol sinz dx = sind.

n sin( —)

II. CALCUL DE PRIMITIVES

Dans les cas simples, le calcul de f; f(z)dz va se ramener a trouver F : [a,b] — R
dérivable tel que F' = f.

1. Techniques d’intégration

Définition
Une primitive d’une application f : I — R est une application dérivable F': I — R
intervalle infini
telle que F' = f.

Théoréme (« théoréeme fondamental de lintégration »)
(a) Soient f: I — R une application continue et a € I.

intervalle infini

L’application Fy: x €I — [ f(t)dt est une primitive de f.

b) Soient f :[a,b] — R une application continue et F' une primitive de f.

Ona: f f(x)dx = F(b) — F(a) 0N freste valable ave Ihypothese « 5 Riomann-intégrable », cf. Ramis p. 222]
On notera [F(z)]° = F(b) — F(a).

DEMONSTRATION
(a) Soit o € I. On se donne h € R\{0} tel que zo+ h € I.
Il existe ¢ € [xg,zo + h| tel que ,—l%](l_l'iﬁhf( )dt = f(c).
o Fy(a h)—Fg(a . 1 h v »
Amﬁz-Aiir—Llf/umk:%Lﬁ’m>mf/<> £(¢) = f(zo)

(*) On aurait pu définir fabf(x) dz par cette égalité, aprés avoir démontré que f admet une primitive F
et que F'(b) — F(a) ne dépend pas du choix de la primitive. Pour construire une primitive F' de f, on pose
fn(@r—1+t(zr—xK-1)) = f(xr—1)+t(f(xr) — f(xk—1)) pour 1 <k < mnett € [0,1]. On construit explicitement
la primitive F,, de f, qui s’annule en a. Ensuite : f est « limite uniforme » de la suite (fn)n>1 (th. de Heine)
et le « th. convergence uniforme + dérivabilité » de L2 montre que (F),),>1 converge vers une primitive de f.
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Soit € > 0. Comme f est continue en xg, il existe o > 0 tel que :
|f(z) — f(zo)| <& dés que z € IN]xg—a,zg+ al.
Lorsque |h| < o, on a [xg,x0 + h] C Jzg — o, 29 + af donc ¢ € Jxg — o, xp + af, puis :

Fo(zo+h)—Fu(x
Fa(zoth)=Fa(zo) '}3 (o) _ f(zo)| < e.
D’ou : w —  f(xg), ce qui s’écrit Fl(xg) = f(x).
v h—0, xzg+hel N )
h#0

(b) D’apres (a) : F — F, est dérivable et (F — F,) =0.
Il existe donc k € R tel que F — F, = k.
On en déduit : F(b) — F(a) = (F,(b) + k) — (Fu(a) + k) = F,(b) — Fy(a) = f{lb f(z)dx. 0

Convention
Soient f : I — R une application continue et a € I.

intervalle infini

En reprenant la démonstration du théoréme (b), on constate que les primitives de f sont
les applications x +—» fax f)dt+k ouk € R. Pour exprimer dans un calcul qu’une fonction

F' est une primitive de f, on écrira abusivement : f f = F(x)+cte, z€1.
Par exemple : [ % = Int+cte, t>0. méme variable!
Corollaire

Soit f : [a,b] — R une application continue telle que f > 0.
On a: fff(:n)dxzo (déja vu) et (fff(:v)dxzo — [f=0).

DEMONSTRATION

D’apreés le théoréme, f admet une primitive F'. Comme F’ > 0, application F croit.
Ainsi : /: f(z)dx = F(b) — F(a) > 0. En utilisant la croissance de f, on en déduit que :
[”b f(z)dz =0 <= F(b)=F(a) <= F=cte +— F' =0 < f=0. ]

Théoréme (« théoréme de changement de variable »)

Soient f : I o R continue, ¢ : { A I de classe C!, et u,v € J.
intervalle infini intervalle infini
. ¢(v)
On a: SD(u)f z)dz = [7 f(pt)) ' (t)dt |

En pratique, on écrira d’abord : « CV x = p(t), donc dz = ¢/(¢t) dt ».

DEMONSTRATION

Soit F': I — R une primitive de f. Donc F o ¢ est dérivable et (F o) = (fo¢)¢ .
On applique aux fonctions continues f et (fop) ¢’ le théoréme fondamental de I'intégration :

S f@)de = [F@)50) = [(F o @)®)]L = [ F(p(t) ¢/ () dt. 0
Cas particuliers
(1) Soient A >0et f:[-A,A - R Continue
On a : ffAf(x)dxszAf dx—i—fo z)dz.
Le CV 2 = —t donne dx = —dt, puis : f_Af r)dz = fg f(=t)(=dt) = fOAf(—

D’ou : ffAf(a:) dz =0 si f est impaire | et ffAf(a:) x = 2f0 x)dx si f est paire |.
(2) Soient A€ Ret f:R—R continue.
X A+27 A+27r
Ona: [{P7f(x)de= [} f(z)de+ [77f(z)dz+ [} )d:v.
Le CV z =t+ 27 donne dz = dt, puis : ;:r%f( dz = fo f(t+2m)dt.

D’ou : fj—i_%rf(:lt) dzx = O%f(x) dx si f est périodique de période 27 |.
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Exemple

(a) Calcul de fjl V1—22dx ?

CV z =sint, te [-F, 7] donc m |cost| et dx = costdt.

Ona: fil V1I-22de = fsm mch = fQTr |Cos t|costdt = f§% 7‘305(2;)“ dt

Sll’l

puis : filx/l—x2dx:{w+§}f —z
(b) Calcul de [ V1 —2z?dz, z€[-1,1] ?

Idée : calculer [;°v1—a?dz avecles CV xg =sinty et @ =sint, on to,t € [-F, F].
On se contente (en étant moins rigoureux) de reprendre le calcul précédent sans les bornes :

f /1 _ $2 de = ... = sm(2t) + + cte = smtcost + 4 cte = \/1 —x2 + arcsma} & cte.

(NE]

non dérivables en —1 et 1 (mais leur somme 1’est)

Théoréme (« théoréme d’intégration par parties »)
Soient u,v : [a,b] = R de classe C!.

On a: ff u(z) v (z) de = [u(z) v(z)]? — fb u'(x)v(z)dz |

a
DEMONSTRATION
On applique a la fonctions continue f := (uv)’ le théoréme fondamental de I'intégration :
[: (v (z)v(z) + u(z)v'(z)) do = 'f;lb(ur)’(:z’) dz = ['u,(;r)z,'(:r)}f’l. Le résultat en découle. O

Exemple
Calcul de [Inzdz, 2 >0 7

On pense a flw In wdu mais « oublie » les bornes qui resteraient fixées tout du long :

[Inzdz = [(lnz) 1 dx:(lnx -[1 Z dzr = (Inz)x — = + cte.
u(z) v’ (z) u(x) v(ac) , v(ac)
u' (x)

Corollaire (« formule de Taylor avec reste intégral »)
Soient f:[a,b] > R et n € N.
On suppose que f est de classe C* 1.

Alors on a :

Fb) = fa) + 52 fi(a) + -+ EQL () 4 [0 L2 pnt () 4 |

DEMONSTRATION
Par dos‘ intégrations par pzu‘tios‘ successives, on obtient :

b (b—x) n b—) n) b b (h—g)n—1 .
/! (b—a)" /( (z) de = {( m /( (2 )} + ﬁﬂ )(z)dz =
W—/W

TR
v (x

u(x)

h—2)" p(n J h—)" 1 n— J h—z)! ) b (b—x)0 4y,
- {(1 n!) 1 )(ilf)}il + W(n 0! Fr(a )}[ +o Tt {(1 1!) f/("')}l + f([ : 0!) f'(z)dx.

(¢ Ja

)~ . F() = f(a)
D’ou le résultat. f(a O

2. Primitives de fonctions rationnelles

Formulaire

Soit a > 0. La formule encadrée est utile et les autres sont & connaitre pour a =1 :

Q) | [, = éarctan(g) +cte | sur R;

x2+4a2

{(1) J (12‘1;")‘) — ‘”J” ‘ + cte sur |—oo, —a| (resp. |—a,al, Ja,+o0]); -

x~“
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L art \nm ) + cte si|z| < a
L

\H\nhrf\fm si |z] > a

(11) J \/1127 = arcsm( ) +cte sur ]—a,al;
(iii) [ \/f =In (x + Va2 + a2) +cte sur R; — arsinh(Z) + cte’
(iv)

1v

=In ‘x + m‘ + cte sur |—oo,—al (resp. |a,+0o0|). -

mu\hréxfu« six
a

—arcosh(—£) +cte’ si < —a

Théoréme (« théoréeme de décomposition en éléments simples »)
Soient A € R[X] et B € R[X]\{0}. On pose: F := 4.
(a) 11 existe v € R\ {0}, une partie finie {r1,...,7,} de R munie de a1, ..., a,, € N\{0}, et

distincts

une partie finie {(u1,v1), ..., (tn, v,)} de R? munie de fi, ..., 3, € N\{0}, uniques tels que :

couples distincts
B=7(X =) (X — 1) (X2 + w1 X +v1)P1 (X2 4wy X+ vy,)Pn
ot les polynoémes X2+ u; X +v; et ... et X2+ u,X + v, n'ont pas de racine réelle.
b) La fraction rationnelle F' est somme de maniére unique :

— d’un polynéme FE € R[X] appelée partie entiére de F';

— « d’éléments simples de 1™ espéce » (X—)\rk)i avec AER, 1<k <m, 1<i<aqy;
ey . X X+ :
— « d’éléments simples de 2° espéce » m avec u,v € R, 1<1<n,1<j5<g.
.~ TN . . (e da A : & 1T+, 1231 r+vg
Vo € R\{I].....I,,,} r(() Jrz ( k.1 + ...+ (@ ,_”n/‘>+/§ (lll.‘if‘\“” )’1\./ ++ +é1/l+u/‘/>l

c¢) Le polynéme E du (b) est égal au quotient de la division euclidienne de A par B. Il est
nul si deg(A) < deg(B), et non-nul avec un degré égal a deg(A) — deg(B) sinon.
Quand A n’est pas divisible par X — ry, (resp. par X2 + 4 X + v;) I'élément simple de la
v .
forme W (resp. —’*—(X2+j;+vl)ﬁl) vérifie A # 0 (resp. (p,v) # (0,0)).

Exemple 1
1

X34+1
Ona: X?+4+1=(X+1)(X?+ ? ) avec X?—X+1 sans racine réelle (vu le discriminant).
—— —_———

On considére : F =

s’annule en —1 X2 - X +1
Il existe donc A, p, v € R uniques tels que :
_ 0 4 A uX +v
(X+)(X2-X+1) ~ X+1  X2-X+1
E

On pourrait réduire le mgmbre de droite au méme dénominateur, puis identifier les coeffi-
cients des numérateurs. On peut aussi remplacer X par x puis utiliser les astuces suivantes :
— on multiplie par x + 1 et passe d x — —1 avec x # —1: A = 3
—onprendx=0: 1=A4+v,doncv =
— on multiplie par = et passe & x — +00 : 0 = A+ pu, donc pu = —%.

OOI[\?

(Au lieu d’utiliser les valeurs 0 et +o00, on aurait aussi pu prendre une valeur complexe non-
réelle, par exemple 1%\/3 aprés avoir multiplié par z2
rationnelles complexes sont égales dés qu’elles sont égales aux points réels ou elles sont définies.)

. 1 —iX+2
En conclusion : F' = 5 + w53

— 1z + 1, et admettre que deux fonctions

Algorithmes (admis)

On reprend les notations du théoréme. On va calculer des « DL » de F(x) en 400 et en 7.

a) On suppose que deg(A) > deg(B) (sinon E = 0) et note :
A=apXP+---+a1X +ag et B=0b,X94---4+bX + by, ot ap # 0 et by # 0.

La partie entiére E de F' s’obtient comme suit, par division euclidienne de A par B :
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apXP + aplep_l + + ap quq—qu,qu_l -+ by
@ apo+a”I;%lXp*1+ Z_prfq_F“zg_;lprqfl_F...

~~

= a;)_lXp_l + cee -+ a6 quotient égal & E

©

ool

a;’_qufl_F et a’O’

Astuce : on utilise dans ce calcul autant de coefficients de A et de B, & partir de a, et b,
qu’on en attend dans F.

b) Soit k € {1,...,m}. On pose X = rj,+Y et écrit A et B suivant les Y croissants (i > 0) :
A=, Y+ Gy Y 4 4+ @, YP et B =b,YV+ by YT 4+ b,Y7 ot @, #0 et b, #0.

La fraction rationnelle F}, somme des éléments simples de 1™ espéce associés a ry, s’obtient,
avec une méthode incontournable quand oy > 4, par division suivant les puissances croissantes
de A par %, jusqu’a faire apparaitre «y, coefficients dans le quotient quand Y ne divise pas A :

Y + Gy YU 4 4 apY? by + by 1Y + oo b YTV
@ duyu + dugvﬂ Yu+1 4+ .. %_uYU + 5”%+1 Yu+1 + ...
= dgLJrlYUJrl + ot d;;’Yp quotient @ tel que Fi(X) = %
@ e e e (calcul jusqu’au coefficient de val)
[/
dZYU + e + dg// Yp”

Astuce : on utilise dans ce calcul autant de coefficients de A et de B, & partir de a, et by,
qu’on en attend dans Fj,.

Exemple 2

X+ X+ X241

X3 -X2-X+1"

Ona: X]—-X?2-X41=(X-D(X?24+0X-1)=(X+1)(X-1)>2

On note ici 71 s:am)—mi e(;tlrg = 1. Il existe ' € R[X] de degré 2 et a, b, c € R uniques tels que :
X5+ X4+ X241

On considére : F =

a C
pu— E .
(X +1)(X —1) TX LT EoE X
——
P Fy, cf. (b) Fy, cf. (b)

On commence par calculer les 3 coeflicients de E :
X504+ Xt 40X3 4+ - | X3 - X2 - X 4.
O X°-Xx*-X° +...|X24+2X+3

4 3
2X7+ X7+ donc F = X?2+2X +3.
O 2x*-2x% 4+ ..
= 3X3 +

/1117
On remplace X par z, multiplie par z + 1 et passe a x — —1 avec x # —1 : a =
Méthode 1
On continue en généralisant cette technique et choisissant une autre valeur particuliére :
— on multiplie par (z — 1)%2 et passe a x — lavecz # 1 : b= 2;

—onprendz=0: 1=34+a+b—c, donc c:%.

1
5
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Méthode 2
On utilise I'algorithme (b) pour calculer b et ¢. On pose X = 1+Y et cherche 2 coefficients :
e A+Y)P+04+Y)'+(1+Y)2+1 4411V 4 -
N (14+Y)+1)Y? Y2(2+Y)
Division suivant les puissances de Y croissantes jusqu’a obtenir 2 coefficients :
4+11Y+ ---|24Y
O 4+ 2y 2+3Y
= 9y + ...

/1]

1 9
Finalement : F' = X*+2X +3 + ¥7 + o + 31

: _ _ 9
puis b=2 et c= 3.

~lo

donc Fp(X) = 2 +

©o

Pour intégrer une fonction rationnelle, on est ramené & intégrer ses éléments simples.

Lemme (immeédiat)
On reprend les notations du théoréme de décomposition en éléments simples.

On peut construire a € R, puis 8 € R, enfin v > 0, tels que :

e sl +5 - tout x € R
- =« A - pour tout x .
(22 + wr + vy)J (2% + wyx + vy)J (x4 %)% +~2) P
(a) Les primitives fi(ﬁiz;;ﬁvl)j dz se calculent & I'aide du CV : t = 2% + wzx + v;.

do se raméne & celui de f ( dz

GrErmT o
dzx.

(b) Le calcul des primitives f @) 42
intégrant par parties a partir de f\l/ X (($+%)2+72)j71

dérivée de = — = + %L

Exemples

(1) Calcul de mgil sur un intervalle inclus dans R\ {—1}?

On a vu que : lx%tl = xiﬂ + ;2%_?;_%1 pour z € R\ {—1}.

De plus : [ ;25_?;_51 dz = —3 ng;il dz + 3 f(mfé);iii(é)?

D’ou : mg—il = thnjz+1]— ¢tln@@® —z+1)+ % arctan (%(CE —3)) + cte.

(2) Calcul de %ﬁ’iﬁ dz sur un intervalle inclus dans R\ {—1,1}7

1 9
On a vu que : M:x2+2x+3+%ﬂ+ﬁ+ﬁ pour z € R\ {-1,1}.

x3—z2—x+1

. 5 .4 .2 3
D’ou : %dx:%—i—x2—|—3ﬂ:—|—%ln|x—|—1|—%+%ln|x—1|—|—c‘ce.

3. Changements de variables classiques

Certains calculs d’intégrales se raménent & l'intégration d’une fonction rationnelle.
On se placera & chaque fois sur un intervalle adéquat.

Primitives d’une fonction rationnelle F'(cosz,sinz) en cosz et sinx
(a) Calcul de [ F(cosz,sinz)dx (resp. : [ F(coshz,sinh ) dz) avec F rationnelle réelle[)

2t
1+¢2

CV | t=tan (%) | (resp. t =e") en utilisant | cosz = ng et | sinz =

[I1 faut écarter les réels m + 2k, k € Z, en réduisant I'intervalle sur lequel on recherche une primitive.|

(*) Cela signifie que F(u,v) = g%zz; ot A(u,v) = 3 aijuv? et Blu,v) = ) bijuv? (aij,bij €R).
’ 1<i,j<m 1<i,j<n
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(b) « Regles de Bioche » :
~CV t=sinz (resp. t =sinhz)si F(cosz,sinz) da: est invariant par z — 7™ —x;
~CV t =cosz (resp. t = coshz) si T 7 T -,
—CV t=tanx (resp. t = tanhx) si 7 Y T T+,

{CV t = cos(2x) (resp. t = cosh(2x)) si F(cosx,sin x) dz est invariant par deux de ces transformations.}

DEMONSTRATION

(a) On utilise, aprés réduction éventuelle de l'intervalle : dx = ffté (resp. dz = %)

(b) On note ¢ = cos z et s = sinx. Attention : F(c, s) ne détermine pas F (cf. X2+Y?2—1).

On suppose que F'(cos x,sinz) dz est invariant par x+—m — z. Donc F(—¢,s)=—F(c,s).
On pose —Ft’s) = —gigzzg avec Aj et By polynomiaux. Donc F(S‘S) = ‘;11(<‘2;i?)%11<(1(2;i?)).

Comme @ est pair en ¢, As(c,s) := Aj(e,s) Bi(—c¢,s) et Bs(c,s) := Bi(c,s) Bi(—¢,s)

sont pairs en ¢, puis F<2’S) = gjg:zgigjg:i:; = G(c?,s) avec G rationnelle. Dot :
F(cosz,sinz)dz = G(1 — sin® z,sin x) d(sinx).
On suppose que F'(cosz,sinz)dx est invariant par x — —z. Donc F(c, —s) = —F(c, s).
Comme Ft’s) est pair en s, on a cette fois-ci @ = H(c,s?) avec H rationnelle. Dot :
F(cosx,sinz)dz = —H (cos x,1 — cos? x) d(cos x).

On suppose que F'(cosz,sinz)dx est invariant par z — m+z. Donc F(—c¢, —s) = F(c, ).
On pose F(c,s) = %’Z; avec A et B polynomiaux. Donc F(c,s) = %.
Comme F(c,s) est pair en (¢, s), Ulc,s) := A(c,s) B(—c¢,s) et V(e,s) := B(c,s) B(—c,s)

. R Lo L U(c,s5)+U(—c,—s Ui (c?,5%) + cs Ua(c?,s> . .
sont pairs en (c,s), puis F(c,s) = VEC.SLVEfc’?Sg = Vigc%s?;JrcsVZ((c%s?)) avec Uy, Uz, V1, V3

polynomiaux. D’oi :

2 2
U ( 1 tan ) tan$ 7. ( 1 § ) tan z >
1 l+t’il]2 z’ 1+tan + lw‘»tan2 T ( 2 1+tan2 x’ lw‘»tan2 T d<tan “C)

T
2,
1 tan2 x ) tan x 7 ( 1 tan? z ) 1+ta112 x’
Vl( 1+taug xz’ 1+te an2 x + 1+tanz x VZ 1+taug x’ 1+t;u:2 x

F(cosz,sinz)dr =

La validité des changements de variable hyperboliques découle des mémes arguments. O

Exemple
Calcul de sg}“x sur un intervalle I inclus dans R\ 7Z 7 —[Ici F(u,v) = 1]
Méthode 1
CV t = tan(5), T E I donc sinz = 13:52 et dt =3(1+tan?(%))dz = # dz.
Dou: [z = / 1“2 = [4 =In|t| + cte = In|tan(%)| + cte.
1+t
Méthode 2
On constate que Slé(_% = _‘T‘fx = sﬂfz : CV t=cosz, z €1 donc dt = —sinxdzx.
On fait apparaitre dt afin d’appliquer le théoréme de changement de variable :
o, = [ ngts [ dmel _p o [1t] s cte = n (222)  cte
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Ch. 3. Etudes locales

Plan

[[. Formule de Taylor-Lagrange (globale)|
ILI. Développements limités|

ILII. Tangentes et asymptotes|

[. FORMULE DE TAYLOR-LAGRANGE (GLOBALE)

On rappelle que les intervalles de R sont les ensembles de I'une des formes |a, b, |a, b], [a, b],
[a,b], |a, +o0], [a,+o0[, |—00,b[, |—00,b], | —00, +00], ott a,b € R et a < b.

1. Accroissements finis

On généralise le théoréme de Rolle.

Théoréme (« théoréme des accroissements finis »)

Soit f:[a,b] = R avec a,b € R distincts.

On suppose que f est continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b|.

Alors il existe ¢ € Ja,b[ tel que : f(b) — f(a) = (b—a) f'(c).

DEMONSTRATION

On fixe k € R et pose : ¢(x) := f(x)+kx pour z € [a,b]. Donc 9 est continue sur [;J, b et
f(b)—f(a)

dérivable sur |a, b de dérivée x — f'(z)+k. Afin que ¢ (a) = 1(b), on choisit : k = "
On applique le théoréme de Rolle a 1 : il existe ¢ € |a,b| tel que : 9'(¢) = 0.

Cela se traduit par l'égalitée f(b) — f(a) = (b—a) f'(c). O
Remarque (importante)
Le théoréme des accroissements finis ne se généralise pas a la situation des fonctions &

valeurs dans C, comme le montre l'exemple de f: [0,27] — C

€T — cosx +1sinx
DEMONSTRATION

Ici on a f(0) = f(27) = 1, mais f’ ne s’annule pas car |f’(x)| = 1 pour tout x € [0, 27].
Il n’existe donc aucun ¢ € Ja,b[ tel que : f(27) — f(0) = 27 f(c). O
Proposition (« régle de (De) I’Hépital »)
1. On se donne a,b € R avec a < b.
Soient f,g: [a,b] = R deux fonctions continues sur [a,b] et dérivables sur |a, .
On suppose que ¢'(z) # 0 pour tout = € |a, b.
Alors g(a) # g(b) et il existe ¢ € Ja,b| tel que : ];( g:f(a) = L)
« théoréme des accroissements finis généralisé ».
(Cela signifie que la courbe v := (f, g) admet au point ¢ une tangente paralléle a [y(a),~(b)].)
2. Soient f,g: Ja,b[ = R avec a,b € RU{—o00,+00} et a < b .

On suppose que | (i) lim f(z) = lim g(z) =0 ou lim |[f(z)|= lim |g(z)| = +o0;
r—at r—at z—at r—at
(resp. z—b™) (resp. z—b7) (resp. z—b7) (resp. z—b™)

(ii) f et g sont dérivables, et ¢’ ne s’annule pas;

(iii) f:g;:)) — | pour un certain | € RU{—o0,+00}.
g z—at

(resp. z—b7)

Alors : @) — l.

z—at
(resp. z—b7)
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DEMONSTRATION

1. On trouve par 'absurde que g(a) # ¢(b), en utilisant le théoréme de Rolle.

On obtient 'existence de ¢ en appliquant le théoréme de Rolle a 'application ¢: [a,b] — R

AFIe AT ) — f(r f)—f e -

définie par  ¢(z) = f(x) — ﬁq(i) pour z € [a,b|.

2. Quitte a remplacer [ et g par z +— ]‘(%) et T+ g(%), on peut supposer que a # —oo.

e Forme indéterminée % : on pose f(a) = g(a) = 0. Pour simplifier on suppose que [ € R
(méthode analogue dans les cas | = —oc0 ou [ = +00).

On se donne z € Ja,b[. On a: g(z) # 0 (th. de Rolle entre a et x).

s o L L. . (z :
D’aprés le th. des accroissements finis généralisé, il existe ¢ € |a, x| tel que : FORRICE

Soit € > 0. Il existe a > 0 tel que

%—l‘<s désque O0<t—a<a.

Si 0<zrz—a<a,ona: 0<c—a<a donc G —l‘<5
‘ (@) ((’)
En conclusion : % — [. (Variante : choix de ¢ := ¢, et composition de limites.)
r—a
Moo o Tiear Vagalita 4@ _ g(zo)\ f(@)=f(zo) | flzo)
e Forme indéterminée 22 : on va utiliser I'égalité @) = (1 9@) ) 9(@)—g(z0) + 9@ -
Pour simplifier on suppose que [ € R (méthode analogue dans les cas | = —oo ou [ = 400).

Soit € > 0. On se donne z € |a,b|.

I
7
On fixe zg tel que 0 < g —a < «a. D’apres le th. des accroissements finis généralisé, il
f@)—f(@o) _ f(c)

g(x)—g(xo) — g'(c)"

Il existe aussi 8 > 0 tel que g(x) # 0 et ‘gg((?))

Tout d’abord, il existe a > 0 tel que

fl)<5 dés que 0 <t—a<a.

existe ¢ € |z, zo[ tel que :

f(zo)
et 9(@)

<

<e désque 0<zx—a<p.

[l|+e

Si0<zx—a<ae 0<zr—a<fB,ona: 0<c—a<a et ‘g(r“) < Il\is et )fr“ <e
f(=) J(x)—f(xo0) g(xo) || f(z)—f(z0) f(zo0)
puis ‘ l‘ = @ —g@o) ~ )+ ) 0@ || 9@ =go) | T 9@ | < 3&
En COHCIUblODZ M — L. O
(x) r—a™t
Exemple

On définit f: Ry — R par: f(z)=2"=¢e""% siz>0 et f(0)=1.
L’application f|jg ;o[ est dérivable et I'intervalle ]0, +-00] est ouvert.
L’application f est donc dérivable en chaque point de |0, +o0].

On constate que f(x) — 1 avec f(0) = 1. Donc f est continue en 0.
z—0
De plus : f/(z) = (Inz + 1) e*™% pour x > 0, puis f(z) o T
T—

R T AL U —f(0
La régle de ’'Hopital appliquée a f l0.1] donne % szr —00.
Ansi f n’est pas dérivable en 0 et son graphe a une tangente verticale au point d’abscisse 0.

Corollaire 1
Soient f: I — R dérivable.

intervalle infini

(a) L’application f est constante si et seulement si f’ = 0.

(b) L’application f est croissante (resp. : décroissante) si et seulement si
f'(x) >0 (resp.: f'(z) <0) pour tout x € I.

(¢) Si f'(x) >0 (resp. : f'(z) < 0) pour tout x € I, alors I'application f est strictement
croissante (resp. : strictement décroissante).
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DEMONSTRATION

Comme « f constante » signifie « f croissante et f décroissante », le (a) découlera du (b).

o On suppose que [ est croissante. Si xg € I, le réel f'(zg) qui est limite quand = — xg
avec x € I et x # x¢ de la fonction positive x # xg — W est positif. Donc f’ > 0.

On suppose que f est décroissante. On a par un argulnent analogue : f' <0.

o Il reste a étudier la monotonie de f sous une des 4 conditions de signe considérées pour f.
Soient a,b € I avec b > a. D’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ € |a, b
tel que f(b) — f(a) = (b—a) f'(c). Comme b—a > 0, on en déduit que : si f'(z) >0 (resp. :
<0, >0, <0) pour tout = € I, alors f(b) — f(a) >0 (resp.: <0, >0, <0).
Cela donne le résultat. O

Corollaire 2 (« inégalité des accroissements finis »)
Soient f: I — R dérivable et k > 0.

intervalle infini

On suppose que : |f'(z)| <k pour tout z € I.
Alors : |f(x) — f(y)| < k|z —y| pour tous z,y € I.

DEMONSTRATION
Soient z,y € I. L’inégalité est claire quand = = y.
Sinon, on applique le théoréme des accroissements finis a f“w‘y} s il existe ¢ € |x,y[ tel

que f(y) — f(x) = (y —x) f'(c). Dot : |f(x) — fW)| =)z —y| < klz—yl| O

Remarque (hors programme)
Soient f: I — R dérivable, et [ € I tel que f(I)=1L.

intervalle infini

On suppose qu’il existe 0 < k <1 tel que: |f'(z)] <k pour tout = € I.
On suppose en outre donné a € I tel que : f(a) € I, f(f(a)) €I, f(f(f(a))) e, ..
Autrement dit il existe une suite (U’")n>0 dans I vérifiant uy = a et up4+1 = f(uy) pour n > 0.

D’apreés le corollaire on a « de proche en proche » (récurrence cachée) :
lup, =1 = | f(un—-1) — fF(D)] < klup—1 =1 < --- < k™|ug — 1| pour tout n > 0.
Comme le majorant k™ |ug — | tend vers 0 quand n — +o00, on en déduit que : w, —+> l.
n—-+40oo
2. La formule

On généralise ici le théoréme des accroissements finis.

Théoréme (« fO’f’mUl@ de TaleT’-LCLgTange >>)<—7\'I'ayl<)x (ni reste, ni dem.) : 1715 ; Lagrange (dem.) : 1797]

Soient f: [a,b] - R avec a,b € R distincts, et n € N (« ordre de la formule »).

On suppose que f est de classe C" sur [a, b] et que f(™) est dérivable sur |a, b[.
—_—

c’est & dire n-fois dérivable et de dérivée n® continue

Alors il existe ¢ € |a,b[ tel que :

- b—a ’ (b - a)" (n) (b - a)"'H (n+1)
f(b) = fla) + 1 f(a)‘i‘”“*‘Tf (a)‘i‘mf (c) |
DEMONSTRATION
On note A l'unique réel tel que :
, _ b—a (b—a)" .o (b—a)"t!
_ o T Y Y7 4
F0) = 1@ + 257 @)+ -+ ot f ) + T
—_———
On pose, pour tout = € [a,b] : #0
x h—2)" p(n —g)ntl
p(z) = f(b) = fl@) = 252 (@) — - = Lo f () - Gl <AL

Ona: p(a) =0 = p(b), ¢ est continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b[. De plus, pour x € |a, b :
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/(@) = ~f() + (£(@) = @) + (@) - OO @) + -

b—2)" Y r(n) /. (b—x)™ ,(n b—x) )
+ (G 10 ) = SO (@) 4 5 A

(n—

D’apres le théoréeme de Rolle, il existe ¢ € Ja,b] tel que : ¢'(c) = 0.
Cela se traduit par : A = f*1(c). D’oit le résultat. O

Exemple

Soit > 0. On considére 'application f: [0,2] — R . Elle est de classe C™.
. %/_/
t —> S1n t c’est a dire n-fois

dérivable pour tout n > 1

On applique la formule de Taylor-Lagrange & f (a =0 et b = x), a l'ordre 2 et a 'ordre 4.
Il existe ¢,d € ]0,z[ tels que sin(z) = sin(0) + {j sin’(0) + g—? sin” (0) + ”é—? sin®(¢)
et sin(z) = sin(0) + & sin’(0) + Zr sin”(0) + &7 sin® (0) + 27 sin (0) + ﬂg—? sin® (d)
ce qui devient, aprés simplification : sinx =z — 3—? cosc et sinz =z — % + :’é—? cosd.

Comme cosc <1 et cosd <1, on en déduit que :
1.3 5

3 .
x—%ﬁsmxﬁx—a—i—é—!.

Remarque
On s’intéresse ici a la formule de Taylor-Lagrange avec a = 0 et b = x, donc ¢ € |0, x[.

Voici des cas particuliers dans lesquels les 3 premiers termes (mondmes en z) sont a connaitre :

= 1dta L Ty (nﬁ),ec
cosr = 1 — :’;—? + ”jt—z,l — e (=12 (2n), + (= 1)"*1(527322)! cos ¢;
sine = @ — g + — o Dy o+ (1) gy cose
ﬁ =142+ 22+ - +x +(1 c)”+2 avec x <1 (dallleurs %:%);
In(l1+2xz) = 2 4z 4 (=) % + (—1)"% avec x > —1.
Corollaire (« inégalité de Taylor-Lagrange » )
Soient f: - erva-l[le = R n+1-fois dérivable avec n € N, et k > 0.
On supposetque : |f "H ‘ <k pour tout x € 1I.

Alors :
b—a b—a|"t?

‘f(b)— (f(a) + flla) + -+ Wf(")(a))ﬂ <k ‘(nTW pour tous a,b € I.

DEMONSTRATION

C’est une conséquence immédiate de la formule de Taylor-Lagrange. O
Exemples
1. Soit « € R. On considére 'application sin: R — R qui est de classe C*.

t — sint

L’inégalité de Taylor-Lagrange a I'ordre 8 avec k =1, a = 0 et b = x, s’écrit ici :

. 3 7 ||
sin — (o= 5 + i~ 5¥) | < 362880 °
Cela permet d’obtenir une « valeur approchée » de sinz, en particulier quand |z| < 1.

2. Comment trouver une valeur approchée rationnelle de ln(%) a 0,01 pres?
On va approcher In(2) a l'aide des dérivées successives de In en 1. On se raméne d’abord en 0.
L’application f: Ry — R est de classe C*.
x = In(l+2x)

(*) On peut démontrer que ce résultat reste valable quand on remplace R par C.
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(n—=1)!
(1+z)™

On applique l'inégalité de Taylor-Lagrange a 'ordre n & f avec k =n!l,a=0et b= % :

Par récurrence sur n > 1, on constate que : f(™(z) = (=1)""!

pour x > 0.

1 12 143 1yn Lynt1
)~ (% + (D% + G4 R <
1\n+1
Lorsque n = 4, on a 5521 = ﬁ < 0,01 donc ‘ln(%) — (% — % + ﬁ — 6%1)1‘ < 0,01.

N~

77
192

II. DEVELOPPEMENTS LIMITES
1. Généralités

Question : peut-on considérer que % est « négligeable » devant sinx quand = — 400 ?
Idée : existe-t-il une « sorte de quotient » de % par sinz qui tende vers 0 quand = — +o00?

Définition (en marge du programme)
Soient f,g: D — R et u€RU{—o00,+00}.

partie de R
(a) On suppose que u € R et qu'il existe un intervalle ouvert J (non-fixé) vérifiant I’hypo-
thése (H) suivante : u appartient & J et J C D.
On écrit f(x) = o(g(x)) pour traduire lexistence d’une application : J — R telle
Tr—u ~

que : f(m.) — E(x) g(x) quand x € J7 et E(x) j 0. un intervalle ouvert vérifiant (H)
r—u

On lira « f(x) = o(g(z)) » en disant que f(z) est négligeable devant g(x) quand x — wu.

(b) On se place & nouveau sous la condition du (a).
On écrit f(x) ~ g(x) pour traduire lexistence d’une application A : J — R telle
T—U N~
que : f(l-) — )\(l‘) g(x) quand T E J’ et )\(l‘) > 1. un intervalle ouvert vérifiant (H)

T—Uu
On lira « f(x) ~ g(x) » en disant que f(x) est équivalent a g(x) quand x — u.
T—Uu

(c) On généralise les définitions du (a) et du (b) en remplagant

— «x — u » par 'une des tendances : x?u, r—ut, x—=u", x— 400, T = —00;
TFU

— T’hypothése (H) respectivement par : u € R appartient & J et J \{u} C D, u € R est borne
inférieure de J et J C D, u € R est borne supérieure de J et J C D, u = 400 est borne

supérieure de J et J C D, u = —o0 est borne inférieure de J et J C D ; . F""“ - L\w
— l'ensemble de définition J de € et A par J N D, ou variera x, dans le cas de x :)ulﬂ '
TFU
Remarques

La condition d’existence de J imposée au (a) et au (b) est toujours réalisée lorsque D est
un intervalle ouvert I et u € I (choisir J := I).

Si g ne s’annule pas, on peut exprimer e(x) ou A(z) a laide de f(x) et g(x). Dans ce cas :
i — f(z) :
(i) f(=) e o(g(x)) <= 9(2) m:)LO 3

(i)) f(z) ~ gla) = L8 —1.

9(%) gy
De méme en remplagant © — u par : = :) u, T —u, T—u", x— +oo, T — —00.
TFU

Proposition (en marge du programme)
Soient f7g7h7f17f27gla.92: I — R et .%'OGI.

intervalle ouvert

(*) Si D =N, on définit de méme u, = o(vn) et un ~ v, pour les suites réelles, en remplacant (H)
n—+oco n—+oco

par « +oo est borne supérieure de J » et 'ensemble de définition J de € et A par J NN, ou variera n.
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(a) On a:

= @) f(@) =
i) f1(2), = olg1(@) et fo(x) = olga(x)) = fi(2)fa(x) = olg1(w)g2(x)):
V) fi(@) = olg(@)) et folx) = olg(a)) = file) + falz) = olg(w))

(Pas d’analogue du (iii) pour la somme : x =,° o(1+22%) et z = o(—1) mais 2x # o(xz).)

r— r— z—0
() Onaz| () f(r) ~ gla) = gla) ~ [(@);
(i) f(x

~ g
)~ 9@) et g@) ~ h(@) = [(@) 3, h();

T—TQ
(iii) fi(z) ~ 0i(@) et fol2) ~ @) = fil2) f2(2) ~ 91(z) g2(2).
T—x0 T—T =T
<Pas d’analogue du (iii) pour la somme : 1 +2 ~ 1+2% et =1 ~ —1 mais z # x )
z—0 z—0 z—0

DEMONSTRATION
On traite seulement la derniére implication, pour expliquer les idées.
On suppose que fi(z) ~ gi(z) et fa(x) ~ gao(z). Cela signifie que :
r—x0 T—x0
filz) =A(x)g1(z) quand z € Jy,on A;: J; — R vérifie A\j(z) — 1;
~—

T—IQ
un intervalle ouvert contenant xg inclus dans [
fa(z) = Aa(x) g2(x) quand = € Jy, ot Ag: Jo — R vérifie Ao(z) — 1.
N~~~ T—TQ

un intervalle ouvert contenant g inclus dans I
On en déduit que : f1(x) fa(z) = A1(z) Ao(x) g1(2) g2(x) quand x € J; N Jo, ou
J1 N Jy est un intervalle ouvert contenant xg inclus dans I ;

en posant Ag(x) := A\i(x) Ao(x) quand x € Jy N Jo, on a A3(z) — 1.

Tr—T0

En conclusion : fi(z) fo(x) e 91 (z) ga(x). O
T—r2(

Cas particuliers (a connaitre)
Solent f : I — R, zpel et neN\{0}.

intervalle ouvert

(a) On a:| f(x) el o(l) < f(x) — 0;

T—xT0

10,5 0 =nr) = (=0 e HEG 2 0)
TF#x0

Dans ces deux cas, la fonction ¢ de la définition peut étre choisie définie sur I (avec unicité).

(b)Si ke R\{0},ona:| f(z) ~ k <= f(z) — k;

T—T0 T—T0

f(x) x:z k(x —x)" <— <f(930) =0 et %xjok)
T#x0

Dans ces deux cas, la fonction A de la définition peut étre choisie définie sur I (avec unicité).

DEMONSTRATION

Immeédiate. O
Exemple
On a d’aprés ce qui précéde : sinz = o(1) et sinz ~ z (car cos’(0) =1).

z—0 z—0

Définition-Proposition
Soient f : I — R, g€l et neN.

intervalle ouvert

On dit que f a un développement limité a l’ordre n au voisinage de xg s’il existe ag,...,a, € R
tels que :  f(z) — (a0 + a1(z — xo) + -+ + an(z — 20)") = o((x — x0)™)[™),
0

(x) Par abus, on traduira cette égalité sous la forme suivante :
f(x) = a0+ ar(z —xzo0) + -+ + an(z — z0)" + o((x —x0)"™).
T—x(Q
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Dans ce cas, les réels ag,...,a, sont uniques et l'application =+ ag+ aj(x — ) + -+ +
an(z — xo)™ s’appelle le développement limité a 'ordre n de f en xg.

DLy,
DEMONSTRATION
On suppose que ag, ..., a, sont des réels pour lesquels on peut écrire
f@)=ap + a1(x —z9) + -+ + ap(x —x0)" + e(x) (x — x0)"
quand z € I, ou ¢:I — R vérifie e(z) — 0.

T—rIQ

Soit k € {0,...,n}. On a pour x € I \{xo} :

: - n—k
flz)— (1(J+a1(;L‘*.’J:U)Jr--dra;l.,l(;L‘*.’J:U)A 1) n l —k
( e—z0)F =ap+ Y, apri(r —x0) +e(z) (x —20)" ™" — ag.
‘ v =1 ) T—rIQ
Dou: f(x) — ag, puis m — a1, puis j('[)f((,]“%’"l(._;zf'“))) — as,
’ T—x0 ’ T—T0 x—x0 (z—x0) T—20
TFTO TF#T0
Cela montre 'unicité de ag, ..., a,. O

Proposition
On reprend f, xg, n comme dans la définition-proposition.

(a) L’application f a un DLg en z si et seulement si f est continue en z.
Dans ce cas : f(x) = f(xo)+o(1).

T—rx0
L’application f a un DL; en zq si et seulement si f est dérivable en xzq.

Dans ce cas : f(z) et f(xzo) + f(x0) (x — zo) + o(x — x0), ou la tangente au graphe de f au
point (z, f(z0)) est la droite affine D : y = f(xo) + f'(z0) (x — x0).

(b) Soient ag, ...,a, € R.Ona: f(x)xjxoao—l—al(x—xo)—i—- cFap(x—x0)" +o((x—xz0)")
si et seulement si  f(xg+ h) =0 +arh+---+ap,h™ + o(h™).

Cela permet de se ramener au cas xy = 0.

(¢) On suppose que : f(x) =, +a1x + -+ apx™ + o(z").
Alors : f(—x) Syl Tt (=)™ apz™ + o(x™).
D’ou (unicité du DL,,) : — si f est paire, alors ap =0 quand k est impair ;

— si f est impaire, alors a; =0 quand k est pair.

DEMONSTRATION
(a) et (b) Laissés en exercice.

(c¢) On a une égalité de la forme f(x) =ap+ a1z + -+ ap2” +e(x) 2™ quand x € I, o

e: I — R veérifie e(x) — 0. Il en résulte 1’égalité suivante qui fournit le second DL, :
z—0

f(=x)=ay—arx+ -+ (—1)"apz" + (—1)"e(—z) 2" avec (—1)"e(—x) — 0.
Tr—r

La conclusion résulte de 'unicité des coefficients d’un DL,,. O

Exemple (DL le plus important)
On considére f: ]—oo,1[— R

X

l1-=z
1 1— n+1 n+1
Pour tout z € |—o00,1[ on a : = r Lz gt b g
1—=z 1—=z 1—=z 1—2z
——
1 P
D’ou : = 14+xz+-+2"+o(z") 0
1—x z—0
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Convention
Soient f : I — R et xgel.

intervalle ouvert

On constate que, si f(z) = a0 +ai(z—x0)+ -+ ap(z—1x0)" +0((x —x0)") et 1 >1,
T—T0
alors f(z) = ag+ai(x —x0) + -+ an-1(x —20)" " + o((z — 0)" 7).
0

Par abus, on écrira cette implication sous la forme suivante :
f(@) LS, a0t an—1(z — 20)" ! + an(z — 20)" + o((x — zp)")

—T0

= ag+ -+ an1(x—z0)" P +o((x —x0)" V).
T—x0

Par exemple, on se permettra d’écrire :
sinz = z+o(z) = ol
z—0 + ( ) z—0 ( )
ou « x+o(x) =00(1) » signifie que toute fonction de la forme = — x+¢e(z)x avec &(x) —60
T— T—
s’écrit aussi sous la forme x — &(x) avec £(x) — 0.
T—

Mais la réciproque est fausse, comme le montre I'exemple de la fonction nulle (unicité du DLy ).

Théoréme (« fO’f’mule de Ta,le’l“- Young ») +—|[sous I’hypothése « f C™ » : corollaire de Taylor-Lagrange)|
Solent f : I — R, zpel et neN\{0}.

intervalle ouvert

On suppose que f est n fois dérivable.

"(z ™) (2
Ona: | f(z) = f(xo) + M(a:—xo)—i- R fi(o)(x—xo)"—i-o((x—xo)")
T—xo 1! n!
DEI\IONSTRAH\TI()N <—|on la réutilisera pour passer d’un DL,, de f' aun DL, 41 de f]

On pose : Ry, (7) = f(x) — (f(:):o) + w(r —x9)+ -+ M(a} — .770)"> pour z € I.

n!

On montre, par récurrence sur n > 1, que I'assertion suivante est vraie :

(H,) : pour toute fonction n fois dérivable f:I — R, la fonction R,, vérifie (f—”'z(«f;))” o 0.

T—20)" 2
Vu que R,(xg) =0, cela permettra d’obtenir R, (x) = (,)((:1; — ;lro)”) et de <:on(’hu‘e.J;ALO
T—T0

eCasn=1 Ona: 2@ _ f@-j@) f'(xo) —= 0, donc (Hy) est vraie.
T—T0

T—XI0 T—X0
THTQ
e Soit m > 1 tel que (H,) est vraie. On se donne f: 1 — R qui est n+ 1 fois dérivable.
(e (n+1) (e
Ona: R, (z)=f'(z) - <f/(-’170) + W(T —xg) + -+ fi('“’)(:): — .’I?())n> pour z € I.

n!

o, . P R, 1)
Donc R} ., est « le Ry, associé & f’ ». D’aprés (H,), on en déduit que : ot — 0.
n-+ ’ (f*,f,[))n l‘%.’lf()
t#xo

Soient € > 0 et x € I \{zo}. D’apreés le théoréme des accroissements finis (qui utilise seulement
la dérivabilité de f), il existe ¢ € Jz,zo[ tel que : Ryq1(z) = (z — z0) R}, (¢).

R;l +1 (t>
(f,*.]?())”

<e désquetelet 0<]|t—xol <a.

Vu ce qui précede, il existe a > 0 tel que : ‘
R71+l(-77) R;H»l((")

n

) N C—X(Q =~ Aa N \ r o -
D’ou : T2+ | = | o)™ | <e désque z €1 et 0< |x—x0| < .
<e <1
dés que |¢c — x| < « o
Ainsi (Hy,1) est vraie. O

Remarque (curiosité admise)

Le théoréme reste valable, avec la méme démonstration, en remplagant I'hypothése « f est

n fois dérivable » par « f est n — 1 fois dérivable et f (n=1) est, dérivable en zq ».
N ~~ 7 N

on enléve celasin =1 fsin=1

Quand n = 1, on sait que cette condition est nécessaire pour avoir un DLq en xg.

Quand n = 2, cette condition n’est plus nécessaire : I'application f : R — R définie par
f(0)=0 et f(z)=2®sind si 2 #0 vérifie f(x) = o(z?) bien que %_6‘(0) n’ait pas
. N————
de limite quand = — 0 avec = # 0. DLy en 0
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2. Opérations sur les DL

En annexe : un formulaire pour les développements limités usuels.

Proposition 1
Soient f,g: 1 — R et n,p,q,r € N.

intervalle ouvert contenant 0

(a) Sia,B eR,et, ux) = o(z") et wv(x) =, o(z™) alors au(x)+ fv(z) = o(z™).

z— T—
(b) On suppose que : f(z) =, 00 Faw e+ anz™ + o(z™)
T—
et g(x) =, bo + b1z + - + by + o(z").
xT

Alors :  (f +g)(z) = (ap +bo) + (a1 + b))z + - + (an + bp)2"™ + o(2™)
« la somme des DL,, de f et g en 0 est un DL,, de f + g en 0 ».

(c) Si u(m)zioo(mp) et v(:n)zioo(:nq), alors u(z) xrxioo(x””) et u(x) v(x)xioo(mp+q).

i ~ P ~ a9 ~ p+q
Si u(x) 0 kExP avec k # 0 et v(x) x_}()lx avec | # 0, alors u(z) v(z) ot kl xP™a.
(d) On suppose que : f(x) =, 2P 4y 2T 4 o(2P L)

z—

et g(x) :cjo bq x4+ -+ bq—l—r—l 2dtr=1 4 0(.’1}q+r—1)

A]OI“S : (fg) ($) QEiO ap bq xp-i—q + (Clp bq—l—l + ap—l—l bq) $p+q+1 + -

+ (ap bgr—1 + Ap+1 bgir—2 + -+ + Apir_1 by) ZPTITTTL 4 o(gPratr=ly,

avec r > 1.

En particulier :
— des DL,, de f et g en 0 fournissent un DL,, de fgen 0 (cas p=¢qg=0¢et r=n+1);
— quand ap # 0 et b, # 0, a fortiori f(x) ~o P et g(x) ~ by x4, « le produit tronqué
z— z—
(c-a-d en écartant les mondmes de degré trop grand) des DL de f et g en 0 avec r termes a
partir du 1" non-nul est un DL de fg en 0 avec r termes a partir du 1°¥ non-nul >>.

DEMONSTRATION

(a) Cas particulier de la proposition (a) (iv), qui suit la définition du début du II 1.
(b) 11 suffit d’appliquer le (a) en prenant :
u(z) == f(x) — (ap + arx + -+ - + apa™) et v(z) := g(x) — (bp + bix + - - - + bpa™).
(¢) Si u(z) =cei(x)aP et v(x)=-ez(x)2z? pourz € I, avec e1(x) — 0 et e9(x) — 0,
z—0 z—0
alors u(z) 2" = e1(x) 2Pt et wu(x)v(z) = (e1(x) ea(x)) 2PT pour z € I. D’ott le 1°" résultat.
Le 2° est un cas particulier de la proposition (b) (iii), qui suit la définition du début du II 1.

(d) Par hypothése il existe u,v : I — R avec u(z) = o(zPT"1) et v(z) = o(z? 1)
z—0 z—0

r—1 r—1
tels que :  f(z) = 3 apipaP™ +u(z) et g(z) = Y by a?™ +v(x).
z—0 z—0 2
2(r—1)
D’aprés (a) et (c¢), on en déduit que f(z)g(x) = > < Do Gptk b,H]):):“*’H’”' + o(zPtatr—1)
=0 =0 k+l=m

ol chaque monéme en zPT9T™ avec m > r—1 s’écrit 0(:177”‘7*”’1). Cela permet de conclure. O

Exemple

DLj3 en 0 de h(z) = sinz cosz (sans reconnaitre 3 sin(2z)) ?

Méthode efficace et sans réfléchir : utiliser des DLy en O de f : & — sinz et g : © — cosz.
Les applications f et g, qui sont C'*°, se développent & tout ordre en 0 avec Taylor-Young.

(%) Cette recette se déduit de celle des DL, si on utilise : f(z) g(x) = P9 (z7? f(z)) (x"?g(z)) quand = # 0.
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.....

Ona sinx ~ x et cosz ~ 1,donc sinxz cosxz ~ x. Cela donne les 1°® termes des DL en 0.
z—0 z—0 z—0

On veut 3 termes du DL de sinz cosz « & partir du 1°" non-nul ». On utilise donc :
2
sinx =2~ % +o( 3) et cosx :01 —Z-+o0(x?) (seulement 3 termes & partir du 1°" non-nul).
T T—

Quelque soit la méthode, on conclut en utilisant le (a) et le (c) de la proposition 1 :
: — 3 3 2 2)) — — 2.3 3
sinx cosxx:m(w— T to(x?)) (1 - % +o(z?)) SRR Al L + o(x?).
Attention : il faut écrire correctement les termes de la forme o(x™) a chaque étape du calcul.

Proposition 2

Soient f: ol —R et g: J —R tels que f(I)yCJ et f(0)=
contenant O contenant 0
Si f(2) = apa?+o(@P) (p=1) et gly) = bo+by' +-+bny™ +o(y™) (m>1>1),
T Yy

alors © g(f(2) = bo+ b f(@) &+ + by f@)™ + o (&)™),
z—0 ——
idée (quand ap # 0) : on remplace y dans o(y™) par un équivalent de f(z) & une constante multiplicative prés
En particulier :
— des DL;, de f et g en 0 fournissent un DL,, de go fen 0 (cas p=1 et m =n);
— «le reste du DL de go f en 0 obtenu & partir d'un DL de f en 0 avec r termes a partir du
1°" non-nul, a le plus petit ordre entre le reste du DL de f' en 0 qui s’en déduit et o((z?)™) ».

DEMONSTRATION
Ona: f(z)=ayzP+ ei(x)aP pour x € I et g(y) =bo + by’ + - + bpy™ + ea(y) y™
et &9

poury € J,ou g1:1 — R :J = R vérifient eq(x) HO 0 et eo(y) — () 0.
z— y—
Done : g(f(@)) = bo + b F@) + -+ + b F@)™ + (/) (ap + e1(@))™ (7)™ powr a € T,
avec e3(f(z))(ap + €1(a ))’” — 0. Cela donne le résultat. O
r—0

Exemple
DLy en 0 de h(z) = exp(cosx)?
Méthode efficace : utiliser des DLy de f: 2 — cosz en 0 et de § : z — ¢* au bon endroit.

On cherche ici a éviter les DL inutiles. Au brouillon par Taylor-Young :
2
cosz = 1—% +---Fo(x") et exp(y) = 1+y+---+o(y™) (ot m,n € N seront a choisir)
z—0 y—0

(—% 4+ +o(z"))

is — _zt . n)) =
puis : h(z) = exp(l =% +---+o(z")) =,e 8
ne tend pas vers 0 (contrairement a y) g f(x)
enfin, compte tenu de la proposition 2 : h(xz) = 0© [1—1— (—— +oto(@) 4+ o((@D)™) ]
T—

On rédige maintenant avec n = 4 et m = 2, sans explication sur ces choix.
On a: cosxxiol - %2 + g—z + o(x?).
2 4 2 4
Donc : h(ﬂ:)xioexp(l—%+’2”—4+0(x4))zioe exp(—4 4% +o(a?)) avec ———i— 24—}—0( 4 —0.

z—0

On a par ailleurs : exp(y) = 1+y+ y; + o(y?).
y—0

2

Dot : h(z) = e[1+ (=% + L +o(zh) + 3 (=% + L + o(z))? +o((2%)?) ]

4
2=+ o(2* )
en développant le carré par exemple avec ’égalité ( > a ) Z az+2 > ajaj.

. 1<i<n 1<i<j<n
Finalement : h(z) = e— §z?+ £a* + o(z?).
z—0

Lemme <«—|[DLg de I—\ en 0]
Soient A, B € R[X] tels que B(0) #0, et k € N.
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Il existe @, R € R[X] uniques tels que : A= BQ + X*'R et degQ <k

« division suivant les puissances croissantes de A par B a lordre k » (avec deg0 := —o0).
Voici I'algorithme a utiliser :
A 3
apXP + ap XPH 4+ o+ g, X bo + b1 X + -+ by X"
@ apo—i—%Xp“—i— Z_gXp_,_az’Z_;rlXerl_i_...

(calcul jusqu’au coefficient de Xk)

f a;+1Xp+1 + - “e. _.I_ a;L/Xn, Q

[

1
G XM+ e+ apX”

XkJrl R

DEMONSTRATION (admise)

On va montrer qu’il existe Q@ € R;[X] unique tel que A — BQ € X* 1 R[X].
_ L’unicité est immédiate puisque si (5 convient aussi, comme val(B) =0 on a :
Q—QeRgX]etval(Q —Q)>k+ 1, donc Q = Q.

On montre par récurrence descendante sur [ 'existence de @ a (B, k) fixé avec val(A) > I.

Lorsque | = k + 1, on peut choisir @) = 0.

On suppose que c’est acquis pour p + 1 et part d'un A de valuation p (cf. 'algorithme).
On introduit Ay tel que A = B (%X") + Ay, donc val(Ay) > p+ 1. Par hypotheése, il existe
Q1 € Ri[X] tel que A; — BQy € XFHR[X]. Don: A— B(2XP+Q;) € XFIR[X]. O

[)( )

Proposition 3

Soient f,g: 1 — R.
intervalle ouvert contenant 0
On suppose que : f@) = apa? + -+ apr, 2P 4 o(aP L)
o () xjob 214 e patr—1 o(mq"'r_l) avec T > 1 et by # 0.
g\x) =% a+r—1

On cherche le DL généralisé de L au voisinage de 0 sans 0, avec r coefficient & partir de (;—” P4,
S———r g a

il peut y avoir des puissances négatives de x

Méthode 1
On a: % =, (apaP=9 + -+ appp_g aP7ITTL 4 o(gPmatTL) 1
70 X % (1_(_”%%95— —”‘It)—;*lxr*uo(:crfl)))
ou la grande fraction a un DL en 0 par composition avec y +— 1le
Méthode 2
On a: % xzo P71 Q(z) + o(xPatT L)
270

ou () est le quotient avec r coefficients dans la division suivant les puissances croissantes de
A=a,+ap1 X+ +apir1 X1 par B:= by +bgr1 X + -+ bgir1 X1

En particulier quand a, # 0 et g(0) # 0 : « le quotient avec r coefficients dans la division
suivant les puissances croissantes du DL de f en 0 par celui de g en 0, avec pour chacun r

termes & partir du 1°" non-nul, est un DL de 5 en 0 avec r termes & partir du 1°* non-nul ».

DEMONSTRATION

1 : .
(a) On développe la grande fraction a I’aide de : o L+y+-—-+y o).
L — Y y—

En prenant en compte la technique de calcul du DL d’un produit, cela donne le résultat.
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(b)Ona: f(x)=aP (A(x)+er(z)2"1) avec g <'r>,j00 et g(z) = 29 (B(x)+ea(x) 2™ 1)

avec £2(x) —6(). Division suivant les ]missa‘n(-(‘,s croissantes : A(z) = B(x) (2(,1’)+,1’ ,(;'(7). Donc
T—

flx) D—q A(x)+e1(a P=q (Y R(z)+e Q( —

o = 1R H’p ! <L( l)(z T — - Q >) = 2P 9Q(z) + = 11;( l(l))(z 2"4 gL,
D’oi le DL de 4 '(— annonceé. O
Exemple

DL5 de tan en 07

sinx
cos T

Comme tanz = ~ x on cherche 5 termes a partir du 1 non-nul, en utilisant :

z—0
X . 3 5 5 . 2 4 1
sine = x— & + 155 T o(x’) et cosxx:ml— T+ 57 +o(z?).
Méthode 1
. o 3 5 5 1 2 4 4
On a : tanazcgc:0 (2 — % + 555 + o(a)) T ) avec & — &z +o(x )QO.
D’ou, en tenant compte du DL ﬁ yiO L+y+y?+o@?) :
3 5 2 4 2
tanz = (v + i+ 0(2”) (1+ (5 — g5 +0(ah) + (5 — &5 +o(2")) + o((2")”))
et enfin : tanz = (z— %3 + % +o(z%)) (1 + %2 + 2t 4 o(m4)) ot + x—; + 2 2% +o(aP).
Méthode 2
3 4
On effectue une division suivant les puissances croissantes de X — X + X par 1— + X
120 24
jusqu’a obtenir 5 termes & partir du 1¢ non-nul (sans écrire les monomes de degré > 5)
X3 X5 X4
X-%+ 1w -5+ 4
X3 X5 5
@ X-5+ 9 X+3+15X
X3 X5
37 30
X3 X5
O %L
_ 2 5
= Z X5+ ..
/11

Ainsi:  tanz = x+%3+%x5+o(x5).

xz—0

3. Construction du formulaire

Méthodes d’obtention d’un DL de f

On se raméne de xg & 0 en considérant f(xg + h) pour « h proche de 0 ».

(1) Calcul direct ou par récurrence, quand f est C*°, de f(0), £/(0), ..., £ (0) et utilisation
de la formule de Taylor-Young
— DL en 0 de €%, cosz, sinz, (1 +x)*.

(2) Décomposition de f a l'aide de : sommes (conservation de 'ordre du DL), produits ou
quotients (conservation de l'ordre relatif du DL), composées
— DL en 0 de cosh z, sinh x, tan x et tanh x pour les petits ordres.

(3) Intégration terme a terme d'un DL de f’, ce qui est justifié quand f est C*° par une
comparaison des formules de Taylor-Young pour f et f’
— DL en 0 de In(1 + z), arctan z, artanh x, arcsin z, arsinh .

Proposition
Soit  f: 1 — R dérivable.

intervalle ouvert contenant O

On suppose que : f'(z) :Obo—i—blw—i—---—i-bnw"—i—o( ™).
xr—r
Alors on a : f(x) = £(0) —i—box—i—blx; St by 2 n+1 +0( 1y,
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DEMONSTRATION
On pose : R(x) = f(z) — <]‘(()) + by x + by ’72 + -+ by %) pour z € I.
Donc : R'(z) = f'(z) — (bo+ b1z + - -+ by z™) pour z € I.

On reprend la démonstration de la formule de Taylor-Young et obtient : % jﬁ 0. O
z#0
Complément
Soit  f: I — R continue et strictement monotone. «—|aon 1 — f£(1) bijective]

intervalle ouvert contenant O z = f(x)

On suppose que : f(x) =, et ta " 4+ o(a™) avec a3 # 0, donc f(0) = 0.
z—
Alors la réciproque « f~! » de la bijection I — f(I), qui vérifie f~1(0) = 0, a un DL,, en 0
x> f(x)
dont les coefficients s’obtiennent par identification des DL, dans l'égalite f~1(f(z)) = .

DEMONSTRATION

Pour tous b1,...,b, € R, on a :
1)] f(l)+ . '—‘y-]),, f([l,‘)”’ :71)] ((J].’I,‘—‘r‘r(}rnu‘s d(}(]eg22)—Q—[)Q((J%.’I,‘Z—‘r‘r()rnws (1(}<leg23)+' . '—Q—b”(] ’ll’{l,'” —‘r()(.’l,‘”’
z—0
On peut choisir (systéme triangulaire) by, ..., b, tels que : (%) by f(z)+- - +b, f(z)" = z+o(a”
' B z—0

).
).
De plus : f(0) = 0et f/(0) = a1, donc f~1(0) =0et (f~1)(0) = ﬁ puis f~H(y) = L y+o(y).
O

y—0 91

On remplace = par f~!(y) dans (%), via la proposition 2 : by y+- - -+b, y" :Ofil(;lj>+(')(1/”)~
y—

Exemple

DL5 de tany en 0 & partir du DL de arctanx en 07

On a: arctanx =%~ %3 + %5 + o(2%). D’aprés le complément, tany a un DLs en 0 de la
Tr—r

forme tany = biy + -+ bsy® +o(y®) ot by, ..., b5 € R s’obtiendront par le calcul suivant :
y—

tan(arctan x) = by arctan x + - - - + bs(arctan x)° + o(z?)
T—
= by(x — % + %—5 + o(z%)) + bo(a? — Qxx—; + o(z°)) + bg (23 — 3x2§ + o(x%))
+ by(zt + o(x5)) + bs(2® + 0(x5)) + o)
a:iO b1$ + b21’2 + (—%bl + b3)$3 + (—§b2 + b4)l’4 + (ébl — b3 + b5)ﬂ£’5 + 0(1’5).

Compte tenu de 1'égalité tan(arctanz) = x pour z € R, on en déduit que :

bl =1 b1 =1
bo =0 bo=10
—%bl +b3 =0 donc by = % puis tany = y+ %ys' + 1% y° + o(y°).
—%bg +by =0 by=0 y=0
%bl —b3 +b5 =0 b5 = %

III. TANGENTES ET ASYMPTOTES

On cherche a étudier 'image d’une application M : ¢t — (¢, f(¢)) avec f:I — R continue.

1. Tangentes

Dans ce paragraphe on fixe un réel ¢y € 1.

On suppose que f(t) = bo + b1 (t — to) + bg(t — to)? + o((t —t9)?) avec g > 2 et by # 0.
0

On introduit la tangente D :y = by + by(z — tg) en ty au graphe de f.
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On se place au point M du graphe de f d’abscisse t et
note P le point de D d’abscisse ¢ :

—
L’ordonnée du vecteur PM est f(t) — (bg + b1(t — to)).
Son signe détermine la position de M par rapport a D.

Par hypothese, on a : f(t) — (bg + b1(t — o)) v by(t —to).
—to —
Ainsi, en tenant compte de la définition de la limite, I'ordonnée de PM est du signe de by (t—1p)?
quand t # tg est « proche de ty » (exercice). D’ou le tableau suivant :

q pair q impair
by >0 by <0: y by <0
concavité vers le haut concavité vers le bas points d’inflexion

2. Asymptotes
On se place dans le cas ou u = +00 est une borne de I (méme méthode pour u = —o0).

On suppose que f(t) e at+b+ —l—o(tlk) avec k > 1 et ¢ # 0.

—+

On introduit la droite D :y = ax + b.

On se place au point M du graphe de f d’abscisse t et note P Y

le point de D d’abscisse t : .

L’ordonnée du vecteur PM est f(t) — (at + b). Son signe
détermine la position du graphe de f par rapport & D. On a :
f(t)—(at—i—b)t_jooo, donc D est asymptote au graphe de f en +oo.

cf. la proposition ci-dessous

Par hypothése, on a : f(t) — (at + b) oy e

——+o00
L’ordonnée de PM est du signe de ;% quand ¢ est « proche de +00 », ce qui fournira un schéma.

|
|
o z

En annexe : les plans d’études de fonctions en coordonnées cartésiennes.
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Annexe 1 : développements limités usuels

Rappel
Soient f : I — R, el neN et ap,...,a, €R.
intervalle ouvert
On a: flz) = ao—l—al(m—xo)—i----—i-anw-l— o((z — zo)™)

T—T0

—  f(zo+h) o ap + arth + - 4+ ap &

n
n!

+ o(h™).

Le calcul d’'un DL de f en xg commence par le changement de variable

e = l14+az+-+ — + ofz")
x—0 |
2 2n
cosz = 1— —+ -+ (=" T 4 o(z*™)
2 x2n
coshr = 1+ — + + + o(z™)
T— (2%)'
3 2n+1
: _ o n_ T 2n+1
sinz = - Tt D gy oo
3 p2nt1 omi
1 fr— —_— . . n
sinh z =, T + CEE] o(z”")
1

1—2 z2—0

m42) = o- % e () o
. v 2—0 v 2 n o
.%'3 " 1.2n+1 _—
t = _ — . —
arctan x =, xT 3 + + (-1) T + o(z )
3 p2n+l1
artanh = © + 5 + e+ T + o(z? )
-1) --- — 1
z—0 n!

r=xz9+h |

— (intégret H%)

soa 1
— (mtegrer 1+m2)

— (intégrer I 1 2)

pour o € R

Les développements qui suivent en résultent facilement et ne sont donc pas a apprendre.

1 1 1-3--(2n—1)
Ttz @20 R A vy aesvar o G
x 113+ (2n—=3) 2"
1 _ 1 s, —1)" 1 el n
TS0 T e S ey 2 T oY
3 2n+1
. X 1'3"'(2n_1) X 2n+1
arcsinz = x—l—g—i----—i- 34 - (2n) 1 + o(x™™)
3 2n+1
. x 1-3---(2n—-1) =
he = L (=)
T A T S o (2n) 2n + 1
arccosz = — — arcsing =
2 z—0

arcosh x n’est pas défini quand « x est proche de 0 ».
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Annexe 2 : plan d’étude d’une courbe paramétrée dans R?

z(t)
y(t)

On considére une « courbe paramétrée » ¢t M(t) ou zx et y sont dérivables sur D .

CR

1. Ensemble d’étude les plus grands possibles

Ecrire 'ensemble D comme réunion de |u,v[ou [u,v] ou Ju,v] ou [u,v], —oo <u<wv < +o0.
Restreindre I’étude a l'aide de la périodicité de M, ou, de la parité de x et y.
(Cas de la parité : M(—t) se déduira de M (t) par symétrie par rapport & O, a (Ox), a (Oy).)

2. Tableau de variations
Calculer 2/(t) et /().
t

/

8

< | R

~

<

) () T Y(8)
La pente de la tangente en M (t) est : m(t) := 7(0) (ou mf(t) := £1§7116 x,(s)).
s#t
En option, étudier la concavité : vers le haut quand z’m’ > 0 et vers le bas quand 2’m’ < 0.

On détectera un point d’inflexion lorsque 2/(tg) # 0 et m/(¢) change de signe en tp.

3. Etudes locales ponctuelles

Exhiber les ty tels que M'(t9) =0 « points stationnaires (ou non-réguliers) ».

Eventuellement, quand la concavité n’a pas été étudiée, trouver aussi les ¢ tels que :
M'(tg) #0 et M"(ty) est multiple de M’ (¢p).

Dans ces deux cas, & moins que le tableau de variations ne permette de conclure, étudier
la nature du point M () a 'aide d’un développement limité (quitte a utiliser Taylor-Young) :
point ordinaire ? point d’inflexion ? point de rebroussement de 1'¢ espéce ? point de rebrousse-
ment de 2€ espéce ?

En option, chercher les t; # to tels que : M(t;) = M(t2) « points multiples ».

4. Etudes des branches infinies

Soit v~ (ou sinon u™) une borne de I'ensemble d’étude telle que : x(t)? + y(t)? — +oo.
t—v~

Si % — a € R (resp. a = 00) : direction asymptotique D y = ax (resp. (Oy)).
t

—V
Dans ce cas :

—sia=0ety(t) — yo (resp.oo): asymptote D : y =y (resp. branche parab. horizontale) ;
t—v N~
eR
—sia=oo0etz(t) — 1z (resp.oo): asymptote D : x = xg (resp. branche parab. verticale) ;

t—v7 N~
ER

~si a € R\{0} et y(t) —ax(t) — b€ R (resp. 0o) : asymptote D :y = azx +b (resp.
t—v—

N
branche parabolique de direction B Dy = ax).

En option : préciser la position de la courbe par rapport & ’asymptote en étudiant un signe.

5. Tracé

On trace la courbe, en utilisant éventuellement un tableau de valeurs.
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Ch. 4. Equations différentielles

Plan
I. Equations différentielles d’ordre 1|
1. Equations différentielles linéaires d’ordre 2|

Dans tout ce chapitre, on note : K =R ou C, et n € N\{0}.

. EQUATIONS DIFFERENTIELLES D’ORDRE 1

1. Généralités

Définition
(a) Une équation différentielle d’ordre n est une équation, d’inconnue y : . 1{ — R
n-fois dérivable (ou I dépend de y), de la forme T nonvide
(B): y™(z) = f(x,y(m), .. ,y("_l)(x)) pour tout x € I,
avec f: Uu — R

partie de R?11

(b) Une équation différentielle linéaire d’ordre n sur un intervalle ouvert non-vide I est une
équation, d'inconnue y : I — K n-fois dérivable, de la forme

(L) : y™(z) + ap_1(z)y"D(x) + - - + ap(x) y(z) = b(z) pour tout = € I,
avec ag,...,dp_1,b: 1 — K.
Dans ce cas, ’équation différentielle linéaire homogéne associée a (L) est
(H): y™(2) + ap_1(x)y™D(2) + - + ao(z) y(z) = 0 pour tout x € I.

Théoréme (« théoréme de Cauchy-Lipschitz », hors programme)

Soient f : U — R et (zg,y)€U.
partie de R2
On suppose qu’il existe des applications  ai,...,ap,c1,...,¢q : J — R et
intervalle ouvert
bi,...,bp,d, ..., dg : K — R de classe C! telles que :
intervalle ouvert
ar () bi(y) + -+ ap(x) by(y)
U=JxK et f(z,y) = pour (z,y) € J x K.
D L@ h )+t e P Y
L’équation différentielle (F): 3’ = f(z,y) a une unique solution vy : I — R

intervalle ouvert
contenant g

vérifiant y(zo) = yo et telle que toute autre solution y de (E) vérifiant y(zg) = yo s'écrit
v I R pour un certain intervalle ouvert I contenant xg inclus dans I.

z — y(x)
Cette solution y s’appelle la solution mazimale de (E) vérifiant y(xo) = yo.

DEMONSTRATION (cas local avec p=¢q = 1)

On se contente de montrer I'existence locale d’une solution dans le cas particulier d’une
équation & variables séparées : f(z,y) = a(z)b(y) aveca:.J = Retb: K — R de classe C.

Si b(yg) = 0, 'application y: J — R est une solution de (E) vérifiant y(xg) = yo.

T = Yo

On suppose maintenant que b(yp) # 0. Quitte a diminuer K, on peut supposer que b(y) # 0
pour tout y € K. On pose : A(z) = /IIU a(t)dt pour z € J et C(y) = /ul{u % pour y € K.
L’application C' est strictement monotone sur K, puis se révéle bijective quand on choisit son
ensemble d’arrivée égal a l'intervalle ouvert L := C(K) qui contient 0.

Pour toute vy : 1 — R dérivable, on a :

intervalle ouvert contenant xzg
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y' = fz,y) et y(xo) =yo <= Ve el (ylx)eJet C'(y(x))y (z) = A'(x)) et y(zo) = yo
— Vo el Alx)eL et ylx)=C1(A(x)).

Il existe donc une solution y sur un certain intervalle |zg — o, zg + o[ inclus dans A=Y(L). O

Exemple (hors programme)
On étudie I'équation différentielle (E) :y' = y3, qui est associée a f : (z,y) € R? — ¢3.

(1) Interprétation géométrique du théoréme ?
Les solutions de (E) sont les applications ¢ : I — R dérivables dont le graphe

intervalle ouvert # 0
I' a pour vecteur tangent (1, f(z,y)) en chaque point (z,y) € T
Cela montre 'utilité de tracer « l'isocline zéro » d’équation f(z,y) = 0, d’indiquer le signe
de f en dehors de cette isocline zéro, et de placer un segment de pente f(x,y) en certains (z,y) :

isocline zéro : (Ox)

Question : la solution maximale g de (F) vérifiant ¢o(0) = 1 a-t-elle une asymptote
verticale, et dans ce cas laquelle ?

Le théoréme de Cauchy-Lipschitz exprime que les graphes des solutions maximales de (E)
recouvrent R? sans se couper. En effet, si ¢ : 1 — R et ¢: J — R

intervalle ouvert intervalle ouvert
sont deux solutions maximales de (E) vérifiant p(z¢) = w(#xg) pour un zg € INJ, ao’r_;é @go =1).
avec yo 1= ¢(x0)
(2) Résolution de (E)?
Soit (xg,%0) € R?. On cherche la solution maximale de (E) :y' = y* vérifiant y(zg) = yo.
Idée : diviser par 33 aprés avoir écarté les solutions qui s’annulent en au moins un point.

1% cas : yg =0
L’application ¢ : R — R vérifie (E) avec ¢(xg) = 0.
z+— 0
Il s’agit donc de la solution maximale y de (E) vérifiant y(xg) = 0.

2° cas:yo #0

Vu le premier cas, le graphe de la solution maximale y de (E) vérifiant y(z) = yo ne coupe
pas celui de la fonction nulle, ce qui signifie que cette solution y ne s’annule pas. D’apreés le
théoréme des valeurs intermédiaires, elle restera du signe de .

Pour toute y : I — R\{0} dérivable, on a (en omettant les « Vo € I ») :

intervalle ouvert #

E) e= ¥ =1 = (Y@ qp— (1de VEZY (W - (dg «—= —L =2+ cte.
Y y(z) Y 2y

Par conséquent :
Y =9 et ylxo) =yo & Vo el —ﬁﬂLﬁ:w—% et y(zo) = yo

2
= Ve el (1—2y8(w—x0) >Oety2:%> et y(zo) = yo
Yo

<:>I§}—007xo+ﬁ[ et Vozel y(w):\/m'
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La solution maximale de (E) vérifiant y(xg) = yo est donc :

y: |—00,z0 + ﬁ — R
T Yo
\/1—2y3(x—:c0)
En particulier, la solution g du (1) est : g : ]—oo, %[ — R
1
x — 1—2x

2. Cas linéaire

Théoréme (« théoréme de Cauchy », hors programme quand n > 2)
Soient ag, ...,ap—1,b: I  — K des applications continues, xg € I et yg, ..., yn—1 € K.

intervalle ouvert # 0
L’équation différentielle linéaire (L) : y™ + a,_1(z)y™ Y + - 4+ ag(z)y = b(x) a une
unique solution y: I — K vérifiant y(z0) = yo, ¥ (z0) =1, .., ¥ V(o) = yn_1.

DEMONSTRATION (cas n = 1)
On résout ici 'équation différentielle (x) v + ag(z)y = b(x) et y(zo) = yo.
On pose, dans C : Ap(z) = /:J ap(t)dt et A(z) = e® y(z) pour tout = € I.
Or, on dispose encore des égalités (uv)’ = v'v + wv’ et (o“’)/ = (()Re w i Im “’)/ = w'eV
quand u, v et w sont des applications dérivables d’un intervalle I dans C.
On adonc: y(z)=Xz)e @) et o (x) = N(x)e @) — \(z)ag(z)e A0,
Ainsi : (%) <= N(z) = b(z)e®®) et Azg) =yo <= Mz) = ’Za b(t) e ®) dt + yo.
L’équation (x) a pour unique solution y: I — K . O
T T ‘;"\() (f) p N /\() (,1,’)
r — (-[m b(t)e dt +yo) e

Corollaire
Soient ag,...,apn_1,b,b1,...,b, : I — K des applications continues et zg € I.

intervalle ouvert # 0
(a) L’ensemble .#}; des solutions y : I — K de (H) : y™ +a,_1(z)y™ D+ Fag(z)y =0
est un K-espace vectoriel de dimension n.
De plus, des solutions ¢1, ..., ¢, de (H) forment une base de .7 si et seulement si les vecteurs

1 (wo) say(fvo)
901(:560) - ‘p"(zxo) forment une base de K".
(" ao) e Nao)

(b) L’ensemble ., des solutions y : I —+K de (L) : y™ +ap,_1(x)y™ Y+ Fao(z)y = b(x)

s'écrit | S, = .S +yp |, ou yp: I — K est une solution particuliére de (L) (il en existe).

Cela signifie que les solutions de (L) sont les fonctions y := yy +yp avec ypy qui décrit .
» yp vérifie (Ly) s y"™ 4+ ap 1 (@) y™ Y + -+ ag(x) y = by ()
(c)Si b= 3 Bebe et | ()
k=1 g yp verifie (L) : y™ + ap_1(x)y™ ) 4+ - +ag(z) y = by(x)
P
alors y:= Y Beye vérifie (L) :y™ +an_1(z)y™ Y 4+ 4 ag(z) y = b(z).
=1

Ce résultat immédiat s’appelle le « principe de superposition ».

DEMONSTRATION
(a) Il est immeédiat que . est un sous-espace vectoriel de K’
On introduit Papplication [: Yy — K" .
o~ o (e A(n—1)/(,.
Y == (v/(lo)a ©'(z0)-- pl >(~1/0))
Elle est clairement linéaire. D’apreés le théoréme de Cauchy, elle est bijective.
Ainsi, [ est un isomorphisme de . sur K”. Or K" est de dimension finie et dim K" = n.

)

Donc .y est de dimension finie et dim .y = n.
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En outre, des vecteurs ¢, ..., 0, € Yy forment une base de . si et seulement si les
vecteurs [(¢1), ..., [(¢y) forment une base de K™. D’ou le résultat.
(b) Soit yp: I — K une solution de (L), par exemple I'unique solution y de (L) vérifiant
J(z0) = ¥ (20) = ... = gV (209) = 0 que fournit le théoréme de Cauchy.
On a: yji]’) + an—1(x) (/5, 2 + -+ +ap(z)yp = b(z). Donc :
1
(L) <= y™ +ap1(@)y™ D+ +agl2)y = 33 +an-1(z)yp ™ + - +ao(x) yp
= (y—yp) " +an1(z)(y —yp)" D+ Fao(z)(y —yp) = 0
— y—yr €SH
<~ dyn € Yy=yu+yp.
Cela permet de conclure

(c¢) On obtient I’égalité (L) en additionnant chaque produit de [y avec l'égalité (Lg). D
Remarque
Soient ag,...,an,b: I — K des applications continues. On obtient facilement :

intervalle ouvert # 0

~ Pensemble .y des solutions sur I de (H) : an(z)y™ + ap_1(x) y™ Y + - + ag(z)y =0
est un sous-espace vectoriel de K’ ;

—quand yp: I — K est une solution de (L) : an(2)y"™ 4+ an_1(2)y™ D+ - +ao(z)y = b(z),
I’ensemble .¥7, des solutions sur I de (L) s’écrit ./, = S + yp .

Mais pour ag = ... =a, =0etb=1,0on a: .#y = K/ (pas de dimension finie) et .77 = ().
Proposition
Soient a,b: 1 — K des applications continues.

intervalle ouvert # 0
(a) Pour tous zg € I et yo € K, léquation différentielle (L) : ' + a(x)y = b(z) a une
unique solution y: I — K vérifiant y(z¢) = yo.

(b) Il existe — et on fixe — une solution non-nulle ¢ : I - K de (H):y' +a(x)y=0.
Les solutions de (H) sont les Ap, A € K

(c) Toute solution de (L) s’écrit A¢ pour un certain A : I — K dérivable.
« Méthode de variation de la constante » : on cherche une solution yp de (L) de cette forme.

DEMONSTRATION

(a) (b) C’est le cas particulier n = 1 du théoréme de Cauchy et de son corollaire (a).

(c) Soit xg € I. D’aprés (a), on a ¢p(zg) # 0.

Par conséquent, 'application A := :’ convient. O

Cas particulier

d

Soient a € K et I un intervalle ouvert # (). On rappelle que | 7-(e**) = ae® | quand z € R.

Les solutions y: I — K de (H):y' = ay sont les applications y: I — K , AeK
x —> Ae™

Exemple

On s’intéresse a 'équation différentielle linéaire réelle (L) :y' = %y +1 pour z > 0.

e On résout d’abord I’équation homogene (H):y' = %y pour x > 0.

Le corollaire (a) montre que toute solution non-nulle y de (H) ne s’annule pas, donc garde
un signe constant. Pour toute y: ]0,+oo[ — R \{0} dérivable, on a :

(H) <~ fg((;)) 2 = In|y(z)| = In(z?)+cte <= IX € R0} Vz >0 y(z) = N2>

[Variante : (H) <= Vz >0 [/ ?;((tt dt=2 "4 vt gmede v yr 5> 0 y(a) = y(1) 22

Les solutions de (H) sont donc les applications y: ]0,400] — R , A€ R.
x — Aa?
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e On cherche une solution particuliére de (L) par « variation de la constante ».
Soit A :]0,4+00[ — R dérivable. On pose y(z) = A(z) 22, donc ¢/ (z) = N (x) 22 +2 \(z) =.

Dans cette situation, on a: (L) <= X(z) = & <= A(z) = —1 +cte.
En choisissant A(z) = —1 pour tout = > 0, on obtient la solution yp : ]0,400[ — R.
x — —
« Conclusion : les solutions de (L) sont les applications y : ]0,4+00] — R ,XxeR
x — Az?—x

1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES D’ORDRE 2

1. Coeflicients quelconques

Proposition (hors programme quand (a,b) est non-constant)

Soient a,b,c: I — K des applications continues.

intervalle ouvert # 0

(a) Pour tous zg € I et yo, 11 € K, I'équation différentielle (L) : y"+a(z)y'+b(x)y = ¢(x)
a une unique solution y: I — K vérifiant y(z9) =yo et y'(xo) = y1.

(b) Il existe deux solutions non-colinéaires ¢,9 : I - K de (H):y"+a(x)y +b(z)y = 0.

Les solutions de (H) sont les A + p), A\,peK

(¢) Toute solution de (L) s’écrit A+ p1p avec A\, p: I — K dérivables et N ¢+ p/ ¢ = 0.
« Méthode de variation des constantes » : on cherche une solution yp de (L) de cette forme.
[L()rsqu’on dispose d’une solution ¢ de (H) qui ne s’annule pas, il est aussi possible de chercher une

solution de (L) de la forme A\ ¢ pour un certain A : I — K dérivable.|

DEMONSTRATION
(a) (b) C’est le cas particulier n = 2 du théoréme de Cauchy et de son corollaire (a).
Dans le cas des coefficients a et b constants, la démonstration du (b) et la démonstration
du (a) pour certaines fonctions ¢ seront donnés au paragraphe suivant.
(c) Soient zg € I et yp,y1 € K. On considére I'équation différentielle avec condition initiale
(Lo): ¢ +a(z)y +bx)y=c(z) et (y(zo),y'(z0)) = (Yo, y1)-
On vérifie que 'unique solution de (Lg) a la forme proposée.
Soient A, p: I — K dérivables [1 fois]. On pose : y = Ao+ p1p et étudie (Lg) pour ce y.
On va utiliser les propriétés suivantes de ¢ et v :
O +alz) +b(x)p=0 et V' +a(x)y +b(x) =0, car ¢ et ¢ vérifient (H);
)

e(x) Y (x) — @' (x)Y(x) # 0 pour tout = € I, car <f,<<‘é:>> et <Z,(<1)>) sont non-colinéaires.
!/

@
Si No+p/'v=0alors yy =X +ud et v/ =N +pu' W + X" + py”. Dou:
)

U () () = ) e (B e () = ()

!
par unicité on se contente de ! —CY N ( ) o Yo P (.I?())f"ljl U(,’I,‘[))
vérifier que cela_convient )\ — / b (t )\ mO —
<

e(zo0) ’G”((wo)%ﬁ({fz) ’G’)(m)
C N . Y1 p(xo)—Yo ¥ (To :
b — et p (TO)  @(z0) z,/(;r[))fk;/z,/r[)) Y(xo)

Une intégration de fonctions continues permet d’obtenir un couple (A, 4) qui convient. O

p =

2. Coeflicients constants

Définition

Soient I un intervalle ouvert non-vide et a,b € K.

Léquation caractéristique associée a 1'équation différentielle (H) :y” 4+ ay’ +by =0 sur I
est I'équation 72 4+ ar +b =0 d’inconnue r € C.
[I1 s’agit de la condition nécessaire et suffisante pour que = — €™ soit solution de (H) sur C.]
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Proposition

Soient I un intervalle ouvert non-vide et a,b € K.
On s’intéresse a I’équation différentielle (H) : y” 4+ ay’ + by = 0 d’inconnue y : I — K.
On note ry et ry les solutions dans C de son équation caractéristique.

(a) On obtient une base (p,¢) de l'espace des solutions de (H) en posant, pour x € I
s €K () =t et la) = {on SN2

xe"1T girg =1
—sinon : p(z) = e** cos(fx) et Y(z) = e sin(fx) ot ry = a+ if et 1o =77 (car a,b € K=ZR).
(b) Soient P € C[X]\{0} de degré det v e C. oo
L’équation différentielle (L) : y” + ay’ + by = P(x) €’ a une solution yp: I — C dela

(unique)

0 siy ¢ {ri,re}
forme yp : x — Q(z)a™ " avec @ € C[X]\{0} de degré det m= Zz 1siye€{r,r}etr #r.

2 siy=r1=rg
DEMONSTRATION (indépendante du résultat général admis)

(a) On se place d’abord dans le cas ou ri,7y € K . On introduit ¢ et ¢ comme dans
I’énoncé. Il est clair que ce sont des solutions de (H) (cela a déja été remarqué quand r; # rs).

Soit xg € I. On a : ¢(xg) ' (z0) — ¢'(x0) Y(x0) = {ou (r2 = ) emr20 iy 11 # 0.

‘ e2r17o sirg =1
Donc ¢ et ¢ sont non-colinéaires.

On effectue le Changement de variable z :=e "%y (donc z est deux fois dérivable sur I)

Ona:y=ez ¢y =re%z+e% o = r%e’”z + 2r1eTy e

Ainsi, comme 2r1 +a=11 —719: (H) < (/) = (ro —r1)7

Siri#ry:(H) < JuoeK 2=y elr2=m)r 0 N e K y =+ Ag.

Sirp=ry: (H) < 2'=0 < I\peK z=pr+) <= INpeK y=pup+Ap.

Pour terminer, on suppose que K = R, et que les racines 71 et 7, du polynéme réel X2 +
a X + b sont non-réelles, donc de la forme i = a+13 et r9 = o — 18 pour certains «a, 3 € R.
D’aprés ce qui précéde, ¢1 : x — €% et @y : x — €% sont des solutions de (H) a valeurs
dans C non-colinéaires sur C. Donc les parties réelle ¢ := *“H'“ et imaginaire ¢ := £522 de
1 sont des solutions de (H) & valeurs dans R non- (ohneanes sur R (car 1, @y € Vect@(go, Y)),
qui engendrent 'espace des solutions de (H) sur R (car une solution réelle y de (H) sur R est
solution de (H) sur C, donc y € Vecte(p1,92) puis y = Rey € Vectr(Re ¢1,Re p2)).

b) Soient P € C[X]\{0} de degré d et v € C. Cas général de 'ordre n (ici n = 2) :
(L): 4™ + a,_1y™ D + ... 4 agy = P(x) e’ d’inconnue 3 : I — C..
P
Soit U € C[X]. On pose y(z) := U(z) e?*. Leibniz : y® = 3 %dl—(xp)‘T:vU(k)(:p)c"’T

On en déduit que : (L) <— k;() %U(k’) (x) = P(x). -

. n (F) (~ . L.
On suppose U non-nul de degré m+ j. Ona: ) ¢ :71( D7 (k) est non-nul de degré j.

k=0
On en déduit que I'application linéaire [: X™ Cy4[X]| — Cy[X] est injective.
n (k) (~ .
U -3 & H(JU(A,)
k=0 '
Il en résulte, grace au théoréeme de la dimension, que [ est surjective. D’oul le résultat. O

Exemple

On considére (L) :y” —y = e”, ou y est définie sur I = R et & valeurs dans K = R.

« Solutions de 'équation homogene (H):y”" —y =07

Equation caractéristique : 72 —1 = 0. A l'ordre prés, ses solutions sont r; = 1 et r9 = —1.
Les solutions de (H) sont donc les applications y: R — R , A uEeR.

= Ae” e
« Solution particuliére de (L) ? B e tue
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Méthode 1 : variation des constantes (méthode hors programme et déconseillée ici)
Soient A, 1 : R — R dérivables. En posant y(x) = A(x)e” 4+ p(x)e ™™, on a :
/" T / x ! —x T —Z
y'—y=e N(z)e* —p/(z)e ™ =e A(zx) = 5 +cte
— — © .
{X(m) e’ + ' (x)e =0 {)\'(ac) e’ + u(x)e ™ =0 p(z) = —% + cte
Par exemple, avec les constantes nulles : yp : z + §e* — %e“” est une solution de (L).
Méthode 2 : solution de la forme Q(x) 2™ e (méthode conseillée ici)
Ici P=1avecd=0,et,y=1avec m=1. En posant y(z) =aze®, ona:
m
Y ' —y=¢e" < VreR 2ae” =¢e". R
On choisit donc a = § et obtient la solution yp : z — Ze® de (L).
o Les solutions de (L) sont les applications y: R — R , A ueR.
T et +pe "t + e
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