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1 Rappels sur les groupes algébriques affines

Une référence pour cette premiére section est [Szamuely]. J’aime aussi le
livre [Geck] de mon ami et ancien collegue.

Notre sujet est un groupe algébrique affine connexe G défini sur un corps k
algébriquement clos. Affine équivaut & I’existence d’un plongement de G comme
sous-groupe fermé d’un GL, (k). Les éléments semi-simples (resp. unipotents)
sont ceux dont l'image l’est par un tel plongement (ceci ne dépend pas d’un
plongement). Tout élément g € G a une décomposition de Jordan g = gsgu
unique ou g, est semi-simple, g, unipotent et ils commutent. Un groupe uni-
potent est nilpotent ; il est connexe en caractéristique 0; un groupe unipotent
connexe est isomorphe & un espace affine comme variété algébrique.

Nous noterons G, = Spec k[t] le groupe additif k™ vu comme groupe algébrique,
et G, = Speckl[t,t71] le groupe multiplicatif £* vu comme groupe algébrique.

Un tore est un groupe algébrique T isomorphe a G, ; r est le rang de T.
On pose X (T) = Hom(T,G,,); on a X(T) ~ Z" car un morphisme k[t,t~1] —
Eft1,...,tr,t7 ", ...t est défini par image de t qui doit étre inversible, donc
un monodme, unitaire pour avoir un morphisme de cogebres. On pose Y (T) =
Hom(G,,, T), qui est en dualité naturelle avec X (T) : si « € X(T),a¥ € Y(T)
alors @ o a¥ € Hom(Gyy,, G,,) ~ Z.

Pour un groupe algébrique affine G, le rang maximal d’un sous-tore est le
rang de G.

Les sous-groupes de Borel sont les sous-groupes fermés connexes résolubles
maximaux.

Le radical Rad(G) est le plus grand sous-groupe normal fermé résoluble
connexe; G est semi-simple si Rad(G) = 1.

Le radical unipotent R, (G) est le plus grand sous-groupe normal fermé uni-
potent connexe. G est réductif si Ry(G) = 1.

G /Ry (G) est réductif. Son radical est un tore central.

Proposition 1.1 (Admise). Soit B un groupe algébrique connexe résoluble et
T un tore mazimal de B. Alors B =T x R,(B).

Il en résulte que si



Lemme 1.2. S est un sous-tore de B alors Ng(S) = Cg(S).

Démonstration. En effet si n € Ng(S) et s € S alors [n,s] € [B,B]NS C
R.(B)NS = 1. O

Proposition 1.3 (Admise). Dans un sous-groupe algébrique connexe G, les
sous-groupes de Borel sont tous conjugués et si B est un sous-groupe de Borel
alors Ng(B) = B ; tout élément est dans un sous-groupe de Borel.

Le radical étant dans au moins un sous-groupe de Borel est donc dans tous
et est la composante neutre de I'intersection des sous-groupes de Borel.

Proposition 1.4. Définissons un sous-groupe parabolique P comme un sous-
groupe contenant un sous-groupe de Borel; alors
— P est conneze et Ng(P) =P.
— Deux sous-groupes paraboliques distincts contenant le méme sous-groupe
de Borel ne sont pas conjugués.

Démonstration. Si P est parabolique, comme les sous-groupes de Borel sont
connexes, P? contient un sous-groupe de Borel B. On a Ng(PY) = PY car
ses sous-groupes de Borel sont conjugués donc Ng(Py) = PoNg(B). Comme
P C Ng(P°) on a P = P°. Enfin, en utilisant le fait que tous les sous-groupes
de Borel d’un sous-groupe parabolique sont conjugués, on voit que deux sous-
groupes paraboliques conjugués contenant le méme sous-groupe de Borel B sont
conjugués par Ng(B) = B, donc sont égaux. O

Proposition 1.5 (Admise). Pour un tore T, on a Cg(T) = Ng(T)°. Les
sous-groupes de Borel de Cg(T) sont les BN Ca(T) ot B est un sous-groupe
de Borel de G contenant T.

Le groupe de Weyl Wa(T) = Ng(T)/Cc(T) est donc fini et s’identifie & un
sous-groupe de GL(X(T)).

Proposition 1.6 (Admise). Tous les tores mazimauz sont conjugués. Si T est
mazimal, Ca(T) est nilpotent.

Donc si T est maximal, par 1.5 et 1.6, Cq (T) est dans I'intersection des sous-
groupes de Borel contenant T. Il résulte de ceci et de 1.2 que pour T maximal,
We(T) est en bijection avec les sous-groupes de Borel contenant T.

Exemples de groupes réductifs

— GLy(k) = Specklt; j,det(t; ;)"],4,j € [1...n]. un tore maximal est
formé des matrices diagonales diag(t1, ..., t,). Les matrices triangulaires
supérieures forment un sous-groupe de Borel. Comme l'intersection des
Borels supérieurs et inférieurs est un tore, G est réductif.

— SL, (k) = Specklt; ;]/(det(t; ;) — 1). Les matrices diagonales (resp. tri-
angulaires supérieures) forment toujours un tore maximal (resp. sous-
groupe de Borel).



— PGL, (k). Pour voir que c’est une variété affine, on remarque que c’est le
sous-groupe de GL(M,,(k)) formé des automorphismes d’algebres i.e., tels
que g(E; ;)9(Exk,;) = 6;k9(E;;) ou E; ; est nulle sauf un coefficient 1 en
position ¢, j. Vu comme quotient de GL,,, 'image des matrices diagonales
(resp. triangulaires supérieures) est un tore maximal (resp. sous-groupe
de Borel).

@Le centre de SL,, en caractéristique p est Spec k[t]/(tP—1) = Spec k[t]/(t—
1)P qui a un seul point donc comme variété est le groupe trivial, mais
pas comme schéma! Ici SL, et PGL, ont les mémes points mais ne sont
pas isomorphes comme schémas en groupes.
— Spy, (k). Soit V = k2™ avec base (€1, ..., en,€l,...,¢e;), muni de la forme
bilinéaire symplectique (ei,e;) = (e}, e;) = 0, {ei,e}) = —(e},ei) = di ;.
Le groupe Sp,,, est formé des éléments de GLa,, préservant cette forme.
1 .
Sij= et J = (—j ]), la forme est donnée par (v,v') =
1
tpJv' et la condition pour une matrice symplectique est tMJM = J.
Un tore maximal est formé de diag(ty,...,tn,t; ..., t; ). Un sous-
groupe de Borel B est formé des matrices triangulaires supérieures sym-
. B  BjS
plectiques ; elles sont de la forme (O jt ijlj
supérieure et S est symétrique. Il est connexe car isomorphe a la variété
des matrices triangulaire x celle des matrices symétriques ; résoluble car
intersection d’un résoluble avec Sp; maximal car contenu dans un seul
Borel de GL (il stabilise un seul drapeau complet).

) ol B est triangulaire

2 Groupes de Coxeter

Soit W un groupe engendré par un ensemble S d’involutions. Tout élément
de w est I'image dans W d’un mot du monoide libre S* sur S. On dit que
S$1...8k € S* est une décomposition réduite de w € W si c’est un mot de
longueur minimum d’image w, et on pose alors [(w) = k.

Si s, s €8, et que le produit ss’ est d’ordre fini m, on note A, o le mot
ss'ss’---. Dans W, on a la relation A; o = Ay 4 dite relation de tresse liant s
k y . :

m termes
et s’ (la raison de cette terminologie apparaitra plus tard) et les deux membres

sont des décompositions réduites du méme élément de W. Si l'ordre de ss’ est
infini, on dit que A, s n’existe pas.

Définition 2.1. On dit que (W,S) ot S est un ensemble d’involutions engen-
drant le groupe W est un systéme de Cozxeter si

(seS|s*=1, Ao = Ay s quand Ay o existe)

est une présentation de W.



@Une telle présentation ne définit un systeme de Coxeter que si la longueur
du mot A, s est Vordre de ss’; il se trouve que c’est toujours le cas, mais ce
n’est pas évident. On le prouve en construisant une représentation fidele d’un
tel groupe comme groupe linéaire engendré par des réflexions.

Cette représentation de réflexion amene au vocabulaire traditionnel : les
éléments de S sont appelés les réflexions élémentaires de W, les éléments de
I’ensemble R des éléments de W conjugués a un élément de S sont appelés les
réflexions de W.

Si W posséde un ensemble S d’involutions telles que (W, .S) soit un systéme
de Coxeter, on dit que W est un groupe de Coxeter, et que S est un ensemble
de générateurs de Coxeter de W.

Théoreme 2.2. Soit S un ensemble d’involutions engendrant le groupe W. Les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) (W, S) est un systeme de Coxeter.

(ii) (Condition d’échange) Si s1...sy est une décomposition réduite de w et
s €S est tel que l(sw) < l(w), alors il existe i tel que sw = 81...5;...58.
Et sous ces conditions on a :

(iii) (Lemme de Matsumoto) Deuz décompositions réduites d’un méme mot sont
équivalentes par relations de tresses. En d’autres termes, toute application de
f S — M dans un monoide (induisant donc une application encore notée
f:8* = M) telle que f(Ass) = f(As s) quand Ay g existe est constante sur
l’ensemble des décompositions réduites d’un élément donné de W.

Sous la condition additionnelle w € W, s € S = I(ws) # l[(w) on a (iii)= (i).

Démonstration. Nous allons montrer (i)=-(ii)=>(iii), et que sous la condition que
l(ws) # l(w) pour w € W, s € S (qui est par exemple impliquée par (ii)), alors
(iii)=(i).

Lemme 2.3. Soit (W, S) un systéme de Coxeter, et soit N Uapplication de S*

dans l’ensemble des parties de R qui associe a S1 ...sy l'ensemble des éléments
de R qui apparaissent un nombre impair de fois dans la suite

s SkpSk—1...5
{Sk, kSk_l..., kSk—1 281}.

Alors N(s1...sx) ne dépend que de limage w de sy...s; dans w (nous le
noterons N(w)) et il a l(w) éléments.

Démonstration. Pour voir que N ne dépend que de 'image d’un élément dans
W, on utilise que W est en bijection avec I’ensemble des classes de S* pour la
relation qui est la cloture transitive des équivalences assb = ab et alAg b =
alAg sb (cela résulte de la définition d’une présentation d’un groupe dans le
cas particulier ou les générateurs sont des involutions). Pour vérifier que N est
compatible avec ces équivalences, on utilise le fait qui est immédiat d’apres la
définition que N(zy) = N(y)+5 ' N(z)7 o + désigne la différence symétrique



(somme modulo 2 des fonctions caractéristiques) et olt § est I'image de y dans
W. En utilisant cette égalité, les relations & démontrer résultent de N(ss) = 0)
et de N(A; ) = N(Ay ), égalités qui sont immédiates & vérifier. O

Maintenant (i)=-(ii) résulte du lemme suivant :

Lemme 2.4. Si un groupe W engendré par des involutions S posséde une fonc-
tion N de W wers les parties de l’ensemble R des conjugués de S qui vérifie
N(zy) = N(y)+y ' N(z)y et N(s) = {s} pour s € S alors pour tout w on a
|N(w)| = l(w) et (W,S) vérifie la condition d’échange.

Démonstration. En calculant de proche en proche N(s;...s,) & partir des for-
mules de 1’énoncé on trouve N (s ...8,) = {sg+{ sp_1}+ ... F{5k0-15251}.
Si la décomposition s; . .. sy est réduite, ces éléments sont tous distincts. En ef-
fet, s'il existe ¢ < j tels que s ...8;...5; = Sp...5;...5 alors s;si41...5; =
Si+18i+2 - - - 8j—1 ce qui contredit le fait que la décomposition s; . .. s, soit réduite;
ceci montre la premiere assertion du lemme.

Si l(ws) < l(w), alors [(ws) < I(w). En effet N(ws) = {s}+s N (w)s donc
par les propriétés de la différence symétrique I(ws) = I(w)+1. On voit aussi que
si l(ws) < l(w), alors s € s~ N(w)s ou de fagon équivalente s € N (w). 1l existe
donc ¢ tel que s = s ...S;...Sk, ce qui donne ws = 81...5;...S; c.q.f.d. O

Montrons maintenant (ii)=-(iii). Soit f : S* — M une application comme
dans 1’énoncé et montrons par récurrence sur [(w) que deux décompositions
réduites de w ont méme image dans M. Raisonnant par I’absurde, soient s; . . . sg
et s} ...s) deux décompositions réduites d’image différente par f. Par la condi-
tion d’échange, on a sjs1...85, =81...8;...8k, @.€. S1...8k = 8181...8;...Sk.
Par hypothese de récurrence (applicable car les premieres lettres sont égales),
ona f(sys1...8;...s,) = f(s]...s}) et donc on doit avoir ¢ = k sinon toujours
par hypothese de récurrence on aurait f(sjs1...8;...8;) = f(s1...8%). On ar-
rive donc a la conclusion que s{s; ... s,—1 est une autre décomposition réduite
de w telle que f(s]s1...86-1) # f(s1...5k).

Reprenant le méme raisonnement a partir de ces deux dernieres décompositions,
on trouve que $15}81 ... Sg_o est une décomposition réduite de w telle que

f(s18981...8k_2) # f(si81...8k_1);

continuant ainsi de proche en proche, on trouve que w = Ay, o = Ay o et
f(Ag o) # f(Ag s,), ce qui contredit I'hypothese.

Montrons maintenant (iii)= (i) sous la condition que [(ws) # l(w) quand
s € S. (i) est équivalent au fait que toute application f : S — G de S dans
un groupe G (induisant donc une application encore notée f : S* — G) telle
f(s?) =1et f(Ass) = f(Ass) induit un homomorphisme W — G. On sait
déja, d’apres le lemme de Matsumoto, que f induit une application bien définie
f W — G. 1l reste a voir que f(w)f(w') = f(ww’) et, puisque S engendre
W, il suffit de voir que f(s)f(w) = f(sw). Si l(sw) > l(w) alors puisque f est
définie en faisant le produit suivant une décomposition réduite le résultat est



clair. Si I(sw) < l(w), alors I'égalité f(s)> = 1 permet de réécrire 'équation a
démontrer f(w) = f(s)f(sw) et le méme raisonnement s’applique. O

On représente un groupe de Coxeter par un graphe de sommets S ou on lie
s et s’ par une aréte si l'ordre de ss’ est > 2. On indique sur cette aréte ’ordre
de ss’. On omet toute indication si cet ordre est 3, et on met une double aréte
si c’est 4 et un triple aréte si c’est 6.

Les groupes de Coxeter finis sont :
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Un groupe de Coxeter fini est dit groupe de Weyl s’il a une représentation
de réflexion sur Q. C’est le cas des types A, B, D, E,F et de Iy(e) pour e €
{2,3,4,6}. On note G5 pour I1(6).

Proposition 2.5. Soit (W, S) un systéme de Coxeter. Alors les propriétés sui-
vantes sont équivalentes pour un élément wy € W :
(i) l(wps) < l(wg) pour tout s € S.
(i1) lwow) = l(wg) — l(w) pour tout w e W.
(iii) wo est de longueur mazimum parms les éléments de W.

De plus, si un tel élément existe, c’est une involution, il est unique, et W est

fini.



Démonstration. 11 est clair que (ii) implique (iii) et que (iii) implique (i).

Pour démontrer que (i) implique (ii), nous allons voir par récurrence sur I(w)
que wo a une expression réduite se terminant par une expression réduite de w!.
Ecrivons w™! = vs ol I(v) 4+1(s) = [(w). Par récurrence, on peut écrire wy = yv
ot [(wp) = l(y) + I(v). Par le lemme d’échange, en utilisant que I(wps) < I(wo)
mais que vs est réduit, on voit que wys est de la forme gv ou ¢ représente le mot
y dont on a retiré une lettre. On en déduit que gvs est une expression réduite
de wy.

Un élément vérifiant (ii) est une involution car I[(wg) = l(wo) — l(wo) = 0
et il est unique car un autre w; est de méme longueur par (iii) et {(wow;i) =
I(wp) — I(wy) = 0 donc w; = wy " = wo.

Si wyg existe alors S est fini puisque S C N(wg) donc W est fini par (iii). O

Systemes de racines

Dans cette section on fixe un espace vectoriel réel V' de dimension finie ; nous
notons V* le dual de V.

Notation 2.6. Une réflezion s € GL(V) est un élément tel que s? = 1 et Ker(s—
Id) est un hyperplan. Il en résulte que s a une valeur propre —1 de multiplicité
1, et que si @ € V est vecteur propre pour —1 et oV € V* est une forme linéaire
de noyau Ker(s — Id), choisie telle que oV (a) = 2, alors s(z) = z — a"(z)a. On
appelle a racine attachée a la réflexion et oV coracine attachée a la réflexion.
Ils sont uniques a scalaires (inverses) pres.

Définition 2.7. On appellera systeme de racines des ensembles finis ® C
V,®Y C V* en bijection o — oV, tels que ® engendre V, et vérifiant oV (a) = 2
et ® est stable par la réflevion s, de racine o et coracine o .

Propriétés 2.8. — Le systeme est dit cristallographique (ou défini sur Z)
si aV(B) € Z pour tous a, 3.
— Le systeme est dit réduit si pour tout @ on a ® NRa = {«o, —a}.

Nous différons de Bourbaki en ce que nous ne supposons pas a priori le
systeme cristallographique. On peut attacher un tel systéme a tout groupe de
Coxeter fini, mais les groupes de Weyl des groupes algébriques réductifs corres-
pondent a des systemes de racines cristallographiques.

On se fixe maintenant un systéme de racines et on note W le groupe engendré
par les s,. Il est fini car ses éléments sont déterminés par la permutation de ®
qu’ils définissent. Il existe donc un produit scalaire (,) invariant par W.

Lemme 2.9. Si on identifie V a V* par (,) alors a¥ = (io(‘x).

Démonstration. Puisque le produit scalaire est invariant par s, on a (s4q, Sav) =
(a,v) pour tout v € V, cest-a-dire (—a,v — a¥(v)a) = (a,v) ce qui s’écrit
aV(v) = A O

= Tao)

Utilisant cette identification on peut travailler dans un espace V euclidien
et se dispenser de ®V mais cela empéche de considérer des systémes infinis.



Nous supposerons toujours ® réduit ; ce n’est pas essentiel, mais simplifie les
énoncés et les preuves (un systéme non réduit, BC,, joue un role dans certains
aspects de la théorie des groupes algébriques que nous n’aborderons pas).

Théoréme 2.10. Soit ® un systéme de racines (réduit). Etant donné un, ordre
sur V' tel que toute racine soit positive ou négative (c’est-a-dire une forme
linéaire ne s’annulant pas sur ®), ce qui donne une partition ® = &+ L —®T,
il existe une unique base II C &1 de V telle que T = ® NR>oll.

Démonstration. Remarquons qu’on peut obtenir une partie minimale II de ®*
telle que @ = ® N R>(Il, en supprimant de fagon répétée les éléments combi-
naison positive d’autres éléments de II.

Lemme 2.11. Pour II comme ci-dessus, («, 8) < 0 pour a, 8 € I, # .

Démonstration. Supposons au contraire («,8) > 0. Alors s,(8) = 8 — ca ol
c= % > 0. On a soit s,(8) € T, soit —s,(8) € ®T.

Dans le premier cas, par hypothese s, (8) = Zyer{ cyy avec ¢y > 0. 11 vient
2 oen—{p) &xY +ca+ (cg —1)B = 0. Il serait absurde que ¢z —1 > 0 car une
somme non nulle de vecteurs positifs ne peut étre nulle. Mais alors on a exprimé
B comme élément de R>o(II — {B}) ce qui contredit la minimalité de II.

Dans le deuxieéme cas, écrivant —s,(8) = Z'yel_[ cyy avec ¢y > 0, il vient
> overi—{a} 47 T B+ (ca — c)a = 0, et de méme on doit avoir co — ¢ < 0 ce
qui exprime o comme élément de R>o(II — {a}), contredisant la minimalité de
I1. O

Voyons maintenant que les éléments de ® sont linéairement indépendants.
Sinon, on peut écrire une relation de dépendance linéaire sous la forme v =
> wer, Cal = ZﬁeHQ cgf ol v est un vecteur non nul, oll ¢u,cg > 0 et ou
IT = II; UILp. Mais alors on a 0 < (v,v) = (X_,cp, Ca® D _gem, ¢68) < 0, une
contradiction.

Voyons enfin que II est unique : 8’il y a 2 bases II # II' on peut trouver
a € I —1II"; exprimé sur I' : v =} 5y, g3, puis ré-exprimons chaque 3 dans
IT : les B étant différents de a vont faire intervenir une racine différente de «
(on utilise ici que le systeme est réduit) et cette racine va rester en effectuant
la somme car les coefficients sont positifs; d’ot une contradiction. O

Un ®* comme ci-dessus est appelé un systéme de racines positives et un II
comme ci-dessus un systéeme de racines simples.

On notera que dans la base II les coefficients de la matrice de s, sont 1 ou
—aY(B) donc W agit par des matrices a coefficients entiers si le systéme est
cristallographique.

Proposition 2.12. Deux systémes de racines positifs (resp. simples) sont conjugués
sous W.

Démonstration.



Lemme 2.13. Soit o € II. Alors « est la seule racine positive dont s, change
le signe.

Démonstration. Si 8 € ®* — {a} alors f = > ¢,y olt au moins un ¢, > 0
pour v # a, sinon f € &+ N R>pa = {a}. Mais alors s,(8) = 8 — Y (B)a a
meéme coeflicient sur 1’élément v de la base II, et comme toute racine a tous ses
coefficients sur IT non nuls de méme signe, s,(3) doit étre positif. O

Nous utilisons le lemme pour conjuguer par W un systéeme ®; sur ®* en
procédant par récurrence sur |[®+ N —®]|. Si ce cardinal est non nul, alors on
ne peut avoir II N 7<I>T = (). Soit «a dans ce dernier ensemble. Alors, comme
54(@T) = & — {a} + {—a}, 'ensemble s,(®T) est un systéme de racines
positif tel que [s,(®1) N —®]| = |[®+ N - | - 1. O

Du lemme 2.13 on tire le
Corollaire 2.14. Toute racine est dans l'orbite de II sous W.

Démonstration. 1l suffit de le voir pour ®* puisqu’une racine o change de signe
par so. Soit a = 37 ey € @F —1I; comme 0 < (a,a) = 30 ey(a, ) il
existe v tel que (o,7y) > 0. Alors @' = s, () est positif par 2.13 et est obtenu
en retirant un multiple positif de v a a. Donc si on pose h(a) = > ¢, on
a h(a/) < h(a). Tant que o’ ¢ TI, on peut continuer. Comme ®* est fini ce
processus doit s’arréter, sur un élément de II. O

Il résulte de la preuve du corollaire que toute racine est conjuguée a une
racine de II par une suite de s, € II. En particulier tout s, est dans le groupe
engendré par les {s,} e, donc W est engendré par les {sy}em.

Nous allons montrer que W est un groupe de Coxeter a 'aide du lemme
suivant :

Lemme 2.15. Soit W un groupe engendré par un ensemble d’involutions S et
soit {Ds}scs un ensemble de parties de W contenant 1, telles que DsNsDg = ()
pour tout s € S, et telles que pour s,s' € S on ait w € Dg,ws’ ¢ Dg = ws' =
sw. Alors (W, S) est un systéme de Coxeter, et on a Dy = {w € W | I(sw) >

[(w)}.

Démonstration. Soit s ...s; une décomposition réduite de w ¢ Dy et soit 4
minimal tel que s1...s; ¢ Dy (i > 0 puisque 1 € D,). Alors de s1...5,-1 € D;
et s1...8; ¢ Ds on tire $s1...8,-1 = 81...8;, ol sw = s1...5;...5; (et
l(sw) < l(w)). Si w € D; alors sw ¢ Dy et appliquant le méme raisonnement a
swon a l(w) < I(sw). Au total on a donc vérifié la condition d’échange, d’ou le
résultat. O

Proposition 2.16. (W, 5) ot S = {s, | @ € II} est un systéme de Coxeter.



Démonstration. On utilise 2.15 avec Ds;, = {w € W | w™'(a) > 0}. La
condition D;_ N saDs, = 0 est claire. Supposons maintenant que w € Dg,
et wsy ¢ Dy, , c’est-a-dire w™(a) > 0 et soyw™ ! (a) < 0. Comme s/, ne change
le signe que de o, on doit avoir w™(a) = o/. Comme w préserve le produit
scalaire, il conjugue s, sur s,, d’ou le résultat. O

Lemme 2.17. (i) L’ensemble N(w) de 2.3 est {s | @ € @, w(a) < 0}.
(ii) L’élément wqy de 2.5 vérifie wo(dT) = .

Démonstration. Si on pose N'(w) = {so | @ € &7, w(a) < 0} et que N(w) est
comme en 2.3 on montre que N(w) = N'(w) par récurrence sur la longueur de
w:siw=wvs avec s € S,l(w) > I(v) il résulte de la définition aussi bien pour
N que pour N’ que N(w) =sUsN(v)s et N'(w) =sUsN'(v)s.

Pour (ii), si w € W et N(w) # ®7T il existe a € II tel que w(a) > 0. Alors
par 2.16 et 2.15 on a I(s,w) > l(w). Ce processus s’arréte quand on tombe sur
wo tel que N(wp) = O O

Ezemple 2.18. Systéme de racines de type A,_1. Soit {e1,...,e,} une base
orthonormée de R™. Alors ® = {e; —¢;}; jeq1,..n],iz; €St un systeme de n(n —1)
racines dans ’espace V' de dimension n—1 qu’il engendre. Les vecteurs avec i > j
sont un systéme positif pour la forme linéaire x — (x,ne; +(n—1)ea+...+e,).
On a Il = {67; — 61'_;,_1}1':17___7”_1. Si on pose o; = €; — €41, Ol a €; — €5 =
o + i1 + ...+ a; pour i < j. Le groupe W s’identifie au groupe symétrique
permutant les e; : se, ., échange e; et ¢; et fixe les autres vecteurs de base. Le
graphe de Coxeter de A,, est () Q) e O O.

S1 52 Sn—1 Sn

Ezemple 2.19. Systeme de racines de type C,.
Cette fois il v a 2n? racines dans R”, les +2¢; et +e; + e;. Pour la méme
forme linéaire qu’avant on a &+ = {2e;}; U {e; £ ej}icj et on a Il = {e; —

€2, .., n_1 — €n,26n}. Ici 8o, échange e; et ej, s¢,y¢; échange e; et —e; et
S9e; €change e; et —e; ; le groupe W est le groupe hyperoctaédral qui permute
les te;. Le graphe de Coxeter de C,, est () O e ().

s1 S2 Sn—1 Sn

Ezemple 2.20. Pour le systeme de type B, on remplace 2¢; par e;.

3 Structure des groupes réductifs

Propriétés 3.1 (Structure des groupes réductifs). Soit G un groupe algébrique
affine réductif connexe sur k, et soit T un tore maximal de G. Alors

(i) Les sous-groupes unipotents de G fermés normalisés par T minimaux
sont isomorphes & G,. Pour un tel groupe & un parametre z — u(x) il
existe a € X(T) tel que pour t € T on a tu(z)t~! = u(a(t)z). Les a
obtenus sont distincts; donc si @ est leur ensemble, a € ® détermine
U, ~G,.
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(ii) Pour tout o € @, il existe un homomorphisme ¢, : SLs — G d’image
(Uq, U_q) et injectif ou de noyau +1d = Z(SLs), tel que

1 =* 1 0
ba (0 1):Ua’ b (* 1):Ua

d(l‘) = ¢a (g x01> , S = Cba (01 (1)) .

(iii) @ est un systeme de racines réduit dans X(T) ® R. On a Cg(T) =T et
Papplication naturelle W := Ng(T)/T — GL(X(T)®R) identifie W au
groupe de réflexions défini par @ ; s, est 'image de $,.

On pose

(iv) Un sous-groupe fermé connexe H de G contenant T est engendré par T
et les U, qu’il contient.

(v) Un sous-groupe unipotent H de G normalisé par T est égal a [ [y i Ua
dans n’importe quel ordre.

(vi) Il y a bijection entre les sous-groupes de Borel contenant T et les ordres
sur ® : si B correspond & Pordre ®*, alors Ry(B) = [],cq+ Ua-

(vii) Si a7 —p alors [Ua, Ug] C [y enx patpseey Uratus-

sketch de preuve. [Springer, pages 114-141] Soit T un tore maximal de G. Pour
a € X(T) on pose G, = Cg(Ker(a)?). Alors, en utilisant I'action adjointe de
T sur l'algebre de Lie & de G, on montre :
— Il y a un nombre fini de « tels que G, # Cg(T) [ doit étre un poids
de T agissant sur &].
— Les G, engendrent G [le groupe engendré par les G, a méme algebre
de Lie que G].

Ensuite, on démontre que si G, n’est pas résoluble, alors G,/ Rad(G,,) est
isomorphe & SLo ou PGLo, car un groupe semi-simple dont le tore maximal est
de dimension 1 est un de ces groupes (on voit immédiatement que le groupe de
Weyl de G, est Z/2 car GL(Z) = +1 — la preuve du reste est un peu longue).

On pose & = {a | G, est non résoluble}. On démontre, ce qui n’est pas
évident, que G,/ Rad(G,) se releve ce qui définit ¢,. Alors chaque G, pour
a € ® contribue une réflexion s, € W (image dans W de $, € Ng(T)), et un
groupe U, normalisé par T et ou T agit par . On a aussi @¥ € Y(T) qui est
la restriction de ¢, au tore.

® est un systeme de racines réduit cristallographique : la stabilité par les s,
résulte de la construction, et le systeme est réduit car par construction G, =
G, (la composante neutre du noyau est la méme pour na et «) et G, n’a que
2 racines *a.

On montre que les s, engendrent W par récurrence sur le rang de G. Pour
cela on utilise que W étant fini préserve un produit scalaire sur X (T) @ R et le
lemme :
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Lemme 3.2. Soit V un espace réel Fuclidien de dimension finie et w, s deux
éléments du groupe orthogonal ot w n’a pas de valeur propre 1 et ou s est une
réflexion. Alors sw a une valeur propre 1.

Démonstration. Puisque w n’a pas de valeur propre 1 alors w — Id est surjectif.

Soit o une racine de s, de telle sorte que s =z — x — %a (voir lemme 2.9),
et soit = tel que (w — Id)(z) = . Alors (z,2) = (w(z),w(z)) = (r + o,z + @)
implique % = —1dou s(z) =z + a = w(z). O

A cause du lemme on peut supposer que w € W a une valeur propre 1.
Alors w a un point fixe dans X (7T) (car w — Id a un noyau dans X (T) ® Q) et
S = Ker(t — [w,1])° est un sous-tore non-trivial centralisé par w. On peut alors
travailler dans Cg(S)/S qui est de rang plus petit.

Par 1.5 les G, résolubles sont dans I'intersection C' des sous-groupes de Borel
contenant T. On démontre que Ry (C) est normal dans G d’ott R, (C) = Ry (Q)
([Luna] montre & partir des seuls éléments rappelés au §1 que l'intersection des
R, (B) ol B parcourt les sous-groupes de Borel contenant T est R, (G)). Donc
si G est réductif, il n’y a pas de G, résolubles, Cg(T) = T (voir 1.6) et les
G, sont engendrés par U,, U_, et T ('image de ¢, est engendrée par U, et
U_,).

On déduit (iv) de ce que H comme dans (iv) est engendré par les G, qu’il
contient.

Pour (v) on démontre un théoréeme général sur un groupe résoluble T x U
ou U contient des U, isomorphes a G, sur lesquels T agit par des caracteres «
distincts qui sont tous les poids de T dans ’algebre de Lie de U : alors U est
produit des U, dans n’importe quel ordre.

Pour (vi) le point essentiel est qu'un sous-groupe de Borel B contenant T
définit une forme linéaire sur X (T) : on utilise une représentation rationnelle
de G ou B est le stabilisateur d’'une droite. Cette représentation définit un
élément x € X(T) ('action de T sur cette droite) ; en composant avec I’action
de U, C B on démontre que (x,a) > 0.

Pour (vii) comme « # —f on peut les supposer positives, i.e dans un R, (B).
Si on note = + u,(z) I'isomorphisme k™ — U, dans I'isomorphisme de (v) la
multiplication est donnée par des polynomes donc il existe des polynomes P, tels
que [ua(z),us(y)] = [, uy(py(z,y)). Alors pour ¢t € T on a p,(a(t)z, B(t)y) =
~¥(t)p(z,y) ce qui vul'indépendance linéaire des caracteres force «y a étre Aa+pu3
et py, = c,y:EAy“. On ne peut avoir par ex. u = 0 car alors en prenant y = 0,z =1
on aurait une égalité 1 = u,(cq). O

On notera qu'il résulte du (i) de 3.1 que pour w € W et a« € ®, on a
YU, = Uw(a)-
Ezemple 3.3. Pour GL,, et le tore des matrices diagonales, Ng(T) est formé des
matrices monomiales. Les matrices de permutation sont une section (représentant
W) du quotient Ng(T)/T. On a X(T) ~ Z". L’ensemble ® = ¢; — e; forme un
systéme de racines pour le produit scalaire naturel (qui n’engendre pas X (T)
mais seulement les vecteurs de somme nulle). Le groupe U, ¢, est formé des
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matrices de la forme Id +AE; ;. Pour I'ordre de 2.18 le sous-groupe de Borel cor-
respondant est formé des matrices triangulaires supérieures. L’image de ®., .,
est formé d’un SLs en lignes et colonnes 1, j.

Ezxemple 3.4. Pour SL,, les principales différences sont : Les éléments de T
vérifient ¢1 ...t, = 1. Les coracines engendrent Y (T) (mais il y a toujours un
centre, noyau des racines, formé de diag((,...,¢) ou "™ = 1). Le groupe de Weyl

0 1)
n’a pas de section car (_1 0 ) =—1Id.

Ezemple 3.5. Pour PGL,, les racines engendrent X (T); les images de ¢, sont
des PGLs.

Ezemple 3.6. Pour Sp,,,, avec nos coordonnées 1,...,n,n',...,1’ il y a 3 types
de groupes U, correspondant aux morphismes G, — G donnés par :

— A—1d +/\E,‘7j — )\Ej/ﬂ‘/ pour o =e; —¢€;

— A—1d +AEi7j/ + /\Ej,i’ pour o« = ¢e; + €;

— A= Id+AE; i pour o = 2e;

4 (B, N)-paires

Définition 4.1. On dit que deux sous-groupes B et N d’un groupe G forment
une (B, N)-paire pour G (ou un systéme de Tits pour G) si

(i) B et N engendrent G et T := BN N est normal dans N.

(ii) Le groupe W := N/T est engendré par un ensemble S d’involutions.
(i1i) Pour s € S, w € W on a BsB.BwB C BwB U BswB.

(iv) Pour s € S, on a sBs # B.

On verra que sous les hypothéses 4.1 ona S = {w € W | BUBwB est un groupe}
donc S est défini par (B, N).

Ezxemple 4.2. Nous allons montrer que les propriétés 3.1 impliquent que si G
est un groupe algébrique linéaire réductif connexe et que T C B est un couple
formé d’un sous-groupe de Borel inclus dans un tore maximal, alors (B, Ng(T))
est une (B, N)-paire pour G.

Montrons d’abord que BN Ng(T) = T. Par 1.2 on a Ng(T) = Cg(T) C
Ce(T)=T.

Montrons que G est engendré par B et Ng(T). L’élément s, conjugue U,
sur U, (o) = U_4. Donc le groupe engendré par B et Ng(T) contenant T et
U, (o € 1) par 3.1 (vi), et s,, contient tous les U, et par 3.1 (iv) engendre
G.

Le (ii) des axiomes des (B, N)-paires vient de ce que les s, engendrent W
et le (iv) de ce que *U, = U_, n’est pas dans B.

Pour le (iii), si $ = s, comme B =T H5€¢+ Ug, que s normalise T et que
U = U, () et que 5o € 1 si f € &7 — {a}, on a BsBwB = BsU,wB. Si
w~ () € & c’est égal & BswB. Sinon on écrit BsU,sswB ot (sw) " 1(a) € &F
et, si G, = (T, U,,U_,) et B, = TU, = G,NB, on utilise la “décomposition
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de Bruhat dans G,” : G, = B,sB, UB, (la preuve est un calcul dans SLy ou
PGL3). On en déduit sU,s C B,sU, UB, d’on BsU,sswB C BsU,swB U
BswB ou le premier terme est égal a BwB.

Théoréme 4.3. Si G admet une (B, N)-paire, alors
(i) G = [Lyew BwB (“décomposition de Bruhat”).
(i) (W, S) est un groupe de Coxeter.

(11i) La condition (iii) de 4.1 peut étre raffinée en

BsB BwB — BswB st l(sw) = l(w) + 1 .
BswB U BwB  sinon

(iv) Pour tout t € N(w) (cf. 2.8), on a BtB C Bw™!'BwB.
(v) S={weW | BUBwB est un groupe}.
(vi) On a Ng(B) = B.

Démonstration. Montrons (i). Puisque B et N engendrent B, on a G = U;(BN B)’,
et BNB=BWB.Siw=s51...5;avecs; € S,ona BwB C Bs1BsyB...Bs;B,
et par 4.1(iii) on a Bs;B- BWB C BWB d’ou BwB - BWB C BWB d’ou
(BWB)? = BWB dot G = BWB. 1l reste a voir que BwB # Buw'B si
w # w'. Montrons le résultat par récurrence sur inf(I(w),I(w’)) et supposons
par exemple {(w) < I(w’). Le point de départ est [(w) = 0 et le résultat vient de
w’ ¢ B. Sinon, prenant s € S tel que I(sw) < I(w), par ’hypothese de récurrence
BswB ne peut étre égal & Bw'B ni & Bsw'B donc BswB N BsB.Bw'B = ;
comme on a par ailleurs BswB C BsB.BwB on doit avoir BwB # Bw'B.

Pour montrer (ii), nous utilisons le Lemme 2.15; on prend Dy = {w € W |
BsBBwB = BswB} (notons que la seule autre possibilité est BsBBwB =
BswB ][ BwB). La condition Dy 3 1 est claire.

Si on avait a la fois w € Dy et sw € Dy, alors de BsB.BwB = BswB et
BsB.BswB = BwB on tire BsB.BsB.BwB = BwB ce qui est absurde car
BsB.BsB = BsB]] B (sinon, si BsB.BsB = B, on aurait *B C B ce qui
contredit 4.1(iv)).

Il reste & voir w € Ds,ws’ ¢ Dy = ws' = sw. L’hypothése ws' ¢ Dy
implique BsB.Bws'B = Bsws'B]] Bws'B; en particulier BsBws' rencontre
Bws’'B; en multipliant par s'B & droite on en déduit que BsBwB rencontre
Bws'Bs'B C (BwB ][] Bws' B) (pour cette derniére inclusion, on se sert de
4.1 (iii) “a I'envers” ce qui s’obtient en prenant les inverses des éléments dans
4.1(iii)). Donc BswB = BsBwB (puisque w € D,) est égal & soit Bws'B, soit
& BwB. Cette derniere possibilité étant exclue puisque w # sw, on en déduit le
résultat sw = ws'.

On a aussi démontré (iii) au passage.

Démontrons (iv). Si w = 7 ... sy est une décomposition réduite, pour tout
i par (iii) on a BwB = Bsy ...s;_1Bs;Bs;y1 ...5,B et de méme pour Bw~'B
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d’ol
BwilB.BwB = BSk ce 5i+1BSiBSi—1 ce 81881 ce Si—lBSiBSi—i-l ce SkB
D Bsg... SH_lBSiBSiBSi_;,_l ...s5LB
D Bsyg...s8i41Bs;Bsjy1...s51B
D Bsy... Si418iSi41 - - - s.B

d’ou le résultat.

(v) Résulte immédiatement de (iv), qui implique que B U BwDB ne peut étre
un groupe que si |[N(w)| = 1.

(vi) en résulte aussi. Si g € BwB,ona 9B =B < “B =B < BwBw B =
B ce qui par (iv) ne se produit que pour w = 1. O

Remarque 4.4. Dans un groupe muni d’une (B, N)-paire, on appelle sous-groupes
de Borel les conjugués de B. Un autre fagon d’exprimer la décomposition de Bru-
hat est de dire que toute paire de sous-groupes de Borel est conjuguée a une
paire (B, *B) pour w € W. On dit que la paire est en position relative w.

Il en résulte que, si on appelle tores les conjugués de T, l'intersection de
deux sous-groupes de Borel contient toujours un tore (car la paire (B,"“B) en
contient un).

Ezemple 4.5. Dans le cas de GL,, une matrice m est dans BwB si et seulement
si elle a les mémes rangs de mineurs que la matrice de permutation w parmi les
mineurs “en bas & gauche”, c’est-a-dire les rangs des sous-matrices m; ; données
par les lignes i,...,n et les colonnes 1,...,j. En effet, on voit :
— Les rangs des m,; ; sont invariants par multiplication & droite ou a
gauche de m par une matrice triangulaire supérieure.
— La matrice m d’une permutation w est caractérisée par les rangs des
m;,; qui sont égaux a [{k <= j | w(k) > i}|.
Si {F;} et {F/} sont deux drapeaux complets, m; ; = dim%
est une matrice de permutation qui donne leur position relative.
Ezemple 4.6. Une (B, N)-paire “exotique” : G = GL,(Q,) ; N=matrices mono-
miales, B=matrices & coefficients dans Z,, dans la partie triangulaire supérieure
(incluant la diagonale) et & coefficients sous la diagonale dans pZ, (B est un
sous-groupe d’Iwahori : un sous-groupe dans GL,,(Z,) qui tombe en réduction
dans un sous-groupe de Borel de GL,(F,)). Alors W est de type A, (“affine”
Ay). Pour n = 2, W est le groupe diédral infini, de diagramme de Coxeter

oo . (0 1 _ 0 p
9—@, engendré par s = (_1 O) et t = (—pl 0).

5 Sous-groupes Paraboliques
Soit G un groupe muni d'une (B, N)-paire, et soit T'= BN N et (W,S) le

systeme de Coxeter de 4.3(ii). On appelle sous-groupes paraboliques les sous-
groupes contenant un sous-groupe de Borel, et tores les conjugués de T'.
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Dans un systeme de Coxeter (W, .S), pour I C S, on note Wy le sous-groupe
de W engendré par I — par la condition d’échange (ii) du théoreme 2.1 il est
clair que (W7, ) est un systéeme de Coxeter.

Proposition 5.1. (i) Les sous-groupes paraboliques contenant B sont les
P :=BW;B pour I CS.

(i) Sig € G est tel que 9B C Py alors g € Py.

11 résulte de (ii) que deux sous-groupes paraboliques différents contenant B
ne sont pas conjugués, et que Ng(Pr) = Py.

Démonstration. Soit P un groupe contenant B et soit w € W tel que BwB C
P. Alors Bw='BwB C B donc par 4.3 (iv), on a BtB C P pour tout t €
N(w). Si s1...s est une décomposition réduite de W, on a donc BspyB C P,
Bspsp_15x C P,... ce qui implique de proche en proche Bs; B C P pour tout
i;dou P D BWiBoul={s,...,s:}; dou (i).

Démontrons (ii). Supposons 9B C P; et soit w € W tel que g € Bw™!B.
Alors P; D BgBg~'B = BwBw™'B d’otl par le raisonnement de (i) w € Wy
donc g € P;. O

Nous aurons besoin des notions suivantes dans un systeme de Coxeter (W, .S)
avec I C S

Lemme-Définition 5.2. w € W est dit I-réduit s’il vérifie une des conditions
équivalentes suivantes :

(i) Pour tout v € Wy, on a l(vw) = l(v) + l(w).
(i1) Pour tout s € I, on a l(sw) > l(w).

(iii) w est de longueur minimum dans Wiw.
1l y a un seul élément I-réduit dans Wiw.

Démonstration. 11 est clair que (iii)=-(ii) car (iii) implique que I(sw) > I(w).
Montrons que non (iii)= non (ii). Si w’ n’est pas de longueur minimum dans
W', ¢’est-a-dire que w’ = vw avec v € Wy et l(w) < l(w’), en ajoutant un & un
les termes d’une décomposition réduite de v & w et en appliquant a chaque fois
le lemme d’échange, on trouve une décomposition réduite 9w (= vw = w’) ou
on a noté ¢ (resp. W) le produit d’une suite extraite stricte d’une décomposition
réduite de v (resp. w). Comme () < I(w) < I(w'), on a l(¥) > 0, donc il existe
une décomposition réduite de w’ commencant par un élément de I, donc w’ ne
vérifie pas (ii).

Il est clair que (i)=-(iii). On a non (i)= non (iii) car si l(vw) < I(v) + I(w)
alors une décomposition réduite de vw est de la forme 9w ol [(w) < I(w). Donc
w € Wiw et est de longueur inférieure a celle de w.

Enfin un élément vérifiant (i) est clairement unique dans Wrw. O

On a évidemment la notion de réduit-I qui vérifie le lemme symétrique.

Corollaire 5.3. On a PI\G/B ~ W \W ~{w € W | w est I-réduit}.
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Démonstration. C’est clair : la classe PrgB pour g € BvB est PjwB ou w est
I’élément de longueur minimale de Wiv. O

Lemme-Définition 5.4. Soient I et J deux parties de S. Un élément w € W
est dit I-réduit-J s’il vérifie une des propriétés équivalentes suivantes :

(i) w est & la fois I-réduit et réduit-J.
(ii) w est de longueur minimale dans WrwWy.

(iii) Tout élément de WrwW; s’écrit de fagon unique sous la forme xwy avec
x €W,y € Wy, l(z) + l(w) + l(y) = l(zwy) et zw réduit-J.

Par (iii) il y a un unique élément I-réduit-J dans une double classe, qui est
de longueur minimum ; par symétrie on a I’énoncé analogue en remplagant dans
(iii) la condition que zw est réduit-J par celle que wy est I-réduit.

Démonstration. Montrons d’abord que deux éléments w et w’ d’une méme
double classe et vérifiant (i) sont de méme longueur. Ecrivons w’ = zwy avec
x € Wrety € Wy;onadonc wy ! = 2w et 27w’ = wy; en utilisant les
définitions de I-réduit et réduit-J et I(y~!) = I(y), I(z~!) = I(z) on en déduit
W(w) +1(y) = Ux) + l(w) et l(z) + I(w) = l(w) + I(y), dou I(x) = I(y) et
l(w) = l(w"). Comme clairement (ii)=-(i) cette longueur unique doit étre la
longueur minimale, donc (1)< (ii).

Montrons maintenant (ii)=-(iii). Soit w vérifiant (ii) ; Soit xwy une écriture
de v € WywWj o on a choisi [(2) minimal. En appliquant le lemme d’échange
on peut écrire une décomposition réduite de xwy sous la forme ZTwy ou &
(resp. W, §) est extrait d’'une décomposition réduite de x (resp. w, y). On a
nécessairement w = w sinon w ne serait pas de longueur minimum dans sa
double classe. Mais alors on a nécessairement & = x vu ’hypotheése de mini-
malité de I(z), d’ott § = y et donc I(z) + l(w) + I(y) = (zwy). L’élément zw
est réduit sinon on peut écrire zw = v’y ou v’ € WrwWy, y' € Wy — {1} et
1(v)+1(y") = l(zw). En appliquant ce qu’on vient de démontrer on a v’ = =" wy”
avec I(z") +1(w)+1(y")+1(y") = l(x)+1(w) ce qui implique I(z") < I(x) contre-
disant la minimalité de I(z). On a unicité puisque zw est unique comme élément
J-réduit.

Enfin on a clairement (iii)=(ii). O

@Il est & noter que toute écriture zwy ne satisfait pas (iii) ; considérer par
exemple le cas w =1 et I = J; la situation est moins bonne de ce point de vue
que dans le cas I-réduit.

Corollaire 5.5. On a PI\G/P; ~ W \W/W; ~{w € W | w est I-réduit-J}
par les applications naturelles entre ces ensembles.

Démonstration. Considérons une double classe PrgP;. D’apres la décomposition
de Bruhat, on a g € BwB pour un certain w € W, et donc P;gP; = PjwPj.
Comme les représentants de W; et W sont respectivement dans Py et Py, on
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a finalement PrgP; = PiWrwW;Pj, d’ou une application bien définie surjec-
tive de W \W/W; sur P;\G/P;. Pour montrer qu’elle est injective, il suffit de
démontrer que PrwP; = BW;wW;B. A priori, on a PrwP; = BW;BwBW ;B
ol on peut choisir w de longueur minimum dans sa double classe. Alors w
est I-réduit donc BW;BwBW ;B = BWwBW ;B par 4.3(iii). Par application
répétée du symétrique de 4.1(iii) on voit que pour y € W; on a BWwByB C
BW[U}WJB

La deuxieme bijection de 1’énoncé est le lemme 5.4. O

6 Parties closes

Nous avons besoin de quelques rappels supplémentaires sur les systémes de
racines cristallographiques. Soit ® un systeme de racines réduit cristallogra-
phique, IT une base des racines, et (W, S) le systeme de Coxeter correspondant,
ot S = {54 }acr-

Pour I C ® nous noterons Wy le sous-groupe engendré par {sq}acr. Si
I CTI, c’est le groupe de Coxeter associé au systéme ®; = ® N (I); en effet, D
est clairement un sous-systéme; et I en est une base, car ’écriture d’une racine
de ®; sur II ne fait intervenir que des éléments de 1.

On dit que ¥ C @ est clossia,f € V,a+p € & = a+ 5 € ¥; 'intersection
de deux parties closes est clairement close.

On dit que W est symétrique si ¥ = —U.

Lemme 6.1. Les systémes de racines cristallographiques de rang 2 sont Ay X Az,
Ag, 02 = BQ et GQ.

28+ 3a
B Bta B Bt+a B+ 2 ﬂQZ&IJrﬂ

Démonstration. Pour 2 racines «, 8 on a ¥ (8)8Y(a) = 4% = 4 cos(0)?

ou 0 est 'angle entre « et 8. Si nous choisissons des vecteurs voisins 1'angle est
< /2 et Pintégralité de ce cosinus force un des angles 7/2,7/3,7/4 ou 7/6. Le
rapport entre les longueurs des racines est donné par le fait que si par exemple

a¥(B)BY(a) = 2 ou a, B € II & symétrie pres la solution unique est oV (3) = —1
et 8V (a) = -2 dou 2(3,8) = (o, ). Pour A1 x A; le rapport des longueurs est
arbitraire, nous ’avons choisi égal a 1. O

Un corollaire de 6.1 est

Corollaire 6.2. (i) Sia,f€®, a# —f et (a,8) <0 alorsa+ [ € P.

(i) Sia, € P eta+nf € P pourn €N, alors a+mfB € © aussi pour tout
entier 0 < m < n.
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(iii) Soient ay,...,ap € DT telles que a =y +...+ay € ®T. Alors si k > 1
il existe i tel que o — o;; € .

Démonstration. Pour (i) et (ii) : a et 5 engendrent un sous-systéme de rang 2.
On vérifie les propriétés de ’énoncé sur les systemes de rang 2.
Pour (iii) comme (o, &) > 0 un des (o, ;) > 0 donc par (i) « —a; € . O

Corollaire 6.3. Si U est clos et symétrique c’est un sous-systéeme de racines
de groupe de Coxeter Wy.

Démonstration. Si on prend deux racines « et §, par 6.2 (ii) on voit de proche
en proche (commengant par o + 3, a + 23, etc...) que ¥ clos et symétrique
contenant « et 8 contient o + nfS pour tout n tel que ce soit une racine, en
particulier contient s, (8) et est donc un sous-systéme. O

Pour I C II il est clair que ®; est clos et symétrique, et que ®+ — &; et
&t U ®; sont clos.

Ezemple 6.4. Des exemples de parties closes et symétriques qui ne sont pas de
la forme @ sont données par les racines de longues de By (un systéme de type
A1 X Ay) ou celles de G (un sous-systeme de type As).

Proposition 6.5. Si U est clos et N —U = (), alors il existe un ordre sur @
tel que ¥ D O,

Démonstration. Montrons par récurrence sur k que toute somme de k > 1
éléments de ¥ est non nulle. C’est clair pour £k =1. Si 0 = a3 + ... + aj alors
(—ag, a9 + ...+ ag) est le carré scalaire de ay donc est positif et il existe ¢ # 1
tel que (a1, ;) < 0. Comme ay # —a; car —a; ¢ ¥ par 6.2(i) on a a1 + oy
racine donc dans ¥ et la somme est somme de k — 1 éléments.

Considérons maintenant vy, € ¥ qui est somme de k éléments de . S’il
existe @ € U tel que (g, @) < 0 alors y,11 = o+, € P. La suite v a tous ses
termes distincts (car sinon on aurait une somme nulle d’éléments de ¥) donc
par finitude de ¥ doit s’arréter sur un élément 7 tel que (yx, ) > 0 pour tout
a € P. La forme linéaire (yx, —) définit presque un ordre : il faut la modifier sur
ykL. Mais fykl N W vérifie les mémes hypothéses sur un sous-espace et on procede
par récurrence. O

On dit que W est parabolique si ¥ est clos et WU —¥ = ®; alors
Proposition 6.6. Si ¥ est parabolique il existe un ordre sur ® tel que ¥ C &T

Démonstration. Soit &+ un ordre qui maximise |[¥N®*|. Montrons par ’absurde
que & C V. Sinon, il existe un élément o de la base II associée telle o ¢ W,
donc —a € W. Puisque @ € ¥ on a s,(¥ N ®T) C ®T; en appliquent s, a
nouveau on a ¥ N &+ C s,(®T). Mais alors pour l'ordre s, (®") qui contient
—a le cardinal |¥ N s, (®)| a grandi, une contradiction. O

Proposition 6.7. Si U est parabolique il est de la forme ®T U ®; pour un
certain I.
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Démonstration. On fixe un ordre ®* de base II tel que ¥ > ®*. On pose
I = —{-IINV¥}. Montrons que ¥N®~ = &, . Notons que par 2.14 toute racine
positive est somme d’un nombre fini de racines de IT; de méme toute racine de
® est somme de racines de —I. Montrons par récurrence sur k qu’une racine
de ®; somme de k racines de —I est dans W. C’est vrai par hypothese si k=1
sinon par 6.2(iii) la somme est « + S ot € —1 et § € & est somme de k — 1
racines de —1I ; par récurrence on a 3 € ¥ et comme o € WV ona a+ [ € V.
Pour la réciproque on procede de méme par récurrence : un vy € VNP~ est
somme de k racines de —II. On écrit v = o+ f ou a € —Il et § € ¢ somme
de k — 1 racines de —II. Comme —3 € &+ C ¥ on a o = v+ (—f3) € ¥. Donc
a€ —1I,don —a € Vet dou €V et on continue... O

Il résulte en particulier de cette proposition que le complémentaire d’une
partie parabolique est clos.

7 Sous-groupes de rang maximum, parties quasi-
closes

Si¥w C ®Ponpose Gy = (Uy | o€ ) et Gy = (T, U, | @ € T). Ces
groupes sont connexes comme produit de groupes connexes, et par 3.1(iv), tout
sous-groupe fermé connexe contenant T est de la forme Gy.

Définition 7.1. Une partie ¥ C ® est dite quasi-close si Gy, ne contient pas
de U, avec o ¢ U,

Notons qu’il est équivalent que Gy ne contienne pas de U, avec a ¢ ¥,
car Gy /G, est quotient de T, donc un tore, donc tout U, est dans le noyau
de ce quotient, donc dans GY,. L'intersection de deux parties quasi-closes est
quasi-close (clair par I'absurde), et (Gg N Gy/)? = Gyry.

On dit qu'un groupe algébrique P possede une décomposition de Levi s’il
existe un sous-groupe fermé L C P (dit sous-groupe de Levi) tel que P =
Ry (P) x L (L est donc réductif).

Proposition 7.2. Soit ¥ C ® une partie quasi-close. Alors Vg = {a € U |
—a €V} etV, ={aec V| —a¢ U} sont quasi-closes, et Gy posséde une
décomposition de Levi Gy = Gy, % Gy, (ou Gy, = Ru(Gyw)).

Démonstration. Commencons par montrer que W, est quasi-clos L’intersection
de deux parties quasi-closes étant quasi-close, il suffit de voir que —V est quasi-
clos. Mais ceci est conséquence de l'existence de ’automorphisme d’opposition
de G (qui induit —1 sur X (T) et dont 'existence est garantie par 8.1).

Etant unipotent normalisé par T, le groupe R, (Gy) est de la forme G,
pour une certaine partie ¥/ C ¥ que nous supposerons maximale donc quasi-
close. Montrons que ¥/ C ¥,,. Si a € ¥, N VY, comme U_, € Gy, le groupe
U_, normalise Ry(Gy) donc [U_,,U,] C Ry(Gy) ce qui est absurde car cet
ensemble contient des éléments non unipotents.
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Réciproquement il suffit de voir ¥ — ¥’ C ¥,. Si o € ¥ — ¥ alors U, N
Ru(Gy) = 1 car cette intersection étant normalisée par T contient U, si elle
en contient un élément. Donc U, s’envoie injectivement sur un groupe radiciel
du groupe Gy /Ry(Gy); ce groupe étant réductif a un ensemble de racines
symétriques et son groupe U_, se remonte (I"image réciproque de U_,, est un
groupe unipotent normalisé par T donc produit des Ug qu'il contient et U_,
doit étre 'un d’entre eux). Donc a € U,

On a vu que Gy, est un complément de Levi de Ry (Gy). O

Proposition 7.3. Une partie close est quasi-close.

Démonstration. Soit W C ® close et définissons ¥, et ¥,, comme dans la preuve
de 7.2. 11 est clair que Uy est clos. Remarquons aussi que si « € ¥, g € ¥,
et a+p € ®alorsa+p eV, (sinona+ f € ¥y dot —a— f € U, donc
a+ (—a—p)=—F € ¥ ce qui contredit S € ¥,). On en déduit que ¥, est
clos. 1l existe donc un ordre tel que ¥,, C ®T. Il est claire qu’une partie positive
close (ici W,) est quasi-close. En effet par 3.1(vii) il est clair que [[,cy, Ua
est un groupe, donc égal a Gy . De plus la propriété a € ¥,, 8 € U, et
a+p€P®=a+p eV, montre que Gj, est normalisé par Gy, (on voit par
6.2(iii) que na +mg € ¥, pour n,m > 1).

Remarquons maintenant que Gy, est déja engendré par T, et les U,, tels que
+a soit une racine simple de ¥, (pour l'ordre ®* choisi) ; en effet (U,, U_,)
contient s, donc ce groupe contient Wy, et toute racine de ¥y est conjuguée a
une racine simple par Wy _, d’out le résultat par 3.1(iii). Montrons maintenant
que Gy, = Uy+ Wy, TUy+ (pour n'importe quel ordre sur ). Pour cela, il suf-
fit de voir que le membre de droite est un groupe ; comme il est stable par trans-
lation & gauche par T et U, ot o € ¥ il suffit de voir qu'il est stable par un
élément de U_,, ot v € U} est simple. Ecrivant Uy+ = Uy+ 1, Ua, puisque
a est simple par 3.1(vii) U_, normalise le groupe U\I,:_{a}, donc il suffit de
voir que Ua Wy, TUy+ est stable par translation par U_,. La décomposition
de Bruhat (T,U,,U_,) = U, T UU,s,TU, montre que U_, U, C U, TU
U,s5,TU,. 1l suffit d’étudier le deuxiéme terme

UosaTU Wy, TU s = | ) UasoUawTUys.
weW,
Si w™(a) € ¥t alors Uyw = wU,~1(4) et on obtient un terme cherché. Sinon,
posant 3 = —w~!(a) € U] on obtient
UasawTUwq(a)U\I,;r = UasawTU_gUﬁUq,;r_{ﬁ}
C UysquwT(Ug U UﬁsﬁUﬁ)U‘Pif{B} = UaSawTU\I,: U UoésawTU[gsﬁU‘l,;r

il suffit de considérer le terme de droite mais s,wUp = s, U_,w = Uysqw d’olt
le résultat.

Montrons maintenant que W, est quasi-clos. Soit v tel que U, C Gy, et
choisissons un ordre tel que v € ®* donc U, C U. Comme chaque terme
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U\I,+wTU\I,+ rencontre une seule cellule de Bruhat de G on doit avoir U, C
TU\I/+ Par la remarque du début de la preuve sur ¥, (une partie positive close
est quasi-close) on doit avoir v € ¥F.

Le groupe Gy a donc une décomposition en produit semi-direct Gf, =X
Gy,. Enfin U est quasi-clos car si a ¢ ¥, et U, C Gy alors U, s’envoie
isomorphiquement dans le quotient Gy, donc a € U,. O

Remarque 7.4. Sauf en caractéristique 2 ou 3 la réciproque de 7.3 a lieu : une
partie quasi-close est close ; cela résulte de ce que pour les autres caractéristiques
le groupe engendré par U, et Ug contient tous les Uy q4mg pour n,m € N tels
que na + mf soit une racine, par les valeurs explicites des coefficients (voir la
preuve de 3.1(vii)).

Exemple 7.5. Le sous-groupe réductif de Sp, correspondant au sous-systeme

a 0 0 D

0 o V 0 . . )
clos de type A; x Aj est 0 ¢ & ol Ot chacune des matrices données

c 0 0 d

par a,b,c,d ou a’,b’',c',d" est dans SLy. C’est le centralisateur de 1’élément
-1 0 0 O
0 1 0 O
0 0 1 0
0 0 0 -1
Proposition 7.6. Le groupe P; posséde une décomposition de Levi Py =
Ru(P)xLr 0t Ru(P1) = [[nco+—a, Ua et 0t Ly = (T,{Us}aca,) est réductif.

Démonstration. ¥ = ®TU®; est quasi-clos car clos. La proposition résulte alors
de 7.2 si nous montrons que P; = Gy. On a P; D Gy car Py contient T, U,
pour a € U; et Gy, contient Py car (U,,U_y) 3 sq4. O

Proposition 7.7. Soit P un sous-groupe parabolique de G contenant T. Il y a
un unique sous-groupe de Levi de P contenant T. Deux sous-groupes de Levi de
P sont conjugués par un unique élément de Ry, (P).

Démonstration. Soit B un sous-groupe de Borel de P (donc de G) contenant
T. Alors, par 5.1 P est de la forme P pour ce Borel et 7.6 donne Iexistence
de L; D T. Réciproquement, un sous-groupe de Levi contenant T est engendré
par T et les U, qu’il contient. Comme tous les U, ol a € @+ — ®; sont dans
R (P), il ne contient que des U, ol € ¥y, donc il est inclus dans Ly donc
doit lui étre égal.

Deux sous-groupes de Levi de P sont conjugués, car un élément qui conjugue
un tore maximal de I'un sur un tore maximal de ’autre les conjugue. Modulo
un de ces Levis, on peut choisir 'élément dans R, (P). L’unicité de 1’élément

qui les conjugue équivaut & R,(P) N Ng(L) = 1; ceci résulte de ce que si
v € Ry(P) N Ng(L) alors pour tout I € L on a [v,l] € Ry(P)NL = 1; donc
v € Cg(L). Mais Ca (L) C L (par ex. puisque Cg(T) =T) dou v = 1. O
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Proposition 7.8. Un sous-groupe fermé P O T de G est parabolique si et
seulement si pour tout « € ®, on a U, CP ou U_, C P.

Démonstration. Un sous-groupe parabolique vérifie cette condition. Récipro-
quement, soit un groupe P comme dans I’énoncé; alors P° est de la forme
Gy ou ¥ est une partie quasi-close telle que ¥ U —¥ = ®. Montrons que P°
contient un sous-groupe de Borel. Par 7.2 il existe un ordre ®* tel que ®* > ¥,,.
Soit a € ®*; alors a € ¥ sinon —a € ¥, C ®*, une contradiction. Donc
ot C 0. O

Lemme 7.9. Soient T C B une tore mazimal et un sous-groupe de Borel de
G. Une cellule de Bruhat BwB est égale au produit direct UTwU,, ou U, =

H{a€<1>+\w(a)<0} U,

Démonstration. Remarquons d’abord que U, est un groupe car {a € ®* |
w(a) < 0} est clos. D’autre part si U = Ry(B) on a U = U'U,, ou U =
H{aefbﬂw(a)>0} U,, donc U’ ¢ U;donc BwuB = UTwU'U,, = UT*U'wU,, =
TwU,,. Il reste a voir que la decomp081t10n est umque ce qui revient a voir
que si uTwu' = Tw avec u € U,v’ € U, alors u = v’ = 1. La condition se
rééerit v - “u’ € T; en particulier “u’ € B. Mais “U, N B = 1 car ce groupe
unipotent normalisé par T ne contient pas de U,. Donc v’ =1, doutu=1. O

Proposition 7.10. Pour s € T posons ¥y = {a € ® | a(s) = 1}. Alors
(i) Ca(s)? = Guy,.
(ii) Cg(s) est engendré par Cg(s)? et {n € Ng(T) | "s = s}.

Démonstration. Appliquons le lemme 7.9 pour voir quand un élément uvwtu’ €
BwB avec v € U, v/ € U, et t € T centralise s. Comme s normalise U,
U, et wT il faut que chacun des 3 termes centralise s. De plus, écrivant u =
[locar Ua(za) cette décomposition étant unique on doit avoir z, = 0 si a(s) #
1. Finalement on trouve u,u’ € Gy, et s = s. Donc Gy, C Cg(s) et Cg(s)
est engendré par Gy et W(s) si on pose W(s) = {w € W | ¥s = s}. De
plus Gy, est normal dans Cg(s) car si w € W(s) et a(s) = 1 alors “a(s) =
a(* 1s) = a(s) = 1. Donc étant d’indice fini le groupe connexe Gy, doit étre
la composante neutre. O

Ezemple 7.11. Les centralisateurs de tous les éléments de GL,, sont connexes,
donc les classes géométriques ne se scindent pas. En effet, le centralisateur
d’une matrice dans M,, est un espace affine; et un ouvert d’un espace affine
est connexe.

. -1
Par contre le centralisateur de < 0 ?) n’est pas connexe dans PGLgy car

10

Rappelons (voir 4.4) que deux sous-groupes de Borel (donc deux sous-groupes
paraboliques) ont toujours un tore maximal en commun.

il contient (O 1) cW.
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Proposition 7.12. Soient P et P’ deur sous-groupes paraboliques de G et
sotent L et L' des sous-groupes de Levi respectifs de P et P’ contenant un méme
tore mazimal T de G. On pose U = Ry (P) et U = Ry (P’). Alors (PNP’).U
est un sous-groupe parabolique de G inclus dans P ayant méme intersection
que P’ avec L et dont LNL’ est un sous-groupe de Levi. P NP’ est connexe
ainst que LNL' et on a la décomposition de Levi PNP' = (LNL') x (LN
UN.(L'NnU).(UNU)); c’est une décomposition comme produit de 4 variétés
(la décomposition correspondante d’un élément de P NP’ suivant ce produit est
unique).

Démonstration. Soit ® I'ensemble des racines de G par rapport a T et soit
U C P (resp. ¥ C P) tel que P = Gy (resp P’ = Gygr). Montrons que pour
tout @ C @, soit Uy, soit U_,, est inclus dans le groupe (P NP’) - U (c’est un
groupe car P normalise U). On a (PNP’)°- U = Gyny - G}, . Si @ et —a ne
sont pas dans ¥, alors o et —« sont tous les deux dans ¥. Comme 'un des deux
est dans ¥/, 'un des deux est dans ¥ N ¥’'. La proposition 7.8 montre alors que
(P NP’').U est un sous-groupe parabolique de G, d’olt la premiére assertion,
et (PNP).U= G(wnwyuw, (cet ensemble est clos car la somme d’une racine
de ¥ et d’une racine de ¥,, qui est une racine est dans ¥, cf. preuve de 7.3).
Maintenant, ¥,, — ¥’ est clos comme intersection de deux parties closes (qui sont
W, et le complémentaire —V;, de ¥'), doncon a (PNP').U = (PNP').Gy g -
Le produit est un produit direct de variétés car l'intersection est un groupe
unipotent normalisé par T (donc connexe) et ne contient aucun U,,. Le produit
étant connexe, chacun des termes 'est donc P NP’ lest et est égal & Gyny-.
Les groupes (P NP’).U et P NP’ admettent tous deux pour groupe de Levi
(LNL)? car (TNU)YUT,), = (NI, =T, NV, (cest clair car sia € ¥,
alors —a ¢ ¥ donc —a ¢ (P NYHYUT,).

La décomposition ¥ NY' = (T, NV [[(T, NV (T, N T](T, NTL)
montre que PNP' = (LNL,LNU L' NU,UNU’). Utilisant que UN U’ est
normal dans P N P’, puis que L N L’ normalise LNU’ et L' N U, on a

PNnP =(LNL)(LNU,L'nU).(UNT".

De plus le commutateur d’un élément de L N U’ avec un élément de L' NU est
dans UNU’. Donc on a

PNP =(LNL).(LNU).(L'NU).(UNUT",

Supposons maintenant que x = lv'uv € PNP,oul € LNL, « € LNU,
u e L'NU, v e UNU’. Alors lu’ est 'image de x par la projection P — L
et [ (resp. u) est 'image de lu’ (resp. uv) par le morphisme P’ — L’. Donc la
décomposition de z est unique, et application produit (L NL’") x (LN U’) x
(L'NU) x (UNU’') - PNP’ est un isomorphisme de variétés; et les 4 termes
sont connexes puisque le produit 'est donc L N L’ est bien connexe. O

Proposition 7.13. (i) Soient P’ et P deux sous-groupes paraboliques de G
tels que P' C P, alors Ry(P’) D Ru(P) et pour tout sous-groupe de Levi
L’ de P’, il existe un unique sous-groupe de Levi L de P tel que L D L.
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(i) Soit L un sous-groupe de Levi d’un sous-groupe parabolique P de G. Alors
on a équivalence entre
(a) L' est un sous-groupe de Levi d’un sous-groupe parabolique de L.
(b) L' est un sous-groupe de Levi d’un sous-groupe parabolique de G, et

L' cL.

Démonstration. Démontrons (i) ; soit T un tore maximal de L’ et soit L I'unique
sous-groupe de Levi de P contenant T (c.f. 7.7). Alors 7.12 dit que L' NL est un
sous-groupe de de Levi de P’ = PN P’ donc LNL' = L'. D’autre part R, (P)
est dans tout sous-groupe de Borel de P, donc dans P’ d’ott R, (P) C Ry (P’).
Démontrons (ii); si L’ est un sous-groupe de Levi de Py, sous-groupe pa-
rabolique de L, alors PrR,(P) est un sous-groupe parabolique de G (c’est un
groupe car L, donc Pr,, normalise R, (P) et il contient clairement U, ou U_,
pour tout @ € ®) dont L’ est un sous-groupe de Levi (car Ry (Pr,).Ry(P) est uni-
potent normal dans Py,.R,,(P)). Donc (a) implique (b). Pour voir la réciproque,
soit P’ un sous-groupe parabolique de G dont L’ est un sous-groupe de Levi ; par
7.12onaPNP’ = L'.(LNU’).(UNU’) donc L' x (LNU’) est une décomposition
de Levi de LN P’ et ce dernier groupe est parabolique par 7.8. O

8 Isogénies; présentation de G

Si G est un groupe réductif connexe avec un tore maximal T, on appelle
donnée radicielle de G le quadruplet (X,Y,®,®Y) ot X = X(T), Y = Y(T)
et ® (resp. V) sont les racines (resp. coracines) relatives & ce tore. Nous allons
voire que cette donnée détermine G a isomorphisme pres.

Isogénies

On appelle isogénie un morphisme surjectif de groupes algébriques, de noyau
fini. Le noyau de f étant fini et normal est central dans G (la conjugaison par
G est continue donc triviale sur un groupe fini), donc sous-groupe de T.

On appelle p-morphisme (o p = car k) entre les données radicielles (X, Y, ®, V)
et (X1,Yy,®1, ®Y) un morphisme X i) X de conoyau fini associé a une bijec-
tion ® 5 @ telle que f(7(a)) = qaa et f¥(aV) = go7(a)Y ol1 g, est une
puissance de p (g, = 1 si k est de caractéristique 0) — et ot f¥ : Y — Y] est la
transposée de f.

Théoréme 8.1. Pour toute isogénie ¢ : G — Gy si on pose T1 = ¢(T) alors ¢
induit un p-morphisme entre (X(T),Y(T),®,®V) et (X1(T1),Y1(Ty), Py, Y
associé a la bijection T et les facteurs q, définis par la formule ¢p(uy(§)) =
U, (q)(£%). Réciproquement, tout p-morphisme entre les données radicielles est
induit par une isogénie (déterminée uniquement a conjugaison par T prés).

preuve de la partie directe, sketch de la réciproque. L’isogénie ¢ induit un mor-

phisme X (T;) EN X(T) donné par a — a o ¢ et de méme Y (T) EAN Y (T,)
donné par a¥ — ¢ oaV. Si u, est un sous-groupe radiciel, alors ¢(u,) en est
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un autre u,(,) pour une certaine bijection 7. On a ¢(uy(§)) = ur(q)(p(§)) pour
un certain polynéme p; la compatibilité avec l'action de T donne p(«a(t)§) =
7(a)(9(t))p(€) donc p doit étre un monoéme ; de plus, pour étre compatible a la
loi de G4, on a p(z+y) = p(x) +p(y). La seule possibilité est A{%> ol g, est une
puissance de p = car k et A une constante (g, = 1 si k de caractéristique 0). Ces
constantes A refletent le fait que le p-morphisme définit 'isogénie a ad T pres.
La réciproque est plus compliquée : classiquement, on utilise la présentation
de la sous-section suivante pour montrer que la formule de l'isogénie est bien
un morphisme de groupes algébriques. [Steinberg] donne une preuve utilisant
seulement les propriétés de 3.1, qui commence par le cas des groupes de rang
semi-simple 1, et en déduit le cas général. O

Ezemple 8.2. Automorphisme d’opposition : on choisit g, = 1 et 7(a) = —«
pour tout «.

Exemple 8.3. Automorphisme du systéme de racines 7. On choisit ¢, = 1.
Ezemple 8.4. Frobenius déployé : on choisit ¢, = ¢ une puissance de p = cark
et 7(a) = a pour tout a. Si k = F, ceci définit une isogénie G G tel que
GI' = G(F,).

Ezemple 8.5. Pour un systéme de type Cs, avec base des racines {a = e; —
ea, 3 = 2e3}, en caractéristique 2 les formules ¢(uq(z)) = ug(z?), p(uai5(z)) =
oot 5(2%)), p(up(z)) = ua (), ¢(Usa44(z)) = Uatp(z) définissent une isogénie.
Pour ¢t = diag(t1,ta,t5 ', t7") € T on a ¢(t) = diag(tito, tity Lty o, t 115 1),
On vérifie que ¢? éleve toutes les coordonnées au carré : c’est le Frobenius F
sur le corps Fy. Alors ¢ o FT a 22"*t1 — 1 points fixes sur le tore. Les points fixes
G? sont le groupe de Suzuki.

Le théoréeme montre que des groupes qui ont des données radicielles iso-
morphes sont isomorphes, d’ou la classification — Il manque 'existence qui se
montre d’abord en rang 2, et est obtenue ensuite en recollant les sous-groupes
de rang 2.

Présentation de G

Nous allons donner une présentation de G a partir de la donnée radicielle
(X,Y,®,9V) et du corps k. On pose d’abord T = Hom(X, k*) (a(t) est 'image
de o par t). Un oV € Y définit a¥ : k< — T par o¥(z)(8) = 2> ®). Pour
chaque o € ® on se donne un groupe U, avec un isomorphisme fixé k+ —
U, : = ug(x). Les générateurs sont {t € T}, {ua(z)}acd zer. Si on pose
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Sa = Ug(1)u_q (1) tu,(1), les relations sont

o (2)ua(y) = ua(z +y)
Salg(z)syt =u_q(z)7?
Uy (2)u_g (™) Tug (2) = ¥ (2)s4
tug (2)t ! = uy(a(t)z)
sz € T,8(s) = (-1
SaSg ... = S35q - - -
[ua (), ug(y)] = I  wers(capiiz'y’)

ta+jBe®,i,j>0

ou les constantes ¢, g,;,; sont entieres; elles dépendent d’un choix (d’une partie
de ®T x ®T) qui peut faire varier leur signe mais & part ¢a dépendent uniquement
de 9.

9 Rationalité

Soit kg un sous-corps de k.

Définition 9.1. Une variété algébrique V sur k est dite définie sur kg, ou
munie d’une ko-structure V(kg), s’il existe une variété V (ko) sur ko telle que

V = V(ko) @k, k-

Explicitons cette définition en termes d’anneaux des fonctions pour une
variété affine ou projective. Une variété affine (resp. projective) sur k est définie
par un k-algebre de type fini (resp. une k-algebre graduée réduite engendrée par
ses éléments de degré 1). Une sous-variété fermée correspond a un idéal (resp.
un idéal homogene).

Une kog-structure sur un espace vectoriel V' est un sous-kg-espace V (ko) tel
que V = V(ko) ®k, k. Une kg-structure sur une k-algébre si et seulement si
la k-algebre correspondante est de la forme A = A(kg) ®g, k ol A(kg) est
une kg-algebre de type fini. On dit que A(kg) est une kg-structure sur A. Une
variété V affine ou projective est définie sur kg si et seulement si la k-algébre
correspondante a une kg-structure.

Si k/ko est Galoisienne, par exemple si k est la cloture séparable de ko,
un élément de o € Gal(k/kg) agit alors sur V par t @ A — z ® o(\). On
peut retrouver V (ko) comme les points fixes de l'action de Gal(k/ko). Plus
généralement, on peut démontrer

Proposition 9.2. Si on se donne une k-algébre A ou un k-espace vectoriel
et une action continue de Gal(k/ko) (comme groupe profini, ce qui veut dire
que A = Uy AY o U parcourt les sous-groupes d’indice fini) compatible a la
structure d’algéebre, les points fizes de cette action définissent une kq-structure.

Démonstration. Voir [Springer, 11.1.6] ; [Digne-Michel, 3.5] quand k =F,. O
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Proposition 9.3. Une sous-variété (sous-algebre, sous-espace vectoriel) est
définie sur ko (posséde une kq-structure qui est une sous-variété (resp. sous-
algébre, sous-espace)) si elle est fize par Uaction de Gal(k/ko).

Démonstration. Voir [Springer, 11.1.4]. O

Ezemple 9.4. La droite affine sur k est la variété définie par la k-algebre k[T]. La
droite affine sur kg, variété définie par la ko-algebre ko[T], est une ko-structure
puisque k[T] = ko[T] Qp, k. Un élément o € Gal(k/ky) envoie Y, a;T" sur
>, 0(a;)T?. Un point de la droite affine sur k correspond & un élément a € k
(lidéal correspondant est le noyau du morphisme P — P(a) : k[T] — k); le
point est défini sur kg si a € kg

Endomorphisme de Frobenius

Nous considérons maintenant le cas de k = Fq, une cloture algébrique de
F,. On a Gal(F,/F,) = Z; en effet un élément de ce groupe agit sur Fyn par
x — 22" ou la suite d’entierAs k, est soumise a la seule condition k, = k,,
(mod m) si m divise n. On a Z =~ [[, Z,.

Définition 9.5. Soit 'V une variété algébrique sur Fq qui possede une IFg-
structure V(Fy). L’ endomorphisme de Frobenius géométrique F' : V — V
associé a cette Fy-structure est Fo @1d ot Fy est l'endomorphisme de V(F,) qui
éléve les fonctions sur V(F,) a la puissance q.

L’endomorphisme ® de V induit par 1'élément A — A? de Gal(F,/F,) est
appelé I’endomorphisme de Frobenius arithmétique.

Sur une algebre A = A(F,) ®r, F; I'endomorphisme de Frobenius corres-
pond & un morphisme F* : a ® A — a? @ A (dans un systéme de coordonnées
pour la variété, le morphisme de Frobenius se traduit par 1’élévation de chaque
coordonnée & la puissance ¢). L’endomorphisme de Frobenius arithmétique est
donné par ® : a ® A — a® 4. Le composé F* @ @ éleve chaque élément de A a

la puissance g-ieme, ce qui induit I’identité sur les points sur Fq de Spec A.

Ezemple 9.6. Sur la droite affine, ’endomorphisme de Frobenius géométrique est
donné par F* : P(T) — P(T'9); donc F*o® envoie P(T) sur P(T)?. Considérons
un point donné par a € Fq ; 'image du point a par F* o ® est défini par le noyau
de P+~ P(a)? qui est le méme que celui de P — P(a).

Notons que ’endomorphisme de Frobenius géométrique est un endomor-
phisme de F,-variétés, mais que I’endomorphisme de Frobenius arithmétique
n’est qu'un endomorphisme de [ -variétés. Dans la suite nous ne considérerons
que ’endomorphisme géométrique que nous appellerons “I’endomorphisme de
Frobenius”.

Proposition 9.7. Soit V une variété affine ou projective sur F,, et soit A son
algébre.
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(i) Un morphisme surjectif de A Iy A9 est l’endomorphisme de Frobenius
associé o une Fq-structure sur V si et seulement si pour tout x € A il existe n
tel que F*"(z) = 29",

Dans la suite de l’énoncé, nous supposons que A est munie d’une IF-structure
A(F,) et que F est l’endomorphisme de Frobenius correspondant.

(it) On a A(F,) ={x € A| 2?7 =F*(x)}.

(111) Une sous-variété de V est définie sur Fy si et seulement si elle est F-stable ;
l’endomorphisme de Frobenius correspondant est la restriction de F'.

(iv)Soit @ un automorphisme de V tel que (pF)" = F™ pour un entier n po-
sitif; alors @F est l’endomorphisme de Frobenius correspondant a une autre
Fg-structure sur V.

(v)Si F' est un endomorphisme de Frobenius correspondant & une autre F-
structure sur 'V, alors il existe un entier n > 0 tel que F™ = F'™,

(vi) F™ est ’endomorphisme de Frobenius correspondant & une Fgn-structure
sur V.

(vii) Toute sous-variété fermée d’une variété définie sur Fy est définie sur une
extension finie de F,. Tout morphisme entre variétés définies sur Iy est défini
sur une extension finie de IFy.

(viii) Les orbites de F sur l’ensemble des points de V sont finies, ainsi que
Uensemble VI (encore noté V(F,), formé des points rationnels de V).

Démonstration. Pour (i) : si F' est un Frobenius et A = A(F, ®p, F;) > z =
Siri@\ alors 2? =3, 2" @A donc 29" = F*"(z) si tous les \; sont dans
F4». Réciproquement comme x — x¢ est injectif F*" doit I’étre aussi, donc F™*
est bijectif et on peut définir ¢ par ¢(x) = F*~1(x9); alors si on fait agir le
générateur de Gal(F,/F,) par ¢ on est dans la situation de 9.2. On a aussi (ii)
par la méme proposition.

(iii) vient de 9.3.

(iv) vient de ce que @F vérifie encore (i).

(v) vient de ce que A étant de type fini, il existe n tel que F*™(z) = F™*"(x) =
27" pour tout générateur de A.

(vi) résulte encore de (i).

(vii) vient d’un raisonnement analogue & (v) : il existe n tel que pour tout
élément a d’un ensemble fini de générateurs de I'idéal (resp. tout coefficient a
d’une équation du morphisme) on ait F*"a = a? .

Prouvons (vii). Soient {a1, ..., a,} des générateurs de A(F,). Unpoint z € V
est un morphisme z : A — F,. Il est fixe par F*" si pour tout i on z(a;) € Fyn ce
qui est possible pour n assez grand. Il est fixe par F* si z(a;) € Fy, c’est a-dire
qu’on a un morphisme A(F,) — Fy; il y a un nombre fini de tels morphismes. O

Proposition 9.8. Soit V ~ A™ un espace affine de dimension n sur F,. Alors
[VE| = ¢™ pour toute F,-structure sur V.
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Démonstration. Voir [Geck, 4.2.4] pour une preuve élémentaire compliquée dans
le cas des groupes unipotents. C’est une conséquence immédiate des propriétés
de la cohomologie l-adique. O

10 Théoreme de Lang-Steinberg

Un groupe algébrique est dit défini sur [ s’il est muni d’un endomorphisme
de Frobenius qui est un morphisme de groupe.

Soit G un groupe algébrique réductif sur Fy, et soit F : G — G une isogénie
dont une puissance est un endomorphisme de Frobenius (un endomorphisme
de Frobenius étant bijectif et de noyau trivial est une isogénie; mais pas un
isomorphisme : il n’est pas inversible comme morphisme de variétés). Alors le
groupe des points fixes GI' est ce qu’on appelle un groupe fini de type de Lie.
Le théoreme fondamental pour ’étude des groupes de type de Lie est le

Théoréme 10.1. (Lang-Steinberg) Soit G un groupe algébrique affine connexe,
et F' une isogénie dont une puissance est un endomorphisme de Frobenius. Alors
Uapplication (dite application de Lang) £ : g — g~ 1.Fg de G sur lui-méme est

surjective.

Démonstration. L’application £ a toutes ses fibres isomorphes & G donc finies,
donc la dimension de son image est celle de G, et comme G est irréductible elle
est dominante (G est 'adhérence de son image), donc son image contient un
ouvert non vide de G.

Pour z fixé, 'application ¢ — g~ '.2.Fg a aussi des fibres finies car une
fibre a méme cardinal que les solutions de g 'zFg = z, c’est-a-dire ¢ = *Fg;
or zF a une puissance égale & une puissance de F' : on a (zF)" = yF™ ou
y =afz. .. anlx; si on choisit n tel que x soit F™-stable alors y 1’est aussi
et si e est 'ordre de y alors (zF)™ = F™°. Donc I'image de g — g '.2.fg
contient aussi un ouvert, donc rencontre celle de £, donc il existe g et h tels que
g Fg=h"1t2.Fh, donc x = L(gh™!). O

1

[Steinberg68] montre ce théoreme sous la seule hypothese que F' est un en-
domorphisme surjectif tel que G¥ soit fini.

Suite exacte de cohomologie Galoisienne.

En général [Serre, §5] si F' est un groupe profini opérant continiiment sur un
ensemble F on définit H(F, E) = E¥ et si E est un groupe (sur lequel F' opere
de fagon compatible avec 1'opération de groupe) on définit H(F, E). Si A C B
est une inclusion de groupes on a la “suite exacte de cohomologie Galoisienne”

1 — HO(F,A) —» H°(F,B) — H°(F,B/A) & H'(F,A) % H'(F,B) (%)
Si le groupe est Z de générateur F, on notera H(F, E) pour H'(Z, E). Alors

HY(F, E) est formé des F-classes de E, égales aux E-orbites pour la conjugaison
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dans F.F, ou encore aux orbites de E sur lui-méme pour la “conjugaison tordue”
e — e'eF(e/71). Les applications dans (*) sont évidentes sauf p qui associe a
une classe F-stable bA la F-classe de b='F(b) (un élément de A puisque bA
est stable); noter que H(F, B) = BT agit naturellement sur H°(F, B/A) =
(B/A)Y et les éléments d’une méme orbite ont méme image dans H'(F, A).
Pour les ensembles qui interviennent qui ne sont pas des groupes, on a affaire a
une “suite exactes d’ensembles pointés” : I'image d’une application est égale a
I’image réciproque par l'application suivante de I’élément neutre.
Le théoreme de Lang peut se reformuler :

Proposition 10.2. Si G, F sont comme en 10.1, on a H*(F,G) = 1.

Proposition 10.3. Soient G, F comme en 10.1 et soit V une variété munie
d’une action de F' sur laquelle G agit transitivement, de facon compatible a F'.
Alors VI est non vide.

Démonstration. Pour v € V, il existe g € G tel que Fv = gv. Ecrivons g !

h=1Eh. Alors ¥'(hv) = Fhgv = hg=tgv = hv. O

Lemme 10.4. Soient A C B deux sous-groupes fermés F'-stables de G ou A
est conneze. Alors

(i) On a (B/A)Y = BF JAF.

(ii) Si de plus A est normal dans B, le passage au quotient induit une bijec-
tion H'(F,B) — H'(F, A/B).

Démonstration. (i) est la suite exacte (*) puisque H!(F, A) = 1 mais prouvons-
le. Par 10.3, toute classe F-stable bA contient un élément F'-stable, donc I’ap-
plication naturelle B /JAF — (B/A)F est surjective. Elle est injective car si
z,y € BY sont dans la méme classe de A, alors 'y € AF.

Prouvons (ii). La surjectivité est claire. Réciproquement, si b0’ € B sont
F-conjugués modulo A, on a ab = xb' Fz~1, avec x € B et a € A. Il faut voir que
ab est F-conjugué a b, c’est-a-dire qu'’il existe y tel que yab™y~' = b ou encore
a = y~ %Py, Cela résulte de ce que, comme remarqué dans la preuve de 10.1,
ad bF' est encore une isogénie sur A dont une puissance est un Frobenius. O

Proposition 10.5. Soient G, F,V comme en 10.3. Alors

(i) Soient v € VI et g € G ; on a g € VI si et seulement si g~ g € Cq(x).
(ii) Etant donné x € VF, Uapplication qui & Uorbite sous GF de gz € VF
associe la classe de F-conjugaison de l'image de g~ ¥g dans Cq(z)/Cq(z)° est
bien définie et est bijective.

Démonstration. La proposition traduit la suite exacte (*) pour 'inclusion Cq () C
G, qui donne 1 - Cg(2)f - GI' - VI — HYF,Cg(r)) — 1 en tenant
compte de HY(F,Cg(z)) = HY(F,Cq(z)/Cq(x)?) donné par 10.4(ii). Mais
nous allons le démontrer explicitement.

(i) résulte d’'un calcul immédiat. Prouvons (ii). Pour € V¥ soient h,g € G
tels que hz, gr € V. Remarquons que ha = gz si et seulement si h et g different
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d'un élément de Cg(z), et alors b= F'h et g=1Fg sont F-conjugués dans Cg (z).
On a donc une application bien définie de I'ensemble VI sur les F-classes de
Cg(z). D’autre part si h est un élément de G¥', les éléments gz et hgz donnent
le méme élément g~ g = (hg)~1 ¥ (hg). Donc I'application est bien définie des
orbites sous G dans VI dans les F-classes de Cg(z). Supposons que g~ 1%g
et h=1F'h soient des éléments F-conjugués par n € Cg(x), alors gnh~! est un
élément de G qui envoie hx sur gx. L’application est donc injective. Comme,
G étant connexe, un élément de Cg(x) s’écrit g~ ¥g avec g € G, on voit que
Papplication est surjective. On termine par 10.4(ii). O

Corollaire 10.6.

(i) Les sous-groupes de Borel F-stables forment une seule orbite non vide sous
la GF -conjugaison.

(ii) Supposons G réductif, et soit P un sous-groupe parabolique F-stable. Alors
les sous-groupes de Levi F-stable de P forment une seule orbite non-vide sous
la (Ry(P))F -conjugaison.

(iii) On appelle classe de conjugaison géométrique l’intersection avec G d’une
classe de conjugaison F-stable de G. Une classe géométrique C est non vide
et se scinde sous G en classes paramétrées par H'(F,Cg(x)/Ca(z)°) pour
xeC.

Démonstration. (i) résulte de 10.5 en prenant pour V la variété des sous-groupes
de Borel, et utilisant que pour un tel sous-groupe Ng(B) = B est connexe.

De méme, pour (ii), par 7.7 on peut identifier les sous-groupes de Levi de P
a Ry (P), avec des stabilisateurs triviaux.

Pour (iii) il suffit d’appliquer 10.5 en prenant pour V la classe, sur laquelle
G agit par conjugaison. O

Ezemple 10.7.

Soit s = <(1) 01> € PGLy(F,); par 7.11, si ¢ # 0 (mod 2) alors Cpgr,(s)

a deux composantes connexes et ((1) (1)) € CpaL,(s) — Cpar,(s)?. Si X\ €

-1

Iqu,)\q*1 = —1 alors m = g)\ /\O vérifie m = —m dans GL; donc
F . 1 1 1 R 01

m € PGL; et siz = A - alors zsx™* =met a7 "z = 10 donc m

est conjugué géométriquement mais non rationnellement a s.

On voit d’apres (i) et (ii) que les tores maximaux F-stables des sous-groupes
de Borel F-stables existent et sont conjugués sous G. On peut trouver donc
un couple T C B qui sont F-stables.

Il y a une Fy-structure naturelle sur X(T) = Hom(T, G,,) donnée par la
Fg-structure F(z) = 27 sur G,, (la seule compatible & la structure de groupe) :
pour cette Fg-structure F' induit une permutation 7 des racines telle que pour
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a € X(T) on a (ra)(Ft) = (a(t))?. On en déduit que F(uq(z)) = tr(a)(Az?)
donc F' est une isogénie associée a 7 et telle que ¢, = g pour tout a.

Notons que par le théoreme de Lang, si g € G, l'isogénie ad gF définit un
groupe G319 isomorphe & GI'. En effet, si on écrit g = h='F(h) alors z est
ad gF-fixe si et seulement si "z est F-fixe.

Ezemple 10.8. Considérons le groupe GL,, sur Fq. Il est défini sur [, car son
algebre est égale A F,[T; ;,det(T; ;) 1], qui est isomorphe & Fy[T; ;, det(T; ;) "1 ®
ﬁq. Ses points sur Fy forment le groupe GL,,(F;). On peut faire le méme raison-
nement avec SL,,, les groupes symplectiques, orthogonaux, etc... On obtient le
Frobenius déployé sur F, ou 7 = 1. Ce Frobenius éleve tous les coefficients d’une
matrice a la puissance g. Un exemple de Frobenius non déployé est le groupe uni-
taire GLS/ ot F’ est 'endomorphisme de Frobenius défini par F’(z) = F(tz~1),
o F est I’endomorphisme de Frobenius déployé. Ici 7(ar) = —a.

La permutation 7 stabilise I'ordre défini par le sous-groupe de Borel F-
stable B et la donnée radicielle (X (T),Y(T), ®, ®) plus la donnée de de g et de
7 détermine le couple (G, F) (donc GI) & isomorphisme pres. Les possibilités
pour T sont classifiées par les automorphismes du diagramme de Dynkin associé
a la donnée radicielle.

De tels automorphismes non-triviaux 7 sur un systéme de racines irréductible
sont 2A,(n > 2), 2D,,, 3Dy, et 2Eg ol 'exposant & gauche indique 'ordre de 7.
On obtient donc la liste suivante pour les couples (G, F') & isomorphisme pres
ot G est un groupe algébrique simple (adjoint) sur F,, et F un endomorphisme
de Frobenius associé & une Fy-structure (alors G est un groupe fini simple sauf
indication contraire) :

Dans le cas déployé (7 =1) :

— A, (n > 1) — le groupe algébrique simple est le groupe projectif spécial

linéaire PSL,, ~ PGL,,

Remarque 10.9. @Le groupe fini simple est SLY /Z(SLY), qui n’est pas
égal & PSLY mais est son dérivé. Considérons le groupe PSL, sur F,,
c’est-a-dire le quotient de SL,, par son centre. Ce groupe est défini sur
IF,, mais si n n’est pas premier & g —1, PSLE n’est pas le quotient de SLf
par son centre (on a fait le quotient par un sous-groupe non connexe).
En effet, le centre de SL,, s’identifie au groupe pu, des racines n-ieme
de l'unité. La suite exacte (*) appliquée & linclusion u, C SL, donne
1 — pf = SLE - PSLE — HY(F,p,) — 1 ot HY(F, p) = pin/pd "
d’ott un défaut de surjectivité si pd=1 # pu,.

Notons aussi que pour ¢ = 2 (resp. 3) on a SLE /Z(SLY) = &3 (resp.
204) et n’est pas simple.

— Cy(n > 2) — Groupe projectif symplectique PSp,,,.

— Ba(n > 2) — Groupe orthogonal SOsg,,+1 (Bs et Cy donnent des groupes
isomorphes; le groupe ainsi obtenu est isomorphe & &g pour g = 2 et
n’est donc pas simple dans ce cas).

— D, (vesp. 2D,)(n > 4) — Groupe projectif orthogonal PSO3,, (resp.
PS03, ).
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— G4 (pour ¢ = 2 le groupe obtenu n’est pas simple; son dérivé, qui est
d’indice 2, lest).

— Fy, Fg, Er, Es.

Dans le cas non déployé :

— 2A,(n > 2) — Groupe projectif spécial unitaire PSU,, ~ PU,, (méme
remarque sur PSUS que sur PSLS ) ; de plus pour g = 2 le groupe obtenu
n’est pas simple) ;

— 2D,,)(n > 4) — Groupe projectif orthogonal PSO,,.

— 3Dy — Groupe de la, trialité.

— 2F.

De plus il y a des isogénies exceptionnelles correspondant a des automorphismes
du systeme de racines “4 homothéthie pres par v/2” (resp. v/3) dont le carré est
un Frobenius sur un corps de caractéristique 2 (resp. 3). Cela donne les groupes
de Suzuki et de Ree, de type 2Bo, 2Fy (resp. 2G3) en caractéristique 2 (resp. 3).
Le groupe G obtenu est simple sauf 2B, pour ¢ = 2 (qui est résoluble), 2G5
pour ¢ = 3 (dont le dérivé est le groupe simple SLy(Fg)), et 2F; pour ¢ = 2 dont
le dérivé, d’indice 2, est simple. En ajoutant aux groupes décrits ci-dessus ces
groupes et les groupes alternés, on obtient toutes les séries infinies de groupes
simples finis.

Proposition 10.10.

(i) Les éléments semi-simples de G sont les p'-éléments de G et les éléments
untpotents sont les p-éléments de G, ou p est la caractéristique de IFy.

(ii) Tout élément semi-simple F-stable est dans un tore maximal F-stable de G.

Démonstration. (i) s’obtient immédiatement en plongeant G dans un GL,, conve-
nable.

Soit s un élément semi-simple; on a s € C(s), et y étant central il est dans
tous les tores maximaux de C&(s), donc en particulier dans les tores maximaux
F-stables de C&(s) qui sont aussi des tores maximaux F-stables de G. O

Proposition 10.11. Supposons G réductif.

(i)Soit T un tore maximal F-stable de G, ’endomorphisme F agit sur le groupe
de Weyl W de T, et l'on a WF = Ng(T)F/TF.

Soient maintenant T C B un tore maximal et un sous-groupe de Borel F'-
stables de G. Alors

(ii) On a la décomposition de Bruhat associée a la (B, N)-paire relative de G¥
(voir 10.14 ci-dessous) : G¥ =[], cyr BFwBE.

(iii) |GF| = " TF|(3 cwr @) ot g € R est défini par le fait qu’il
existe a € N tel que F'* soit un Frobenius associé a une Fga-structure.

(iv) Ru(B)E' est un p-sous-groupe de Sylow de GF'.

Démonstration. (i) vient de 10.4(i).
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Soit B = U x T une décomposition de Levi F-stable d’un sous-groupe
de Borel F-stable de G. Le (ii) vient de la “décomposition de Bruhat uni-
que” BwB = UTwU,,, qui implique qu’un élément F-stable de BwB est dans
BfnBY = BfnUL ou n € Ng(T)F a pour image w dans W.

Montrons (iii). Par ce qui précede |GF/BF| = > 1+ |UL| ot UL, et
utilisant |BY'| = |T¥||UY| on en déduit la formule annoncée si on montre que
|Uy| = ¢/ (car U = U,,). Comme U, est un espace affine de dimension
I(w), si F est un Frobenius sur F, par 9.8 on a [UZ| = ¢/). On admettra la

formule dans les autres cas — elle résulte de ce que [UL| = [T peat ju(a)<o} 9o

et de la description de W¥ donnée en 10.12 ci-dessous.

Comme |G /UF| = |TF (X cwr ¢'™)) est premier & p (car T est un p'-
groupe, et ZwEWF ¢ =1 mod. q) on voit que UF est un p-sous groupe de
Sylow de G (on peut voir que Ngr(UF) = B, donc Y e W F ¢ @) est le
nombre de p-sous-groupes de Sylow de GI'). O

Remarquons que le fait que R, (B)" est un p-sous-groupe de Sylow de G’
s’étend aux groupes non réductifs, car R, (G) est un p-groupe d’apres 10.10(i), il
est inclus dans tous les radicaux unipotents des sous-groupes de Borel, et R, (G)
étant connexe |G| = [(G/Ry(G))F||Ru(G)F].

La proposition suivante nous permettra de décrire la (B, N)-paire relative
de G :

Proposition 10.12. Soit 0 un automorphisme du systéme de Cozeter (W, S),
c’est-a-dire un automorphisme de W qui stabilise S. Soit (S/0) <o l’ensemble
des orbites I de o dans S telles que le sous-groupe parabolique Wi soit fini. Alors
(W {wr}re(s/o) <o )s €8t un systeme de Coxeter, o W est le sous-groupe des
points fizes de o, et ot wy est l’élément de plus grande longueur de Wi (cf.
2.5). De plus, si wy, ... wy, est la décomposition réduite d’un élément w dans
le systéme de Cozeter ci-dessus, on a l(w) = Zi}f l(wr,) (0wl est la fonction
longueur du systéeme (W, .S)).

Démonstration. Commencons par démontrer que W7 est engendré par les wy.
Puisque o est un automorphisme de (W, S), pour w € W¢ I’ensemble des s € S
tels que I(sw) < I(w) est une union d’orbites. Si I est I'une d’entre elles, écrivons
w = vw' o w' est I-réduit et v € W;. Alors [(sv) < I(s) pour tout s € I n’est
possible que si Wy est fini et v = wy (voir 2.5). De proche en proche on trouve
w=wy, ... wr, oul(w)= Z:jf l(wry,).

Soit S, l'ensemble des w; pour I € (S/0)<x et R, 'ensemble de leurs
conjugués dans W. Nous allons utiliser le critere 2.15 pour voir que (W7, 5,)
est un systeme de Coxeter, mais en retournant la gauche et la droite. Pour
wy € Sy, on pose D,,, = {w € W7 | w est réduit-I}. On a manifestement
Dy, 3 1 et Dy, N Dy, w; = 0. Etudions le cas ot w € Dy, et wyw ¢ D,,. 11
faut montrer que wyw = wwy. On a N(wyw) = N(w;)*+N(w). Nous aurons
besoin du lemme :

Lemme 10.13. Sous les hypothéses de 2.4, pour r € R la condition r € N(w)
implique l(wr) < l(w).
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, on. W= sy s, < . tduite il exi .
Démonstration. En effet siw = s S, est une expression réduite il existe 7 tel
que r =S8p...8...8, Ao wr =81...5;...8,. O

On déduit du lemme que si r € Wr et pour w € W7 on a r € N(w), alors
N(wy) € N(w). En effet si [(wr) < I(w) alors w ne peut étre I-réduit et il a
donc une décomposition wy, ...wy, ol les longueurs s’ajoutent et I, = I.

Comme par hypothese dans notre situation on a N(w) N N(wy) = 0 et
N(wyw) D N(wr), on en déduit N(w;)” D N(wr). Il faut en déduire wy = wy.
Si w n’est pas J-réduit on peut le remplacer par wjw, les prémisses et conclu-
sions étant équivalents pour w et wyw. On écrit alors N(wrw™!) = “N(wr) +
N(w™1). Comme w est J-réduit, N(w=!) N N(wys) = 0, et comme “N (wy) ren-
contre N(wy), alors tout N(wy) doit étre dans N(wrw™!) donc dans YN (wy).
De I'égalité N(w;) = 2~ N(ws)x on déduit W; = 2~ 1Wyz don wr = 2~ wyz
car x 1wz est un élément o-stable non trivial de wj. O

Notons au passage que 1 et w; sont les seuls éléments o-stables de W7.

Corollaire 10.14. Supposons G réductif. Soit T C B un couple formé d’un
tore mazximal F'-stable inclus dans un sous-groupe de Borel F-stable de G. Alors
(BY, Ng(T)¥) est une (B, N)-paire pour G¥ de groupe de Weyl W¥. L’en-
semble de réflexions élémentaires de W est formé des wy ou I parcourt les
orbites de F' dans S et ou wy est I’élément de plus grande longueur de Wy.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la définition des (B, N)-
paires, de 10.11(ii) et de 10.12. Il faut voir que si I est une orbite de F' dans S,
et w e W¥, on a BFwBPw;BY ¢ BFwB¥ UB¥ww;B¥. On utilise que soit
l(w) + l(wy) = l(wwy), auquel cas BFwBfw;BY = BFww;B¥, soit w = w'wy
ot I(w') + l(wr) = l(w'wy) auquel cas BFfwB w;BF ¢ BFw'BfwB w;BY,
et Bfw;BFw;BY ¢ BFUBTw;BF car 1 et wy sont les seuls éléments F-stables
de Wr. O

Proposition 10.15. Soit T un tore maximal F-stable fixé de G, groupe algébrique
réductif conneze défini sur F,. Les classes de conjugaison sous G de tores F-
stables sont paramétrées par les H'(F,Wg(T)) — on appelle type du tore
9T par rapport au tore T la F-classe de w, image dans Wg(T) de l’élément

g g€ Ng(T).

Démonstration. On applique 10.5 en prenant pour V ’ensemble des tores maxi-
maux de G sur lequel G agit par conjugaison. O

Remarquons que le tore 9T, muni de l'action de F est identifié par conju-
gaison par ¢~ ! au tore T muni de wF, si w est le type de 9T.

Proposition 10.16. Soit T, un tore de type w par rapport au tore T. Alors
|TE| = det(wF — 1| X(T)).

Démonstration. 1l suffit de démontrer cette formule pour T. En appliquant
Hom(—,G,,) & la suite exacte 1 — TF — T Rt NS | (ou la surjectivité
provient du théoreme de Lang) on obtient 1 — X (T) 2=% X (T) & Irr(TF) ot
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on a posé Irr(TF) = Hom(T¥,G,,) et il faut voir la surjectivité de la restriction
des caracteres p. Cela résulte de ce que I'application duale Hom(Irr(TF) —
Hom(X(T),G,,) est linjection T¥ < T (peut identifier I'algebre de T &
F,(X(T)). Cela résulte par produit du cas ot T est de dimension 1). O

11 Induction parabolique; formule de Mackey

Pour construire des représentations irréductibles d’un groupe fini G, une heu-
ristique qui marche “souvent” est de considérer une famille F de sous-groupes
de G “de méme type que G” et de construire des représentations de G “par
récurrence” a partir de celles de H € F (par exemple en utilisant Indg; un
exemple typique est la construction des représentations des groupes symétriques
&,, comme combinaison de Indgz1 XX G, quand ny + ...+ ng =n).

Dans le cas d’un groupe de type de Lie, une famille F convenable de sous-
groupes de G est constituée des groupes LT ot1 L est un sous-groupe de Levi F-
stable d’un sous-groupe parabolique F-stable de G. Mais ici IndE: ne convient
pas, ayant une décomposition en irréductibles “trop compliquée” ; il faut utiliser
“I'induction parabolique” appelée aussi “I'induction de Harish-Chandra”, définie
comme induction généralisée associée a un bimodule.

Soient G et L deux groupes finis et M un G-module-L. On définit RS : \
M ®cy, A de la catégorie des CL-modules a gauche dans celle des CG-modules a
gauche, ott G opere par son action sur M. Le foncteur *R$ : v — M* ®@cq 7y est
adjoint, ot M* = Hom (M, C) est le module dual, car Homcr,(M* Qcg v, A) =~
7* ®@cg M ®cr A ~ Homeg (v, M ®cr A).

L’associativité du produit tensoriel donne :

Proposition 11.1. (Transitivité) Soient G, H, et K des groupes finis; soit M
un G-module-H et N un H-module-K, alors le foncteur composé RS o REL est
égal au foncteur RS défini par M @cy N considéré comme G-module-K .

Dans la suite, les modules considérés seront toujours des C-espaces vectoriels
de dimension finie. Sous ces hypotheses on a

Proposition 11.2. Pour g € G on a

Trace(g | R¢A) = |L| 7! Z’Hace((g,l_l) | M) Trace(l | A).
leL

Démonstration. L’idempotent p = |L|7' 3", 17! @1 est un projecteur de M ®c A
sur M ®cr, M. La trace de g € G sur RE\ est donc la trace sur M ®c A de gp,
d’ou la formule de 1’énoncé. O

Ezxemple 11.3. Induction et restriction. On suppose L sous-groupe de G et 1'on
prend M = CG ol G opére & gauche et L & droite, par translations; alors RY
est 'induction et son adjoint la restriction.
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Exemple 11.4. Induction et restriction de Harish-Chandra. Soit G un groupe
de type de Lie et soit L C P un sous-groupe de Levi F-stable d’un sous-groupe
parabolique F-stable de G. On note RF-p linduction associée & C[G/U*]
ot U = Ry(P), un GF-module-L¥ sur lequel G¥ opere par translation &
gauche et LT opere par translation a droite. L’adjoint noté *Rf’cp correspond
a C[UF\GT], un L¥-module-G¥ ot G opere a droite et LI & gauche. La for-
mule du caractére 11.2 donne pour Yy le caractere d’une représentation de G
et [ € LT :

“Reep()() = |GF[71 Y #{U 2 e UG | Uz = U zg}x(97")

geGF

=|G"[7" Y #{U 2 e UNG" |ag 2™ €U Ix(g7)
geGF

=[U7170 3 (i),
ucUF

cette derniere égalité car y étant une fonction centrale sur G vérifie y(g~!) =
x(zg~la).

RE_p admet aussi comme description “'extension triviale” de L a P & tra-
vers le quotient P/U = L suivie de I'induction Indng . De méme, *Rfcp est la
restriction Resl(fzf suivie de la prise des co-invariants sous U

Remarque 11.5. Nous verrons que Rfcp ne dépend pas de P, ce qui nous per-
mettra de noter RS . Nous n’avons ici défini un tel foncteur que quand L est
un sous-groupe de Levi F-stable d’'un sous-groupe parabolique F-stable P de
G ; I'induction de Deligne-Lusztig est une généralisation définie méme si P n’est
pas F-stable.

Les propriétés fondamentales de I'induction de Harish-Chandra sont ana-
logues a celles de I'induction ordinaire :

Proposition 11.6. (Transitivité de RS ) Soit G un groupe réductif défini sur
F,, soit P un sous-groupe parabolique F'-stable de G, soit P’ un sous-groupe
parabolique F-stable inclus dans P. On note L un sous-groupe de Levi F'-stable
de P et L' un sous-groupe de Levi F-stable de P’ inclus dans L. Alors on a

G L _ pG
RE-p o Ry/cynp = Rrcp-

Démonstration. On pose U = Ry (P), U’ = R, (P’). D’aprés 11.1, pour montrer
la proposition il faut montrer que

CIG" /U] @crr CILT /(LN U] ~ C[G" /U]

en tant que G¥-module-M?. Cela résulte de I'isomorphisme de G -ensembles-
M¥ de GF /U x,r LT /(LNU") vers G /U'F donné par (¢gUT, I(LNU")F)
glU'F'; cette application est bien définie car U’ = U(LNU’) par 7.12 et 7.13(i)
et la propriété d’unicité dans cette décomposition montre que U'F = UF (L' N
U'F); done gUFI(L N U = gilUF (L N U)E = gIU'F ou dans la premiere
égalité on a utilisé que [ normalise UT. 11 est clair que cette application se
factorise par le produit amalgamé, fournissant un isomorphisme. O
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Nous allons maintenant démontrer la propriété la plus importante de 'in-
duction de Harish-Chandra, qui est un analogue de la formule de Mackey sur la
composition d’une restriction et d’une induction.

Théoréme 11.7. Soit L (resp. M) un sous-groupe de Levi F-stable du sous-
groupe parabolique F-stable P (resp. Q) de G. Alors, si adx dénote l'action de
T par conjugaison sur les représentations, on a :

* DG G _ L * "M
Ricp o RMcQ = E RLnrMchzQ ° “Ryfemcpnem © ad z,
zeLF\S(L,M)F /MF

ot S(L,M) = {z € G| LN*M contient un tore mazimal de G }.

Démonstration. Donnons d’abord une conséquence de 5.5.

Lemme 11.8. Awvec les notations de 11.7,
(i) L’inclusion S(L,M) — G induit un isomorphisme L\S(L, M)/M = P\G/Q.
(ii) PF\GT/QF = (P\G/Q)F, et L'\S(L,M)¥'/M¥ = (L\S(L,M)/M)*".

Démonstration. Montrons d’abord (ii). D’apres 10.5 comme P x Q ainsi que
par 7.12 le stabilisateur P N *Q d’un point x € G sous ’action de P x Q sont
connexes, les orbites PF\G'/QF sous P x QF s’identifient aux orbites F-
stables (P\G/Q)¥. De méme, comme L N *M contient un tore maximal, il est
connexe par 7.12, donc les orbites L \S(L, M) /M sous L x M* s’identifient
aux orbites F-stables (L\S(L,M)/M)F.

Montrons(i). Il existe g € G tel que P et 9Q aient un sous-groupe de Borel
F-stable commun et que L et 9M aient un tore maximal commun. La for-
mule P2Q = (Pzg~'9Q)g montre que les doubles P\G/Q sont translatées
des doubles classes P\G/9Q. De méme S(L,M) = S(L,9M)g. Ceci permet,
pour démontrer (i), de se placer dans le cas “standard” ou P = P;, Q = Q,
L=L;, et M =Lj;. Dapres le lemme 5.5, on peut choisir des représentants de
P;\G/P; dans N(T), donc dans S(Ly, M ). Donc I’application (i) est surjec-
tive. Réciproquement, si LN*M contient un tore maximal, alors ce tore est de la
forme !T et aussi T, avec | € L et m € M. Mais alors w = [~zm € Ng(T)
est dans la méme double classe L\S(L,M)/M que z. On peut encore mo-
difier y par W; a gauche et W; a droite pour qu’il soit I, J-réduit. Donc
|ILAS(L, M)/M| < |W\W/Wj| et par 5.5, Papplication (i) est injective. O

Posons U = Ry(P) et V = R,(Q). Le premier membre de la formule de
Mackey correspond au L¥-module-M¥

CU\G"] ®cgr C[G"/VF] ~ C[U\G" /VT].
Combinant (i) et (ii) du lemme on a
UG /v = 11 Un\P 2Q" /VF.

zeLF\S(L,M)F /MF

39



Lemme 11.9. Pour tout z € S(L,M)¥" on a un isomorphisme
LY /(LN *V)E X grear CMNU)P\*MT = UN\PF2QF /VF
donné par (I(L N *V)E (M N U)F.2m) — UFlamVE.

Démonstration. On voit facilement que 'application est bien définie. Comme le
stabilisateur UN*V de tout = € G sous laction de U x V est connexe (c.f. 3.1
(v)), et que le stabilisateur d’un point de L¥ /(LN*V)¥ x (*MNU)*\*M* sous
I’action diagonale de L N *M est réduit a 1 donc connexe, il suffit de démontrer
que [(LN*V) x (*MNU).*m +— UlzmV induit un isomorphisme au niveau des
algébriques. Cette application est clairement surjective. Montrons l'injectivité.
Si UlzmV = Ul'zm’V, alors lzm = 'uzvm’ pour certains v € U,v € V. Donc

T = om'm™) € PNEQ = (LN *M).(LN*V).(*MNU).(UN*V).

L’unicité de cette décomposition force l'existence de y € L N *M tel que y €
UNLN*V) et y € “(m'm~1)(*M N U). Cela donne D'égalité

ILN*V) xpaem ("M NU)*m =1'(LN*V) Xpaem ("M NU)m/
car elle équivaut a
l’_ll(L N*V) xprem ("M N U) = (LN *V) xpnem (CMNU)*(m/'m™),

ce qui s’écrit encore (LN*V)y Xpnepm (*MNU) = (LN*V) Xpa=my(*MNU),
d’ou1 'injectivité. O
Par le lemme, on obtient donc un isomorphisme de L¥-modules-M%
F
UNGF/vE ~ 11 LY /(LN V) X pemyr ("M N U)T\*M",
2€LF\S(L,M)F /MF
ou L¥ agit par multiplication & gauche sur les deux membres et MF agit par
multiplication a droite dans le premier membre et par le composé de la multi-

plication & droite et de ad x sur le terme indexé par x dans le second membre.
On a donc un isomorphisme de L¥-modules-M¥ :

C[UNGT/VF] ~ b CILT /(LN*V)F|@¢(wa=n 7 C[(*MNU)\ M7,
z€LF\S(L,M)F /MF

Le membre de droite ci-dessus est exactement celui de la formule de Mackey,
d’otu le théoreme. O

12 Théorie de Harish-Chandra

Nous exposons ici la théorie des représentations “cuspidales”, due a Harish-
Chandra. Ici G est toujours un groupe de type de Lie. Commencgons par démontrer
comme promis :
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Proposition 12.1. Le foncteur Rfcp ne dépend pas de P.

Démonstration. Nous procédons par récurrence sur dim G. Si L = G le résultat
est trivial, donc on peut supposer dim L < dim G. La formule de Mackey avec le
méme sous-groupe de Levi L et deux sous-groupes paraboliques P et Q donne,
pour A une fonction de classe sur L :

G G * L * pL
<RLCP)‘7RLCQ)‘>GF = Z < RLmTLCPmmLz/\a RmeLCLmQ)‘>LmeLF
zeLF\S(L,L)F /LF

Vu I'hypothése de récurrence, le membre de droite ne dépend pas des para-
boliques P et Q qui y apparaissent, donc il en est de méme pour le membre
de gauche; en d’autres termes, si on pose f = RP-p), f' = RE-qA, on a :

(f: Nar =, [ar = (I, [)ar dou(f=f", f=f)gr =0etdonc f = f'. 0

La transitivité de RS (c.f. 11.6) permet de définir une relation d’ordre partiel
sur 'ensemble des couples (L, \) formés d’un sous-groupe de Levi F-stable d'un
sous-groupe parabolique F-stable de G et de A € Irr(L%), en posant (L', \) <
(L,\) si L' C Let (\, RE,N)pr #0.

Définition-Théoréme 12.2. On dit que la A € Irr(LY) est cuspidale si elle
vérifie une des conditions équivalentes :

(i) Le couple (L, \) est minimal pour l'ordre décrit ci-dessus.

(i) Pour tout sous-groupe de Levi F-stable L' d’un sous-groupe parabolique

F-stable de L, on a *RE,\ = 0.

Démonstration. Le couple (L, A) est minimal si et seulement si pour tout L' C
L et tout N € Irr(L'F), on a (\, REN)pr = (*RE X N)pr = 0, ce qui est
équivalent & la condition (ii), d’ou le résultat. O

Théoréme 12.3. Soit v € Irr(GF) ; alors il existe un unique couple minimal
(L, A\) tel que (L, \) < (G,v) a GF-conjugaison pres.

Démonstration.

Lemme 12.4. Si X € Irr(LY), et u € Irr(MF) sont deuz représentations cus-
pidales de sous-groupes de Levi de sous-groupes paraboliques F'-stables de G,
alors :

[Wear(L,\)| i (L,A\) et (M,u) sont GF -conjugués

<RS)‘5R1\G/[:U’>GF = { .
0 sinon

ot on a posé War (L, \) = {w € Ngr(L)/LE | “A = A}.
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Démonstration. Par la “formule de Mackey”, on a :
(REN, Riimyar = (A, "RY Rip)Lr

*p'M g
= (A Z REHIM Rymenm “)nr
2€LF\S(L,M)F /MF

= (A, > Ry (i)
{z€LF\S(L,M)F /MF |*MCL}

= Z <>‘7 $N>LF7 (”)

{zeLF\S(L,M)¥ /MF |*M=L}
ou (i) utilise que p (donc *u) est cuspidal et (ii) que A est cuspidal. O

Le théoreme 12.3 est une conséquence immédiate du lemme 12.4, car si
(v, REN) gr, et (7, RS it) gr sont non nuls, alors (REX, R$; 1) g+ est évidemment
non nul. O

Si A est cuspidale, on a par 12.4 : (REN, REN) gr = |[Wgr (L, \)|. En fait,
par [Howlett-Lehrer1980] l'algébre Endgr(RE())) est une algebre de Hecke
associée au groupe Wgr (L, \) (le résultat initial de [Howlett-Lehrer1980] ob-
tenait une telle algebre tordue par un cocycle; [Lusztigl984, 8.6] quand G est
a centre connexe, puis [Geck1993] dans le cas général ont montré que ce co-
cycle est trivial). Donc les composantes irréductibles de RE A sont paramétrées
par Irr(Wgr (L, A)), et si py est la composante associée a x € Irr(Wgr (L, \)),
on a (py, REAN)gr = dimx. La théorie des algebres de Hecke fournit aussi une
formule pour dim p, comme “degré générique” déterminé par I’algebre de Hecke.

Les résultats qui précedent donnent une premiere approche pour classifier
Irr(GT), due initialement & Harish-Chandra (qui travaillait dans le cadre des
groupes de Lie p-adiques). La classification de Irr(G¥") est ramenée a celle des
représentations cuspidales ; 'ensemble £(L, \) = {y € Irr(GF) | (v, RE(\))gr #
0} est appelé la série de Harish-Chandra associée & (L, \). On appelle série
de Harish-Chandra associée & L 'union des £(L, A) quand A parcourt l'en-
semble des représentations cuspidales de L. Quand L = T, un tore maximal
inclus dans un sous-groupe de Borel F-stable, toutes les représentations de TF
sont évidemment cuspidales; la série associée a T est appelée la série princi-
pale. L’ensemble des représentations cuspidales de G¥' coincident avec la série
associée a G, qu’on appelle la série discrete. Ainsi le premier probleme de la
théorie est 'étude de la série discrete.
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