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N 0 est alors un id�eal de N , N=N 0 ,! N 00.Remarque 1.2. NilpR admet des sommes diretes �nies, et in�nies pour des alg�ebres dontl'indie de nilpotene est born�eNilpR admet des produits �br�esOn remarque que l'on a alors un plongement exate de la at�egorie mod R dans NilpRqui �a M assoie l'alg�ebre dont la loi multipliative est la loi triviale i.e. M2 = 0, ou enorel'alg�ebre augment�ee R�M ave omme lois :(x;m) + (x0;m0) = (x+ x0;m+m0)(x;m):(x0;m0) = (xx0; xm0 + xm)Exemple fondamental : si M = R alors l'alg�ebre augment�ee assoi�ee est R[�℄, l'alg�ebredes nombres duaux et plus g�en�eralement pour M = Rn, on a R[�1; : : : ; �n℄; 8i �2i = 0.D�e�nition 1.3. Un morphisme N1 �! N2 dans NilpR est une petite surjetion si 'est unesurjetion telle que N1: ker(�) = 0L'int�erêt des petites surjetions est que toute surjetion N1 �! N2 se d�evisse en une suitede petites surjetions N1 =M1 �M2 � � � ��Mn�1 �Mn = N2Pour ela il suÆt de regarder les N1=(Nk1 : ker(�)). Les assertions faisant intervenir les sur-jetions se ram�enent don par d�evissage �a des assertions sur les petites surjetions.1.2 Fonteurs sur NilpRD�e�nition 1.4. Soit H : NilpR ! Ab un fonteur.{ H est dit exate (resp. exate �a gauhe) si ...{ H v�eri�e la propri�et�e de Mayer Vietoris si 8 N 0 ! N  N 00,H(N 0 �N N 00) �! H(N 0)�H(N) H(N 00){ H est dit lisse si pour toute surjetion �, H(�) est une surjetionProposition 1.1. H est exat �a gauhe ssi il v�eri�e la propri�et�e de Mayer Vietoris.On v�eri�e d'abord que pour H v�eri�ant l'une des deux propri�et�es dont on veut montrerl'�equivalene, H(0) = 0 (il suÆt d'�erire 0 = 0� 0). Soit H v�eri�ant M.V. Alors, pour toutmorphisme � : N ! N 0, ker(�) = N �N 0 0 et don M.V. ) H(ker(�)) = ker(H(�)) e quiimplique l'exatitude �a gauhe de H.Soit r�eiproquement H exate �a gauhe. Montrons tout d'abord que H pr�eserve lessommes diretes �nies i.e. H(N �N 0) �! H(N)�H(N 0). En e�et, la suite exate0! N ! N �N 0 ! N 0 ! 0est transform�ee en une suite exate �a gauhe0! H(N)! H(N �N 0)! H(N 0)Mais la suite pr�e�edente �etait sind�ee via N 0 ! N �N 0, don la suite est exate sind�ee etdonne l'isomorphisme voulu. Commen�ons par un lemme :3



Lemme 1.1. Soit N //

��

N2i
��N1 // N3o�u i est une injetion faisant de N2 un id�eal de N3.Ce diagramme est art�esien ssi la suite suivante est exate :0! N ! N1 ! N3=N3La v�eri�ation de e lemme est imm�ediate. On remarque que elui-i est �egalement vrai(en enlevant l'hypoth�ese \id�eal") dans Ab.On en d�eduit imm�ediatement en appliquant le lemme dans NilpR, en appliquant Hexat �a gauhe, puis en r�eappliquant le lemme dans Ab (ar H(i) est une injetion) que Hv�eri�e M.V. pour de tels diagrammes art�esien.Pour un diagramme art�esien quelonqueN //

��

N2i
��N1 u // N3on peut toujours se ramener �a e que i soit une injetion en le transformant en le diagrammeart�esien N //

��

N1 �N2i0
��N1 �N2 // N1 �N2 �N3o�u i0 est injetive mais l'image de i0 n'est pas for�ement un id�eal . Comme H ommute auxsommes diretes �nies, si e diagramme est transform�e en un diagramme art�esien, on end�eduit que H(N) //

��

H(N1)�H(N2)� _H(i0)
��H(N1)�H(N2) // H(N1)�H(N2)�H(N3)est art�esien et que don (faile) H(N) //

��

H(N2)
��H(N1) // H(N3)est art�esien. 4



Il suÆt don de montrer que lorsque i est une injetion on peut se ramener �a e que sonimage soit un id�eal. Cela se fait par d�evissage : on montre l'existene d'un diagrammeN //

��

N2� _
��Mn //

��

Qn� _
��Mn�1 //

��

Qn�1� _

��

��

� _

��M1 //

��

Q1� _
��N1 u // N3dans lequel haque arr�e est art�esien et l'image du morphisme de droite est un id�eal . IlsuÆt pour ela de hoisir n tel que Nn+12 = 0, de poser Qi = N2 +N3:N i2 et Pi = u�1(Qi).Si on prend H de e diagramme, haque arr�e est transform�e en un arr�e art�esien par leas pr�e�edent et don le tout se reolle pour donner un arr�e art�esien (un arr�e art�esienn'�etant qu'une limite projetive, ela n'est rien d'autre le fait qu'une limite projetive delimite projetive est une limite projetive).D�e�nition 1.5. Un G fonteur formel est un fonteur G : NilpR ! Ab exat et quiommute aux sommes diretes arbitraires.Cette d�e�nition s'interpr�ete ainsi :{ L'exatitude �a gauhe est une ondition n�eessaire de pro-repr�esentabilit�e{ On demande de plus la lissit�e e qui veut dire lorsque G est pro-repr�esentable quel'alg�ebre augment�ee assoi�ee est une alg�ebre de s�eries formelles.{ la ommutativit�e aux sommes diretes quelonques est une sorte de ontinuit�e dufonteur (puisque l'exatitude implique d�ej�a qu'il ommute aux sommes �nie)1.3 ExemplesSoit A = R� IR une R alg�ebre augment�ee (non n�eessairement nilpotente) . On v�eri�eque GmA(N) = ((1 + IA 
R N);�) (la restrition des salaires de Gm sur A �a R) est unG-fonteur formel lorsque IA est plat sur R.Par exemple si A = R[t℄, G mR[t℄(N) = f1 + tu1 + � � �+ trur j ui 2 Ng.5



1.3.1 Fonteurs repr�esentables et pro-repr�esentablesSi A = R � IA est une R-alg�ebre augment�ee nilpotente on note Spf(A) le fonteur deNilpR dans Ens d�e�ni par Spf(A)(N) = HomR(IA; N) = HomR(A;R�N). Par le lemmede Yoneda on obtient ainsi un plongement de NilpR dans la at�egorie des fonteurs surNilpR. De plus dans e as l�a, Spe(A) = Spf(A) i.e. le fonteur est repr�esent�e dans laat�egorie des sh�emas. On obtient ainsi un plongement des sh�emas en groupe aÆne �nissur R dans Hom(NilpR;Ab).Plus g�en�eralement, si A est une R alg�ebre augment�ee ompl�ete (par rapport �a son id�eald'augmentation), A = lim �Ai, Spf(A) est le fonteur prolong�e par ontinuit�e �a partir desSpf(Ai) en posant Spf(A)(N) = lim�!Spf(Ai)(N) = HomCont(IA; N)o�u N est muni de la topologie disr�ete.Par extension du lemme de Yoneda, ela donne un plongement des R-alg�ebres augment�eesompl�etes dans les fonteurs sur NilpR. De plus Spf(A) est repr�esent�e dans la at�egoriedes sh�emas formels (f. EGA).En partiulier, le fonteur N 7! Nn est pro-repr�esent�e par R[[X1; : : : ;Xn℄℄. Ainsi on aun plongement des groupes formels sur R dans la at�egorie des fonteurs pro-repr�esentables�a valeurs dans Ab. Et l'on sait bien qu'un fonteur pro-repr�esentable est lisse ssi 'est ungroupe formel.1.4 Fonteurs assoi�es sur CompR et fonteurs ontinusSoit CompR la at�egorie des R alg�ebres augment�ees ompl�etes (par rapport �a leurid�eal d'augmentation). On s'int�eresse aux fonteurs H : CompR ! Ens (ou Ab) qui sontd�etermin�es par leur restrition �a NilpR.D�e�nition 1.6. H sera dit ontinu si 8N = lim � Ni, H(N) �! lim � H(Ni) est un isomor-phisme.L'injetion de la at�egorie des fonteurs ontinus sur CompR dans elle des fonteurssur NilpR poss�ede un adjoint : si H : NilpR ! Ens, le fonteur ontinu assoi�e estbH : N = lim � Ni 7�! lim � H(Ni):Il �etend H �a CompR.Dans le as o�u H = Spf(A), on v�eri�e aussitôt que bH enore not�e Spf(A) est d�e�nipar Spf(A)(N) = HomCont(A;N)o�u Cont signi�e les morphismes ontinus pour A et N munis de leur topologie d'alg�ebreompl�ete. Dor�enavant, pourH un fonteur surNilpR on notera enoreH pour bH l'extensionanonique de H.On notera que l'on a enore un lemme de Yoneda : pourH : NilpR ! Ens,Hom(Spf(A);H) 'H(A). 6



1.5 Le fonteur tangentD�e�nition 1.7. Pour H : NilpR ! Ab, on pose tH le fonteur tangent �egal �a la restritionde H �a mod R vue omme sous at�egorie de NilpRSoit l'hypoth�ese (+) tH(M �N) ' tH(M)� tH(N)o�u M et N sont des R-modulesLemme 1.2. Si H v�eri�e (+) alors il se fatorise �a travers mod R.En e�et, les appliations + :M �M !Met 8r 2 R r :M �r��!Mdonnent par fontorialit�e et le fait que tH(M �M) ' tH(M) � tH(M) une struture deR module sur tH(M) puisque les axiomes d'un R-module peuvent s'exprimer par des dia-grammes ommutatifs. On v�eri�e �egalement que la loi H(+) o��nide ave elle de Ab.L'interpr�etation g�eom�etrique du fonteur tangent est que tH(R) est \l'espae tangentde Zariski" de H, puisque si H est repr�esentable par N , tH(R) ' (N=N2)�. Lorsque l'onherhe �a (pro-)repr�esenter H, un syst�eme de g�en�erateurs de tH(R) devrait orrespondre�a un syst�eme g�en�erateur de l'alg�ebre. Si H est lisse il n'y aura pas de relations. Dans leas ontraire le probl�eme est plus ompliqu�e (dans d'autres at�egories que NilpR, l'espaetangent est souvent interpr�et�e omme un H1 tandis qu'un H2 repr�esente les relations).SoitM 2 mod R,H v�eri�ant (+) etm 2M . L'appliation m : r !M de multipliationpar m donne alors une appliationM 
R tH(R)! tH(M)m
 � 7! t(m)(�)dont on v�eri�e aussitôt que 'est un morphisme de R-modules.Proposition 1.2. Si de plus H est exate �a droite et ommute aux sommes arbitrairesalors ette appliation est un isomorphisme. On a don un isomorphisme de fonteurs
 tH(R) �! tH( )Pour M = R l'appliation est lairement un isomorphisme. En partiulier ela est vraipour H un G-fonteur formel. H ommutant aux sommes quelonques, 8I 'est vrai pourR(I). Si l'on hoisit une r�esolutionR(I) ! R(J) !M ! 0Alors H et 
R tH(R) �etant tous deux exates �a gauhetH(R(I)) //'
��

tH(R(J)) //'
��

tH(M) //

��

0R(I) 
R tH(R) // R(J) 
R tH(R) // M 
 tH(R) // 07



ommute ave deux lignes exates. D'o�u le r�esultat par le lemme des inq.Remarque 1.3. Si H est exate, alors par le lemme pr�e�edent 
R tH(R) l'est �egalementet don tH(R) est un R-module plat.1.6 Le th�eor�eme fondamentalLe but est de d�emontrer le th�eor�eme suivant :Th�eor�eme 1.1. Soit G un G-fonteur formel tel que tH(R) soit libre de rang n. Alors Gest un groupe formel i.e. est pro-repr�esentable par un R[[X1; : : : ;Xn℄℄.Soit H : NilpR ! Ab un fonteur.Soit � : M � N une petite surjetion dans NilpR. Notons K = ker(�). On a don,K:M = 0. En partiulier K2 = 0 ) K 2 R � mod . D�es lors, H(K) = tH(K) est unR-module. On a de plus un diagramme art�esien dans NilpR :K �M +
//pr2

��

M�
��M � // No�u + : K �M !M est l'addition qui est une appliation d'alg�ebre puisque M:K = 0.Supposons que H v�eri�e M.V.. Alors on v�eri�e que H(+) : H(K) � H(M) ! H(M)munie H(M) d'une ation de H(K). Si pour � 2 H(N) on note H(M)� la �bre de H(�) audessus de � on obtient alors pour tout � une ation de H(K) sur H(M)� .De plus le diagramme pr�e�edent est transform�e enH(K)�H(M)H(+)
//pr2

��

H(M)H(�)
��H(M) H(�)

// H(N)Et on v�eri�e imm�ediatement :Lemme 1.3. Ce diagramme est art�esien ssi pour tout � 2 H(N), H(K) agit simplementtransitivement sur H(M)�. En partiulier H v�eri�ant M.V., 'est le as.Montrons maintenant :Proposition 1.3. Soit � : H ! G un morphisme de fonteurs de NilpR dans Ab tel que� induise un isomorphisme des fonteurs tangents : � : tH ��! tG. Supposons que H et Gv�eri�ent M.V. et que H est lisse. Alors � est un isomorphisme.Soit N 2 NilpR, d�eomposons la surjetion N ! 0 en une suite de petites surjetions :NM1 � // //// // // // Mk // 0Par r�eurrene sur k on peut supposer que � : H(M1) ��! G(M1).8



On obtient alors un diagramme ommutatifH(N) u // //�
��

H(M1)�'
��G(N) v // // G(M1)o�u u est surjetive par lissit�e et o�u elle du bas est surjetive par ommutativit�e du dia-gramme et le fait que u et le � de droite est surjetif.En �brant e diagramme au dessus d'un � dans la olonne de droite, il suÆt don demontrer que pour tout � l'appliation H(N)� ! G(N)� entre les �bres est bijetive. Maissi K d�esigne le noyau de � alors H(K) = tH(K) ' tG(K) = G(K) qui agissent simplementtransitivement sur H(N)� et G(N)� puisque H et G v�eri�ent M.V. (et ar es deux en-sembles sont non vides par surjetivit�e de u et v ! !). L'appliation H(N)! G(N) s'identi�ealors �a un isomorphisme d'espaes homog�enes prinipaux.Montrons maintenant un lemme de \ontinuit�e\ pour les fonteurs lisses.Lemme 1.4. Soit ' : A� B un morphisme surjetif de R alg�ebres augment�ees ompl�etes.Supposons que ' identi�e B �a un quotient de A omme alg�ebre ompl�ete (i.e. A= ker(') ' Best un hom�eomorphisme, ou enore ' envoie un syst�eme fondamental de voisinages de 0dans A sur un de B). Soit H : NilpR ! Ens un fonteur lisse v�eri�ant M.V.. AlorsH(') : H(A)! H(B) est surjetif.La d�emonstration se fait bien sûr par onstrution d'une image r�eiproque par �etapes.Par hypoth�ese on peut supposer que A = lim � A=Ii et B = lim � A=(Ii + J) o�u J = ker(').Consid�erons le diagramme ommutatif suivant :An+1 = A=In+1 //

��

A=(In+1 + J) = Bn+1
��An = A=In // A=(In + J) = BnL'appliation d�eduite An+1 ! An �Bn Bn+1 est surjetive. En e�et, si a1; a2 2 A et a1 �a2[In + J ℄, don 9u 2 In 9v 2 J; a1 � a2 = u+ v. Alors a1 � u = a2 + v, a1 � u � a2[In℄ eta2 + v � a2[In+1 + J ℄.Par lissit�e et M.V. on en d�eduit que l'appliationH(An+1)! H(An)�H(Bn) H(Bn+1)est surjetive.D�es lors, soir (�n)n 2 lim � H(Bn) = H(B). La surjetivit�e de l'appliation pr�e�edentenous dit exatement que l'on peut onstruire une image r�eiproque (�n)n 2 H(A) parr�eurrene sur n.Nous pouvons maintenant d�emontrer le th�eor�eme voulu :9



Th�eor�eme 1.2. Si G est un G-fonteur formel tel que tG(R) soit libre de rang n alors Gest un groupe formel de dimension n.Soit M 2 mod R. D'apr�es la proposition 1.2,tG(M) 'M 
 tG(R) ' HomR(
;M)o�u 
 = tG(R)� puisque tG(R) est libre.Pour M = 
 ela donne tG(
) = HomR(
;
). Soit � l'�el�ement de tG(
) = G(R � 
)orrespondant �a l'identit�e. Par le lemme de Yoneda, � provient d'un morphisme Spf(R �
)! G induisant l'identit�e sur l'espae tangent puisque8M 2 mod R; Spf(R� 
)(M) = Hom(
;M) = tG(M)(bien sûr il y �a l�a dedans des identi�ations faites ; il faut regarder le lemme de Yoneda deplus pr�es pour voir que le fait que � orresponde �a l'identit�e implique que l'isomorphisme idessus est \la omposition ave l'identit�e\).Soit alors\SymR(
) l'alg�ebre des s�eries formelles assoi�ee. L'appliation surjetive\SymR(
)!SymR(
) induit grâe au lemme 1.4 une surjetionG(\SymR(
))! G(SymR(
))qui provient par le lemme de Yoneda d'un morphismeSpf(\SymR(
))! GOr e morphisme induit un isomorphisme sur les fonteurs tangents puisqueSpf(\SymR(
))! Spf(SymR(
)) induit un isomorphisme sur les fonteurs tangents.Par la proposition 1.3 e morphisme est un isomorphisme.2 Th�eorie de Cartier2.1 IntrodutionLe module de Cartier assoi�e �a un groupe formel sur un anneau R est en quelque sorteune g�en�eralisation de l'alg�ebre de Lie assoi�ee �a un groupe alg�ebrique. La th�eorie de Cartieronsiste alors �a exprimer les liens entre le module et le groupe i.e. �a r�erire l'appliationexponentielle qui n'est valable elle que sur Q .Sur Q la th�eorie nous redonne le fait que tout groupe formel est isomorphe �a un produitde GaSur un orps parfait de arat�eristique p elle permet de d�eduire la lassi�ation desgroupes p-divisibles onnexes via leur module de Dieudonn�e.
10



2.2 Fonteurs admissiblesNotons �i 2 Z[T1; : : : ; Tn℄ = Z[T ℄ les polynômes sym�etriques �el�ementaires d�e�nis parnYi=1(1� Tit) = 1� �1t+ � � �+ (�1)n�ntnSn agit sur Z[T ℄. Si N 2 Ab notons N [T ℄ = N 
ZZ[T ℄ sur lequel Sn agit. Rappelonsle th�eor�eme de base :Th�eor�eme 2.1. Il y a un isomorphisme de groupes ab�eliensN [X1; : : : ;Xn℄ ���! N [T1; : : : ; Tn℄SnXi 7! �iqui est un isomorphisme de R alg�ebres si N est une R alg�ebre.Cet isomorphisme est un isomorphisme de groupes gradu�es si N [T ℄ est muni de la gra-duation usuelle en posant deg(Ti) = 1 et si N [X ℄ est gradu�e par le poids : pd(Xi) = i.Notons Im = N [X℄�m le sous groupe des �el�ements de poids sup�erieur ou �egale �a m etJm = N [T ℄�m. L 'isomorphisme pr�e�edent induit un isomorphisme :N [X℄=Im ���! (N [T ℄=Jm)Smqui en passant �a la limite induit l'isomorphismeN [[X1; : : : ;Xn℄℄ ���! N [[T1; : : : ; Tn℄℄SnXi 7! �iSoit maintenant H : NilpR ! Ens un fonteur. Rappelons que pour A 2 NilpRaugment�e H(A[[X℄℄) = lim � H(A[X℄=Im) et que plus g�en�eralement, si A est omplet,A = lim � A=ai, H(A[[X ℄℄) = lim � i;mH(A=ai[X℄=Im)Consid�erons la ompos�eeH(A[[X ℄℄) = lim � H(A[[X ℄℄=Im)! lim � H(A[[T ℄℄=Jm) = H(A[[T ℄℄Sn)! H(A[[T ℄℄)SnD�e�nition 2.1. H est dit admissible si 8A 2 NilpR l'appliation naturelleH(A[[X ℄℄)! H(A[[T ℄℄)Snest un isomorphismeExemples : Si M est un R-module soit H tel que H(N) = M 
R N . Si A = R � Nest l'alg�ebre augment�ee assoi�ee, A[[X℄℄+ = R[[X℄℄+ � N [[X℄℄ et don H(A[[X℄℄) = M 
RR[[X℄℄+ �M 
R N [[X℄℄ = (M 
R A)[[X℄℄+, don H est admissible grâe au th�eor�eme 2.1.Lemme 2.1. Si H v�eri�e M.V. alors H est admissible.11



dem : En e�et, pour tout m 2 N onsid�erons le diagrammeA[X ℄=Im � - A[T ℄
A[T ℄=Jm� ? '- Q�2Sn A[T ℄=Jm�?o�u '(x) = (x�)�2Sn ;�(x) = (x; : : : ; x) et � : Xi 7! �i. Le th�eor�eme 2.1 est �equivalent �a eque e diagramme soit art�esien. DonH(A[X ℄=Im) H(�) - H(A[T ℄)

H(A[T ℄=Jm)H(�) ? H(')- H(Q�2Sn A[T ℄=Jm)�? =Q�2Sn H(A[T ℄=Jm)est art�esien e qui exprime exatement e que l'on veut :H(A[X ℄=Im) ��! H(A[Tb℄=Jm)'=� = H(A[T ℄)SnDon en passant �a la limite sur m, H est admissible.Par exemple,� : N 7! (1 +R[t℄+ 
R N)� = f1 + tn1 + � � �+ trnrjni 2 Ngest admissible. Cet exemple est fondamental.Soit H : NilpR ! Ab admissible. Nous allons voir omment r�eup�erer n ind�etermin�ees�a partir d'une seule. Cei nous permettra de voir plus tard que les groupes �a un param�etre(une ind�etermin�ee) d�eterminent ompl�etement tous les autres morphismes de groupes.Notons uni : R[[Y ℄℄ ! R[[T1; : : : ; Tn℄℄Y 7! TiSoit la ompos�ee :unH : H(R[[Y ℄℄) PiH(uni )�������! H(R[[T1; : : : ; Tn℄℄)Sn ' H(R[[X1; : : : ;Xn℄℄)En partiulier, un� : �(R[[Y ℄℄) ! �(R[[X ℄℄)1� Y t 7! 1�X1t+ � � � + (�1)nXntn12



2.3 Le premier th�eor�eme fondamentalCelui i dit qu'il y a une bijetion entre groupes �a un param�etres et �el�ements deH(R[[Y ℄℄). A un groupe �a un param�etre on assoie sa d�eriv�ee en 0 : �(1� tY ).Th�eor�eme 2.2. Soit H : NilpR ! Ab admissible. On a un isomorphisme :�H : Hom(�;H) ���! H(R[[Y ℄℄)� 7! �R[[Y ℄℄(1� tY )dem : On v�eri�e imm�ediatement que �H est un morphisme de groupes.L'id�ee est maintenant la suivante : soit f 2 �(N) pour un N 2 NilpR, f = 1 + a1T +� � �+ anT n. Soit �nf : R[[X1; : : : ;Xn℄℄ ! NXi 7! (�1)iaiAlors, �(�nf )(un�(1� tY )) = �(�nf )(1 �X1t+ � � �+ (�1)nXnt) = fOr a priori, si � 2 Hom(�;H) par naturalit�e on a un diagramme ommutatif�(R[[Y ℄℄) un� - �(R[[X1; : : : ;Xn℄℄) �(�nf )- �(N)
H(R[[Y ℄℄)�R[[Y ℄℄? unH - H(R[[X1; : : : ;Xn℄℄)�R[[X℄℄? H(�nf )- H(N)�N?et don �N (f) = H(�nf )(unH(�)) o�u � = �R[[Y ℄℄(1� tY )Ce qui montre que � est enti�erement onnu d�es que l'on onnâ�t �.Cela montre d�ej�a l'injetivit�e de �H .Montrons la surjetivit�e. Soit � 2 H(R[[Y ℄℄) on a vu que n�eessairement 8N; f �N (f) =H(�nf )(�n) o�u l'on a pos�e �n = unH(�).Prenons ei omme d�e�nition de �.Tout d'abord, ette d�e�nition est ind�ependante de n. En e�et, si m � n soit�n;m : R[[X1; : : : ;Xm℄℄ ! R[[X1; : : : ;Xn℄℄Xi 7! (Xi si i � n0 sinon13



�mf = �nf Æ �n;m ) H(�mf )(�m) = H(�nf )(H(�n;m)(�m))or H(�n;m)(�m) = H(�n;m)( mXi=1 H(umi )(�))= mXi=1 H(�n;m Æ umi )(�)= nXi=1 H(uni )(�) = �nar �n;m Æ umi = (uni si i � n0 sinonet �nalement H(�mf )(�m) = H(�nf )(�n)d'o�u l'ind�ependane par rapport �a n.� ainsi d�e�ni est une appliation naturelle de fonteur ar si u : N ! N 0 et f 2 N alorsH(u)[�N (f)℄ = H(u)[H(�nf )(�n)℄= H(u Æ �nf )(�n)= H(�n�(u)(f))(�n) ar u�nf = �n�(u)(f)= �N 0(�(u)(f))On a bien de plus �H(�) = � ar�H(�) = �R[[Y ℄℄(1� tY ) = H(�11� tY )(u1H(�)) = H(�11�tY (�)) = �ar �11�tY = Id.Reste �a v�eri�er que � est un morphisme de groupes.Par fontorialit�e il suÆt de le v�eri�er dans le as universel : soient �; � 2 �(R[[X1; : : : ;Xn;Y1; : : : ; Yn℄℄)d�e�nis par (� = 1�X1t+ � � � + (�1)nXntn� = 1� Y1t+ � � � + (�1)nYntnD�es lors, �n� et �n� sont les inlusions :R[[X℄℄; R[[Y ℄℄ �j1;j2- R[[X;Y ℄℄14



Il s'agit don de d�emontrer queH(j1)(�n) +H(j2)(�n) = H(�2n�:�)(�2n)Consid�erons pour ela l'appliation� : R[[X;Y ℄℄ ! R[[T ;U ℄℄Xi 7! �i(T1; : : : ; Tn)Yi 7! �i(U1; : : : ; Un)Elle induit l'isomorphisme R[[X;Y ℄℄ ' R[[T ;U ℄℄Sn�Sn .On en d�eduit une s�erie d'isomorphismes :H(R[[X;Y ℄℄) ��! H(R[[T ;U ℄℄Sn�Sn)= H(R[[T ℄℄Sn [[U ℄℄Sn)' H(R[[T ℄℄Sn [[U ℄℄)Sn= H(R[[U ℄℄[[T ℄℄Sn)' H(R[[T ;U ℄℄)Sn�Sn � H(R[[T ;U ℄℄)par admissibilit�e de H.Il suÆt don de v�eri�er que :H(�)(H(j1)(�n) +H(j2)(�n)) = H(�)H(�2n�:�)(�2n)Le membre de gauhe est �egal �a :H(�j1)(�n) +H(�j2)(�n)or �j1 est la ompos�ee de :R[[X ℄℄ - R[[T ℄℄ � i1- R[[T ;U ℄℄Xi - �i(T1; : : : ; Tn)De même pour �j2.DonH(�j1)(�n) +H(�j2)(�n) = H(i1)( nXi=1 H(uni )(�)) +H(i2)( nXi=1 H(uni )(�))= nXi=1 H(i1uni )(�) + nXi=1 H(i2uni )(�)= 2nXi=1 H(u2ni )(�)15



qui est l'image de �2n dans l'isomorphisme standard.Le membre de droite est �egal �a H(��2n�� )(�2n). Or��2n�� : Ti 7! �( Xk+l=iXkYl) = Xk+l=i�k(T )�l(U) = �i(T ;U)d'o�u le r�esultat.2.4 Modules de CartierSoit l'anneau ER = End(�)oppER ������! �(R[[Y ℄℄)Si H : NilpR ! Ab est un fonteur admissible notonsMH = H(R[[Y ℄℄)L'isomorphisme Hom(�;H) ��H���! MH permet de munir MH d'une struture de E -module�a gauhe : 8x 2 ER 8m 2M x:m = �H(��1H (m) Æ x)D�e�nition 2.2. Vn = ��1� (1� Y nt); Fn = ��1� (1�Y tn); et 8 2 R [℄ = ��1� (1� Y t) 2 ELemme 2.2. Si 'n;   : R[[Y ℄℄! R[[Y ℄℄ o�u 'n(Y ) = Y n;  (Y ) = Y , alors 8 2MH ,Vn: = H('n)() et [℄: = H( )()dem : Vn: = �H(��1H () Æ ��1� (1� Y nt))= (��1H () Æ ��1� (1� Y nt))R[[Y ℄℄(1� tY )= ��1H ()[1 � Y nt℄= ��1H ()[�('n)(1 � Y t)℄= H('n)(��1H ()(1� Y t)) ar ��1H () 2 Hom(�;H)= H('n)()De même pour [℄:.Corollaire 2.1. Vn[℄Fm = ��1� (1� Y ntm)16



Cela se d�eduit en appliquant le lemme pr�e�edent ave H = � ar alors :(Vn[℄Fm)(1 � Y t) = Vn[℄(1 � Y tm) = �('n )(1 � Y tm) = 1� Y ntmSupposons maintenant que H soit exate. Son module de artier MH est alors munid'une �ltration d�eroissante MnH = H(Y nR[[Y ℄℄)telle que MnH=Mn+1H ' H(Y nR[[Y ℄℄=Y n+1R[[Y ℄℄)Remarque 2.1. { MnH est un sous groupe deMH mais non un sous module. N�eanmoins,MH=M2H est un R module ar E=E 2 est une R alg�ebre{ En � E est un id�eal �a droite de ED�e�nition 2.3. Un module de artier V r�eduit est un E module �a gauhe M muni d'une�ltration d�eroissante (Mn)n2N� , M1 =M , telle que :1. Vm[℄Mn �Mn+m2. 8n;m 9d FmMd � Mn (en d'autres termes 8m; Fm : M ! M est ontinu pour latopologie d�e�nie par la �ltration)3. Vm :M=M2 ��!Mm=Mm+1 est un isomorphisme4. M ��! lim � M=Mn i.e. M est s�epar�e ompletProposition 2.1. Si H est exate alors MH est un module de Cartier V -r�eduit.dem : (1) r�esulte du lemme 2.2.Pour (3) : M=M2 Vm - Mm=Mm+1
H(Y R[[Y ℄℄=Y 2R[[Y ℄℄)wwwwwwwww H('m)- H(Y mR[[Y ℄℄=Y m+1R[[Y ℄℄)wwwwwwwwwor 'm : Y R[[Y ℄℄=Y 2R[[Y ℄℄! Y mR[[Y ℄℄=Y m+1R[[Y ℄℄ est un isomorphisme d'o�u le r�esultat.(4) est vrai par d�e�nition de H(R[[Y ℄℄) (Rappel : H : NilpR ! Ab est �etendu en unfonteur \ontinu" aux R alg�ebres augment�ees ompl�etes ).(2) demande un peu plus de travail : soit � 2MH = H(Y R[[Y ℄℄).Fm:� = ��1H (�)(1� Y tm) = H(�m)(umH(�))17



par d�e�nition de ��1H (f. la preuve du th�eor�eme 2.2 ) o�u�n : R[[X1; : : : ;Xn℄℄ ! R[[Y ℄℄Xi 7! 0 si i < mXm 7! YSupposons que � 2 H(Y mdR[[Y ℄℄). Alors, 8i � m; H(umi )(�) 2 H(Tmdi R[[Y ℄℄) et donnXi=1 H(umi )(�) 2 H(R[[T ℄℄deg�md)Or R[[X ℄℄ ��! R[[T ℄℄Sn est un isomorphisme d'alg�ebres gradu�ees o�u R[[X℄℄ est gradu�ee parle poids et R[[T ℄℄ par le degr�e.Don par exatitude de H, unH(�) 2 H(R[[X ℄℄poids�md)Or si poids(P ) � md;P (0; : : : ; 0; Y ) 2 Y dR[[Y ℄℄. Don Fm:� 2MdH d�es que � 2MmdH .Soit M un module de Cartier V r�eduit et (x�)�2M=M2 un ensemble de repr�esentants deM mod M2. De la d�e�nition 2.3, 3 et 4 on d�eduit que tout �el�ement m 2M s'�erit de fa�onunique Xn�0 Vnx�nRemarque 2.2. On en d�eduit en partiulier que la multipliation par V est injetive surM . Cela est faux pour la multipliation �a droite par V sur E , ou pour la multipliation parF . E=E 2 = �(Y R[[Y ℄℄=Y 2R[[Y ℄℄) est l'espae tangent �a �.Lemme 2.3. R(N�) ��! E=E 2(xi)i 7!Pi�1[xi℄Fidem : En e�et, 8f 2 �(R[�℄),f = 1 + a1�t+ � � �+ an�tn= nYi=1(1 + ai�ti)= nYi=1 ��([ai℄Fi)= ��( nXi=1 [ai℄Fi)18



�eriture unique. D'o�u le r�esultat.Remarque 2.3. On verra plus tard qu'en fait il existe un morphisme � �! Ga(N) .Corollaire 2.2. Tout �el�ement de E s'�erit de fa�on uniqueXn;m Vn[an;m℄Fmo�u 8n an;m est nul sauf pour un nombre �ni de m.2.5 Quelques propri�et�es de F et VProposition 2.2. 1. V1 = F1 = 12. [℄Vn = Vn[n℄3. VnVm = Vnm4. [1℄[2℄ = [12℄5. FnVn = n6. Si p = 0 sur R, FpVp = VpFp = p7. Fn[℄ = [n℄Fn8. FnFm = Fnm9. FnVm = FmVn si n ^m = 110. [1 + 2℄ = [1℄ + [2℄ +Pn�2 Vn[an(1; 2)℄Fn o�u les an(X1;X2) 2 Z[X1;X2℄ sont despolynômes \universels"Commen�ons tout d'abord par remarquer que R 7! ER est fontoriel en R au senssuivant : si ' : R ! R0 est un morphisme d'anneau il induit NilpR0 ! NilpR et don unmorphisme d'anneaux EndNilpR(�)opp ! EndNilpR0 (�)oppOn v�eri�e alors ais�ement que l'isomorphisme du premier th�eor�eme fondamental est naturelen R au sens o�u le diagramme suivant ommute :ER ���- �(R[[Y ℄℄)
ER0? ���- �(R[[Y ℄℄)?de plus l'�el�ement Pn;m Vn[n;m℄Fm est envoy�e sur Pn;m Vn['(n;m)℄Fm.dem : Commen�ons par le (1) : 8; V1: = H('1)() or '1 = Id) V1: =  ) V1 = 1.F1 = ��1� (1� Y t) = V1 = 1. 19



(2) : 8[℄Vn: = H( 'n) = H('n n)() = Vn[n℄: ar  'n = 'n n(3) r�esulte de la même fa�on de 'n'm = 'nm(4) De même  1 2 =  12 .(5) �Etant donn�e que Vn : E ! E est injetif il suÆt de montrer queVnFnVn = NVnDe plus il suÆt de le montrer dans le as universel par la remarque pr�e�edent la d�emonstration.En e�et, si  = Pn;m Vn[n;m℄Fm 2 ER , soit ' : Z[Xij℄i;j2N ! R; Xij 7! i;j . Alors  estl'image de Pn;m Vn[Xnm℄Fm dans le morphisme induit par '; E (') : EZ[Xij℄ ! ER .Choisissons un plongement Z[Xij℄ ,! C . Il suÆt don de le d�emontrer sur C .Or sur C , VnFn = ��1� (1� Y ntn) = n�1Xi=0 ��1� (1� �iY t) = n�1Xi=0 [�i℄o�u � est une raine primitive n i�eme de l'unit�e. Don :VnFnVn = n�1Xi=0 [�i℄Vn= n�1Xi=0 Vn[1℄ grâe au (2)= n(6) : VpFp = ��1� (1� Y ptp) = ��1� ((1 � Y t)p) = p(7) : De même qu'au (5) on travaille sur C et on utilise l'injetivit�e de Vn :VnFn[℄ = n�1Xi=0 [�i℄[℄ = n�1Xi=0 [�i℄ grâe au (4)= [℄ n�1Xi=0 [�i℄ = [℄VnFn = Vn[n℄Fnd'o�u le r�esultat.
20



(8) On se plae de nouveau sur C :VnmFnFm = Vm(VnFnn)Fm= Vm(n�1Xi=0 [�in℄)Fm= VmFm(n�1Xi=0 [�inm℄) grâe au (7)= (m�1Xj=0 [�jm℄)(n�1Xi=0 [�inm℄)= n�1Xi=0 m�1Xj=0 [�i+njnm ℄= nm�1Xi=0 [�inm℄ = VnmFnm(9) : VnFnVm = n�1Xi=0 [�in℄Vn= Vm n�1Xi=0 [�min ℄= Vm n�1Xi=0 [�in℄ ar m 2 (Z=n=Z)�= VmVnFFn= VnVnFn grâe au (3)(10) : Il suÆt de se plaer sur Z[X1;X2℄ :��([X1 +X2℄� [X1℄� [X2℄) = (1� (X1 +X2)t)(1 �X1t)�1(1�X2t)�1= Yi�2(1� ai(X1;X2)ti)
2.6 Produit tensoriel r�eduitLemme 2.4. Soit M un module de Cartier V r�eduit. EnM = Mn. Si M est de type �ni,En :M =Mn. 21



dem : En e�et, 8m 2Mn;9mn+1 2Mn+1 9xn 2M;m = Vnxn +mn+1Et don tout �el�ement de Mn s'�erit Pr�n Vrxr 2 EnM .Si M est de type �ni engendr�e par les (ei)i, tout m 2 Mn s'�erit m = VnPi �n;iei +mn+1 �n;i 2 E et don m =Xr�nVrXi �r;iei =Xi (Xr�n�n;i)eiar Pn Vn�n;i onverge dans E et appartient �a E r .Remarque 2.4. Si M est de type �ni, dans la d�e�nition d'un module de Cartier V r�eduit, l'hypoth�ese de ontinuit�e des Fm est automatique. Elle se d�eduit de la ontinuit�e des Fmsur E puisque Fm:Mn = Fm:(EnM) = (FmEn):M .Soit N un E module �a droite. NotonsNs = fn 2 N jnE s = 0g(e n'est pas un sous module). Nous noterons Ns �M s l'image de Ns 
ZM s ! N 
E Mi.e. le sous groupe (e n'est pas un sous E module ) de N 
E M engendr�e par les ns 
ms.Si ms 2M s;9ms+1; x; ms = Vsx+ms+1 ) 8ns 2 Ns n� s
ms = ns
ms+1. Et donNs �M s � Ns+1 �M s+1D�e�nition 2.4. (N 
E M)1 = SsNs �M s sous groupe de N 
E MD�e�nition 2.5. N
EM = (N 
E M)=(N 
E M)1D�e�nition 2.6. N est dit de torsion si tout �el�ement de N est annul�e par un E s ; s 2 N.Remarque 2.5. Si M est de type �ni, N
EM = N 
E MProposition 2.3. Soit N 2 NilpR. Alors, �(N) est un E module �a droite de torsiondem : 8x 2 �(N);8� 2 E = End(�)opp; x:� = �N (x) muni �(N) d'une struture de Emodule �a droite.Soit t 2 N tel que N t = 0. Soit f 2 �(N); f = 1 + a1t+ � � � + antn et � 2 Ent .��(�) 2 Y ntR[[Y ℄℄) �n = un�(�) 2 �(R[[X1; : : : ;Xn℄℄poids�nt)Or F:� = �(�nf )(�n) o�u �nf : Xi 7! (�1)iai.Et don f:� = 1�Yi a�(1)ii t� � � � �Yi a�(n)ii tno�u Pi i�(k)i � nt)Pi �(k)i � t) f:� = 0. 22



2.7 Les exemples fondamentaux de produits tensoriels r�eduitsLemme 2.5. E=E n
EM 'M=Nndem : On remarque tout d'abord qu'�etant donn�e que En est un id�eal �a droite de E , E=E nest un E module �a droite. Le lemme a don bien un sens.Soit l'appliation E=E n� ! M=Mn(�x;m) 7! xmelle est bien d�e�nie ar En :M �Mn et E bilin�eaire. Elle induit don E=E n 
EM u�!M=Mn.(E=E n 
E M)1 = E=E n �Mn et don u est triviale sur (E=E n 
M)1 d'o�u une ap-pliation E=E n
EM !M=Mn. Il est alors lair que ette appliation est un isomorphismed'inverse �m 7! 1
m ( qui est bien d�e�ni ar si m 2Mn; 1
m 2 E=E n �Mn).Corollaire 2.3. Soit N 2 NilpR; N2 = 0 et M un module de Cartier V r�eduit. Alors :�(N)
EM ' N 
RM=M2dem : � est un fonteur exate don ( ? ?)N 
R �(Y R[[Y ℄℄=Y 2R[[Y ℄℄) ��! �(N)isomorphisme de R� ER bimodule. Et don :�(N)
EM ' (N 
R E=E 2)
EM' N 
R (E=E 2
EM)' N 
R M=M2
2.8 Groupes de torsion r�eduitsD�e�nition 2.7. Un morphisme de modules de Cartier V r�eduits est un morphisme de Emodules, ' :M1 !M2 tel que 8n '(Mn1 ) �Mn2 .Par exemple si � : H1 ! H2 est un morphisme de fonteurs admissibles il induit unmorphisme de leurs modules de Cartier : M� :MH1 !MH2 o�u M� = �R[[Y ℄℄.Lemme 2.6. { ker' muni de la �ltration (ker')n = ker' \ Mn1 est un module deCartier V r�eduit.{ ' surjetif , 8n '(Mn1 ) =Mn2 , �' :M1=M21 !M2=M22 est surjetif.23



dem : Dans la d�e�nition 2.3 les propri�et�es 1,2,4 dont �evidentes. Pour la 3 : on a undiagramme ommutatif �a lignes exates0 - (ker')n=(ker')n+1 - Mn1 =Mn+11 - Mn2 =Mn+12
0 - ker'=(ker')2Vn6 - M1=M21' Vn6 - M2=M22' Vn6D'o�u le r�esultat par le lemme des inq.Le reste du lemme est imm�ediat.Nous allons maintenant d�e�ni des modules de Cartier \libres" a�n de pouvoir onstruiredes pr�esentations N
E ayliques d'un module de Cartier.Pour ela, soit I un ensemble, �IE = E (I) muni de la �ltration (E (I)n )n2N poss�ede toutesles propri�et�es d'un module de Cartier V r�eduite sauf la (4). Pour y rem�edier il suÆt de leompl�eter : dE (I) = lim � n E (I)=E (I)ndE (I) = f(xi)i 2 E I telles que xi ! 0 selon le �ltre des ompl�ementaires des parties �nies deIg. dE (I) v�eri�e bien la propri�et�e de pr�esentation voulue au sens o�u :Lemme 2.7. HomCart(dE (I) ;M) ��! M I' 7! '(ei)Nous voulons d�e�nir des TorEi (N;M) pour N de torsion et M de Cartier grâe �a desr�esolutions via les dE (I) .Soit don N un module de torsion �a droite et M de Cartier. Choisissons une r�esolution\libre" de M par des Pk '[E (Ik ).Pk ! � � � ! P1 ! P0 !M ! 0ela est possible grâe aux lemmes 2.6 et 2.7.Les arguments standards d'alg�ebre homologique montrent que deux telles r�esolutionssont homotopes. Cela permet de d�e�nir :TorEi (N;M) = Hi(N
EP�)A quoi ressemblent les N
P� ? 24



Lemme 2.8. 8N de torsion N
dE (I) ' N (I)n
 (xi)i 7! (nxi)idem : La d�emonstration est faile. On remarque que (nxi)i est �a support �ni justementpare que xi ! 0.Toute suite exate ourte (f. remarque 2.6) de modules de Cartier donne alors lieu �aune suite exate longue. Mais l'int�erêt des groupes de torsion est de pouvoir balaner i.e. depouvoir utiliser le fait que toute suite exate ourte de modules de torsion �a droite donnelieu �a une suite exate longue. Cela r�esulte pour les TorEi du lemme pr�e�edent, du lemmequi suit et d'arguments standards d'alg�ebre homologique.Lemme 2.9. Soit N1 ! N2 ! N3 ! 0une suite exate ourte de E modules de torsion. AlorsN1
M ! N2
M ! N3
M ! 0est exate 8M module de Cartier.dem : Utilisant l'exatitude �a droite du produit tensoriel on v�eri�e imm�ediatement queseule l'exatitude au milieu est non triviale. On v�eri�e aussitôt qu'elle est vraie si l'on montreque (N2
M)1 � (N3
M)1.(N3 
 M)1 est engendr�e par les ns 
 ms o�u ns 2 N3;s;ms 2 M s. Par surjetivit�e deN2 ! N3 un tel ns est l'image d'un x 2 N2. N2 �etant de torsion, 9t � s; x 2 N2;t. Maisns 
ms = ns 
mt pour un mt 2M t o�u t � s et alors ns 
ms est l'image de x
mt.Remarque 2.6. La at�egorie des modules de Cartier V r�eduits n'est pas une at�egorieab�elienne : l'image par un morphisme de modules de Cartier n'est pas un for�ement unmodule de Cartier. N�eanmoins on a une notion de suite exate : M 0 ! M ! M 00 estexate pas seulement si elle l'est omme suite de E modules mais si de plus l'image dupremier morphisme est �egale au noyau du seond omme module de Cartier (i.e. �ltration yompris !). Cela entrâ�ne for�ement que l'image du premier morphisme est un sous modulede Cartier. Dans le lemme qui suit, le fonteur est dit exate s'il transforme une suite exateen une suite exate.Lemme 2.10. Le fonteur M 7!M=M2 est exate.dem : Il suÆt de v�eri�er que si ' : M ! M 0 est un morphisme de modules de Car-tier tel que l'image ' soit un sous module de Cartier alors ker(')= ker(')2 = ker( �') o�u�' : M=M2 ! M 0=M 02. L'inlusion � est triviale. Dans l'autre ses : soit �m; bar'( �m) =0 ) '(m) 2 M 02 ) '(m) 2 im(')2 ar im(') est un sous module de Cartier. Et don�etant un module de Cartier, '(m) 2 V:im(') ) 9m0 2 M 0 '(m) = V:'(m0) = '(V:m0) )m� V:m0 2 ker('). 25



Maintenant que nous avons d�e�ni nos objets TorEi (N;M) nous sommes prêts pourd�emontrer le th�eor�eme pour lesquels nous les avons introduits :Th�eor�eme 2.3. Soit N 2 NilpR, M de Cartier tel que M=VM soit R plat. Alors :8i > 0 TorEi (�(N);M) = 0dem : Supposons d'abord que N2 = 0. D'apr�es le orollaire 2.3 8Q de Cartier�(N)
Q ' N 
R Q=Q2Or si Q 'dE (I) ; Q=Q2 est R libre (f. lemme 2.3)Don grâe au lemme 2.10 :8i T orEi (�(N);M) ' TorRi (N;M=M2)qui est bien nul si M=M2 est plat.Dans le as g�en�eral il suÆt de d�evisser N en :0! N 0 ! N ! N 00 ! 0o�u N 02 = 0 et o�u le th�eor�eme est onnu pour N 00.On onlu grâe �a la suite exate longue assoi�ee.2.9 Le deuxi�eme th�eor�eme fondamental de la th�eorie de CartierD�e�nition 2.8. Un module de Cartier M est dit V plat si M=VM est R plat.Th�eor�eme 2.4. Le fonteur H 7!MH est une �equivalene de at�egories entre la at�egoriedes G fonteurs formels et elle des modules de Cartier V plats.Un quasi inverse est donn�e par le fonteurM 7! �(�)
EMDe plus l'espae tangent �a H s'identi�e �a M=VM .Remarque 2.7. Cette �equivalene de at�egories se restreint �a une �equivalene entre modulese Cartier M tels que M=VM soit R libre et groupes formels/R. De même pour libre detype �ni et groupes formels formellement de type �ni/R. Même hose ave projetif de type�ni et groupes de Lie formels.....dem : Si M est V plat d'apr�es le th�eor�eme 2.8 N 7! �(N)
EM est exate. De pluson v�eri�e imm�ediatement qu'il ommute aux sommes diretes. Don �(�)
M est un Gfonteur formel.Les deux fonteurs H 7! MH et M 7! �(�)
M sont don bien d�e�nis. Reste �a v�eri�erqu'ils sont quasi inverse.Soit H un G fonteur formel. On a une appliation naturelle�(�)
MH ! H(�)26



d�e�nie de la fa�on suivante : 8N 2 NilpR 8f 2 �(N) 8m 2MH = H(R[[Y ℄℄) onsid�erons�(f;m) = ��1H (m)N (f) 2 H(N)ette appliation est E bilin�eaire ar 8� 2 E = End(�)opp�(f:�;m) = �(�N (f);m)= ��1H (m)N (�N (f))= (��1H (m)N Æ �N )(f)= ��1H (�:m)N (f)= �(f;�:m)Elle se fatorise don en � : �(N) 
E M ! H(N). Montrons que �((�(N) 
E M)1) = 0.Ils s'agit de montrer que si f 2 �(N); f:E s = 0 et m 2 M s alors �(f 
 m) = 0. Mais�(f 
E sM) = 0 et don il suÆt de prouver que �(f 
M t) = 0 pour t >> 0; t � s (m 2M ss'�erit m = Vsx+m0;m0 2M t).Soit don m 2M t �(f 
m) = ��1H (m)n(f) = H(�nf )(�n)m 2 M t ) �n 2 H(R[[X1; : : : ;Xn℄℄)poids�t) On en d�eduit failement que si t � nr o�u r esttel que N r = 0 alors �(f 
m) = 0.On obtient alors une appliation naturelle (la naturalit�e est faile)�(�)
MH ! H(�)Les deux membres sont des G fonteurs formels. Pour v�eri�er que ette appliation est unisomorphisme il suÆt de prouver que 'est un isomorphisme sur les espaes tangents (f.( ? ?)). Mais ela r�esulte du orollaire (2.3).Dans l'autre sens il s'agit de v�eri�er que le module de Cartier de �(�)
M est anoni-quement isomorphe �a M . Mais e module est �(R[[Y ℄℄)
M = E
EM . C'est don lair.
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2.10 Th�eorie de Cartier sur QL'appliation exponentielle est bien d�e�nie sur Q e qui simpli�e nettement la th�eorie.Remarque 2.8. Si R est un anneau et n 2 N, dans ER , en g�en�eral, [n℄ 6= n = [1℄+ � � �+[1℄.Si R est une Q alg�ebre alors n est inversible dans ER ar la s�erie(1 + Y t) 1n = 1 +Xk�1�1=nk �Y ktk 2 �(R[[Y ℄℄)est bien d�e�nie. On notera alors 1n et �el�ement.Th�eor�eme 2.5. Si R est une Q alg�ebre on a un isomorphisme� ' 1Mr=1 bG aCommen�ons par noter queL bG a signi�e lim�! N �LN1 bG a� au sens des faiseaux Zariskii.e. 8N 2 NilpR  1M1 bG a! (N) = 1M1 Nmais pour N omplet  1M1 bG a! (N) = f(xr) 2 1Y1 N j limr!1xr = 0 gdem : Le th�eor�eme se d�eduit des isomorphismes r�eiproques pour N 2NilpR(1 + tN [t℄)� log -�exp tN [T ℄ 'L11 bG a(N)L'id�ee qui suit est maintenant la suivante : E = End(L11 bG a ) est une \alg�ebre dematries" dont les omposantes sont des �el�ements de Hom(bG a ; bG a ) ' R (exo.). L'id�ee estalors de d�emontrer que pour les modules de Cartier, E est \Morita �equivalente" �a R grâeau projeteur 0BBBBBB�1 0 : : : 0 : : :0 0 : : : 0 : : :... ...0 0... ...
1CCCCCCAqui intervient dans l'�equivalene de Morita \lassique" entre Mn(R) et R.Commen�ons par quelques aluls : 28



Lemme 2.11. L'ation de E sur L11 bG a est donn�ee par : si x = (xn)n{ (x:Vn)m = nxnm{ (x[℄)m = xmm{ (xFn)m = (xmn si njm0 sinondem : V�eri�ons par exemple la premi�ere �egalit�e. Le membre de droite d�e�nit un endomor-phisme de L11 bG a ' �. D'apr�es le premier th�eor�eme fondamental de la th�eorie de Cartier(th.2.2) pour voir que et endomorphisme o��nide ave l'ation de Vn �a droite il suÆt de lev�eri�er sur 1� tY 2 �(R[[Y ℄℄). Or log(1� tY ) =Pk�1 Y kk tk et log(1� tY n) =Pk�1 nY nknk tkd'o�u le r�esultat.Consid�erons alors 1nVnFn :L bG a !L bG a . C'est un projeteur ar1n2Vn(FnVn)Fn = 1nVnFn (f.prop.2.2 (5))Corollaire 2.4. (x: 1nVnFn)m = (xm si njm0 sinonC'est don le projeteur sur les omposantes d'indie mjn.Corollaire 2.5.P = Yl premier (1� 1l VlFl) 2 E (pdt. ommutatif onvergent)est le projeteur x! x1.(La ommutativit�e du produit r�esulte de la proposition 2.2)Ce P est don bien elui qui nous int�eresse dans l'�equivalene de Morita.D�e�nition 2.9. Soit M un E module de Cartier. PM �M est le sous groupe des �el�ementstypiquesLemme 2.12. { m 2 PM , 8n > 1 Fnm = 0{ PM est un R module via 8 2 R 8m 2 PM :m = [℄mdem : 8m 2 PM; m = Pm) 8n > 1 Fnm = (FnP )m or FnP = FnQl(1� 1l VlFl) or siljn Fn � 1l FnVlFl = 0 (f.2.2). Don Fnm = 0.R�eiproquement, si 8n > 1 Fnm = 0 alors 8l premier (1 � 1l VlFl)m = m� 0 = m donPm = m.Soient maintenant 1; 2 2 R et m 2 PM grâe �a la proposition 2.2 :[1 + 2℄m = [1℄m+ [2℄m+Xn>1 Vn[an(1; 2)℄Fnm|{z}029



= [1℄m+ [2℄md'o�u la struture de R module.Proposition 2.4. Si M est un module de Cartier alors la ompos�eePM !M !M=M2est un isomorphisme de R modules.dem : Le fait que e soit un morphisme de R modules est faile.Montrons que P :M ! PM est trivial surM2 : par ontinuit�e et le fait queM2 = E2 :Mil suÆt de montrer que P:E2 = 0, or 8n > 1 PVn = 0 (f. prop.2.2). On a don une fa-torisation P : M=M2 ! PM qui est l'inverse de elle qui nous est donn�ee ar on v�eri�eais�ement que 8m 2M Pm � m[M2℄.Lemme 2.13. 1nVnPFn :L bG a !L bG a est le projeteur sur la n i�eme omposante.dem : Cela se d�eduit du lemme 2.11 et du orollaire 2.5.Th�eor�eme 2.6. Soit M un E module de Cartier. Alors, haque m 2 M admet unerepr�esentation unique m =Xn VnMn o�u mn 2 PMSoient M1;M2 deux modules de Cartier, �� : M1=M21 ! M2=M22 un morphisme de R mo-dules. Alors, �� se rel�eve uniquement en un E morphisme de modules de Cartier de M1 dansM2.dem : D'apr�es le lemme pr�e�edent1 =Xn�1 1nVnPFnD'o�u l'�eriture unique m =Pn�1 Vn � 1nPFn�m. Don mn = 1nPFnM 2 PM onvient.Soit maintenant �� : PM1 ! PM2. �� se rel�eve de fa�on unique en une appliation� :M1 !M2 d�e�nie par �(X Vnmn) =X Vn��(mn)Pour montrer que � est E lin�eaire il suÆt de v�eri�er que �(Vn:m) = Vn�(m); �(Fn:m) =Fn�(m); �([℄m) = [℄�(m) e qui d�eoule failement des relations entre F; V et de la Rlin�earit�e de ��.Corollaire 2.6. Soir R une Q alg�ebre. Alors, H 7! tH est une �equivalene de at�egoriesentre G fonteurs formels et R modules plats.30



Cette �equivalene se restreint en une �equivalene entre groupes formels et R moduleslibres de type �ni.En partiulier tout groupe formel est isomorphe �a (bG a)dimG et tout morphisme entre bG r1aet bG r2a est \lin�eaire".dem : Il s'agit simplement d'une appliation du th�eor�eme pr�e�edent et du deuxi�emeth�eor�eme fondamental de la th�eorie de Cartier.
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2.11 Th�eorie de Cartier sur Z(p)Z(p) = [n^p=1Z[ 1n℄ = fx 2 Q j vp(x) � 0gSoit R une Z(p) alg�ebre i.e. un anneau dans lequel tout entier premier �a p est inversible.C'est par exemple le as si pour N grand pN = 0 sur R. On remarque que dans ER , 8npremier �a p n = [1℄ + � � �+ [1℄ 2 ER est inversible ar la s�erie(1 + Y t)1=n = 1 +Xk�1�1=nk �Y ktkv�eri�e vp ��1=nk �� � 0.Comme pr�e�edemment, grâe �a des idempotents dans E on va essayer de trouver une�equivalene de Morita entre modules de Cartier et modules sur un anneau \plus simple".2.11.1 IdempotentsD�e�nition 2.10. �1 =Yl 6=p(1� 1l VlFl) 2 E (l premier)8n; n ^ p = 1 �n = 1nVn�1Fn( Le produit onvergent est ommutatif )Lemme 2.14. Les �i sont des idempotents orthogonaux :�n�m = Æn;m�nPar fontorialit�e de R ! ER il suÆt de le d�emontrer dans le as universel Z[Xi;j℄ quise plonge dans une Q alg�ebre. Il suÆt don de le v�eri�er dans le as d'une Q alg�ebre. Enutilisant le lemme 2.11 on trouve pour x 2L bG a :8n n ^ p = 1 (x:�n)m = (xm si 9� 2 N m = p�n0 sinonLes �egalit�es aÆrm�ees s'en d�eduisent aussitôt.Si N 2 NilpR, �(N) est un E module de torsion �a droite (proposition 2.3). Or �n 2 Endon 8x 2 �(N) 9n0 8n � n0 x�n = 0. Don, si �n = ��n,� = Mn^p=1�n32



D�e�nition 2.11. W = �1 qui est un G fonteur formel.Lemme 2.15. L'appliation �n �! Wx 7�! xVnest un isomorphismedem : L'appliation est bien �a valeurs dans W ar�nVn = ��nVn = �1nVn�1FnVn = �Vn�1 � WL'inverse est donn�e par x 7! x 1nFn. On a bien que si x = y�1 2 Wx 1nFn = y 1n�1Fn = �yFnn � 1nVn�1Fn 2 �nOn v�eri�e aussitôt que es deux appliations sont r�eiproques l'une de l'autre.Corollaire 2.7. � ' Mn^p=1W isomorphisme de G fonteurs formels.D�e�nition 2.12. Si M est un module de Cartier les �el�ements de �1M � M sont appel�esles �el�ements p-typiques. Si M = MH est le module de Cartier du G fonteur formel H les�el�ements p-typiques s'appellent les ourbes p-typiques.Lemme 2.16. m 2M est p-typique , 8n; n ^ p = 1 Fnm = 0La d�emonstration est la même que elle du lemme 2.12Lemme 2.17. Tout �el�ement m 2 M s'�erit de fa�on unique m =Xn�1Vnmn o�u mn est ptypique.Cela d�eoule de 1 =X �n =XVn�1� 1nFn�Le but est maintenant de r�e-�enoner les th�eor�emes fondamentaux de la th�eorie de Cartieren termes de W �a la plae de � et End(W ) �a la plae de E2.11.2 Le premier th�eor�eme fondamental revisit�eTh�eor�eme 2.7. Soit H un G fonteur formel. Il y a un isomorphismeHom(W;H) '��! �1H(R[[Y ℄℄) = �1MH� 7! �1�R[[Y ℄℄(1� tY )33



dem : Hom(W;H) = Hom(��1;H). Or si on �erit � =Ln^p=1 �n ,Hom(�;H) ' Yn^p=1Hom(�n;H)et don �1Hom(�;H) = Hom(�1;H). puisque �1 tue tout morphisme partant de �n, n > 1.Le th�eor�eme est don une ons�equene du premier th�eor�eme fondamental (th.2.2).2.11.3 Ep modules V r�eduitsCorollaire 2.8. E p := End(W ) = �1E�1 et tout �el�ement de Ep s'�erit de fa�on unique :�1 Xr;s�0Vpr [xr;s℄Fps = Xr;s�0Vpr [xr;s℄Fps�1dem : End(W ) = Hom(W;W ) = �1W (R[[Y ℄℄) = �1E�1Pour la seonde assertion remarquons grâe au lemme? ? ? que 8r � 0 :Fpr�1 = �1FprVpr�1 = �1Vpr[℄�1 = �1[℄et que si n n'est pas une puissane de p :Fn�1 = 0�1Vn = 0Don 8x =Pr;s�0 Vr[r;s℄Fs 2 E , �1x�1 =Pr;s�0 �1Vr[r;s℄Fs�1 Expression dans laquelle nesubsistent que les termes o�u r et s sont une puissane de p d'apr�es les remarques pr�e�edentes.Don �1x�1 = Xr;s�0Vpr�1[pr;s℄�1Fps= Xr;s�0Vpr�1[pr;s℄Fs= Xr;s�0 �1Vpr [pr;ps ℄FpsD'o�u l'existene de l'�eriture annon�ee. Quant �a l'uniit�e, soit y = Pr;s�0 Vr[r;s℄Fs etsupposons que �1y = 0. On veut montrer que y = 0. Vp : E ! E �etant injetif (f remarque34



2.2) et ommutant �a �1 on peut supposer que y =2 Epr ( , y =2 E 2 , 9s x0;s 6= 0 ). Maisalors y = Xn^p=1 �ny = Xn^p=1;n�2 �ny ar �1y = 0= Xn^p=1;n�2Vn� 1n�1Fny� 2 E 2Contradition. Don y = 0.D�e�nition 2.13. Notons V = �1Vp = Vp�1 2 EpF = �1Fp = Fp�1 2 E p8x 2 R [x℄p = [x℄�1 = �1[x℄Don, Ep = fXr;s�0V r[xr;s℄pF sgOn a les relations [1℄p = 1FV = pF [x℄p = [xp℄pF[x℄pV = V [xp℄p[x℄p[y℄p = [xy℄p[x+ y℄p = [x℄p + [y℄p +Xn�1V n[apn ℄pF nLes veteurs de Witt ne sont pas tr�es loin...D�e�nition 2.14. Un Ep module Mp est V r�eduit si{ V :Mp !Mp est injetif{ Mp '�! lim � Mp=V nMp i.e. Mp est V omplet.Remarque 2.9. Cette d�e�nition est \�equivalente" �a dire que tout �el�ement m 2Mp s'�eritde fa�on unique Pr�0 V rm�(r) o�u (mi)i est un syst�eme de repr�esentants de M=VM .On d�eduit de ette remarque :Proposition 2.5. SiM est un module de Cartier V r�eduit, �1M est un E p module V r�eduit.
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Remarque 2.10. La at�egorie des E p modules V -r�eduits a pour objets les objets d�e�nisi dessus et pour morphismes les morphismes de Ep modules. Contrairement �a la at�egoriedes E modules de Cartier V -r�eduits, il n'y a pas d'hypoth�eses sur les �ltrations. En d'autrestermes, un morphisme de E p modules V r�eduits est automatiquement ontinu pour la topo-logie V -adique, tandis que si f :M1 !M2 est un morphisme de E modules, Mn1 = VnM1 etdire que 8n f(Mn1 ) � Mn2 est �equivalent �a dire que f est ontinue puisqu'alors f(VnM1) �f(VnM1) = Vnf(M1) �Mn2 .Les E p modules V -r�eduits sont des objets plus alg�ebriques. C'est d'ailleurs pour etteraison que le produit tensoriel des E p modules V -r�eduits n'a pas besoin du quotient par(N 
M)1.2.11.4 \�Equivalene de Morita"Th�eor�eme 2.8. Le fonteur M 7�! �1M est une �equivalene de at�egories entre les Emodules V r�eduits et les Ep modules V r�eduits.dem : Construisons un quasi inverse. Soit Mp un E p module V r�eduit. PosonsM = (E�1 
�1E�1 Mp)le ompl�et�e pour la topologie d�e�nie par les (En�1 
Ep Mp)n2N (ou plutôt leur image).Montrons que M esr V r�eduit. Soit (mi)i un syst�eme de repr�esentants de Mp=VMp. Tout�el�ement m 2Mp s'�erit de fa�on uniquem = 1Xs=0 V sm�(s)Don tout �el�ement de M s'�erit de fa�on uniqueXr^p=1Vr�1 
Xs�0 Vpsm�(s);r=Xr2N Vn�1 
m0nOn en d�eduit failement que M est V r�eduit et que �1M = Mp. On v�eri�e �egalement que8M V r�eduit on a un isomorphisme de E modules(E�1 
�1E�1 �1M) '�!M2.11.5 Le seond th�eor�eme fondamentalTh�eor�eme 2.9. Soit M un E module de Cartier V r�eduit. On a alors un isomorphisme deG-fonteurs formels W (�)
Ep �1M ' �(�)
EM36



dem : On a un morphisme naturelW (�)
Ep �1M ! �(�)
E M � �(�)
EMassoi�e aux inlusions W ,! � et �1M ,!M .La diÆult�e vient de l'appliation r�eiproque. SoitB : �(N)�M ! W (N)
Ep �1M(�;m) 7! Xr^p=1�Vr�1 
mro�u m = Xr^p=1Vrmr; mr p-typique (f. 2.17). On remarque que �(N) �etant de torsion (f.2.3) ette somme est �nie.Il s'agit maintenant de montrer que B est bilin�eaire et triviale sur (�(N) 
E M)1.Pour montrer la bilin�earit�e, l'expression de B se ramenant �a une somme �nie il suÆt demontrer que pour a = [℄; Vs; F B(�a; Vrm) = B(�; aVrm) si m est p typique et r ^ p = 1.Pour [℄ : B(�[℄; Vrm) = �Vr�1 
m= �Vr[r℄�1 
m= �Vr�1[r℄
m= �Vr�1 
 [r℄p 
m= �Vr�1 
 [r℄pm ar [r℄p 2 Ep= B(�; Vr[r℄m) = B(�; [℄Vrm)Pour Vs, si s ^ p = 1 :B(�Vs; vrm) = �VsVr�1 
m= �Vrs�1 
m= B(�; Vrsm) = B(�; VsVrm)et si s = p� : B(�Vp� ; Vrm) = �Vp�Vr�1 
m= �VrVp��1 
m= �Vr�1Vp� 
m= �Vr�1 
 V �m ar V 2 E p= B(�; VrVp�m) = B(�; Vp�Vrm)Don 8s B(�Vs; Vrm) = B(�; VsVrm). 37



Pour Fs, supposons s ^ r = 1 :B(�Fs; Vrm) = �Fs�1 
m= �VrFs�1 
m(2:29))= �Vr�1(�1Fs�1)
m ar Fs�1 = �1Fs�1= �Vr�1 
 Fsm or Fsm est p-typique= B(�; VrFsm) = B(�; FsVrm)Si sjr : B(�Fs; Vrm) = �FsFv�1 
m= �sV rs �1 
m= �V rs �1 
 sm= B(�; sV rsm)= B(�; FsVrm)D'o�u 8s B(�Fs; Vrm) = B(�; FsVrm).D'o�u la bilin�earit�e. Il reste �a voire que B((�(N)
E M)1) = 0.Si �E s = 0 et m 2M s m = Xr^p=1Vrmr.8r � s mr = Xa��(r) Vpamr;a = V �(r)m0ro�u �(r) = inffajpa � srg et o�u m0r est p-typique. DonB(�;m) = Xr^p=1�Vr�1 
mr= Xr^p=1�Vr�1 
 V �(r)m0r= Xr^p=1�Vr�1V �(r) 
m0r ar V 2 Ep= Xr^p=1�Vrp�(r)| {z }0 �1 
m0r = 0On a don bien une appliation �(N)
EM ! W (N) 
Ep �1M dont il est lair qu'elleest naturelle en N 2 NilpR et dont on v�eri�e aussitôt qu'elle est un inverse �a l'appliationanonique d�e�nie au d�ebut de la d�emonstration.Th�eor�eme 2.10. Si R est une Z(p) alg�ebre il y a une �equivalene de at�egories entre les Gfonteurs formels et les E p modules V-r�eduits V-plats.H - Hom(W;H) = �1MH38



qui est un End(W )opp = �1E�1 module V r�eduit.Mp - W (�)
Ep MpDe plus, tH 'Mp=V Mp.Cette �equivalene se restreint en une �equivalene entre groupes formels et E p modulestels que Mp=VMp soit R libre de type �ni.dem : Cela r�esulte des th�eor�emes pr�e�edents ainsi que du seond th�eor�eme fondamental.
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2.12 W et veteurs de WittProposition 2.6. Les appliationsMi�1 N ! �(N)(ni)i 7! Yi�1(1� niti)Mj�0 N ! W (N)(nj)j 7! Yj�0(1� njt(pj))�1donnent des isomorphismes de fonteurs d'ensembles :MbG a ��! �MbG a ��! Wdem : Ces appliations sont bien fontorielles en N 2 NilpR. Puisque les deux membressont des G fonteurs formels d'ensembles, pour montrer que e sont des isomorphismes ilsuÆt de montrer que e sont des isomorphismes sur les fonteurs tangents ( et non lesespaes tangents ar on ne parle pas ii de fonteurs �a valeurs dans Ab : il faut tester tousles N;N2 = 0 ; R[�℄+ ne suÆt pas, on ne peux pas utiliser tH(N) = tH(R[�℄+)
N . . .).Pour �, si N2 = 0, Yi�1(1� niti) = 1�Xi�1 niti'est don bien un isomorphisme.Pour W : Tout x 2 W (N) s'�erit d'apr�es le as pr�e�edent pour �Yi�1(1� niti)�1 = Yi�1(1� nit)Fi�1= Yj�0(1� njt(pj))�1(ar Fi�1 = 0 si i n'est pas une puissane de p)D'o�u la surjetivit�e.Si N2 = 0 supposons que Yj�0(1� njt(pj))�1 = 1. Alors,8i n2i = 0 =) 8m > 1 (1� njt(pj))Fm = 1
40



or 1 = Xn^p=1 �n =) Yj�0(1� njt(pj))= Yj�0(1� njt(pj))�1 � Yn^p=1;n>10�Yj�0(1� njt(pj))1A �n|{z}Fn( 1n �1Vn)= 1� 1 = 1don Qj�0(1� njt(pj)) = 1 =) 8j nj = 0 par le as de �. D'o�u l'injetivit�e.Maintenant que nous avons ompris la struture ensembliste de W , un �el�ement de W�etant donn�e par ses oordonn�ees dans �bG a , il faut omprendre la struture de groupe.Ensemblistement, le fonteur veteurs de Witt WjNilpR : NilpR ! Ens est isomorphe �aQ bG a . Nous allons voire qu'en fait l'injetion �bG a ,! Q bG a est un morphisme de groupeW ,!W .D�e�nition 2.15. (Polynômes de Witt g�en�eralis�es)8m � 1 Um(X1; : : : ;Xm) =Xdjm md XdmdRemarque 2.11. On a don :8n 2 N Upn(X1; : : : ;Xn) =Wn(Y0; : : : ; Yn) o�u Yi = Xpiles polynômes de Witt habituels.Th�eor�eme 2.11. Il y a des morphismes de fonteurs de groupes� �! 1Mm=1 bG aYi�1(1� niti) 7�! (Um(n1; : : : ; ni))m�1W �! 1Mm=0 bG aYj�0(1� njt(pj))�1 7�! (Wm(n0; : : : ; nm))m�0dem : Ce sont bien des appliations naturelles en N 2 NilpR. Pour montrer que e sontdes morphismes de groupe il suÆt de le faire dans le as universel. On peut don supposerque R est une Q alg�ebre. On peut alors utiliser les appliations exponentielle et logarithme(f.2.5). 41



Pour � : log0�Yi�1(1� niti)1A = �Xi�1Xk�1nki tikk= �Xm�1Xdjm �md ndi� tmm= �Xm�1Um(n1; : : : ; nm) tmmIl est lair sur ette expression que le morphisme donn�e est additif puisque le logarithmetransforme produits en sommes.Pour W : �1 est une projetion sur les �el�ements dont l'indie est une puissane de p.Don par restrition 'est un morphisme pour W .AinsiW (N) �W (N) est l'ensemble des (a0; : : : ; an; : : : ) tels que ai = 0 pour i >> 0. Onpeut d'ailleurs v�eri�er diretement que W (N) est bien stable par l'addition (e qui est fauxsi N n'est pas nilpotente). En e�et, l'addition dans W (N) est donn�ee par des polynômesuniversels, (ai)i + (bi)i = (Pi(a0; : : : ; ai; b0; : : : ; bi))i dont on peut montrer qu'�a k 2 N �x�etout monôme faisant intervenir les Xl; Yl; l � k est de degr�e tendant vers l'in�ni lorsquei tends vers l'in�ni. N �etant nilpotente on en d�eduit que W (N) � W (N) est stable parl'addition.On v�eri�e failement le lemme suivant :Lemme 2.18. L'ation de V 2 E p sur W est la même que elle induite par le morphismeF usuels (f. ? ? ?) sur W restreints �a W . De même, les rôles de F 2 Ep et V sont invers�es.L'ation de [℄ 2 E p est la même que l'ation de [℄ 2W (R) par multipliation.Remarque 2.12. Il n'est pas �etonnant que les rôles de F et V soient invers�es puisque Epagit �a droite sur W (N) tandis que les morphismes F et V des veteurs de Witt agissent �agauhe.Proposition 2.7. L'ensemble des �el�ements de la formePn�0 V n[an℄F n est un sous anneauommutatif W de Ep et l'appliationW (R) �! W(a0; : : : ; an; : : : ) 7�! Xn�0V n[an℄F nest un isomorphisme d'anneaux.E p ontient don les veteurs de Witt.dem : Commen�ons par d�emontrer un lemme :Lemme 2.19. 8N 2 NilpR, l'appliationW (R)�W (N) �! W (R�N)(x; y) 7�! xy42



est �a valeurs dans W (N) et d�e�nit un morphismeW (R) �! Ep = End(W )oppdem : Ii R�N est vu omme un anneau augment�e, W (R);W (N);W (N) �W (R�N).Montrons d'abord que 8x 2 W (R) 8y 2 W (N) xy 2 W (N) i.e. W (N) est un id�eal deW (R�N). Il existe des polynômes universels (Pi)i tels que(xi)i:(yi)i = (Pi(x0; : : : ; xi; y0; : : : ; yi))iOr Pi(X; 0) = 0 ar 8R 8x 2 W (R) x:0 = 0. Don tout monôme de Pi fait intervenir destermes en Yk pour au moins un k, or R:N � N , d'o�u le r�esultat.Il s'agit maintenant de montrer queW (R):W (N) � W (N). Or 8x 2 N 8m 2 N 8Pn�0 V n([an℄) 2W (R) Xn�0V n([an℄):V m([x℄) =Xn�0([an℄F n(V m([x℄)))ar 8a; b V (aF (b)) = V (a)V (b). Or si n � m F nV m([x℄) = pn�mF n�m([x℄) = pn�m[x(pn�m)℄(tout ei est bien vrai même si R n'est pas de arat�eristique p ) qui est nul si n >> 0 arx est nilpotent. La somme sur n i dessus est alors �nie et appartient don �a W (N).Tout �el�ement de W (N) �etant une somme �nie de V m([x℄) on en d�eduit le r�esultat.Montrons maintenant que l'appliation W (R)! Ep :Xn�0V n([an℄) 7�!Xn�0V n[an℄F nest telle que l'�el�ement assoi�e de Ep = End(W )opp agisse de la même fa�on que l'�el�ement deW (R) :8N 2 NilpR 8x 2 W (N) :(Xn�0V n([an℄)):x = Xn�0V n([an℄F n(x)) ar V (aF (b)) = V (a)b= Xn�0V n(x:(V n[an℄)) grâe au lemme 2.18= Xn�0x:(V n[an℄F n) grâe au lemme 2.18= x:Xn�0V n[an℄F nD'o�u le r�esultat.Remarque 2.13. Au d�ebut et �a la �n des �egalit�es i dessus V et F n'ont pas le même sens.D'apr�es le lemme 2.18 il faut faire attention �a ne pas s'emmêler les pineaux.43



2.13 Quelques remarques sur le as d'un orps parfaitCette setion est juste destin�ee �a faire remarquer au leteur ertaines partiularit�es duas o�u R est un orps parfait k de arat�eristique p.La premi�ere hose �a remarquer est qu'alors F et V ommutent :FV = V F = pde plus F et V sont semi-lin�eaires lin�eaires :8� 2 k F [�℄ = [�p℄F V [�℄ = [�p�1 ℄VOn a vu que W (k) = fPn V n[an℄F ng � Ep , mais iiXn V n[an℄F n =Xn [ap�nn ℄pnet de plusW (k) est un anneau de valuation disr�ete d'uniformisante p et de orps r�esiduel k.Si M est un module V-r�eduit, M=VM est un k-ev. Supposons M=VM de dimension�nie. �Etant donn�e que M est V-adiquement omplet et que p = V F , M est p-adiquementomplet.Alors, M est sans p-torsion () M est sans F -torsion (ar V F = p et V est injetif).Dans tous les as, M est un W (k) module muni de deux op�erateurs F et V � et ��1lin�eaires tels que FV = p.En partiulier, si M est sans p torsion et de type �ni sur W (k), M est un W (k) ristal.La lassi�ation des groupes-p divisibles sur un orps parfait n'est plus tr�es loin. . .
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2.14 Pr�esentations des modules V-r�eduitsComme pr�e�edemment pour E on peut d�e�nir des modules de Cartier \libres" qui per-mettent de donner un sens �a la notion de pr�esentation d'un module de Cartier.D�e�nition 2.16. Si I est un ensemble, notons dE (I)p le ompl�et�e de E (I)p pour la topologieV -adique.dE (I)p est le module des ourbes p-typiques du G-fonteur formel E (I)p (faile �a voire).dE (I)p = f(xi)i 2 E Ip j xi ! 0 gOn montre failement le lemme :Lemme 2.20. Si M est V -r�eduit alorsHom(dE (I)p ;M) ��! M If 7! (f(ei))io�u (ei)i est la base anonique de E (I) .Lemme 2.21. { Tout sous module ferm�e d'un module V r�eduit est V -r�eduit.{ Si f : M1 ! M2 est un morphisme de E p modules V-r�eduits tel que �f : M1=VM1 !M2=VM2 (\l'appliation tangente") soit injetive alors f est injetif. De plus M2=M1est V -r�eduit.dem : La premi�ere assertion est laire.8n > 0 le diagramme suivant ommute :M1=VM1 �f - M2=V M2
V nM1=V n+1M1' V n? - V nM2=V n+1M2' V n?don la �ehe du bas est injetive. f induisant pour tout n des morphismes de modules�ltr�es M1=V nM1 ! M2=V nM2 injetifs sur les quotients de la �ltration, les appliationsM1=V nM1 !M2=V nM2 sont injetives. M1 �etant V-s�epar�e, f est injetif.L'injetivit�e de M1=V nM1 ! M2=V nM2 est �equivalente �a e que V nM2 \M1 = V nM1e qui est �equivalent �a e que V soit injetif sur M2=M1. On a alors des suites exates0!M1=V nM1 !M2=V nM2 ! (M2=M1)=V n(M2=M1)! 0qui montrent que M2=M1 est V-omplet.Soit maintenant M un module V-r�eduit tel que M=VM soit R libre de base (mi)i2I o�umi 2M (M est don le module d'un groupe formel).45



D�e�nition 2.17. Les mi forment une V -base de M .Tout �el�ementm 2M s'�erit de fa�on uniqueXn;i V n[n;i℄mi. Pour onnâ�tre ompl�etementla struture de Ep module deM il suÆt de onnâ�tre les Fmi ar on onnâ�t d�ej�a les relationsliant F; V et [℄. 9n;i;j Fmi =Xn;j V n[n;i;j℄mjAppelons es �equations les �equations struturales deM . Les oeÆients (n;i;j)n;i;j d�e�nissentla struture de M �a isomorphisme pr�es.On peut voire ela d'un point de vue de la pr�esentation du module M , les �equationstruturales fournissant un suite semi-exate :dE (I)p - dE (I)p - M - 0ei - Fei �Pn;j V n[n;i;j℄ejei - miEn fait ette suite est exate omme le montre le lemme suivant :Lemme 2.22. Soient �n;i;j 2 W (R) � Ep des �el�ements tels que �a n; i �x�es �n;i;j = 0 pourpresque tout j. Consid�erons l'appliation' : dE (I)p �! dE (I)pei 7�! Fei �Xn;j V n�n;i;jejAlors, le onoyau de ' est un module de Cartier V-r�eduit M.L'image des ei dans M forment une V-base de M et on a une suite exate0!dE (I)p '�!dE (I)p !M ! 0dem : D'apr�es le lemme 2.21 pour montrer l'injetivit�e de ' il suÆt de montrer l'in-jetivit�e de �' : dE (I)p =VdE (I)p ! dE (I)p =V dE (I)p . Si �0;i;j � [ai;j℄ mod V dans W (R) (le premierterme du d�eveloppement de �0;i;j sous la forme PV n[an℄F n). Alors,'(ei) � Fei �Xj [ai;j ℄ei mod VdE (I)pOr les (F nei)n;i forment une V-base de dE (I)p . D'o�u l'injetivit�e de �'.De plus, M=VM =Mn;i R:F nei=Xn;i R: �'(F nei)46



or �'(F nei) � F n'(ei)� F n+1ei �Xj;m F nV m�m;i;jej� F n+1ei � Xj;m�n[bi;j;m℄F n�mejDon Mn;i R:F nei =  Mi R:ei!�0�Mn�1R: �'(F nei)1Ae qui prouve que l'image des ei dans M est une V-base.Corollaire 2.9. La donn�ee d'un module V-r�eduit M tel queM=VM soit libre est �equivalente�a la donn�ee d'�equations struturales donn�ees par des n;i;j 2 R.De plus es �equations engendrent librement les relations d�e�nissant la struture de M .Remarque 2.14. En partiulier tout module V-r�eduit tel que M=VM soit libre de type �niposs�ede une r�esolution libre de longueur deux. Un tel Ep module n'est don pas quelonquepuisque sa dimension ohomologique est inf�erieure ou �egale �a 1.Exemple : Consid�erons le groupe des veteurs de Witt tronqu�es Wn. Une V-base de Wnest onstitu�ee des appliations (mi)0�i�n :mi : W ! Wn(x0; : : : ; xk; : : : ) 7! (0; : : : ; 0; x0; : : : ; xn�i)qui orrespond �a la base des (0; : : : ; 0; 1; : : : ; 1) de Rn+1. F:mi = mi Æ V = mi+1 (rappel :lesrôles de F et V sont �ehang�es)Les �equations struturelles sont don :(Fmi = mi+1Fmn = 02.15 Changement de base dans les modules V-r�eduitsVoii l'analogue du th�eor�eme 2.8Th�eor�eme 2.12. 8M V-r�eduit 8N 2 NilpR 8i > 0TorEpi (W (N);M) = 0La d�emonstration est la même que elle du th�eor�eme 2.8.47



Proposition 2.8. Soit R ! R0 un morphisme d'anneaux et M un E p;R module V-plat(ss.entendu V-r�eduit). Posons M 0 = Ep;R0 b
Ep;RMle ompl�et�e V-adique de M 0 = Ep;R0
Ep;RM . Alors, M 0 est V-r�eduit, V-plat et8N 2 NilpR0 W (N)
Ep;R M ' W (N)
Ep;R0 M 0o�u N est vu omme R alg�ebre nilpotente via R! R0.De plus, si une V -base de M est (mi)i dont les oeÆients struturels sont les n;i;j 2W (R) alors, les (1b
mi)i forment une V-base de M 0 et les oeÆients struturels assoi�essont les images des n;i;j dans W (R)!W (R0).Si H est un groupe formel de module des ourbes p-typiques M alors M 0 est le moduledes ourbes p-typiques de HR0 = H �Spf(R) Spf(R0).dem : Consid�erons le as o�u M=VM est libre (pour plat .....). Choisissons une V-base(mi)i et soit 0! E (I)p;R ! E (I)p;R !M ! 0la pr�esentation assoi�ee. Appliquant E (I)p;R0 
E(I)p;R � �a ette suite on obtient grâe au th�eor�eme2.12 une suite exate0! Ep;R0 
Ep;R E (I)p;R ! E p;R0 
Ep;R E (I)p;R ! Ep;R0 
Ep;R M ! 0qui en passant aux V-ompl�et�es donne une pr�esentation de M 0. D'o�u une partie des asser-tions.De plus, on a une appliation naturelleW (N)
Ep;R M ' W (N)
Ep;R0 �Ep;R0 
Ep;R M�! W (N)
Ep;R0 �E p;R0 b
Ep;RM�Il est faile de d�e�nir un inverse en utilisant le fait que W (N) est de torsion...Remarque 2.15. On d�eduit ais�ement de la preuve que si M poss�ede une V-base �nie (i.e.M est assoi�e �a un groupe formel formellement de type �ni) alors la ompl�etion est inutilei.e. E p;R0 b
Ep;RM ' Ep;R0 
Ep;R M2.16 Appliation aux rel�evements des groupes formels et de leurs mor-phismesProposition 2.9. Soit R � R0 une surjetion d'anneaux et H 0 un groupe formel sur R0.Alors il existe H un groupe formel sur R tel que HR0 = H 0 i.e. tout groupe formel sur R0 serel�eve en un groupe formel sur R.dem : Il suÆt de relever les �equations struturelles du module de H 0 en relevant lesoeÆients 0n;i;j 2 R0 en des n;i;j 2 R. 48



Th�eor�eme 2.13. Soit I un id�eal de R tel que pI = Ip = 0 et G1; G2 deux groupes formels(formellement de type �ni) sur R. Notons R0 = R=I.{ Pour tout morphisme ' : G1=R0 ! G2=R0 , p' se rel�eve en un morphisme de G1 dansG2.{ Soient '1; '2 : G1 ! G2 tels que '1=R0 = '2=R0 . Alors p'1 = p'2.dem : Notons E p;I = �1�(I[[Y ℄℄)�1 qui est un id�eal de Ep;R (ela est lair sur la d�e�nitionde �). Ep;I = fXm;n V n[n;m℄Fm j n;m 2 IgOn a alors une suite exate de E p modules.0! Ep;I ! Ep;R ! Ep;R0 ! 0(ela est lair sur l'�eriture uniquePn;m V n[n;m℄Fm)Soit M un Ep module V-r�eduit tel que M=VM soit libre de type �ni. Si on hoisit unepr�esentation assoi�ee �a une V-base de M :0! E Ip;R ! E Ip;R !M ! 0(o�u I est �ni) on obtient en tensorisant par E p;R0 une suite exate0! E Ip;R0 ! E Ip;R0 !MR0 ! 0(f.proposition 2.8). Don, Tor1Ep;R (E p;R0 ;M) = 0Revenons �a notre suite exate 0! Ep;I ! Ep;R ! Ep;R0 ! 0Appliquons lui �
Ep;R M . On obtient grâe �a la nullit�e du groupe de torsion i dessus unesuite exate 0! Ep;I 
Ep;R M !M !MR0 ! 0e qui montre que le noyau de M !MR0 est exatement l'ensemble des Pn;i V n[n;i℄mi o�un;i 2 I et mi est une V-base de M.Montrons que e noyau est annul�e par p. p 2W (R) � Ep , il existe don des an 2 R telsque p = [p℄ +Xn�1V n[an℄F nDon si m =Pn;i V n[n;i℄F n 2 E p;I 
M ,[p℄m =Xn;i V n[p(pn)n;i| {z }0 ℄mi = 0 ar pI = 0
49



etXn�1 V n[an℄F n:m = 0�Xn�1V n[an℄F n�11A :0BB�Xn�1;i (FV )| {z }p V n�1[n;i℄mi +Xi F [n;i℄| {z }[pn;i℄F=0mi1CCA= 0�Xn�1V n[an℄F n�11A :0�Xn�1;iV n�1 (p[n;i℄)mi1A(on a utilis�e Ip = 0). Or, p[n;i℄ = [pn;i|{z}0 ℄ +Xk�1 V k[ak℄ F k[n;i℄| {z }[(pk)n;i ℄F=0 = 0Don pm = 0 et p annule le noyau de M !MR0 .En ons�equene, siM1 et M2 d�esignent les modules des ourbes p-typiques de G1 et G2,et si ' :M1;R0 !M2;R0 alors p' de rel�eve en un morphisme de M2 dans M2.Et si '1; '2 :M1 !M2 sont tels que '1=R0 = '2=R0 alors p'1 = p'2.Remarque 2.16. Faire le lien ave la rigidit�e des quasi-isog�enies.
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2.17 Le th�eor�eme des \diviseurs �el�ementaires"Voii l'analogue du th�eor�eme de la base adapt�ee pour les modules libres de type �ni surun anneau de valuation disr�ete.Th�eor�eme 2.14. Soit R = k un orps parfait de arat�eristique p et M 0 �M une inlusionde E p modules V-r�eduits telle queM=VM soit de dimension �nie sur k. Il existe alors une V-base (mi)i2I de M , un sous ensemble J � I et des entiers n(j); j 2 J tels que (V n(j)mj)j2Jsoit une V-base de M 0.dem : 8n 2 N V n : M=VM ��! V nM=V n+1M est une bijetion Frn lin�eaire de kespaes vetoriels. k �etant parfait on a don8n dimk(GrnM) = dimk(M=VM) < +1Notons Gn =M 0 \ V nM=M 0 \ V n+1M � GrnM sous espae vetoriel.Puisque M 0 est un sous E p module, 8n V Gn � Gn+1. Choisissons pour tout n unsuppl�ementaire Un+1 de V Gn dans Gn+1 :Gn+1 = V Gn � Un+1et posons U0 = G0. Alors, 8n Gn = M0�i�nV iUn�iPare que k est parfait, dimk(V iUni) = dimk(Uni). �Etant donn�e que dim(Gn) � dim(GrnM) =dim(M=VM), pour n grand Un = 0, e qui implique que pour n grand VM 0 �M 0 \V nM :la topologie V-adique sur M induit la topologie V-adique sur M 0.Choisissons pour tout n 2 N une base (m0j)j2Jnde Un o�u m0j 2 M 0 \ V nM . Choisissons�egalement des mj 2 M tels que m0j = V nmj. Notons J = qjJn (ensemble �ni) et pourj 2 J , n(j) tel que j 2 Jn(j).Les (mj)j2J sont V-lin�eairement ind�ependants ar si pour des �j 2 kXj [�j ℄mj � 0 [VM ℄Appliquant V N �a ette �egalit�e pour N grand (tel que UN = 0) on obtientXj �p�Nj V N�n(j)m0j = 0 2 V NM=V N+1Me qui grâe �a la d�eomposition en sommes diretesL0�i�n V iUn�i implique que 8j �j = 0.D'o�u la V-ind�ependane lin�eaire.De plus, le fait que pour n >> 0 Un = 0 ajout�e �a la d�eomposition en sommes diretesit�ee i dessus implique que les V n(j)mj = m0j forment une V-base de M 0.Il suÆt maintenant de ompl�eter les (mj)j V-lin�eairement ind�ependants en une base deM=VM pour onlure. 51



Remarque 2.17. Soit G un groupe formel de module M et (mi)i2I une V-base de M.mi 2M = G(R[[Y ℄℄) don mi : Spf(R[[Y ℄℄)! G.Le morphisme de G-fonteurs formels d'ensembles :Mi2I Spf(R[[Y ℄℄) ! G(xi)i 7! Xi mi(xi)Donne un isomorphisme de G-fonteur formel d'ensemblesSpf(R[[Y ℄℄) ��! Gpuisque 'est un isomorphisme sur l'espae tangent.Corollaire 2.10. Soient G1; G2 deux groupes formels sur k orps parfait et f : G1 ! G2.Il existe des oordonn�ees Xi; Yj i.e. des isomorphismes G1 ' Spf(k[[X ℄℄)G2 ' Spf(k[[Y ℄℄) telles que pour un r,(8i � r f�Yi = Xp�(i)i o�u �(i) 2 N8i > r f�Yi = 0dem : Supposons pour ommener que f� : MG1 ,! MG2 soit une inlusion. Soit alors(mi)i2I ; J � I et n(j) 2 N omme dans le th�eor�eme 2.14. D'apr�es la remarque pr�e�edente,les mi d�e�nissent un isomorphisme Spf(k[[Y ℄℄) ��! G2Notons pi la fontion i-�eme oordonn�ee,pi : G2 ��1��! Spf(k[[Y ℄℄) ! Spf(k[[T ℄℄)y 7! yiPar d�e�nition de � , Pimipi = IdG2 : on a une d�eomposition sur les oordonn�ees.De la même fa�on, pour j 2 J notons m0j = V n(j)mj qui d�e�nissent un isomorphismeSpf(k[[X ℄℄) ��! G1tel que si qj : G1 ! Spf(k[[T ℄℄) est la fontion j-�eme oordonn�ee alors Pjm0jqj = IdG1 .Soit g : G1 ! G2 le morphisme d�e�ni sur les oordonn�ees par :g�Yi = (0 si i =2 JXpn(i)i si i 2 Jg = (Pimipi) Æ g = Pimipig est la d�eomposition de g sur les oordonn�ees. f �etant unmorphisme de groupes, f = f(Pjm0jqj) =Pj fm0jqj. Montrons quemipig = (0 si i =2 Jfm0iqi sinon52



i.e. les deux sont �egaux oordonn�ees �a oordonn�ees.(mipig)�Yk = 8><>:0 si k 6= i0 si i =2 jXpnii sinon8j 2 J fm0j = f�m0j = V n(j)mj don(fm0jqj)�Yk = (V n(j)mjqj)�Yk= q�j (V n(j)mj)�Yj= q�j (m�jY pn(j)k ) (par de�nition de V)= (0 si k 6= jXpn(j)j sinonDon g =Pimipig =Pj fm0jqj = f . D'o�u le r�esultat si f� :MG1 !MG2 est injetif.Dans le as g�en�eral on fatorise f� en une ompos�ee d'un surjetion et d'une injetion.
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2.18 Appliations aux groupes plats �nisSi A est une R alg�ebre augment�ee plate telle que A+ soit nilpotent , notons bG m;A leG-fonteur formel d�e�ni par8N 2 NilpR bG m;A(N) = (1 +A+ 
R N)�Si A est un module projetif �ni alors bG m;A est un groupe formelbG m;A ' Spf(dSymR(A+�))Proposition 2.10. Si H = Spe(A) est un groupe plat �ni onnexe sur R, il y a une suiteexate 0 - G u- bG m;A� v - bGm;A�
A�o�u A� est l'alg�ebre duale de Cartier.dem : Notons � : A 
 A ! A ; � : R ! A les appliations d�e�nissant la struture deR alg�ebre de A, et � : A ! A 
 A, � : A ! A; � : A ! R elles d�e�nissant la strutured'alg�ebre de Hopf.(A�)+ = (A+)� est faile �a voir.Si N 2 NilpR G(N) = HomR�alg(A+; N) � A+� 
N = HomR�mod(A+; N). Soit don� 2 G(N), posons u(�) = 1 + � 2 G m;A� (N) via les identi�ations et inlusions i dessus.8�1; �2 2 G(R) �1:�2 = �1 + �2 + �1 
 �2 Æ�0 o�u�jA+ : A+ ! (A+ 
R R)� (R
R A+)� (A+ 
R A+)x 7! x
 1 + 1
 x+�0(x)�0 d�e�nit don le produit sur l'anneau (A+)�.Et (�1 
 �2) Æ �jA+ = �1 + �2 + �1:�2 ) u(�1:�2) = (1 + �1)(1 + �2). Don u est unmorphisme de groupe.Si maintenant 1 + � 2 1 + A�+, �a quelles onditions a-t-on � 2 HomR�alg(A;N) ? Ilfaut et il suÆt que � Æ �jA+
A+ = � 
 � 2 Hom(A+ 
 A+; N) = (A� 
 A�)+ 
 N Posonsalors v(1 + �) = (1 + � Æ �jA+
A+)(1 + � 
 �)�1 2 bG m;A�
A�(N). On v�eri�e que v est unmorphisme de groupes.Corollaire 2.11. Tout groupe plat �ni onnexe est le noyau d'un morphisme de groupesformelsCorollaire 2.12. Pour tout groupe plat �ni onnexe G = Spe(A) sur un orps parfait dearat�eristique p il existe un isomorphismeA ' k[X1; : : : ;Xn℄=(Xp�11 ; : : : ;Xp�nn )Cela r�esulte du orollaire pr�e�edent et du orollaire 2.10.54



2.19 Isog�enies et module de CartierDans toute ette partie on suppose R de arat�eristique p.2.19.1 Frobenius et module de CartierRappelons que si H : NilpR ! Ab, H(pm) est le fonteur d�e�ni par8N 2 NilpR H(pm)(N) = H(N (pm))o�u N (pm) est la R alg�ebre telle que R op�ere via R Frm��! R o�u Fr est le Frobenius.8N 2 NilpR l'appliation de R-alg�ebreN ! N (pm)n 7! npminduit un morphisme de Frobenius Frm : H ! H(pm).G 7! G(pm) est naturel au sens o�u 8� : G! H on a un diagramme ommutatifG � - H
G(pm)Frm? �(pm)- H(pm)Frm?On rappelle �egalement (f. ? ? ?) que si G est un groupe formel alors Frm : G ! G(pm) estune isog�enie.Lemme 2.23. W ��! W (pm) et Frm : W ! W est donn�e par la multipliation �a droite parV m.dem : En e�et, W est \sans �equation" et 1+Pi niti 7! 1+Pi niti donne l'isomorphisme.Le fait que Frm soit donn�e par la multipliation �a droite par V m vient du lemme 2.18.Par fontorialit�e de R! ER , le morphisme d'anneau Fr : R! R induit un morphismeEp ! E px 7! xfmv�eri�ant  Xn;m V n[n;m℄Fm)!f =Xn;m V n[pmn;m℄FmOn en d�eduit aussitôt :Lemme 2.24. 8x 2 E p xV = V xf et Fx = xfF55



Soit maintenant G un groupe formel. D'apr�es la proposition 2.8MG(pm) ' Ep 
fm;Ep MG (i.e. x
 �m = x�fm 
m)Lemme 2.25. FrmG� :MG ! MG(pm) ' Ep 
f;Ep MGx 7! V m 
 x(Cette appliation est bien Ep lin�eaire grâe au lemme pr�e�edent)dem : G ' W (�)
Ep MG et Frm : W (�)! W est l'appliation � 7! �V m donFrm : W (�)
Ep MG ! W (�)
fm;Ep MG�
 x 7! �V m 
 xd'o�u le r�esultat.Nous noterons Frm :MG(pm) !MG.2.19.2 VershiebungConsid�erons l'appliation Ep lin�eaireVer : E p 
fm;Ep M ! M�
 x 7! �fmxOn a : VerFr = FrVer = pSi M = MG pour un groupe formel G elle induit un morphisme Ver : G(pm) ! G donton v�eri�e ais�ement qu'il s'agit du Vershiebung.2.19.3 Le module V-divis�eLe module V-divis�e assoi�e �a un module V-r�eduit est l'analogue pour le Frobenius rem-pla�ant p de l'isoristal assoi�e �a un ristal. Les isomorphismes entre modules V-divis�esorrespondent aux quasi-isog�enies (au sens o�u f est une quasi-isog�enie si pour N grandV Nf est une isog�enie) entre groupes formels et don deux groupes formels sont isog�enes ssileurs modules V-divis�es sont isomorphes.D�e�nition 2.18. Si M est un module V-r�eduit on noterafM = lim�! mE p 
fm;Ep MAinsi, si M =MG, fMG = lim�! mMG(pm) 56



On remarque que si R est r�eduit les morphismes de transition sont injetifs et donfMG =[m MG(pm) .Consid�erons l'appliation Ep lin�eaire� : E p 
fm;Ep M ! Ep 
fm+1;Ep M�
 x ! �f 
 xOn a �(V:(� 
 x)) = �(V �
 x) = (V �)f 
 x = �V 
Xor dans la limite indutive �V 
 x = �
 x. Il est don naturel d'appeler V �1 l'appliationE p lin�eaire induite par � sur le module V-divis�e.On notera les propri�et�es suivantes :V �1x = xfV �1V �1V = V V �1 = IdLe module V-divis�e assoi�e �a Ep , eE p est un anneau qui peut être identi��e au loalis�e deE p par la partie multipliative des (V n)n�0 :eE p = fxV �ng= �o�u xV �a � yV �b si 9N 2 N xV N�a = yV N�b.L'appliation V �1 : eE p ! eE p est x 7! xfV �1.Lemme 2.26. Si M=VM est libre de type �nifM ' eE p 
Ep MCela se v�eri�e en prenant une V-base de M et ne utilisant la proposition 2.8.2.19.4 Crit�ere d'isog�enieTh�eor�eme 2.15. Soit ' : G1 ! G2 un morphisme de groupes formels de même dimensionsur un anneau de arat�eristique p. Sont alors �equivalents :1. ' est une isog�enie2. Il existe un morphisme  : G2 ! G(pm)1 tel que  Æ ' = FrmG13. ' induit un isomorphisme des modules de Cartier V-divis�es de G1 et G2dem : (1)) (2) : Le noyau de ' est un groupe plat �ni onnexe de la forme Spe(R�N) o�u N 2 NilpR. N �etant nilpotent on en d�eduit qu'il est annul�e par une puissanesuÆsamment grande du Frobenius. Don, 9m ker(') � ker(Frm). ' �etant une isog�enie elleinduit un isomorphisme � : G1= ker(') ��! G2. Si l'on note : G2 ��1��! G1= ker(')� G2= ker(Frm) Frm��! G(pm)257



Alors  onvient.(2) ) (1) : Fr est une isog�enie (f. ? ? ?), don G1 et G2 �etant des groupes formels demême dimension ' et sont des isog�enies (f ? ? ?).(2)) (3) :  Æ ' = Frm )  � Æ '� = Id : fMG1 ! fMG1 . Don ' est injetive. Mais on avu lors de la d�emonstration de (2) ) (1) que (2) )  est une isog�enie don en appliquant(1)) (2) �a  �a la plae de ' et le raisonnement pr�e�edent on en d�eduit que  � est �egalementinjetive. Don '� est un isomorphisme des modules V-divis�es.(3)) (1) r�esulte du th�eor�eme suivant :Th�eor�eme 2.16. Soient G1; G2 deux groupes formels et � : fM1 ! fM2 un isomorphismede leurs modules V-divis�es. Il existe alors une isog�enie ' : G1 ! G(pm)2 pour un m 2 N quiinduit � et une isog�enie  : G(pm)2 ! G(pr)1 telle que  Æ ' = FrrG1 . De plus, tout morphisme' : G1 ! G2 induisant � est une isog�enie.dem : Soit (mi)1�i�s une V-base de M1. Les images �(mi)1�i�s 2 fM2 �etant en nombre�ni sont dans l'image de M (pm)2 ! fM2 pour m suÆsamment grand. Soient don (ni)i 2M (pm)2 tels que les ni s'envoient sur les �(mi).Montrons que quitte �a hoisir un m0 � m, mi 7! ni d�e�nit un morphisme de Ep module.Consid�erons pour ela les �equations struturelles de M1 :F:mi =Xn;j V n[n;i;j℄mjPour montrer que mi 7! ni d�e�nit un morphisme il suÆt de montrer que les ni satisfontaux mêmes �equations (f. ? ? ?) Or dans le module V-divis�e es �equations sont satisfaite i.e.la di��erene entre les deux termes de l'�egalit�e i dessus est nulle . �Etant donn�e qu'il n'ya qu'un nombre �ni d'�equations struturelles on peut hoisir un m0 � m tel que tout esdi��erenes soient nulles dans M (pm)2 i.e. tel que les �equations soient satisfaites.D'o�u l'existene de ' induisant �.On remarque de même en utilisant la �nitude d'une V-base que si deux morphismesf1; f2 : N1 ! N2, entre des modules V-r�eduits N1; N2 tels que N1=V1 soit libre de type �ni,v�eri�ent ef1 = ef2 : fM1 ! fM2, alors pour n grand f1 = f2 :M1 !M (pn)2 .Consid�erons alors l'appliation ompos�ee M (pm)2 ! fM2 ��1��! fM1. D'apr�es e qui a �et�efait pr�e�edemment ette appliation est induite par un morphisme  : G(pm)2 ! G(pk)1 pourun k 2 N. On a alors  � Æ '� = Id :M1 ! fM1 et don par la remarque pr�e�edente pour unr suÆsamment grand  Æ '� :M1 !M (pr)1 est Frr.D'o�u l'existene de  v�eri�ant la propri�et�e voulue.L'existene d'un tel  implique que ' et  soient des isog�enies (f. la d�emonstration de(2)) (1) dans le th�eor�eme pr�e�edent).La derni�ere assertion est laire.
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2.20 Le as d'un orps parfaitDans toute ette setion R = k est un orps parfait de arat�eristique p.Remarque 2.18. Si ' :M1 !M2 est un morphisme de modules V-r�eduits alors im(') estferm�e i.e. est un module V-r�eduit (ela est vrai pour tout R)Th�eor�eme 2.17. Un morphisme ' : G1 ! G2 entre groupes formels de même dimensionest une isog�enie ssi '� :MG1 !MG2 est injetif.dem : k �etant un orps les appliations de transition d�e�nissant les modules V-divis�essont injetives : fM =[m M (pm)Soit don ' une isog�enie. D'apr�es le th�eor�eme 2.15, '� : fMG1 ! fMG2 est un isomor-phisme, don en restrition �a MG1 '� est injetive.Supposons r�eiproquement que '� :MG1 !MG2 soit injetive. Alors, '� : fMG1 ! fMG2est injetive. D'apr�es le th�eor�eme des diviseurs �el�ementaires (th.2.14) il existe une V-base(mi)i2I de MG1 , un ensemble J � I et des (n(j))j2J tels que m0j = V n(j)mj soit une V-base de MG2 . Mais G1 et G2 ont même dimension, don J = I !. Don dans fMG2 , mi ='�(V �n(i)m0i) d'o�u la surjetivit�e de '� : fMG1 ! fMG2 .On remarque que l'on a d�emontr�e en même temps que MG2=MG1 �etait de V-torsion.D'o�u :Corollaire 2.13. Si ' : G1 ! G2 est une isog�enie alors MG1=MG2 est annul�e par unepuissane de V.
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2.21 Classi�ation des groupes formels p-divisibles sur un orps parfaitLe th�eor�eme 2.17 implique le orollaire suivantCorollaire 2.14. Si G est un groupe formel, G est un groupe formel p-divisible ssi MG estsans p-torsion ssi MG est sans F -torsion.Th�eor�eme 2.18. Le fonteur M 7�! MG induit une �equivalene de at�egories entre laat�egorie des groupes formels p-divisibles sur k et la at�egorie des k � ��1 ristaux (M;V )tels que pM � VM et V soit topologiquement nilpotent.dem : Soit G un groupe formel p-divisible et M = MG. p �etant une isog�enie d'apr�esle orollaire 2.13 M=pM est annul�e par une puissane de V , M=VM �etant de dimension�nie (et k parfait impliquant M=V nM est �egalement de dimension �nie. . .) M=pM est unW (k)=pW (k) = k-ev. de dimension �nie. M est V-omplet et V F = p, don M est p-omplet. D'apr�es le lemme de Nakayama pour les modules omplets sur un anneau ompleton en d�eduit queM est unW (k) module de type �ni. Mais d'apr�es le orollaire pr�e�edent Mest sans p-torsion, donM est unW (k) module libre de type �ni ! ! Il est muni de l'op�erateurV 2 E p qui est ��1 lin�eaire injetif. L'�equation p = V F montre alors que (M;V ) est unristal.R�eiproquement, soit (M;V ) un ��1 ristal tel que V soit topologiquement nilpotent ettel que pM � VM . pM � VM , l'existene de F : M ! M � lin�eaire tel que FV = p.V �etant topologiquement nilpotent, M est V-omplet. On peut don d�e�nir une ation deE p = fPn;m V m[an;m℄F ng sur M de fa�on tautologique. Etant donn�e que F; V; [℄ 2 Epv�eri�ent les mêmes �equations de ommutation que les op�erateurs F; V sur M il est lairque ela munit M d'une struture de Ep module. Celui-i est V-r�eduit ar l'hypoth�esed'injetivit�e de V fait partie de la d�e�nition d'un ristal.Il est �egalement lair que la orrespondane onstruite fait se orrespondre morphismesde E p modules et morphismes de ristaux.Remarque 2.19. Un ristal (M;V ) v�eri�e que V est nilpotent ssi les pentes de l'isoristalassoi�e sont stritement positives. La partie de pente nulle orrespond �a la partie �etale. . .Lalassi�ation des groupes p-divisibles non for�ement formels se d�eduit don ais�ement duth�eor�eme pr�e�edent.Remarque 2.20. Il r�esulte du orollaire 2.10 que la hauteur de G est �egale �a la dimensionde MG=pMG. En r�esum�e : ht(G) = dimMG=pMGdim(G) = dimMG=V MGProposition 2.11. Le module V-divis�e de M est isomorphe �a l'isoristal assoi�e �a MGomme W (k)Q [F; V ℄ module.dem : pM � VM �M et pour N grand V NM � pM �M . Le V-loalis�e o��nide donave le p-loalis�e puisque p et V sont sans torsion.60



Corollaire 2.15. Les isoristaux lassi�ent les groupes p-divisibles sur k �a isog�enie pr�es. SiG1; G2 sont deux groupes p-divisibles, les isomorphismes entre fMG1 et fMG2 orrespondentaux quasi-isog�enies entre G1 et G2.
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2.22 Classi�ation des groupes plats �nis onnexes sur un orps parfaitR = k est un orps parfait de arat�eristique p.Proposition 2.12. Tout groupe plat �ni sur k est le noyau d'une isog�enie de groupesformels.dem : Cela r�esulte du orollaire 2.10 du th�eor�eme 2.14 et du th�eor�eme 2.17.Soit don G plat �ni et soit ' : G1 ! G2 une isog�enie de groupes formels telle queker' = G. Notons M le onoyau de '� :MG1 !MG2 . On a don une suite exate :0!MG1 !MG2 !M ! 0Pour retrouver G(N) pour un N 2 NilpR on pro�ede de la fa�on suivante :8N 2 NilpR G(N) = ker(G1(N) 'N��! G2(N))Appliquons W (N)
Ep � �a la suite exate i dessus. On obtient grâe au th�eor�eme 2.12 :G(N) ' TorEp1 (W (N);M)De plus �(N) est un module annul�e par une puissane de V i.e. est un module de longueur�nie. On montre alors sans probl�emes :Th�eor�eme 2.19. Il y une �equivalene de at�egories entre la at�egorie des groupes plats �nisonnexes sur k et la at�egorie des W (k) modules M de longueur �nie munis d'un op�erateurV ��1 lin�eaire tel que pM � VM et tels que V soit nilpotent.Dans ette orrespondane, le noyau d'une isog�enie de groupes formels ' : G1 ! G2 estassoi�e �a MG2=MG1 .On a ht(G) = dim(M=pM).D�e�nition 2.19. M est appel�e le module de Dieudonn�e ovariant de G.On d�eduit par exemple aussitôt de tout ela que tout groupe plat �ni onnexe sur kest annul�e par son ordre. En e�et, il est lair que M est annul�e par l'ordre de G. Or lamultipliation par et ordre sur G(N) = Tor1(W (N);M) est induite par la multipliationpar et ordre sur M . (don G est même annul�e par p� o�u � = supf�ig (f.2.12)).3 Isoristaux3.1 D�e�nitionsSoit k un orps parfait de arat�eristique p, W =W (k), K = Fra(W ). Notons � : K !K le Frobenius.D�e�nition 3.1. Un isoristal sur K de hauteur h est un ouple (N;') o�u N est un K-e.v.de dimension h muni d'une appliation �-lin�eaire ' : N ! N bijetive.62



Les isoristaux forment une at�egorie. Si (N1; '1) et (N2; '2) sont deux isoristauxHom((N1; '1); (N2; '2)) est l'ensemble des appliations K-lin�eaires u : N1 ! N2 v�eri�antu Æ '1 = '2 Æ u. On notera Isok la at�egorie des isoristaux sur K. C'est une at�egorieabelienne Qp lin�eaire (mais nonK-lin�eaire) au sens o�u lesHom sont des Qp-espaes vetorielset la omposition est Qp bilin�eaire.De plus Isok poss�ede des Hom internes au sens o�u HomK(N1; N2) le K-e.v. des ap-pliations K lin�eaires entre N1 et N2 est un isoristal sur K si on le muni de l'op�erateur' : u 7! '2 Æ u Æ '�11 . D�es lors,HomIsok((N1; '1); (N2; '2)) = (HomK((N1; '1); (N2; '2)))'Elle poss�ede �egalement des produits tensoriels(N1; '1)
 (N2; '2) = (N1 
N2; '1 
 '2)Il s'agit d'une at�egorie Tannakienne Qp -lin�eaire non neutre. Un fonteur �bre sur K est(N;') 7! N . Nous d�erirons plus tard son lien et la gerbe assoi�ee lorsque k = Fp .Si (ei)i est une base de N , on peut d�e�nir la matrie de ' assoi�ee dans ette base. Lesformules de hangement de base pour la matrie de ' sont de la formeA 7! ��A��1La lassi�ation des isoristaux est don �equivalente �a elle des lasses de onjugaison tor-dues (par �) dans GLn(K). Nous verrons plus tard que lorsque k est alg�ebriquement losette lassi�ation est plus simple que elle des lasses de onjugaisons elle même (il n'y apas de lasses \unipotentes" au ses o�u elles sont toutes semi-simples).Une autre formulation de la d�e�nition d'un isoristal est que ' soit un isomorphismeentre N est N� = N 
K K le K-e.v. tordu par �.Si Ek = K[F ℄ o�u F� = �sF , un isoristal sur K est la même hose qu'un Ek-module nond�eg�en�er�e de dimension �nie sur K. Le entre de EK est Qp .On d�e�nit �egalement une notion de ristal :D�e�nition 3.2. Un ristal est un ouple (N;') o�u N est un W module libre de rang �niet o�u ' : N ! N est une appliation � lin�eaire injetiveComme pour les isoristaux les ristaux forment une at�egorie Zp-lin�eaire.Si (N;') est un ristal, (K 
W N;� 
 ') est un isoristal. Et don, les ristaux sontexatement les r�eseaux '-stables des isoristaux.D�e�nition 3.3. Un morphisme u : (N1; '1) ! (N2; '2) de ristaux est une isog�enie si1 
 u : K 
W N1 ! K 
W N2 est un isomorhisme. Deux ristaux sont dits isog�enes s'ilexiste une isog�enie entre eux. Cela est �equivalent �a e que leurs isoristaux assoi�es soientisomorphes (en partiulier 'est une relation d'�equivalene).63



On peut �egalement formuler la d�e�nition d'une isog�enie en disant que u est injetif etN1 et N2 sont de même hauteur. Ou bien enore en disant que u est injetif et u(N1) estun r�eseau de N2. Le fait qu'un isomorphisme des isoristaux assoi�es donne une isog�enie estlair : si u : K 
N1 ��! K 
N2, pm:ujN1 est une isog�enie pour m 2 N grand.Les isoristaux lassi�ent don les ristaux �a isog�enie pr�es.3.2 ExemplesSoit � = rs 2 Q ; s ^ r = 1; s; r � 0. PosonsN� = K[F ℄=(F r � ps)sur lequel F op�ere � lin�eairement i.e. une base de N� est (1; F; : : : ; F r�1) et la matrie deF dans ette base est 0BBBBB� 0 0 : : : 0 ps1 0 : : : 0 00 1 : : : 0 0... ... ...0 0 : : : 1 0
1CCCCCAPosons pour � � 0; N� = Hom(N��;K) le dual de N .Les objets N� sont des examples fondamentaux puisque l'on montrera que si k estalg�ebriquement los, Isok est semi-simple d'objets simples les N�.On remarque que les N� sont d�e�nis �a partir de ristaux \anoniques" puisqueN� = K 
W W [F ℄=(F r � ps)Plus pr�eis�ement, si V est l'op�erateur ��1-lin�eaire d�e�ni par FV = V F = p alors unebase de e ristal est 1; F; : : : ; F s�r�1; V; : : : ; V ret l'on remarque que si 0 � � � 1 alors e ristal est �egalement stable par l'ation de V eton peut �erire N� = K 
W W [F; V ℄=(FV � p; F s�r � V r)o�u F et V ommutent. Ainsi, N� est assoi�e �a un ristal muni d'une appliation ��1-lin�eaireV telle que FV = V F = p. Et on montre qu'en fait, N� = D(G�) (module de Dieudonn�eontravariant) o�u G� = ker(F r�s � V s :W! k �!W! k)3.3 Classi�ation des isoristaux3.3.1 Enon�e du th�eor�emeNous allons montrer le th�eor�eme suivant :64



Th�eor�eme 3.1. Si k est alg�ebriquement los la at�egorie Isok est semi-simple d'objetssimples les N�. En d'autres termes, tout isoristal peut s'�erire M�2Q �N���m� o�u les N�sont eux d�e�nis pr�e�edemment, o�u les m� sont d�e�nis de fa�on unique et o�u de plus lesN� n'ont pas de sous modules (ou quotients) non triviaux.On verra de plus que si k n'est pas alg�ebriquement los, on a tout de même uned�eomposition M�2QN� mais o�u les N� sont sommes diretes de N� apr�es extension dessalaires �a W ��k�Q . Les N� sont les omposantes isotypiques (nous dirons isolin).3.3.2 D�emonstrationPremi�ere pente de Newton d'un isoristal Le groupe de Grothendiek des W -modules de torsion est muni d'une appliation longueure virtuelle �a valeurs dans Z. Pourdeux r�eseauxM1;M2 d'un isoristal N nous noterons [M1 :M2℄ la longueure de la di��erenevirtuelle [M1℄ � [M2℄ au sens elle vaut long([M1=N ℄ � [M2=N ℄) pour un r�eseau N ontenudans M1 \N2 (ette quantit�e est ind�ependante de N (f. Corps loaux)).D�e�nition 3.4. La dimension de l'isoristal (N;F ) est dim(N;F ) = [M : F (M)℄ pour unr�eseau M de N (et on v�eri�e que ela ne d�epend pas de M)D�e�nition 3.5. Soit (N;F ) et M � N un r�eseau de N . On note ordM (F ) = maxfk 2 Z jF (M) � pkMg et pour m 2M , ordM (m) = maxfk 2 Z j m 2 pkMgLemme 3.1. SiM;M 0 sont deux r�eseaux de N et ; 0 2 Z tels que pM �M 0 et p0M �M .Alors :{ 8m 2 N; j ordM (m)� ordM 0(m) j� max(; 0).{ j ordM (F )� ordM 0(F ) j� + 0.Posons x = ordM (m). D�es lors, m 2 pxM � px�M 0 ) ordM 0(m) � ordM (m) � . Parsym�etrie on obtient don �egalement ordM (m) � ordM 0(m) � . Ces deux in�egalit�es nousdonnent la premi�ere in�egalit�e reherh�ee.Soit y = ordM (F ). FM � pyM ) FM � py�M 0. Or M 0 � p�0M ) FM 0 � p�0FM .Et don FM 0 � py��0M 0 ) ordM 0(F ) � ordM (F ) �  � 0. Par sym�etrie on obtient�egalement ordM (F ) � ordM 0(F ) �  � 0. Ces deux in�egalit�es nous donnent la deuxi�emein�egalit�e herh�ee.D�e�nition 3.6. Un isoristal (N;F ) est dit e�etif s'il ontient un r�eseau M tel que FM �M i.e. un ristal.Proposition 3.1. Soit (N;F ) un isoristal de hauteur h, M � N un r�eseau tel queF h+1(M) � p�1M . Alors (N;F ) est e�etif.Soit M 0 = h+1Xj=0 F jM
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qui est un r�eseau. h+1Xj=0 F jM 0 = 2h+1Xj=0 F jM=M 0 + hXj=0 F j(F h+1M) �M 0 + p�1 hXj=0 F jM � p�1M 0On a don un haine de h+ 2 r�eseauxM 0 �M 0 + FM 0 � : : : �M 0 + FM 0 + � � �+ F h+1M 0 � p�1M 0Or long(p�1M 0=M 0) = h. Don 9i;M 0 + � � � + F i�1M 0 =M 0 + � � �+ F iM 0 ou enoreF iM 0 �M + � � �+ F i�1M 0Posons M 00 = iXj=0 F jM 0Alors FM 00 �M 00.D�e�nition 3.7. Soit (N;F ) un isoristal. Posons�(N;F ) = supf 1nordM (F n) jM r�eseau de N;n 2 N n f0ggD'apr�es le lemme qui suit �(N;F ) est �ni.Lemme 3.2. Soit (N;F ) de dimension d et de hauteur h. Alors 8M r�eseau de N ,8n 2 N� ; ordM (F ) � 1nordM (F n) � dhDe plus, s'il existe n tel que ordM (F ) 6= 1nordM (F n) on a alors ordM (F )+ 1h � 1hordM (F h).dem : En e�et, F (M) � pxM =) 8n � 0 F n(M) � pnxMd'o�u 8n > 0 ordM (F ) � 1nordM (F n). Ce qui nous fournit la premi�ere in�egalit�e.Pour la seonde, si F nM � pyM alors puisque 8i [M : FM ℄ = [F iM : F i+1M ℄ (ar Fest bijetif) :n[M : FM ℄ = [M : FM ℄ + [FM : F 2M ℄ + � � � + [F n�1M : F nM ℄ = [M : F nM ℄� [M : pyM ℄ = y[M : pM ℄ = yhEt don nd � yh e qui est la seonde in�egalit�e.66



Pour la seonde partie du th�eor�eme, notons x = ordM (F ). Supposons don que ordM (F ) 6=1nordM (F n) ou e qui est �equivalent, F nM � pnx+ 1M . Soit Mi = fm 2 M j F im 2pix+1Mg. On a don une hâ�ne de r�eseauxpM =M0 �M1 � � � � �Mn =MMontrons que Mi =Mi+1 ) 8j � 1Mi =Mi+jEn e�et, si F 0 = p�xF; F 0(M) �M et induit �F 0 :M=pM !M=pM dont les noyaux it�er�esker( �F i) ont pour image r�eiproque par M !M=pM les Mi. Don le fait annon�e n'est riend'autre que le fait que si les noyaux it�er�er�es stagnent �a une �etape, ils stagnent apr�es.Maintenant, si n > h, �etant donn�e que [M : pM ℄ = h 9i � h;Mi =Mi+1. e qui impliqueMi = � � � =Mh = � � � =M don Mh =M e qui est l'assertion annon�ee.Si n � h alors l'assertion �etait d�eja laire.Lemme 3.3. Soit M un r�eseau de (N;F ). Alors �(N;F ) = limn!+11nordM (F n).dem : Posons � = �(N;F ). Soit M 0 un autre r�eseau de N . Choisissons i suÆsemmentgrand tel que piM �M 0 et piM 0 �M .� � supm 1mordM (Fm)� supk 1knordM (F kn) � supk 1kn(ordM 0(F kn)� 2i)La derni�ere in�egalit�e r�esultant du lemme 3.1. Or ordM 0(F kn) � k:ordM 0(F n). Donsupk 1kn(ordM 0(F kn)� 2i) � supk � 1nordM 0(F n)� 2ikn�= 1nordM 0(F n)On en d�eduit don que 8n supm 1mordM (Fm) � 1nordM 0(F n)et que don (appliquant la même �egalit�e par sym�etrie entre M et M 0)supm 1mordM (Fm) = supm 1mordM 0(Fm)Cela �etant vrai pour tout r�eseau M 0 on en d�eduit que� = supn 1nordM (F n)67



Reste �a montrer que e sup est une limite. Soit don � > 0 etm 2 N tels que 1mordM (Fm) � �� �.8k � 1 80 � r � m� 1 ordM (Fmk+r) � kordM (Fm) + rordM (F )et don 1mk + rordM (Fmk+r) � kmk + rordM (Fm) + rmk + rordM (F )� mkmk + r (�� �) + rmk + rordM (F )Soit A tel que pour k � A et 0 � r � m� 1 on ait 11 + rmk (�� �) � �� 2� et rmk + r � �alors 8n � mA 1nordM (F n) � �� 3�Lemme 3.4. Soit (N;F ) un isoristal et r=s 2 Q tels que �(N;F ) � rs . Il existe alors unr�eseau M de N tel que F sM � prM .dem : Soit F 0 = F sp�r. Il faut montrer qye l'isoristal (N;F 0) est e�etif. D'apr�es laproposition 3.1 il suÆt de montrer qu'il existe un r�eseau M de N tel que si F 00 = (F 0)h+1alors F 00M � p�1M .On v�eri�e failement que �(N;F 00) = (h+1)(s�(N;F )�r). Don ,l'hypoth�ese �(N;F ) �r=s implique que �(N;F 00) � 0 et don si F 000 = pF 00; �(N;F 000) � 1. Soit M un r�eseau deN . Il existe don n 2 N tel que (F 000)n � M . Si M 0 = M + F 000M + � � � + (F 000)n�1M alorsF 000M 0 �M 0 d'o�u le r�esultat.Proposition 3.2. Soit (N;F ) un isoristal. Alors, �(N;F ) 2 Q et si �(N;F ) = rs il existeun r�eseau M de N tel que F sM � prM .dem : Il est bien onnu (prinipe des tiroirs) qu'il existe un nombre rationel r=s tel quej�(N;F )� rs j � 1s(h+ 1) ave 1 � s � hSoit alors F 0 = F sp�r et F 00 = F 0h+1. On a don j�(N;F 00)j � 1 e qui implique d'apr�es lelemme pr�e�edent qu'il existe un r�eseau M de N tel que F 00M � p�1M et don d'apr�es laproposition 3.1 qu'il existe un entier n � 1 tel queordM 0(F 0) 6= 1nordM 0(F 0n)D'apr�es le lemme 3.2 on auraitordM 0(F 0) � 1hordM 0(F 0h)� 1h68



or �(N;F 0h) � hh+1 et don ordM 0(F 0) � 1h+ 1 � 1h < 0e qui est une ontradition ave l'inlusion F 0M 0 �M 0. Don,8n 2 N 1nordM 0(F 0n) = ordM 0(F 0)Don, �(N;F 0) = ordM 0(F 0) or il s'agit d'un entier de valeur absolue inf�erieure �a 1h+ 1. Ona don �(N;F 0) = 0 e qui implique que �(N;F ) = rs et F sM 0 � prM 0.D�eomposition en partie bijetive et topologiquement nilpotenteLemme 3.5. Soit (M:F ) un ristal. Il existe une unique d�eomposition en somme de ris-taux M =M�et �Mnilo�u F : M�et ���! M�et est un isomorphisme et F : Mnil ! Mnil est toplogiquement nilpotent(pour la toplogie p-adique).dem : Soit n 2 N. onsid�erons M=pnM muni de l'op�erateur �F . �Etant donn�e que k estparfait, 8k 2 N = �F k est un sous Wn(k)-module de M=pnM . Le Wn(K)-module M=pnM�etant de longeur �nie, pour k grand(M=pnM)nil = [i�0 ker �F i et (M=pnM)�et = \i�0 Im �F i = Im �F ket il est bien onnu (identique au as de espaes vetoriels) qu'alorsM=pnM = (M=pnM)nil � (M=pnM)�etOn v�eri�e aussitôt que les d�eompositions pr�e�edentes sont ompatibles lorsque n varie. Onpose alors Mnillim �n (M=pnM)nil et M�etlim �n (M=pnM)�et.Isoristaux isolinsD�e�nition 3.8. Un isoristal (N;F ) de dimension d et hauteur h est isolin si �(N;F ) = dh .Proposition 3.3. Soit (N;F ) un isoristal de dimension d et hauteur h. Les propri�et�essuivantes sont �equivalentes :{ (N;F ) est isolin{ Il existe un r�eseau M dans N tel que F hM = pdM{ Il existe un r�eseau M dans N et r=s 2 Q tels que F sM = prM69



dem : De la proposition 3.2 il r�esulte que le premier point implique le seond qui luimême entrâ�ne trivialement le troisi�eme.Supposons don le trois�eme point v�eri��e. Appliquons le lemme 3.3 :�(N;F ) = limn!+11nordMF n = limk!+1 1ksordMF ksOr 8k 2 N F ksM = prkM et don ordMF ks = rk, d'o�u �(N;F ) = rs . Mais, [M : F sM ℄ =s[M : FM ℄ = sd = [M : prM ℄ = rh, don r=s = d=h. D'o�u le premier point.D�eomposition en isoristaux isolins sur un orps parfaitLemme 3.6. Soit (N;F ) un isoristal, N1 un sous-isoristal de N et N2 un isoirstalquotient de (N;F ). Alors, 8i = 1; 2 �(Ni) � �(N;F )ave �egalit�e lorsque (N;F ) est isolin.dem : Si �(N;F ) = rs , soitM un r�eseau deM tel que F rM � psM . Alors,M1 =M \N1est un r�eseau de N1 v�eri�ant F rM1 � prM1 ave �egalit�e lorsque F rM = psM . De mêmepour le r�eseau image de M dans le quotient N2 de N .Corollaire 3.1. Si �(N1) < �(N2) alors Hom(N1; N2) = 0. Si N1 et N2 sont isolins depentes di��erentes alors Hom(N1; N2) = 0.Proposition 3.4. Soit (N;V ) un isoristal. Il existe une unique suite de nombres rationnels�1 > �2 > � � � > �rtelle que N = M1�i�rN�io�u N�i est isolin de pente �i.dem : Soit r1s1 = �1 = �(N;F ). SoitM un r�eseau de N v�eri�ant F r1M � ps1M . Soit F 0 =F r1p�s1 . Le r�eseauM muni de F 0 est don un ristal. Nous obtenons une d�eompositionM =M�et �Mnil. Par d�e�nition de M�et, elui-i est un r�eseau de N�et v�eri�ant F r1M�et = ps1M�et.D'apr�es la proposition 3.3 on en d�eduit que (N�et; F ) est isolin de pente �1. L'op�erateur F 0�etant toplogiquement nilpotent surMnil, il existe un entier positif n tel que F 0nM � pM etdon F nr1Mnil � p1+ns1Mnil e qui implique que �(Nnil; F ) � �1� 1n < �1. D'o�u l'existenede la d�eomposition par r�eurrene sur la hauteur de (N;F ).L'uniit�e r�esulte de l'algorithme fourni pour onstruire une telle d�eomposition.Il r�esulte du orollaire 3.1 et de la proposition pr�e�edente que l'on a une d�eompositionorthogonale de la at�egorie des k-isoristauxIsok =M�2Q Isok;�70



D�eomposition sur un orps alg�ebriquement los L'isoristal N� est un moduleylique pour l'ation de F , engendr�e par 1, d'annulateur F r�ps. Don pour tout isoristal(N;'), Hom(N�; N) ' fx 2 N j 'r(x) = psxgProposition 3.5. Si �0 6= � 2 Q alors Hom(N�0 ; N�) = 0Soient � = r=s; �0 = r0=s0. Notons (e0; : : : ; er�1) = (1; F; : : : ; F r�1) la base anonique deN�. Un �el�ement de Hom(N�0 ; N�) est �equivalent �a la donn�ee d'un x = Pi aiei 2 N� telque F r0x = ps0x.Erivons F rr0(x) de deux mani�eres :F r(x) =Xi a�ii psei) F rr0(x) =Xi a�rr0i psr0eiPuis de l'autre mani�ere : F r0(x) = ps0x) F rr0(x) = ps0rxLa omparaison des deux �eritures donne :8i ps0rai = psr0a�rr0is'il existait un i tel que ai 6= 0, la omparaison des valuations p-adiques donnerait (puisque8y; y et y� ont même valuation) s0r = sr0 soit � = �0.Remarque 3.1. Cela r�esulte �egalement du orollaire 3.1 puisque N� est isolin de pente�.Lemme 3.7. Pour tout �, N� ne poss�ede pas de sous-isoristal propre.dem : L'iosristal N� est isolin de pente � = dh o�u d est la dimenison de N� et h sahauteur ave d ^ h = 1. Si N 0 est un sous-isoristal non nul de N alors N 0 est isolin depente � (lemme 3.6) et don si d0 est la dimension de N 0 et h0 sa hauteur, d0h0 dh . Les entiersd et h �etant premiers entre eux ela implique que h' est un multiple de h et don h0 = h, equi implique que N 0 = N .Lemme 3.8. Soit k un orps alg�ebriquement los de arat�eristique p, E=k un k-e.v. dedimension n. Soit q = pa pour un a 2 Z n f0g et ' : E ! E une bijetion additive telle que8� 2 k 8v 2 E '(�v) = �qv.Alors il existe une base (e1; : : : ; en) de E telle que 8i '(ei) = ei.Quitte �a prendre '�1 on peut supposer a > 0Commen�ons par montrer l'existene de x 2 E n f0g tel que '(x) = x.Soit v 2 E; v 6= 0 et r 2 N� le plus grand entier s tel que (v; '(v); : : : ; 's�1(v)) soit libre.Il existe alors des �i 2 k tels que 'r(v) = r�1Xi=0 �i'i(v)71



Pour x = (x1; : : : ; xx) 2 kn posons w = w(x) = r�1Xi=0 xi'i(v). Cherhons �a r�esoudre '(w) = w.Cela est �equivalent �a : r�2Xi=0 xqi'i+1(v) + r�1Xi=0 xqr�1�i'i(v) = r�1Xi=0 xi'i(v)On obtient don un syst�eme lin�eaire8>>><>>>: x0 = �0xqr1x1 = xq0 + �1xqr1... ...xr�1 = xqr�2 + �r�1xqr�1La ondition pour que e syst�eme admette une solution non nulle est qu'il y ait ompatibilit�elorque l'on remplae une ligne dans elle du dessous et que l'on boule i.e. :xn�1 = �qn�10 xqnn�1 + � � �+ �n�1xqn�1Etant donn�e qu'il existe i, �i 6= 0, que q > 0 (ar a 6= 0 !) et que k est alg�ebriquement los,ette �equation poss�ede bien une solution non nulle. D'o�u l'existene d'un x tel que '(x) = x.Soit maintenant (e1; : : : ; er) un syt�eme maximal de veteurs lin�eairement ind�ependantstels que 8i '(ei) = ei. Notons F � E le sous espae engendr�e par es veteurs. Si F 6= E,par le travail pr�e�edent 9 �f 2 E=F; �'( �f) = �f o�u f 2 E. D�es lors,9�i; '(f) = f + rXi=1 �ieiSoit alors er+1 = f + rXi=1 yiei pour des yi 2 k.Cherhons �a r�esoudre '(er+1) = er+1 en les inonnues yi. Cei est �equivalent �aer+1 + rXi=1(�i + yqi )ei = �r+1 + rXi=1 yiei, 8i yqi � yi = ��iqui poss�ede une solution puisque k est alg�ebriquement los.Nous pouvons maintenant d�emontrer le th�eor�eme de struture 3.1. Il reste �a d�emontrerque si (N;F ) est siolin de pente � et k alg�ebriquement los alors (N;F ) est somme diretede opies de l'isoristal N�. Soit � = rs et M un r�eseau de N tel que F rM = psM . SoitF 0 = F rp�s : M ���! M . D'apr�es le lemme pr�e�edent, si �F 0 : M=pM ! M=pM alors il72



eiste une base e1; : : : ; en de M=pM telle que 8i �F 0ei = ei. Montrons qu'on peut relever lesei en une base �i de M v�eri�ant F 0�i = �i. Supposons onstruit un tel rel�evement (�(n)i )idans M=pnM et herhons �a le relever dans M=pn+1M (de mani�ere �a e qu'il satisfassel'�equation voulue). Soit (�i)i un rel�evement de (ei)i dans M=pn+1M . Matriiellement,F 0(�i)i = (�i)i + pnA(�i)io�u A est une matrie arr�ee �a oeÆients dans k. Cherhons une solution �a notre probl�emesous la forme (�(n+1)i )i = (�i)i + pnB(�i)i o�u B est une matrie arr�e �a oeÆients dans k.Il vient alors B(p) �B = Ao�u B(p) est obtenue en mettant tous les oeÆients de B �a la puissane p. Cette �equationposs�ede bien sûr une solution puisque k est alg�ebriquement los.Il existe don une base (ei)i de M telle que 8i F rei = psei. Celle-i permet de onstruireun morphisme non-nul pour tout i, N� �! N envoyant 1 sur ei. D'apr�es le lemme 3.7 esmorphismes sont injetifs. On obtient don N =Xi Ni o�u Ni ' N�.Soit J un sous-ensemble de l'ensemble des indies i tel que N = Xi2J Ni et que etted�eomposition soit minimale. Cela implique que 8j 2 J Nj * Xi 6=j;i2JNi et que don d'apr�esle lemme 3.7 Nj \ Xi 6=j;i2JNi = 0. La somme est don direte et l'on a une d�eompositionN =Mj2J Nj 'Mj2J N�
3.4 Anneau des endomorphismes des isoristauxD�e�nition 3.9. Nous noterons Qps =W (Fps )Q l'extension non-rami��ee de degr�e s de Qp .On suppose dans ette setion que le orps parfait k ontient Fps .Rappelons que si � = rs; r ^ s = 1 on note (1; F; : : : ; F s�1) une base du k-isoristal N�.Puisque N� est simple End(N�) est une alg�ebre �a division sur Qp . Comme Qp -espaevetoriel, via l'appliation qui �a un endomorphisme f assoie f(1)End(N�) = fx 2 N� j F sx = prx gOr, si x = s�1Xi=0 �iF i, F sx = prx, 8i ��ii = �i , 8i �i 2 Qps73



Et don, End(N�) est un Qps -espae vetoriel de base 1; F; : : : ; F s�1 et même une Qps -alg�ebre puisque Qps ���! Qps :1 induit un isomorphisme d'alg�ebre (mais Qps :1 n'est pasontenu dans le entre qui est Qp). Soit � 2 End(N�) l'endomorphisme assoi�e �a l'�el�ementde base F . Alors, 8i � s� 1 �i est assoi�e �a l'�el�ement de base F i. Don,End(N�) = Qps [�℄ o�u 8x 2 Qps �x = x�� et �s = prLa norme r�eduite de � est pr. Soient don a; b 2 Z tels que ar+ bs = 1 et posons �0 = �apbde sorte que sa norme r�eduite soit p. Alors,�0r = �et �0 est une uniformisante de End(N�) qui a pour ordre maximal Zps[�0℄. Une autrepr�esentation de End(N�) est alorsQps [�0℄ o�u 8x 2 Qps x�0 = �0x�r et �0s = pRappelons que Br(Qp) ' Q=Z.Proposition 3.6. L'alg�ebre �a division D� = End(N�) est d'invariant � mod Z dans legroupe de Brauer.dem : Il y a un isomorphisme de Qps -alg�ebresEnd(N�)
Qp Qps ���! Ms(Qps )�
 1 7! 0BBB�0 pr1 0. . . ...0 1 01CCCA(on peut le v�eri�er �a la main ou bien utiliser le fait que End(N�)
Qps = fu 2 EndK(Ks
QpQps ) j uF = Fug et l'isomorphisme K 
Qp Qps ���! Qs�1i=0 K sur lequel 1 
 � agit parpermutation ylique des omposantes).Rappelons maintenant que l'ismorphismeH2(Qps jQp ;Q�ps ) ���! 1sZ=Z� Br(Qp) = Q=Zest r�ealis�e par la valuation : vp : Q�p �! Z :H2(Qps jQp ;Q�ps ) vp�! H2(Qps jQp ;Z) ' bH0(Qps jQp ;Z) = Z=sZDe plus, la lasse dans le groupe de Brauer de End(N�) provient de l'appliation de bordsuivante : soit la suite exate 1! Gm ! GLs ! PGLs ! 1. Alors,H1(Qps jQp ;PGLs) // H2(Qps jQp ; G m) � � // Br(Qp) Q=Z[End(N�)℄ � // invariant de End(N�)74



Il y un morphisme de suites exates1 // Q�ps //vp
��

GLs(Qps ) //vpÆdet
��

PGLs(Qps ) //vpÆdet
��

10 // Z �s
// Z // Z=sZ // 1d'o�u un diagramme ommutatif :H1(Qps jQp ;PGLs) Æ //vpÆdet

��

H2(Qps jQp ;Q�ps )vp
��H1(Qps jQp ;Z=sZ) �Æ // H2(Qps jQp ;Z)et don, si f : End(N�) 
Qp Qps ���! Ms(Qps ), si � = ff�� o�u g� 2 PGLs(Qps ) on doitv�eri�er que vp(det(g�)) = r mod sZ e qui est bien le as ar on v�eri�e que g� est la lassede 0BBB�0 pr1 0. . . ...0 1 01CCCA3.5 La gerbe et le lien d�e�nis par la at�egorie Tannakienne des isoristauxsur un orps alg�ebriquement los3.5.1 Rappels hampêtresRappelons que si (T ;
) est une at�egorie Tannakienne Qp -lin�eaire on lui assoie unegerbe fpq G sur Spe(Qp)fpq telle queG(S) = le groupo��de des fonteurs �bres : T �! OS-mod. lo. libres de rg. �niDire que 'est une gerbe signi�e que loalement sur Spe(Qp)fpq deux fonteurs �bres sontisomorphes : sur des orps ela signi�e que 8!1 2 G(K1); !2 2 G(K2) 9K 0jK1 et K 0jK2telle que !(K0)1 ' !(K0)2 et qu'il existe KjQp tel que G(K) 6= ; (ette derni�ere ondition estsuÆsante pour tous les sh�emas puisque tout sh�ema poss�ede un point �a valeurs dans unorps...). Soit KjQp telle que G(K) 6= ; et ! 2 G(K). Il y a alors un morphisme ouvrantSpe(K) !�! Gqui fournit une pr�esentation i.e. un Spe(K)=Spe(Qp)-groupoide (au sens de l'appendieA de [1℄) " Spe(K)�G Spe(K) pr1

//pr2 // Spe(K)oo

#
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(o�u la êhe du milieu est \l'identit�e") tel que G soit le quotient de e groupoide i.e. lehamp quotient assoi�e (qui est le hamp assoi�e au pr�ehamp quotient \naif" en for�antles Hom �a être des faiseaux fpq et les donn�ees de desentes �a êtres e�etives). Alors,(T ;
) ���! Rep(G) = Hom(G;Vet)o�u Vet d�esigne le hamp des modules loalement libres de rang �ni sur un Qp -sh�emaquasiompat (�etant donn�e que G poss�ede un point sur un orps on peut se restreindre auxsh�emas qui sont des spetres de produits �nis de orps extensions de Qp).Remarque 3.2. Lorsque G(K) 6= ; pour KjQp de degr�e �ni on peut remplaer partout fpqpar �etale.Soit ! 2 G(K) et onsid�erons le K-groupe pro-alg�ebrique G! = Aut
(!). Dans lediagramme Spe(K)�Spe(Qp ) Spe(K)pr1
uukkkkkkkkkkkkkkk pr2

))TTTTTTTTTTTTTTTSpe(K) Spe(K)il existe un morphisme ouvrant f : T �! Spe(K)�Spe(Qp )Spe(K) et un isomorphismef�pr�1! ���! f�pr�2!. Quitte �a �elargir K on peut don supposer que pr�1! ' pr�2!. Fixons untel isomorphisme. Il induit un isomorphisme � : pr�1G! ���! pr�2G! qui v�eri�epr�13� =  Æ (pr�12� Æ pr�23�)o�u  est un automorphisme int�erieur de G! sur Spe(K)�Spe(K)�Spe(K) i.e. G! estun K-groupe muni d'une donn�ee de desente �a automorphismes int�erieures pr�es : e qu'onappelle un lien.Exemple 3.1. Si G! est ab�elien alors il s'agit d'une vrai donn�ee de desente. Le groupeG! se desent alors �a Qp en un Qp -groupe pro-alg�ebrique qui ne d�epend pas de ! (il est parexemple bien onnu que pour un espae toplogique onnexe par ars de groupe fondamentalab�elien en un point, anoniquement e groupe fondamental ne d�epend pas de e point).Soit G une S-gerbe �etale (S = Spe(Qp) ii) de lien ab�elien G et T ! S galoisien degroupe � tel que G(T ) 6= ;. Soit ! 2 G(T ). Il y a un morphisme ouvrantT �G T � T �S T ' T �S �au dessus de T via la premi�ere projetion. Ce morphisme a pour noyau G�S T et fournitune suite exate de groupe �etales �nis sur T qui sur les T -points donne une suite exate1! G(T )! (T �G T )(T )! �! 1d'o�u un �el�ement du H2(�; G(T )).Alors, ette orrespondane induit une bijetion entre lasses de S-gerbes �etales tellesque G(T ) 6= ; de lien ab�elien G et H2(�;G(T )).76



3.5.2 Le lienPour deux nombres rationnels �1 et �2 l'isoristal produit tensoriel N�1
N�2 est isolinde pente �1�2. On en d�eduit aussitôt que pour le fonteur �bre anonique ! : Isok �!VetK on a : Aut
(!) est le pro-tore D de groupe de oarat�eres Q i.e.D = lim G mo�u les morphismes de transition sont les multipliations pas les entiers (il s'agit du rev�etementsimplement onnexe de Gm ). Le groupe D agit sur la partie de pente � via le arat�erez 7! z�. Ce pro-tore est anoniquement d�e�ni sur Qp et ette Qp-struture orrespond �aelle d�e�nie par la donn�ee de desente assoi�ee �a la struture de lien.Soit s 2 N n f0g et Iso(s)k la sous-at�egorie Tannakienne pleine de la at�egorie Isokform�ee des isoristaux de pentes �a valeurs dans 1sZ=Z� Q=Z. Celle-i est de type �ni, en-gendr�ee par l'isoristal N1=s. Son lien est don un groupe alg�ebrique (i.e. de type �ni). Ils'identi�e �a G m et le plongement Iso(s)k ,! Isok est assoi�e �a l'�epimorphisme D � Gmd�e�ni par le arat�ere 1=s 2 Q .Remarquons que Iso(s)k poss�ede un fonteur �bre sur Qps . Etant donn�e que Isok =[s Iso(s)kela implique que Isok poss�ede un fonteur �bre sur Qnrp � Qp .3.5.3 La gerbeR�ef�erenes[1℄ J.S. Milne. The points on a Shimura variety modulo a prime of good redution. In TheZeta funtions of Piard modular surfaes, pages 151{253. Univ. Montr�eal, Montreal,PQ, 1992.[2℄ M. Shlessinger. Funtors of artin rings. Trans. Amer. Math. So., 130 :208{222, 1968.
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