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Question de ours : Énoné du théorème de Rolle.

Soit a < b et f une fontion ontinue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[ et telle que f(a) = f(b). Alors il existe
c ∈]a, b[, tel que f ′(c) = 0.

Exerie 1. Soit u0 = 1 et u
n
=

n!

n5
, si n ≥ 1.

1. Montrer qu'il existe N ∈ IN tel que si n > N , on a

u
n+1

u
n

> 2.

2. La suite (u
n
) onverge-t-elle ?

1. On a

u
n+1

u
n

=
(n + 1)!

n!

n5

(n+ 1)5
= (n+ 1)

1

(1 + 1
n
)5
.

Comme lim

n→∞

1+ 1
n
= 1, on a lim

n→∞

(1+ 1
n
)5 = 15 par ontinuité de x 7→ x5

et par propriétés des limites,

lim

n→∞

u
n+1

u
n

= +∞. Don il existe N tel que pour n > N , on a

u
n+1

u
n

> 2.

2. On en déduit que la suite u
n
est roissante à partir du rang N au moins don onverge vers une

limite ℓ. Si ℓ 6= +∞ alors

u
n+1

u
n

→ 1 e qui n'est pas le as. Don lim

n→∞

u
n+1

u
n

= +∞.

Exerie 2. Montrer que pour tous x, y réels, on a

1 + |xy − 1| ≤ (1 + |x− 1|)(1 + |y − 1|).

On remarque que (xy − 1) = (x− 1)(y − 1) + (x− 1) + (y − 1) don en utilisant l'inégalité triangulaire

|xy − 1| ≤ |x− 1||y − 1|+ |x− 1|+ |y − 1|

soit

1 + |xy − 1| ≤ |x− 1||y − 1|+ |x− 1|+ |y − 1|+ 1 = (1 + |x− 1|)(1 + |y − 1|).

Exerie 3.

1. On onsidère la fontion ϕ(x) = x cos(x)− sin(x).

(a) Étudier les variations de la fontion ϕ sur l'intervalle [0, 2π]. Quelle est l'image ϕ([0, 2π]) de

l'intervalle [0, 2π] par la fontion ϕ ?

On a ϕ′(x) = cosx − x sin x − cosx = −x sin x. ϕ′
s'annule pour x = 0, π et 2π. ϕ′(x) est

négatif pour 0 ≤ x ≤ π puis positif pour π ≤ x ≤ 2π. Le minimum de ϕ est atteint pour

x = π et vaut −π. Il y a deux maxima loaux : ϕ(0) = 0 et ϕ(2π) = 2π. On en déduit que

ϕ([0, 2π]) = [−π, 2π].

(b) Montrer qu'il existe un unique nombre réel α dans l'intervalle ]0, 2π[ et tel que ϕ(α) = 0.
Sur [0, π], ϕ est stritement négative. Sur [π, 2π], ϕ est stritement roissante et ϕ([π, 2π]) =
[−π, 2π]. D'après le théorème des valeurs intermédiaires, ϕ s'annule une fois sur [π, 2π] et puisque
ϕ est stritement roissante sur et intervalle, ϕ s'annule une seule fois.

() Montrer que α appartient à l'intervalle ]5π/4, 3π/2[.
Remarquons que ϕ(5π/4) = 5π/4 cos 5π/4−sin 5π/4 = −5π/4 cosπ/4−sin π/4 < 0 et ϕ(3π/2) =
− sin 3π/2 = 1. ϕ hange de signe entre 5π/4 et 3π/2 don s'annule entre es deux valeurs.



Figure 1 � Courbe y = ϕ(x), x ∈ [0, 2π]

2. On onsidère la fontion f dé�nie sur l'intervalle [0, π] par :

f(0) = 1 et f(x) =
sin(x)

x
si x 6= 0

(a) Montrer que la fontion f est ontinue en 0 puis montrer que f est dérivable en 0 et aluler

f ′(0).

x 7→ sin x est dérivable en 0, de dérivée cos 0 = 1. On en déduit que lim
x→0

sin(x)
x

= 1, omme

limite du taux d'aroissement. Don f est ontinue en 0. f est dérivable sur IR

∗
omme quotient

de fontions dérivables. En 0, on a d'après le théorème des aroissements �nis

sin x

x
= cos y,

où |y| ≤ |x|. Mais alors

sin x

x
− 1

x
=

cos y − 1

x

et on déduit que
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La dernière limite

cos y − 1

y
est obtenue omme limite du taux d'aroissement de y 7→ cos y en

0, soit − sin 0 = 0. Par onséquent f est dérivable en 0 et f ′(0) = 0. Cette question était di�ile

et ne ompte pas dans le barème.

(b) Montrer que f est une bijetion de l'intervalle [0, π] dans l'intervalle [0, 1].

On a f ′(x) =
ϕ(x)

x
. D'après la première question, f est stritement déroissante sur [0, π], don

est une bijetion sur son image [f(π), f(0)] = [0, 1].

P. -V. Kosele�


