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La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonne-

ments entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies. En particulier, les résultats non

justi�és ne seront pas pris en compte. Les di�érents exercices sont totalement indépendants.

Question de cours : Énoncé du théorème des accroissements �nis.
Soit a < b et f une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[. Alors il existe c ∈]a, b[ tel que

f(b)− f(a)

b− a
= f ′(c).

Exercice 1. Soit pour n ≥ 1, un = 1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
, vn = 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · ·+ (−1)n+1

n
.

1. Montrer que (un) est croissante, et que u2n − un ≥ 1
2
. (un) converge-t-elle ?

On a un+1 − un =
1

n+ 1
≥ 0 donc un est croissante. On a

u2n − un =
1

n+ 1
+ · · ·+ 1

2n
≥ n · 1

2n
=

1

2
.

On en déduit que la suite un ne converge pas sinon on aurait lim
n→∞

(u2n − un) = 0 ce qui n'est pas le

cas. On pourrait aussi montrer que u2n ≥
n

2
.

2. Montrer que (v2n) est croissante et que (v2n+1) est décroissante.

On a v2n+2 − v2n =
(−1)2n+3

2n+ 2
+

(−1)2n+2

2n+ 1
=

1

2n+ 1
− 1

2n+ 2
> 0 donc v2n est croissante.

On a aussi v2n+3 − v2n+1 =
1

2n+ 3
− 1

2n+ 2
< 0 donc v2n+1 est décroissante.

3. En déduire que (vn) est convergente.
D'autre part on a v2n < v2n+1 d'où on déduit que

v0 < v2 < · · · < v2n < v2n+1 < · · · < v1.

Par conséquent la suite v2n est croissante et majorée par v1 et la suite v2n+1 est décroissante minorée
par v0. Les deux suites v2n et v2n+1 sont convergentes. Comme par ailleurs v2n+1 − v2n tend vers 0,
on en déduit que v2n et v2n+1 convergent vers la même limite `.

On en déduit (résultat du cours) que vn converge vers `. On peut aussi remarque que

v
2[n2 ]
≤ vn ≤2[n2 ]+1

qui converge par le théorème des gendarmes.

Exercice 2.



1. Montrer que pour tous x, y réels positifs, on a

√
x+ y ≤

√
x+
√
y.

On a x+ y ≤ x+ y + 2
√
xy = (

√
x+
√
y)2. La fonction x 7→

√
x est croissante sur IR+ donc

√
x+ y ≤

√
x+
√
y.

2. Montrer que pour tous a, b réels on a √
|a− b| ≥

√
|a| −

√
|b|.

On a |a| ≤ |b|+ |a− b| donc √
|a| ≤

√
|b|+ |a− b| ≤

√
|b|+

√
|a− b|.

Donc
√
|a− b| ≥

√
|a| −

√
|b|.

Exercice 3. On considère la fonction f dé�nie par f(x) =
ex − e−x

ex + e−x
.

1. (a) Quel est l'ensemble de dé�nition de f ?
On a ex > 0 pour tout x donc le dénominateur de f(x) n'est jamais nul et l'ensemble de
dé�nition de f est IR.

(b) Calculer lim
x→−∞

f(x) et lim
x→+∞

f(x).

On a f(x) =
1− e−2x

1 + e−2x
. et lim

x→∞
e−x = 0 donc par composition de limite, lim

x→∞
f(x) = 1. De la

même façon, puisque f est impaire, limx→−∞ f(x) = −1.
2. (a) Calculer f ′(x) pour x réel. Montrer que f ′(x) > 0 pour tout x > 0.

En utilisant les formules usuelle de dérivations, on a

f ′(x) =
(ex + e−x)2 − (ex − e−x)2

(ex + e−x)2
=

4

(ex + e−x)2
.

(b) Montrer que pour tout x réel, on a f ′(x) = 1− [f(x)]2.
On a aussi

f ′(x) =
(ex + e−x)2 − (ex − e−x)2

(ex + e−x)2
= 1− (ex − e−x)2

(ex − e−x)2
= 1− [f(x)]2 .


