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Exercice 1. 1. Montrer que pour tout (a, b) ∈ R2,

ab 6
1

2
(a2 + b2).

2. En déduire que pour a > 0, et b > 0,

1

2
(ln a+ ln b) 6 ln

(
a+ b

2

)
.

Démonstration. 1. On sait que (a− b)2 > 0 donc a2 − 2ab+ b2 > 0. On déduit que ab 6 1
2
(a2 + b2).

2. On a 1
2
(ln a+ ln b) = 1

2
ln(ab) = ln

√
ab, car a, b > 0.

D'après la question précédente,
√
a
√
b 6 1

2

(√
a
2
+
√
b
2
)
i.e.
√
ab 6 a+b

2
. De plus la fonction ln est

croissante sur R?
+, donc ln

√
ab 6 ln

(
a+b
2

)
. Comme ln

√
ab = 1

2
(ln a+ ln b), on en déduit le résultat.

Exercice 2. Pour tout n ∈ N, on dé�nit la fonction fn : [0, 1]→ R par fn(x) = xn(1− x).
1. Expliquer pourquoi fn est dérivable sur [0, 1] et calculer sa dérivée.

2. Calculer

sup
x∈[0,1]

fn(x).

3. En déduire

lim
n→+∞

(
sup

x∈[0,1]
fn(x)

)
.

Démonstration. 1. La fonction fn est dérivable sur [0, 1] comme produit de fonctions dérivables sur

[0, 1]. On a, pour x ∈ [0, 1]

f ′n(x) =
(
nxn−1

)
(1− x) + xn × (−1)

= nxn−1 − (n+ 1)xn.

= nxn−1
(
1− n+ 1

n
x

)
.

2. Comme fn est continue sur le segment [0, 1], elle est continue et atteint ses bornes, donc supx∈[0,1] fn(x) =
maxx∈[0,1] fn(x). Pour chercher le maximum, étudions les variations de fn.

La dérivée f ′n s'annule en 0 et en xn = n
n+1

. On obtient le tableau de variation suivant pour fn :

x 0 xn 1
f ′n(x) 0 + 0 −
fn 0 ↗ Mn ↘ 0

avec Mn = fn(xn).

On en déduit que

sup
x∈[0,1]

fn(x) =Mn =

(
n

n+ 1

)n(
1− n

n+ 1

)
=

(
n

n+ 1

)n
1

n+ 1
.



3. Pour tout n ∈ N, on a 0 < n
n+1

< 1 donc 0 <
(

n
n+1

)n
< 1, et

0 < sup
x∈[0,1]

fn(x) <
1

n+ 1
.

Comme lim
n→+∞

1

n+ 1
= 0, on a par encadrement

lim
n→+∞

sup
x∈[0,1]

fn(x) = 0.

Exercice 3. Soit f : [0,+∞[, continue et positive, telle que

lim
x→+∞

f(x)

x
=

1

2
.

Le but de cet exercice est de montrer qu'il existe α > 0 tel que f(α) = α.

1. Déterminer les ensembles de dé�nition et de continuité de la fonction g dé�nie par g(x) = f(x)
x
.

2. Montrer qu'il existe M > 0 tel que pour tout x >M , on a g(x) < 1.

3. On suppose dans cette question que f(0) > 0. Déterminer lim
x→0+

g(x) et en déduire qu'il existe m > 0

tel que pour tout x 6 m, on a g(x) > 1.

4. Montrer qu'il existe α > 0 tel que f(α) = α.

5. (∗) Adapter la preuve au cas où lim
x→+∞

f(x)

x
= ` < 1.

Démonstration. 1. La fonction g est dé�nie et continue sur ]0,+∞[, comme quotient de deux fonctions

qui le sont, le dénominateur ne s'annulant pas.

2. Comme limx→+∞ g(x) =
1
2
, par dé�nition de la limite, il existe M > 0 tel que

x >M ⇒
∣∣∣∣g(x)− 1

2

∣∣∣∣ 6 1

4
.

On a en particulier, si x >M ,

g(x) 6
1

2
+

1

4
=

3

4
< 1.

3. Comme f est continue en 0, on a limx→0+ f(x) = f(0) > 0, et de plus limx→0+
1
x
= +∞. Ainsi,

limx→0+ g(x) = +∞.

On en déduit par dé�nition de la limite qu'il existe m > 0 tel que si |x| 6 m, alors g(x) > 1.

4. Si f(0) = 0, alors α = 0 convient. Sinon, comme f est positive, f(0) > 0. Prenons alors 0 6 α0 6 m
et α1 > M , on a d'après les deux questions précédentes g(α0) > 1 et g(α1) < 1. Comme g est

continue sur [α0, α1], d'après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe α ∈ [α0, α1] tel que
g(α) = 1 i.e. f(α) = α.

5. Le seul résultat à adapter est celui de la question 2. Comme limx→+∞ g(x) = ` < 1, par dé�nition
de la limite, il existe M > 0 tel que

x >M ⇒ |g(x)− `| 6 1− `
2

.

Ainsi, on a en particulier, si x >M ,

g(x) 6 `+
1− `
2

=
1 + `

2
< 1.

Le reste de la preuve se déroule de la même façon que lorsque ` = 1
2
.


