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Avant-propos

Ce texte est un plan détaillé du cours de mathématique de pletnier semestre, applelé
1MO001, destiné aux étudiants de mathématiques, de physigueécanique et d'ingénie-
rie. Il présente les notions indispensables d’analyseadgebre pour continuer des études
scientifiques.

Dans ce texte, il n'y a ni démontrations, ni exemples, ni wadibns. Ces éléments seront
fournis par les enseignants pendant les cours magistrautai@s chapitres pourront étre
présentés dans un ordre différent.

Ce texte est accéssible a tous, enseignants et étudiariesssga internet de la licence, ni-
veau L1. Pour apprendre a travailler, il est souhaitabletgue les étudiants I'impriment,
'apportent en cours et le complétent a la main avec les sjeiteur enseignant.

Les questions de cours comptant pour la note d’examen sgriges parmi les résultats
figurant dans ce cours, qu’il faut donc savoir par caeur.

Paris, le 27 novembre 2013
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Chapitre 1

R, ordre, intervalles

1.0.1 Rappel.Définitions, notations et propriétés élémentaires sur :
i) Les entiers naturel® et les entiers relatifZ, la division euclidienne.
i)  SiAestunensemble de nombres, les notationsf , A", A7, A*.

1.1 LecorpsR

1.1.1 Définition. Un nombre x est rationnel s’il existe deux entiers p et q tels que

x="F
q

1.1.2 Proposition. Le développement décimal d’'un nombre rationnel est payiselia
partir d’'un certain rang.

1.1.3 Proposition. L'ensemble des nombres rationnels, n@téest un corps commutatif
totalement ordonné.

Remarque.Il existe des nombres qui ne sont pas rationnels, par exampiembrex tel
quex? = 2. On introduit donc les nombr@sationnelsnotésl. On admet que ces nombres
sont ceux dont le développement décimal n’est pas périediqu

1.1.4 Définition. L'ensembleR des nombres réels est la réunion@eetI.

1.1.5 Théoreme.L’'ensembleR est un corps totalement ordonné admett@tomme
SOuUs-corps.

1.2 Lordre sur R

1.2.1 Proposition. L'ordre sur R est compatible avec la structure de corps.
1.2.2 Définition. La valeur absolue d’un réel x et| = max(x, —Xx).

1.2.3 Proposition. Les propriétés de la valeur absolue sont :
i) [x>0,et|x] =0 <= x=0
i) [xyl = [x]]y]
i) |x+y|] <[x +y| (Inégalité triangulaire)
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1.2.4 Définition. Soit A une partie d&®. On dit que :
i) Le réel M est un majorant de A si tout élément de A est plusget M
i) Le réel m est un minorant de A si tout élément de A est plasdjgue m
iii) L'ensemble A est majoré (ou borné supérieurementysidséde un majorant
iv) L'ensemble A est minoré (ou borné inffeieurement)mi$séde un minorant
v) L'ensemble A est borné s’il est majoré et minoré.

1.2.5 Définition. Soit A une partie d&.

i) Unreéelaestle plus grand élément (ou maximum) de A si adigpdh a A et est
un majorant de A

i) Unréel b est le plus petit élément (ou minimum) de A si baapent & A et est
un minorant de A.

Une partie d&R, méme bornée, n’a pas forcément de plus petit ou plus grénokéit. En
revanche, on a:

1.2.6 Proposition. Si une partie A admet un plus grand élément (respectiveriast p
petit), alors il est unique.

A défaut d’un plus petit ou d’un plus grand élément, on a urigeadé&finition, qui n’a de
sens que grace a la proposition qui suit et qui est I'une dasipales qualités dR :

1.2.7 Définition. Soit A une partie d&.
i) Unréel aestlaborne supérieure de A si a est le plus petjbraat de A
i) Unréel b estlaborne inférieure de A si a est le plus grandarant de A.

1.2.8 Proposition. (admise) Toute partie majorée non videleddmet une borne supé-
rieure, toute partie minorée non vide keadmet une borne inférieure. Exemples.

1.3 Intervalles

1.3.1 Proposition.On peut représenter 'ensemble des réRlgar la droite réelle : étant
donné une origine, un sens et une unité de longueur, a tolxx réa associe un et un seul
point de la droite. La valeur x représente la distance du paitiorigine si x > 0 et son
opposeé si x 0.

1.3.2 Définition. Un intervalle est un sous-ensemble | Reel que si x ety sont dans |,
alors tout nombre z compris entre x ety est encore dans |. pesmintervalles ouverts,
fermés, semi-ouverts, bornés, non bornés. ..



Chapitre 2

Limites

2.1 \Voisinages

\oisinages danyl :
L'ensembleN est discret donc il 'y a qu’un seul cas de voisinage :

2.1.1 Définition. Un voisinage de-o dansN est un ensemble contenant tous les entiers
supérieurs a un entier N, c’est-a dire un ensemble contenargnsemble de la forme
{neN|n>N}.

\oisinages dang :

2.1.2 Définition. Soit » € R. Un voisinage de xdansR est un sous-ensemble tke
contenant un intervalléo — n;Xo + N[ ou n est un nombre strictement positif. On note
V(xg) ou W(xp) un voisinage dex

2.1.3 Définition. Un voisinage det- (respectivemento) est un sous-ensemble Re
contenant un intervall@A; +[ ou A est un nombre réel positif (respectivemento; B[
ou B est un nombre réel négatif. On notéf\éo) ou V(—o) un voisinage de-c ou —co.

2.2 Limite d’'une suite

L'étude détaillée des suites est au programme du deuxiemesses.

2.2.1 Définition. Une suite réelle est une application 8edansR, qui a tout entier n
associe un nombre réel,uUne suite est donc définie par 'ensemble ordonné de ses
valeurs que I'on notéup ) nen.

2.2.2 Définition. La suite(un)ner tend vers a R (ou vers+o ou vers—o) si quelque
soit le voisinage Va) (ou V(+) ou V(—)), il existe un entier N tel que sin N, alors
un € V(@) (ou V(+) ou V(—e)).

Dans le cas ou la suite tend vers=aR, on dit que a est la limite de la suiten)nen €t on
note a= nirnw Un.

2.3 Limite d’'une fonction

2.3.1 Définition. Une fonction réelle f est une application d’un intervalle IR dansR,
qui a tout réel xc | associe un nombre réel(X).
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2.3.2 Définition. Soit | un intervalle de&R. On dit que ¥ € R est un point adhérent a | si
tout voisinage dega une intersection non vide avec I.

2.3.3 Définition. Soit | unintervalle d& et x un pointadhérental. La fonction:1 — R
tend vers a& R (ou vers+o ou vers—oo) lorsque x tend versg(ou vers+o ou vers—o)
si quelque soit le voisinage(d) (ou V(+) ou V(—w)), il existe un voisinage \(%y) de
Xo (0u W(+0) ou W(—)), tel que si xc W(Xp) Nl (ou W(+e) Nl ou W(—0)N1), alors
f(x) € V(a) (ou V(+x) ou V(—)). Dans le cas ou la fonction tend versaR lorsque
x tend vers ¥, on dit que a est la limite de(X) lorsque x— xg et on note a= Xlir)}o f(x).

Idem lorsque x tend verso ou vers—oo,

2.3.4 Extension.On peut aussi définir la limite a droite et la limite a gaucherg fonc-
tions f lorsque % Xg . Si les limites a droite et a gauche sont les mémes lorsguey,
alors la limite existe et leur est égale (mais n’est pas foreét égale a (o) au cas ou
Xp est dans le domaine de définition de f).

2.4 Propriété des limites

Ces propriétés se déclinent pour les suites comme pourretidas.
2.4.1 Théoreme.Si une suite ou une fonction admet une limite, celle-ci eisjun
2.4.2 Théoreme.Le passage a la limite respecte les inégalités larges.

2.4.3 Théoreme.Théoreme des gendarmes.

i)  Si trois suites(Un)nen, (Vn)nen €t (Wn)nen Verifient 4 < vy < wy, pour tout
n e N et si les suitegun)nen, €t (Wn)nen tendent vers une méme limite finie |, alors la
suite(Vn)nen tend aussi vers |.

ii)  Sitroisfonctions f, g et h, définies sur un intervalle tifiént f(x) < g(x) < h(x)
pour tout xe | et si les fonctions f et h tendent vers une méme limite fintmhd x tend
vers % (ou +o ou —o), alors g tend vers la méme limite |.

2.4.4 Extension.On peut ennoncer des résultats du méme genre pour les limiteies.

2.5 Opérations sur les limites

2.5.1 Rappel.Définitions des somme, produit et quotient de suites ou dxitors.

2.5.2 Théoreme.Lorsque les limites sont finies (et non nulles dans le cas dtient) :
i) Lalimite d'une somme de suites ou de fonctions est la seamémites.
i)  La limite d’un produit de suites ou de fonctions est legud des limites.
iii)  Lalimite d’un quotient de suites ou de fonctions estimtient des limites.

Remarque. Il existe des résultats pour les somme, produit et quotiedinaites infinies
ou nulles dans le cas des quotients mais ces opérationsrgatgaement aboutir a des
formes indéterminées. Exemples.

2.5.3 Notations.Notation de Landau
Au voisinage d’un point, on introduit :
i) Ladomination d’'une fonction g par une fonction f et la nioda g = O( f)
i) L'équivalence de deux fonctions f et g et la notatior §
iii) La négligeabilité d’'une fonction g par rapport a une fction f et la notation

g=o(f).



Chapitre 3

Continuité

3.0 Rappel. Rappeler les définitions suivantes pour des fonctionsd R — R :
i) domaine de définition, image, antécédent, image récipgoq
i) fonction majorée, minorée, bornée, monotone, pairergiaire, périodique.
iii) composition, restriction, recollement des fonctions

3.1 Continuité d’'une fonction en un point

3.1.1 Définition. Soit f une fonction définie sur un intervalledl R et soit € |. La
fonction f est continue erysi la fonction f tend vers (&) lorsque x tend verspx

3.1.2 Extension.Comme pour les limites, on peut définir la continuité a dratea
gauche.

3.1.3Théoréeme.Soit f:1 CR — R etx € |. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) f estcontinue enx
ii)  Pour toute suitg(un)nery, @ valeurs dans | et tendant verg, ¥a suite(f(un))cn
tend vers fxo).

3.1.4 Proposition.Soit f,g: | CR —>Retx €.
i) Sif etgsontcontinues enxf +g et fg sont continues e X

. . . . f .
ii) Sif etg sontcontinues eyt si gXy) # 0, 5 est continue engx

3.1.5 Proposition.Soit f: 1 CR—Retxel,g:J—Ret f(X) € J.
Si f est continue enyet si g est continue en(Xp), alors go f est continue engx

3.1.6 Extension.Recollement par continuité.

3.2 Fonctions continues sur un intervalle

3.2.1 Définition. Une fonction f: | ¢ R — R est continue sur | si elle est continue en
tout point de 1.

3.2.2 Proposition.Les somme, produit, quotient, composition de fonctionmaes sur
| sont continues sur 1.
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3.2.3 Théoreme.Théoreme des valeurs intermédiaires.
Soit f: 1 C R — R, continue sur | et soient a et b deux réels de I. Alors tout céetpris
entre f(a) et f(b) admet au moins un antécédent dans I. Doflg ést un intervalle.

3.2.4 Théoreme.Théoreme de Weierstrass.
Soit f: | c R — R, continue sur |. Alors f est bornée et atteint ses bornes tlans

3.2.5 Corollaire. f ([a;b]) = [m; M].

3.2.6 Extension.Continuité par morceaux.



Chapitre 4
Dérivabilité

4.1 Dérivabilité d’'une fonction en un point

4.1.1 Définition. Soit f une fonction définie sur un intervalled R et soit € I. La

fonction f est dérivable enysi la fonction taux d’accroissement définie sur I\ Xo par
f(x)—f

r( = 1= 100)

dérivée de f engeet se note {xg).

, admet une limite lorsquex Xo. Dans ce cas, la limite s’appelle la

4.1.2 Application. Interprétation graphique, tangente au graphe de la fonttio

4.1.3 Proposition. La fonction f est dérivable enysi et seulement si il existe un réel
tel que

f(x) = f(x0) + A (X—X0) +0(X—Xo).

La dérivée de f engeest alors égale a .

4.1.4 Proposition. Toute fonction dérivable erpxest continue engxet la réciproque est
fausse.Exemples (X) = |x| en % = 0O, f affine par morceaux.

4.1.5 Proposition.Soit f,g: | CR— Retx < l.
i) Sif etgsontdérivables epxalors f+g et fg sont dérivables epxavec

(f+9)'(x0) = f'(x0) +d'(x0) et(fg)'(x0) = f'(x0)g(%0) + f (X0)g' (Xo)

ii) Sif etg sontdérivables emyet sigxg) # 0, alorsa est dérivable enxavec

£\ F(x0)gx0) — f(X0)d (Xo)
(g) (o) = 92(Xo)

4.1.6 Proposition.Soit f:1 CR —Retxel,g:J— Ret f(X) € J.
Si f est dérivable enpet si g est dérivable en(kp), alors go f est dérivable eng avec

(go f)'(x0) =g (f(x0)) f'(x0)

4.1.7 Extension.Comme pour les limites et la continuité, on peut définir lai\dsyilité
a droite ou a gauche en un poing.x
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4.2 Fonctions dérivables sur un intervalle

4.2.1 Définition. Une fonction f: | € R — R est dérivable sur | si elle est dérivable en
tout point de 1.

4.2.2 Proposition.Les somme, produit, quotient, composition de fonctionisaeles sur
| sont dérivables sur 1.

4.2.3 Proposition. Toute fonction dérivable sur | est continue sur |. La récgue est
fausse.

4.3 Deérivées successives

4.3.1 Définition. Lorsque qu’une fonction f est dérivable sur un intervalld bae sa
dérivée f est aussi dérivable sur I, la dérivée dédst notée f et est appelée dérivée
seconde de f sur I.

4.3.2 Définition. En itérant ce processus, on obtient les dérivées succesged : si
la dérivée d’ordre n- 1 de f, "1, est dérivable sur |, sa dérivée est noté® &t est
appelée dérivée d’ordre n de f sur|. Noter qu& = f, f() = f/, (2 = 7.

4.3.3 Définition. Lorsque qu’une fonction f admet des dérivées jusqua I'ordseir |,
on dit qu’elle est n fois dérivable. Si de plus, sa dérivéeme est continue (et donc aussi
toutes les précédentes), on dit que f est de cla8se C

4.3.4 Définition. Lorsque qu’une fonction f admet des dérivées d’ordre n poutrhc N
sur I, on dit qu’elle est indéfiniment dérivable ou de clasSe C

4.4 Théoremes de Rolle et des accroissements finis

4.4.1 Théoreme.Théoréme de Rolle
Soit f: [a,b] — R une fonction continue, dérivable sia,b[. Si f(a) = f(b), alors il
existe cc]a, b[ tel que f(c) =0.

4.4.2 Théoreme.Théoréme des accroissements finis
Soit f: [a,b] — R une fonction continue, dérivable sia, b|. Il existe ce|a,b] tel que
f(b)—f(a)=(b—a)f'(c).

4.4.3 Application. Soit f: [a, b] — R une fonction continue, dérivable sja; b[. S'il existe
M > 0 tel que pour tout xc]a, b, |f'(x)| < M, alors : | f(b) — f(a)| < M|b—a].

4.5 Sens de variation

4.5.1 Proposition. Si la dérivée d’'une fonction dérivable:i C R — R est positive
ou nulle (respectivement négative ou nulle), la fonctiostf cgoissante (respectivement
décroissante).

4.5.2 Définition. Une fonction f: 1 ¢ R — R admet un maximum (respectivement mini-
mum) local en un pointys’il existe un voisinage o) tel que pour tout xc V (xp), on

ait f(x) < f(xp) (respectivement(k) > f(xp) ). Ce maximum (respectivement minimum)
est global si ces inégalités sont vraies sur tout I'intetedl
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4.5.3 Proposition. Si x est un extremum (maximum ou minimum) local d’une fonction
dérivable f: 1 € R — R, alors sa dérivée s’annule erp.xLa réciproque est fausse.
Exemples : fx) =x®enx =0

4.5.4 Application. Tableau de variation

4.5.5 Exemple.Fonctions convexes
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Chapitre 5

Fonctions usuelles

5.1 Fonctions puissances entieres

5.1.1 Définition. Soit k un entier relatif. La fonction qui & tout réel x assdeieéel X est
appelée fonction puissance k-ieme. Si B, cette fonction n’est pas définie en 0 et pour

X#0, X = = Convention :  est la fonction constante égale a 1.

5.1.2 Proposition. Si k est pair, la fonction puissance telle que)f= XK sur son domaine
de définition est paire et si k est impair, elle est impaire.

5.1.3 Proposition. Etant donné un réel % 0 et deux entiers relatifsiket k, on a :
sKitke — ykiyke apykike (Xk1> ke

5.1.4 Proposition. i) Les fonctions puissances sont dérivables®gi k est positif
et sur] — o, 0[U]0, +oo si k est négatif, avec pour toutkZ, (xX€)" = k¥ 1,

i) Les fonctions puissances sont de classe<tr R si k est positif et, si k est
négatif, sur] — oo, 0[]0, +-o0o].

5.1.5 Proposition. Sens de variation
Soit n un entier naturel non nul.
i) Sinestimpair, la fonction puissance définie pgx)f= x" est croissante suR

ii)  Sin est pair, la fonction puissance définie paixf = x" est décroissante sur
] — 00, 0] et croissante sujO, +oo|

i)  Sinestimpair, la fonction puissance définie pgxf= x" est décroissante sur
] — 0, 0[ et décroissante sy, +oo|

iv)  Si n est pair, la fonction puissance définie pax)f= x " est croissante sur
] — 0,0 et décroissante syp), +oo|

5.1.6 Proposition. Limites
Soit n un entier naturel non nul.
i) Sinestimpair, la fonction puissance définie pax)f= x" tend verst+o en-+o

et vers—o en—oo

ii)  Sinestpair lafonction puissance définie paxf = x" tend verstc en+o et
—00

iy  Sinestimpair, la fonction puissance définie pgixf= x""tend ver9" en-+oo
et versO~ en—o. Elle tend verst-o en0" et vers—o en0~.

iv)  Sin est pair, la fonction puissance définie pdx)f= x" tend vers0* en -+
et versO* en—oo. Elle tend verst-co en0" et vers+o en0~.
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5.2 Fonction Logarithme népérien

5.2.1 Définition. Le logarithme népérien est la fonction, notaedéfinie sur0, +oo[ qui
vérifie la relationin(xy) = In(x) +In(y) pour tous xy > 0 et qui prend la valeur 1 lorsque
Xx=e=2,71828... En particulierin(1) =0

Remarque.Pour toutx,y > 0,0on a: In<§> =In(x) —In(y).

5.2.2 Proposition. Pour tout réel a> 0 et tout entier naturel non nuln, on a:

In(@") =nlnaet In(@a™") = —nina

5.2.3 Théoreme.La fonction logarithme est dérivable s|@);, +o[ et sa dérivée vaui.

5.2.4 Corollaire. La fonction logarithme est croissante sj@; +oo[ , elle tend vers-co
lorsque x— 0 et vers+co lorsque x— +co.

5.3 Fonction exponentielle

5.3.1 Définition. La fonction, notéexp définie surR est la fonction inverse du loga-
rithme népérien. Elle vérifie la relatioaxp(x+y) = exp(x) exp(y) pour tous xy € R et
prend la valeur e lorsque % 1. On la note aussi expx = €*

Remarque.Pour toutx,y € R, on a ;Y = €¢.

5.3.2 Proposition. Pour tout réel a et tout entier naturel non nuln, on a:

1
T em

5.3.3 Théoreme.La fonction exponentielle est dérivable $0r+o[ et sa dérivée lui est
égale.

(ea>n — ena et (ea)—n

5.3.4 Corollaire. La fonction exponentielle est croissante &uyelle tend ver® lorsque
X — —oo et vers+oo lorsque X— +oo,

5.4 Fonction puissance quelconque

Grace a la fonction exp, on peut définir les puissances gueles des réels positifs :

5.4.1 Définition. Etant donné un réel strictement positif X et un réel b queicen on
peut définir la puissance b-iéme de x paP=xe’'"X,

5.4.2 Proposition. Etant donné un réel x 0 et deux réels pet bp, on a:

b
P1+b2 _ ybryby o biby (Xb1> 2

5.4.3 Proposition. Etant donné deux réelg x- 0, X, > 0 et un réel quelconque b, on a :
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5.4.4 Cas particulier. Racine n-ieme.

Etant donné un réel strictement positif x et un entier ndtare 0, la racine n-ieme de x
est définie par :

i Linx

Xn=¢

5.4.5 Proposition. Les fonctions puissances sont de clasSesQr |0, |, de dérivée

(X)" = b1, Si b est un réel strictement positif, alofém x° = 07, lim x° = 4o,
x—0t X—+0

lim x ? = 4+, lim x?=0".
x—0t X—r+-00
5.4.6 Proposition. Croissance comparée
Si a et b sont deux réels strictement positifs, on a :

a

: . : X :
lim x@|Inx° =0, lim = = 4o, lim =40, lim [x%=0
X0+ X—+o0 X& X— =400 (Inx)b X——00

5.5 Fonctions trigonomeétriques

Les fonctions cosinus (cos) et sinus (sin) sont définiestir pas mesures des cotés d’'un
triangle rectangle. Pour le cos, c’est la mesure du cotécanjadivisée par la mesure
de I'hypothénuse et pour le sin c’est la mesure du coté opgosEe par la mesure de
I’hypothénuse. On obtient ainsi deux fonctions qui vérifies propriétés suivantes :

5.5.1 Proposition. Les fonctiongoset sin sont de classe TsurR.
Elles sont périodiques de pério@ear.

La fonctioncosest paire et la fonctiosin est impaire.

Pour tout x€ R, on a :cosx = — sinx etsin X = cosx.

Ces fonctions vérifient I'identité suivante, vraie pourtteg R :

COLX+six=1

On étudie le sens de variation de ces fonctions[8um et on compléte par parité ou
imparité pour obtenir le sens de variation sur I'intervéaHet, 11, de longueur 2.

5.5.2 Théoreme.Sens de variation -
i) Lafonctioncosest décroissante de 1-al sur [0, 1] et prend la valeur O e%.
7]

N o : T
i) La fonctionsin est croissante de 0 &sur [0, 5 prend la valeur 1 erE et est

décroissantede 1 a0 su[hg, .

5.5.3 Définition. Fonction tangente
T 1T . .
Pour xe€] — > 5[’ on définit la fonction tangentega) par :

On peut étendre cette définition a tous les mterveilzgs— K, > + (k+1)m, ou ke Z.
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" : m T
5.5.4 Proposition.Pour ke Z, la fonctiontanest de classe Tsur] > +kr, > +(k+1)m]
Elle est périodique de périodar.
La fonctiontanest impaire.

Pour tout xe]g-i- K, 7—2T+ (k+1)rf,ona:

1
tafx = ——— = 1+tarfx
coZX

5.5.5 Théoreme.Sens de variation - -
La fonctiontanest croissante sur les intervall?g + Kk, > + (k+1)mf et

lim  tanx= +oo lim tanx= —oo
x—(F+km) xa(’%—i—kn)+

5.5.6 Annexe.Formulaire de trigonométrie

5.6 Fonctions hyperboliques

5.6.1 Définition. Cosinus hyperbolique
Etant donné un réel x, on appelle cosinus hyperbolique deéele notéchx, tel que

chx= ete”
- 2

5.6.2 Proposition. Sens de variation
La fonctionch, définie sutR, est paire. Elle est croissante sjix, +[. Elle vaut 1 en x= 0

et vérifie lim chx = 4.
X—> =00

5.6.3 Définition. Sinus hyperbolique
Etant donné un réel x, on appelle sinus hyperbolique de xde nétéshx, tel que

ef—e X

shx =

5.6.4 Proposition. Sens de variation
La fonctionsh, définie sutR, estimpaire. Elle est croissante g0t +o[ et vaut 0 en x= 0
et vérifie ”T shx = +co.

X——+00

5.6.5 Propriété. Quelque soitxc R, on a:
ch?x—shx=1

5.6.6 Définition. Tangente hyperbolique
Etant donné un réel x, on appelle tangente hyperbolique éaédl, notéhx, tel que

shx
thX - R(

5.6.7 Proposition. La fonctionth est de classe TsurR et pour tout xc R, on a:

N
ch? x

5.6.8 Proposition. Sens de variation

La fonctionth, définie suiR, est impaire, elle est croissante §0r+o[ et vaut 0 en x= 0

et vérifie lim thx= 1.
X—> =00

5.6.9 Annexe.Formulaire hyperbolique

th —1—th%



Chapitre 6

Fonctions reciproques

6.1 Injectivité, surjectivité, bijectivité

6.1.1 Définition. Soient X et Y deux ensembles. Une fonctioX - Y est injective si
pour tout couple d’élémentsx de X :

f(x)=f(X) = x=%

6.1.2 Définition. Soient X et Y deux ensembles. Une fonctioX f~ Y est surjective si
pour tout ye Y, il existe un x X tel que

y=f(x)
6.1.3 Définition. Soient X et Y deux ensembles. Une fonctioX f— Y est bijective si
elle est a la fois injective et surjective, ce qui se tradait ppour tout ye Y, il existe un
unique xe X tel que

y="f(x)
6.1.4 Définition. Soient X et Y deux ensembles et saiXf— Y une fonction bijective.

Pour chaque ¥ Y, I'unique élément x X tel que y= f(x) est noté f1(y). La fonction
f~1:Y — X est appelée fonction réciproque de f

6.1.5 Proposition. Soient X et Y deux ensembles et soiXf— Y une fonction bijective
et f~1:Y — X sa fonction réciproque. Alors :ff 1 =1dy , f~1o f = Idx.

6.2 Fonctions continues, fonctions monotones

6.2.1 Théoréme.Soient | et I, deux intervalles d&R et soit f: I; — |> une fonction
bijective. Si de plus, f est continue en un poirth, alors f~ est continue en k- f(a).
De méme pour la continuité globale syrdt I,.

6.2.2 Théoréme.Soient | et I, deux intervalles d&R et soit f: I; — |> une fonction
bijective. Si de plus, f est croissante (respectivemenbi&ante) sur4, alors f~1 est
croissante (respectivement décroissante) sur |

6.2.3 Théoréme.Soient | et I, deux intervalles d&R et soit f: I; — |> une fonction
bijective. Si de plus, f est dérivable en un poirt i et f(a) 0, alors ! est dérivable
en b= f(a) et

-1 / o 1

6.2.4 Application. Graphes des fonctions inverses
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6.3 Reéciproques des fonctions usuelles

6.3.1 Définition. Fonction Arcsinus _—

La restriction de la fonction sinus a I’intervall[e?, 5] est strictement croissante donc
m T

bijective de— -, =

(arcsin.

La fonctionarcsinest dérivable suf — 1,+1], elle est impaire et croissante et pour tout

xel—1,+1]:

] dans|[—1,+1]. Sa fonction réciproque est appelée fonction arcsinus

1

arcsiri(x) = :
—X

N

La fonctionarcsinest donc de classe'Gsur] — 1, +1].

6.3.2 Définition. Fonction Arccosinus
La restriction de la fonction cosinus a l'intervall@, 1] est strictement décroissante donc
bijective de[0, 7] dans[—1,+1]. Sa fonction réciproque est appelée fonction arccosinus
(arccos.
La fonctionarccosest dérivable suf— 1, +1], elle est impaire et décroissante et pour tout
xe]—1,41[:

1
1—x2

La fonctionarccosest donc de classeGsur| — 1, +1].

arcco$(x) = —

6.3.3 Définition. Fonction Arctangente

- : < m T : :
La restriction de la fonction tangente a l'intervalle- > 5[ est strictement croissante
— T o . :
donc bijective dé — > 5[ dans] — o, +oo[. Sa fonction réciproque est appelée fonction
arctangentedrctar).
La fonctionarctanest dérivable suf — oo, +oo[, elle est impaire et croissante et pour tout
X €] — oo, 400 :

1
arctai(x) = T2

La fonctionarctanest donc de classeGsur | — o, 4-oo].

6.3.4 Extension.On peut définir également les fonctions réciproques deditomchy-
perboliques et on obtient :

i) Lafonction argument sinus hyperboliq@aegsh est la réciproque de la fonction
sh C’est une fonction dérivable d& dansR.
Elle est croissante extirﬂoo argshx = +oo.

1

_ VXe+1
C’est donc une fonction de class& @eR dansR.

Sa dérivée vaurgsh(x) =

i) La fonction argument cosinus hyperboliquegchest la réciproque de la res-
triction de la fonctionch a l'intervalle [0, +o[. C’est une fonction dérivable d&, +o|
dans|0, +|. Elle est décroissante ﬁlirﬂ argchx = +oo.

—>+00
1

Sa dérivée vautrgcH(x) = —
x2—1
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C’est donc une fonction de class& @e|]1, +oo[ dans|0, +oo|.

iii) Lafonction argument tangente hyperboliqaegth est la réciproque de la fonc-
tion th. C’est une fonction dérivable de- 1, +1] dansR. Elle est impaire, croissante et

lim argthk = +o0. Sa dérivée vaurgth(x) =
x—+1 9 to 9 ( ) 1—x2

C’est donc une fonction de class&€ @e] — 1, +1] dansR.
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Chapitre 7

Théoremes de Rolle, des accroissements
finis, formules de Taylor

7.1 Formules de Taylor

7.1.1 Théoreme.Formule de Taylor-Lagrange
Soit ne N et f: [a,b] — R une fonction continue, # 1 fois dérivable sufa,b] et telle
que f" soit continue sufa, b]. Alors, il existe c=]a, b] tel que :

f(b) = f(a)+(b—a)f’(a)+%f"(a>+...

(b_a)nf(n)(a> (b_a)m_lf(m—l)(c)

R (n+1)!

Remarque.Dans le cas = 0, on retrouve le théoréme des accroissements finis.

7.1.2 Théoreme.Formule de Taylor-Young

Soit ne N* et f : [a,b] — R une fonction continue, n fois dérivable dans un voisinage de
Xo. Alors, il existe une fonctiog, qui tend vers 0 en 0 et telle que pour x dans un voisinage
de x on ait :

(X_n?(O)n £V (x0) + (X — X0)"e(X — Xo)

Remarque.Sous les hypothéses de la formule de Taylor-Lagrange, drppendre

(X_ XO) n f(n+1) (C)

EX=%0) = o

Remarque. La fonctionx — (x—Xp)"e(Xx— Xg) est négligeable devalx —xp)" lorsque
X— Xp tend vers 0. C’est donc um((x—Xp)").
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7.2 Deéveloppements limités

7.2.1 Définition. Soitne N*, | CR, xp €l et f: 1 — R. On dit que f admet un dévelop-
pement limité d’ordre n au voisinage dg il existe des nombres réelg,cy,--- ,C, et
une fonctiore, qui tend vers 0 en 0, tels que pour tout x dans un voisinage da &it :

f(X) = Co+C1(X—X0) +C2(X—X0)* + -+ Cn (X —X0)" + (X — X0)"E (X — X0)

Remarque.Le développement limité d’ordmed’une fonctionf au voisinage dg&g s’écrit
aussi:

f(X) = Co+C1(x—X0) +C2(X—%0)*+ -+~ +Cn(x—X0)" +0((x—%0)")
7.2.2 Définition. Le polyndme g+ 1 (X — Xg) + Co(X — Xg)2 + - - - + Cn(X — Xo)" S’appelle
la partie principale du développement limité.

7.2.3 Théoréme.Le développement limité d'une fonction f a I'ordre n au végje d’'un
point donné s'’il existe est unique.

7.2.4 Théoréme Les fonctions qui vérifient les hypothéses de la formule gi®iFaoung
admettent un développement limité a I'ordre n.

7.2.5 Proposition. Intégration des développements limités
Soit f:1 - Retx . Si f estdérivable sur | et si sa dérivéeadmet un développement
limité d’ordre n au voisinage degxde la forme :

/(%) = o+ C1(X—X0) + C2(X = X0)? + -+~ + Cn(X = X0)" + O ((X — X0)")
alors f admet le développement limité d’ordre-i au voisinage dexdéfini par :

(x=x0)% (x—x0)*

F(3) = f(x0) + Co(X—X0) + Cr-——— + G- ++ -
_ n+1
+cn%+o((x—xo)”+1)

7.3 Developpements limités des fonctions usuelles

Les développements limités qui suivent sont tous au vaisirke O.

2 2n
X x4 X
COSX=1— — + 2 4. (=" (521
ot T D gy e
3O 2n+1
X X X
SinXK= — — = 4.4 ("2 1 (22
3 5 )(2n+1)!+( )
X2 n
— - - . ~ n
e?‘—1+1|+2!+ +—+0o(x)
1
T =1 x X+ X o)
x_x¥ n+1n n+1
In(1+x):1__+..+(_1) F+O(X )
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ala—-1 ala-1)---(a—n+1
<1+X)a:1+ax+%xz+“‘+ ( ) nl( + )
2 2n )
N e X
chx=1+24+2 +... o(x2+1
Fata Tt o)
3 5 2n+1
x3 X X
ShAX =X+ = 4 = 4o 4 o(x?"2
TatE T Ty o)
arctarx = x X3+ + o +0o(x?"2)
n 3 2n+1

Et d’autres si on a le temps!

X"+ 0(x")

21
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Chapitre 8

Equations différentielles linéaires du
ler ordre

8.1 Egquations homogenes

8.1.1 Définition. Soit a une fonction définie et continue sur un intervalle Rga valeurs
dansR. Une équation différentielle linéaire homogéne du prerorere est une équation
de laforme :

Y (X) = a(X)y(x), ou plus simplemeny = a(x)y

ou y est une fonction inconnue.

8.1.2 Théoréme.Soit a une fonction définie et continue sur un intervalle Rgé valeurs
dansR. Les solutions de I'équation différentielle linéaire hay@ae du premier ordre
y = a(x)y sont données par :

y(x) =ké*® keR

ou la fonction A est une primitive de la fonction a, c’est-gedjui vérifie A= a.
L’ensemble des solutions forme doncRuespace vectoriel de dimension 1.

8.1.3 Définition. Soit a une fonction définie et continue sur un intervalle Rga valeurs
dansR. Une équation différentielle linéaire homogene du prerorere avec la condition
initiale y(Xp) = Yo est une équation de la forme :

Y (x) = a(x)y(x), ety(xo) = Yo

8.1.4 Théoréme.Soit a une fonction définie et continue sur un intervalle Rgé valeurs
dansR. La solution de I'équation différentielle linéaire homaogedu premier ordre avec
condition initiale y = a(x)y, ety(xg) = yo est donnée par :

y(x) — yoe_A(XO) eA(x)

ou la fonction A est une primitive de la fonction a, c’est-gedjui vérifie A= a.
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8.2 Equation avec second membre

8.2.1 Définition. Soient a et b deux fonctions définies et continues sur urvaiterl de
R, a valeurs dan&. Une équation différentielle linéaire homogéne du prerardre avec
second membre est une équation de la forme :

Y (X) = a(x)y(x) + b(x), ou plus simplemeny = a(x)y + b(x)

ou y est une fonction inconnue.
L'équation y = a(x)y est appelée I'équation homogeéne associée.

8.2.2 Théoreme.Soient a et b deux fonctions définies et continues sur urvaiterl de

R, a valeurs dan®R. Si y et y sont deux solutions de I'équation différentielle linéaire
du premier ordre ¥= a(x)y + b(x), alors y1 —y» est solution de I'équation homogene
associee.

8.2.3 Corollaire. Soient a et b deux fonctions définies et continues sur urnvaiterl de

R, a valeurs dan®. La solution générale de I'équation différentielle lindadu premier
ordre y = a(x)y + b(x), est la somme de la solution générale de I'équation homogéene
associée et d’une solution particuliére de I'équation agecond membre.

8.2.4 Cas particulier. i) Equations a coefficients constants : lorsque a est une
fonction constante
i) Etude des solutions lorsque le deuxieme membre est oerteef:

P(X)€", (coX)&, (Sinx)€", - --

8.2.5 Proposition. Méthode de variation de la constante

Soient a et b deux fonctions définies et continues sur urvadterl deR, a valeurs dans
R. On cherche une solution particuliere de I'équatidrya(x)y+ b(x), sous la forme y=
A (x)€A¥, ou la fonction A vérifie A= a. Toute fonctiord qui vérifieA’(x) = b(x)e AX
convient.



Chapitre 9

Le corps C et 'exponentielle complexe

9.1 Definition deC

9.1.1 Définition. On introduit un nombre imaginaire i tel qué = —1. L'ensemble des
nombres complexe§, est défini par :

C = {x+iy,(xy) € R*}

i) X estappelé partie réelle de z et noté->Rez.

i) yestappelé partie imaginaire de z et notéymz.
iii) Six =0, le nombre complexe-=z iy est appelé imaginaire pur.
iv) Le nombre complexe= x — iy est appelé le conjugué de=zx -+ iy.

9.1.2 Proposition. Régles de calcul
Pourz=x+iyetZ=x+iy,,ona:
) z+Z=Xx+X)+i(y+Y)

i)y zZ =X —yy)+i(xy+Xy)
Muni de ces deux opération&,est un corps commutatif.

iy z+Z=z+ZetzZ=7

V) ZzZ=x+y?
9.1.3 Proposition. L'ensemble des nombres complexes s’identifie au plan éerciR?.
L’addition des nombres complexes correspond a I'additiesiekcteurs. La multiplication

par i correspond a la rotation d’angl%. La multiplication par £ = —1 correspond a la

rotation d’anglerr. Le complexe conjugugest le symétrique de z par rapport a I'axe des
X.

9.1.4 Définition. Forme polaire
i)  On appelle module ou norme du nombre complexexz- iy le nombre

1zl = VX2 +y2 =2z

Ce nombre positif représente la distance du point de coardes(x,y) a I'origine dans
le plan euclidierR?.

i)  On appelle argument du nombre complexe x+ iy # 0 et on noted = Argz,
une mesure en radians dans le pl&A de I'angle entre I'axe des x et le vecteur de coor-
donnégx,y). L'argument d’'un nombre complexe est défini modirno

i) Le nombre complexez x+iy # 0 s’écrit alors de fagon unique :

z=z|(cosf +isinB)
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9.2 Exponentielle complexe

9.2.1 Définition. Exponentielle complexe
i)  Pour tout nombre réeb, on pose :

€9 — cos@ +isind

i) Pour tout nombre complexe=z x4+ iy, on pose :
& =&t = gteV
ou & est I'exponentielle réelle classique & est définie au (i).

Remarque. i)  Puisque les fonctions cos et sin sont périodiques de péfage
pour toutk € Z, on a:
d(6+2km) _ 46
i) |ef =€e‘etArg(e?) =y, mod 21
9.2.2 Corollaire. i)  Pour tous nombres complexes z'eton a :

7 — &

i) Pour tout nombre complexe z et pour towemN, on a :

&= (&)

1
i)  Pour tout nombre complexe z, on4€0et — = e~

€

Remarque. i) e¥7=1,e"=-1,72=]
i)  Lamultiplication pare® dansC correspond a la rotation d’angfedansR?.

9.3 Racinesr-iemes de l'unité

9.3.1 Définition. On appelle racine n-ieme de l'unité tout nombre complexd gue
'=1

En utilisant la forme polairg = re'®, olr = |z et 8 = Arg zmod 2, I'équationz” = 1
s’écritr"e"® = 1. Les solutions sont données par= 1, n6 = 0 mod 27, soit :

9.3.2 Proposition. L’ensemble des racines n-iemes de l'unité est :

2k

{e" | k=0,1,...,n—1}



Chapitre 10

R?, R3, produit scalaire et produit
vectoriel

10.1 Vecteurs dan®R? et R3

10.1.1 Définition. Un vecteur dé&R?, respectivement d&®, est un couple, respectivement
un triplet de réels, notésj = (x,y) ou encore( ; ) , respectivement = (x,y,z) ou

X
encore( vy

z
X, Y, et z sont appelés les composantes du vedteur

10.1.2 Propriété. i) Deux vecteurs sont égaux si et seulement siils sont leesém
composantes

i) Le vecteur dont toutes les composantes sont nulles g@sti@pe vecteur nul

iii) Lasomme de deux vecteurs est le vecteur dont chaqueasante est la somme
des composantes des vecteurs de départ

iv)  Le produit d’un vecteur par un réel est le vecteur dontaua composante est
le produit de celle du vecteur de départ par ce réel.

10.1.3 Définition. i)  Une combinaison linéaire de n vecteuwrs Up, ..., U, est une
expression de la forme @, + axtb +...apU, ou les a, ay, ..., a, sont des réels.

i) Une famille de vecteurs est liée s'il existe une comtsoaia coefficients non
tous nuls de ces vecteurs qui soit égale au vecteur nul.

iii)  Une famille de vecteurs est libre si elle n'est pas liée.

Remarque. Deux vecteurs liés sont proportionnels. En revanche, treiseurs liés ne
sont pas nécessairement proportionnels. Exemples.

10.1.4 Définition. Reperes

i) Un repére deR? est un ensemblgO;i, j}, ot O est un point d&? eti, j sont
deux vecteurs libres.

i) Un repére deR3 est un ensembl€O; T, ,k}, ol O est un point d&3 et T, | k
sont trois vecteurs libres.

10.1.5 Proposition. i)  Tout vecteurl € R? s’écrit de maniére uniqué = xi +yj
i)  Tout vecteurl € R3 s’écrit de maniére uniqué = xi +yj + zk
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10.2 Droites et plans

10.2.1 Définition. Droites dansR? ouR3

i)  On appelle droite vectorielle engendrée par un vecigw# 0, I'ensemble défini
par:D=RU={AU|A € R}.

i)  On appelle droite affine passant par un point A et engeadsér un vecteur
d#0, l'ensemble : D= A+Ru=A+{AU| A € R}.

10.2.2 Définition. Plans dangR3

i)  On appelle plan vectoriel engendré par deux vecteur BliieZ 0 et V £ 0,
I'ensemble : P= RU+RV= {AT+uv| (A,u) € R?}.

i) On appelle plan affine passant par un point A et engendiedeux vecteurs
libresli# 0 etV +# 0, I'ensemble : P= A+ RU+RV = A+ {AT+uv| (A, u) € R?}.

10.3 Produit scalaire, produit vectoriel

10.3.1 Définition. Produit scalaire dan®? et R3

i) Le produit scalaire de 2 vecteurs @, U1 = (x1,y1) et = (Xo,Y>) est le réel
Uy - Uz = X1X2 + Y1Yo.

i) Le produit scalaire de 2 vecteurs &3, 0y = (X1,Y1,21) ety = (X2,Y2,2p) est
le réeluy - U = X1 X2 + V1Yo + 21 2.

10.3.2 Propriété. i) Le produit scalaire de 2 vecteurs est nul si et seulemeletsi
2 vecteurs sont orthogonaux.

i) Le produit scalaire est linéaire par rapport a chacun descteurs.

iil) Le produit scalaire est symétriquel{- Uy = Uy - U1).

iv)  Le produit scalaire est défini positifi{ti > 0, etd-U=0 = U= 0).

v) Lapplicationt — ||U|| = v/U- U définit une norme suk? ouR3.

10.3.3 Théoréme.lnégalité de Cauchy-Schwarz
Pour tous vecteurd etV deR?, respectivemeriR?, on a :

|T- v < [[U][||V]]
avec égalité si et seulement si les vectaelesV sont liés.

10.3.4 Définition. Produit vectoriel dandR® Le produit vectoriel de 2 vecteurs &,
Up = (X1,Y1,21) et = (X2,Y2,22) est le vecteur suivant :

- -

1A U2 = (X2Y3 — X3Y2, X3Y1 — X1Y3, X1Y2 — X2Y1)

10.3.5 Propriété. i) Le produit vectoriel de 2 vecteurs est nul si et seulemidass
2 vecteurs sont liés

i) Le produit vectoriel est linéaire par rapport a chacunsieecteurs.

iii) Le produit vectoriel est anti-symétriqueyA U> = —Uo A Uy).



Chapitre 11

Polyndmes, racines

11.1 Polyndmes

11.1.1 Définition. Un polyndme sur le corp& = R ouC est une expression de la forme :
n
P(X) = anX"+an 1 X" 14 faX+ap= 5 aXt
k=0

ou les @ sont des éléments d& appelés coefficients du polynéme P.
Sig, # 0, le degré du polynédme P edegP = n.

11.1.2 Notations.L'ensemble des polyndmes firest dénotd[X].
L'ensemble des polyndmes iy de degré inférieur & n est déndk& [X].

11.1.3 Proposition.Opérations suiK[X]
m n
Soient RX) = Y axX et X) = 3 bX* deux polynémes sut.
=

K=0 =
Quitte a introduire des coefficients nuls, on peut supposerg= n.

i) Lasomme de P et Q est le polyndme défini par :

n

(P+QX) = 3 (a-+bX¥
k=0

i) Le produitde P et Q est le polynédme défini par :

2n k

(PQ(X) = kgo J;(aj bre_j) X

Muni de ces deux opérationg[X] est un anneau commutatif intégre.

m
11.1.4 Définition. Soit A(X) = Zoakxk un polynéme. La dérivée de P est le polynébme
k=

m
P(X)= 3 kaX ™
k=0

On définit de la méme maniére les dérivées successives deéRsit), pour me N.

Remarque.Si P est de degré, alorsP(™1) est le polyndme nul.
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11.2 Division euclidienne

11.2.1 Proposition. Etant donné 2 polyndmes P et Q, a coeffcients darmmi dansC,
Q n’étant pas le polynédme nul, il existe deux polynébmes D etiSe degré de S est
strictement inférieur au degré de Q tels que

P(X) = D(X)Q(X) +(X)

11.2.2 Définition. Le polyndme D s’appelle le quotient et le polynédme S le restiad
division euclidienne de P par Q.

11.3 Racines dan§&®
11.3.1 Définition. On appelle racine d’'un polynéme P st un nombre complexe tel
que Rzp) = 0.
11.3.2 Théoreme.Soit P un polyndme non nul s@ et soit 3 une racine de P. Alors, il
existe un polynédme Q tel quegQ = degP — 1 et vérifiant :

P(X) = (X=20)Q(X)

11.3.3 Définition. i) On dit que 3 est une racine simple d’'un polynéme P $iyr

si P(X) = (X — 20)Q(X) et Q(zo) # 0.
i) Plus généralement, on dit qug st une racine d’ordre k N d’'un polynébme P
surC, si P(X) = (X — 29)Q(X) et Q(zo) # 0.

11.3.4 Proposition.Soit ke N. Alors, z est une racine d’ordre k N d’un polyndme P
sur C si et seulement si(@) = 0,P'(z0) =0, --- P& (z9) = 0 et P (zy) # 0.

11.3.5 Théoréme.Théoreme de d’Alembert-Gauss (admis)
Tout polyndme non constant sliradmet au moins une racine.

11.3.6 Corollaire. Tout polynéme P non constant sirde degré n, se factorise sous la
forme :

P(X)=an(X—21)-+- (X —=21-1)(X = 1)

oulesg k=1,---,n—1 nsontles racines (distinctes ou non) de P.

11.3.7 Application. Relations entre les coefficients et les racines d’'un polymbém

11.4 Racines dan®

Le théoreme de d’Alembert-Gauss ne permet pas d'affrmedegpieacines d’'un poly-
ndéme a coefficients réels sont réelles, ce qui est faux. \@eicjue I'on peut dire dans le
cas réel :

11.4.1 Proposition. Soit P un polynéme non nul sti et soit 3 € C une racine de P.
Alors z5 est aussi racine de P.
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11.4.2 Corollaire. Tout polyn6me P non constant sRrde degré n, se factorise sous la
forme :

P(X) = anM{_y (X _Xi)rlljzl (X2 —(zj+2)X+27)
avec k-2l =netoulesxi=1,--- k sontles racines réelles (distinctes ou non) de P
etoulesyz j=1,---,1 sont les racines complexes non réelles (distinctes ou der)
considéré comme polyné6me complexe.
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Chapitre 12

Fractions rationnelles

12.1 Fractions rationnelles

12.1.1 Définition. Une fraction rationnelle est une expression de la forme :

P(X)
R(X) = —%
Y= ax)
ou P et Q sont des polynémes, Q n’étant pas le polynédme nul.
L'ensemble des fractions rationnelles stiest notéC(X) et surR, R(X).

: P(X :
Remarque.L'expressionR(X) = Q((X>) n'est pas unique.
12.1.2 Proposition.Forme irréductible
. . L P(X . N
Toute fraction rationnelle su€ peut s’écrire RX) = %X)) ou les polyndmes P et Q

sont premiers entre eux c’est-a-dire qu’ils n'ont pas deadac commun ou encore gu'il
n'existe pas de polynéme non constant divisant a la fois P. et Q

I : . P(X
12.1.3 Définition. On appelle p6le d’une fraction rationnellg R) = % surC, sous

forme irréductible, tout nombre complexgtel que Qz) = 0. On dit que le polezest
d’ordre de multiplicité p si Qz) = (z— 2p)PQ(z) avecQ(zp) # 0

12.1.4 Proposition. Toute fraction rationnelle irréductible peut s’écrire sola forme :

PX) _ SX)
ax) ~ PP o)

ou le degré de S est strictement inférieur au degré de Q. lypaoie D s’appelle la partie
entiere de la fraction rationnelle.

12.2 Décomposition en éléments simples dafigX)

12.2.1 Définition. On appelle éléments simples €iirles fractions rationnelles du type :

(X—2)"

ouaeC,zeCetneN.
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. P(X . . . .
12.2.2 Théoréme.Soit RX) = & une fraction rationnelle irréductible.

Soient z,.. .,z ses pbles d’ordre de multiplicité respectifs n.,ny, ke N.
Alors il existe des nombres complexgs,i =1,...k,j=1,...n; tels que R se décompose
en somme d’éléments simples :

_ SX) Ko i
R =D+ 30 =D+ 3 3 (I

Remarque.Si la fraction rationnelle est a coefficients réels et si @spsont réels, alors
cette décomposition en éléments simples est a valeursséell

12.3 Décomposition en éléments simples daiR$X)

12.3.1 Définition. On appelle éléments simples Rirles fractions rationnelles du type :

a ot axX+b
(X=x)" 7 (X2+AX 4 )™

ola,a,beR,xeR,nmeN, A, ucRetA?—4u <0.

. P(X . : _ : N o
12.3.2 Théoreme.Soit QEX)) une fraction rationnelle irréductible ou Q est unitaire. Le
polyndme Q se factorise en :(®) = MK ; (X —xi)”il'l'pzl(xz—i—)\px + up)™ et R se
décompose en éléments simples sous la forme :

SX) K3 o L2 apgX+bpg

R(X) = D(X) + ox) ~ D(X) +i;j:1m + ;qﬂ X2+ AoX + g

ou tous les coefficients sont daRs



