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Avant-propos

Ce texte est un plan détaillé du cours de mathématique de L1 dupremier semestre, applelé
1M001, destiné aux étudiants de mathématiques, de physique, de mécanique et d’ingénie-
rie. Il présente les notions indispensables d’analyse et d’algèbre pour continuer des études
scientifiques.

Dans ce texte, il n’y a ni démontrations, ni exemples, ni motivations. Ces éléments seront
fournis par les enseignants pendant les cours magistraux. Certains chapitres pourront être
présentés dans un ordre différent.

Ce texte est accéssible à tous, enseignants et étudiants, sur le site internet de la licence, ni-
veau L1. Pour apprendre à travailler, il est souhaitable quetous les étudiants l’impriment,
l’apportent en cours et le complètent à la main avec les ajouts de leur enseignant.

Les questions de cours comptant pour la note d’examen serontprises parmi les résultats
figurant dans ce cours, qu’il faut donc savoir par cœur.

Paris, le 27 novembre 2013
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Chapitre 1

R, ordre, intervalles

1.0.1 Rappel.Définitions, notations et propriétés élémentaires sur :
i) Les entiers naturelsN et les entiers relatifsZ, la division euclidienne.

ii) Si A est un ensemble de nombres, les notations A+, A−, A∗, A∗
+, A∗

−.

1.1 Le corpsR

1.1.1 Définition. Un nombre x est rationnel s’il existe deux entiers p et q6= 0 tels que

x=
p
q

.

1.1.2 Proposition. Le développement décimal d’un nombre rationnel est périodique à
partir d’un certain rang.

1.1.3 Proposition.L’ensemble des nombres rationnels, notéQ, est un corps commutatif
totalement ordonné.

Remarque.Il existe des nombres qui ne sont pas rationnels, par exempleun nombrex tel
quex2 = 2. On introduit donc les nombresirrationnelsnotésI. On admet que ces nombres
sont ceux dont le développement décimal n’est pas périodique.

1.1.4 Définition. L’ensembleR des nombres réels est la réunion deQ et I.

1.1.5 Théorème.L’ensembleR est un corps totalement ordonné admettantQ comme
sous-corps.

1.2 L’ordre sur R

1.2.1 Proposition.L’ordre surR est compatible avec la structure de corps.

1.2.2 Définition. La valeur absolue d’un réel x est|x|= max(x,−x).

1.2.3 Proposition.Les propriétés de la valeur absolue sont :
i) |x| ≥ 0, et |x|= 0 ⇐⇒ x= 0

ii) |xy|= |x||y|
iii) |x+y| ≤ |x|+ |y| (Inégalité triangulaire)
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1.2.4 Définition. Soit A une partie deR. On dit que :
i) Le réel M est un majorant de A si tout élément de A est plus petit que M

ii) Le réel m est un minorant de A si tout élément de A est plus grand que m
iii) L’ensemble A est majoré (ou borné supérieurement) s’ilpossède un majorant
iv) L’ensemble A est minoré (ou borné infŕeieurement) s’ilpossède un minorant
v) L’ensemble A est borné s’il est majoré et minoré.

1.2.5 Définition. Soit A une partie deR.
i) Un réel a est le plus grand élément (ou maximum) de A si a appartient à A et est

un majorant de A
ii) Un réel b est le plus petit élément (ou minimum) de A si b appartient à A et est

un minorant de A.

Une partie deR, même bornée, n’a pas forcément de plus petit ou plus grand élément. En
revanche, on a :

1.2.6 Proposition. Si une partie A admet un plus grand élément (respectivement plus
petit), alors il est unique.

A défaut d’un plus petit ou d’un plus grand élément, on a une autre définition, qui n’a de
sens que grâce à la proposition qui suit et qui est l’une des principales qualités deR :

1.2.7 Définition. Soit A une partie deR.
i) Un réel a est la borne supérieure de A si a est le plus petit majorant de A

ii) Un réel b est la borne inférieure de A si a est le plus grand minorant de A.

1.2.8 Proposition. (admise) Toute partie majorée non vide deR admet une borne supé-
rieure, toute partie minorée non vide deR admet une borne inférieure. Exemples.

1.3 Intervalles

1.3.1 Proposition.On peut représenter l’ensemble des réelsR par la droite réelle : étant
donné une origine, un sens et une unité de longueur, à tout réel x, on associe un et un seul
point de la droite. La valeur x représente la distance du point à l’origine si x> 0 et son
opposé si x< 0.

1.3.2 Définition. Un intervalle est un sous-ensemble I deR tel que si x et y sont dans I,
alors tout nombre z compris entre x et y est encore dans I. Exemples : intervalles ouverts,
fermés, semi-ouverts, bornés, non bornés. . .



Chapitre 2

Limites

2.1 Voisinages

Voisinages dansN :

L’ensembleN est discret donc il n’y a qu’un seul cas de voisinage :

2.1.1 Définition. Un voisinage de+∞ dansN est un ensemble contenant tous les entiers
supérieurs à un entier N, c’est-à dire un ensemble contenantun ensemble de la forme
{n∈ N | n> N}.

Voisinages dansR :

2.1.2 Définition. Soit x0 ∈ R. Un voisinage de x0 dansR est un sous-ensemble deR
contenant un intervalle]x0−η;x0+η[ où η est un nombre strictement positif. On note
V(x0) ou W(x0) un voisinage de x0.

2.1.3 Définition. Un voisinage de+∞ (respectivement−∞) est un sous-ensemble deR
contenant un intervalle]A;+∞[ où A est un nombre réel positif (respectivement]−∞;B[
où B est un nombre réel négatif. On note V(+∞) ou V(−∞) un voisinage de+∞ ou−∞.

2.2 Limite d’une suite

L’étude détaillée des suites est au programme du deuxième semestre.

2.2.1 Définition. Une suite réelle est une application deN dansR, qui à tout entier n
associe un nombre réel un. Une suite est donc définie par l’ensemble ordonné de ses
valeurs que l’on note(un)n∈N.

2.2.2 Définition. La suite(un)n∈N tend vers a∈ R (ou vers+∞ ou vers−∞) si quelque
soit le voisinage V(a) (ou V(+∞) ou V(−∞)), il existe un entier N tel que si n> N, alors
un ∈V(a) (ou V(+∞) ou V(−∞)).
Dans le cas où la suite tend vers a∈ R, on dit que a est la limite de la suite(un)n∈N et on
note a= lim

n→+∞
un.

2.3 Limite d’une fonction

2.3.1 Définition. Une fonction réelle f est une application d’un intervalle I⊂ R dansR,
qui à tout réel x∈ I associe un nombre réel f(x).
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2.3.2 Définition. Soit I un intervalle deR. On dit que x0 ∈ R est un point adhérent à I si
tout voisinage de x0 a une intersection non vide avec I.

2.3.3 Définition. Soit I un intervalle deR et x0 un point adhérent à I. La fonction f: I →R

tend vers a∈R (ou vers+∞ ou vers−∞) lorsque x tend vers x0 (ou vers+∞ ou vers−∞)
si quelque soit le voisinage V(a) (ou V(+∞) ou V(−∞)), il existe un voisinage W(x0) de
x0 (ou W(+∞) ou W(−∞)), tel que si x∈W(x0)∩ I (ou W(+∞)∩ I ou W(−∞)∩ I) , alors
f (x) ∈V(a) (ou V(+∞) ou V(−∞)). Dans le cas où la fonction tend vers a∈ R lorsque
x tend vers x0, on dit que a est la limite de f(x) lorsque x→ x0 et on note a= lim

x→x0
f (x).

Idem lorsque x tend vers+∞ ou vers−∞.

2.3.4 Extension.On peut aussi définir la limite à droite et la limite à gauche d’une fonc-
tions f lorsque x→ x0 . Si les limites à droite et à gauche sont les mêmes lorsque x→ x0,
alors la limite existe et leur est égale (mais n’est pas forcément égale à f(x0) au cas où
x0 est dans le domaine de définition de f ).

2.4 Propriété des limites

Ces propriétés se déclinent pour les suites comme pour les fonctions.

2.4.1 Théorème.Si une suite ou une fonction admet une limite, celle-ci est unique.

2.4.2 Théorème.Le passage à la limite respecte les inégalités larges.

2.4.3 Théorème.Théorème des gendarmes.
i) Si trois suites(un)n∈N, (vn)n∈N et (wn)n∈N vérifient un ≤ vn ≤ wn pour tout

n ∈ N et si les suites(un)n∈N, et (wn)n∈N tendent vers une même limite finie l, alors la
suite(vn)n∈N tend aussi vers l.

ii) Si trois fonctions f , g et h, définies sur un intervalle I vérifient f(x)≤g(x)≤h(x)
pour tout x∈ I et si les fonctions f et h tendent vers une même limite finie l quand x tend
vers x0 (ou+∞ ou−∞), alors g tend vers la même limite l.

2.4.4 Extension.On peut ennoncer des résultats du même genre pour les limitesinfinies.

2.5 Opérations sur les limites

2.5.1 Rappel.Définitions des somme, produit et quotient de suites ou de fonctions.

2.5.2 Théorème.Lorsque les limites sont finies (et non nulles dans le cas du quotient) :
i) La limite d’une somme de suites ou de fonctions est la sommes de limites.

ii) La limite d’un produit de suites ou de fonctions est le produit des limites.
iii) La limite d’un quotient de suites ou de fonctions est le quotient des limites.

Remarque. Il existe des résultats pour les somme, produit et quotient de limites infinies
ou nulles dans le cas des quotients mais ces opérations peuvent également aboutir à des
formes indéterminées. Exemples.

2.5.3 Notations.Notation de Landau
Au voisinage d’un point, on introduit :

i) La domination d’une fonction g par une fonction f et la notation g= O( f )
ii) L’équivalence de deux fonctions f et g et la notation f∼ g
iii) La négligeabilité d’une fonction g par rapport à une fonction f et la notation

g= o( f ).



Chapitre 3

Continuité

3.0 Rappel.Rappeler les définitions suivantes pour des fonctions f: I ⊂ R→ R :
i) domaine de définition, image, antécédent, image réciproque,

ii) fonction majorée, minorée, bornée, monotone, paire et impaire, périodique.
iii) composition, restriction, recollement des fonctions.

3.1 Continuité d’une fonction en un point

3.1.1 Définition. Soit f une fonction définie sur un intervalle I⊂ R et soit x0 ∈ I. La
fonction f est continue en x0 si la fonction f tend vers f(x0) lorsque x tend vers x0.

3.1.2 Extension.Comme pour les limites, on peut définir la continuité à droiteou à
gauche.

3.1.3 Théorème.Soit f : I ⊂R→R et x0 ∈ I. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) f est continue en x0

ii) Pour toute suite(un)n∈N, à valeurs dans I et tendant vers x0, la suite( f (un))n∈N
tend vers f(x0).

3.1.4 Proposition.Soit f,g : I ⊂ R→ R et x0 ∈ I.
i) Si f et g sont continues en x0, f +g et f g sont continues en x0

ii) Si f et g sont continues en x0 et si g(x0) 6= 0,
f
g

est continue en x0.

3.1.5 Proposition.Soit f : I ⊂ R→R et x0 ∈ I, g : J → R et f(x0) ∈ J.
Si f est continue en x0 et si g est continue en f(x0), alors g◦ f est continue en x0

3.1.6 Extension.Recollement par continuité.

3.2 Fonctions continues sur un intervalle

3.2.1 Définition. Une fonction f: I ⊂ R → R est continue sur I si elle est continue en
tout point de I.

3.2.2 Proposition.Les somme, produit, quotient, composition de fonctions continues sur
I sont continues sur I.
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3.2.3 Théorème.Théorème des valeurs intermédiaires.
Soit f : I ⊂ R→ R, continue sur I et soient a et b deux réels de I. Alors tout réelcompris
entre f(a) et f(b) admet au moins un antécédent dans I. Donc f(I) est un intervalle.

3.2.4 Théorème.Théorème de Weierstrass.
Soit f : I ⊂ R→ R, continue sur I. Alors f est bornée et atteint ses bornes dansI.

3.2.5 Corollaire. f ([a;b]) = [m;M].

3.2.6 Extension.Continuité par morceaux.



Chapitre 4

Dérivabilité

4.1 Dérivabilité d’une fonction en un point

4.1.1 Définition. Soit f une fonction définie sur un intervalle I⊂ R et soit x0 ∈ I. La
fonction f est dérivable en x0 si la fonction taux d’accroissementτ, définie sur I\x0 par

τ(x) =
f (x)− f (x0)

x−x0
, admet une limite lorsque x→ x0. Dans ce cas, la limite s’appelle la

dérivée de f en x0 et se note f′(x0).

4.1.2 Application. Interprétation graphique, tangente au graphe de la fonction.

4.1.3 Proposition.La fonction f est dérivable en x0 si et seulement si il existe un réelλ
tel que

f (x) = f (x0)+λ (x−x0)+o(x−x0).

La dérivée de f en x0 est alors égale àλ .

4.1.4 Proposition.Toute fonction dérivable en x0 est continue en x0 et la réciproque est
fausse.Exemples : f(x) = |x| en x0 = 0, f affine par morceaux.

4.1.5 Proposition.Soit f,g : I ⊂ R→ R et x0 ∈ I.
i) Si f et g sont dérivables en x0, alors f+g et f g sont dérivables en x0, avec

( f +g)′(x0) = f ′(x0)+g′(x0) et ( f g)′(x0) = f ′(x0)g(x0)+ f (x0)g
′(x0)

ii) Si f et g sont dérivables en x0 et si g(x0) 6= 0, alors
f
g

est dérivable en x0 avec

(

f
g

)′
(x0) =

f ′(x0)g(x0)− f (x0)g′(x0)

g2(x0)

4.1.6 Proposition.Soit f : I ⊂ R→R et x0 ∈ I, g : J → R et f(x0) ∈ J.
Si f est dérivable en x0 et si g est dérivable en f(x0), alors g◦ f est dérivable en x0, avec

(g◦ f )′(x0) = g′ ( f (x0)) f ′(x0)

4.1.7 Extension.Comme pour les limites et la continuité, on peut définir la dérivabilité
à droite ou à gauche en un point x0.
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4.2 Fonctions dérivables sur un intervalle

4.2.1 Définition. Une fonction f: I ⊂ R→ R est dérivable sur I si elle est dérivable en
tout point de I.

4.2.2 Proposition.Les somme, produit, quotient, composition de fonctions dérivables sur
I sont dérivables sur I.

4.2.3 Proposition. Toute fonction dérivable sur I est continue sur I. La réciproque est
fausse.

4.3 Dérivées successives

4.3.1 Définition. Lorsque qu’une fonction f est dérivable sur un intervalle I et que sa
dérivée f′ est aussi dérivable sur I, la dérivée de f′ est notée f′′ et est appelée dérivée
seconde de f sur I.

4.3.2 Définition. En itérant ce processus, on obtient les dérivées successives de f : si
la dérivée d’ordre n−1 de f , f(n−1), est dérivable sur I, sa dérivée est notée f(n) et est
appelée dérivée d’ordre n de f sur I. Noter que f(0) = f , f (1) = f ′, f (2) = f ′′.

4.3.3 Définition. Lorsque qu’une fonction f admet des dérivées jusquà l’ordren sur I,
on dit qu’elle est n fois dérivable. Si de plus, sa dérivée n-ième est continue (et donc aussi
toutes les précédentes), on dit que f est de classe Cn.

4.3.4 Définition. Lorsque qu’une fonction f admet des dérivées d’ordre n pour tout n∈N

sur I, on dit qu’elle est indéfiniment dérivable ou de classe C∞.

4.4 Théorèmes de Rolle et des accroissements finis

4.4.1 Théorème.Théorème de Rolle
Soit f : [a,b] → R une fonction continue, dérivable sur]a,b[. Si f(a) = f (b), alors il
existe c∈]a,b[ tel que f′(c) = 0.

4.4.2 Théorème.Théorème des accroissements finis
Soit f : [a,b] → R une fonction continue, dérivable sur]a,b[. Il existe c∈]a,b[ tel que
f (b)− f (a) = (b−a) f ′(c).

4.4.3 Application. Soit f : [a,b]→R une fonction continue, dérivable sur]a,b[. S’il existe
M > 0 tel que pour tout x∈]a,b[, | f ′(x)| ≤ M, alors : | f (b)− f (a)| ≤ M|b−a|.

4.5 Sens de variation

4.5.1 Proposition. Si la dérivée d’une fonction dérivable f: I ⊂ R → R est positive
ou nulle (respectivement négative ou nulle), la fonction f est croissante (respectivement
décroissante).

4.5.2 Définition. Une fonction f: I ⊂ R→ R admet un maximum (respectivement mini-
mum) local en un point x0 s’il existe un voisinage V(x0) tel que pour tout x∈ V(x0), on
ait f (x)≤ f (x0) (respectivement f(x)≥ f (x0) ). Ce maximum (respectivement minimum)
est global si ces inégalités sont vraies sur tout l’intervalle I.
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4.5.3 Proposition. Si x0 est un extremum (maximum ou minimum) local d’une fonction
dérivable f : I ⊂ R → R, alors sa dérivée s’annule en x0. La réciproque est fausse.
Exemples : f(x) = x3 en x0 = 0

4.5.4 Application. Tableau de variation

4.5.5 Exemple.Fonctions convexes
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Chapitre 5

Fonctions usuelles

5.1 Fonctions puissances entières

5.1.1 Définition. Soit k un entier relatif. La fonction qui à tout réel x associele réel xk est
appelée fonction puissance k-ième. Si k< 0, cette fonction n’est pas définie en 0 et pour

x 6= 0, xk =
1

x−k . Convention : x0 est la fonction constante égale à 1.

5.1.2 Proposition.Si k est pair, la fonction puissance telle que f(x) = xk sur son domaine
de définition est paire et si k est impair, elle est impaire.

5.1.3 Proposition.Etant donné un réel x6= 0 et deux entiers relatifs k1 et k2, on a :

xk1+k2 = xk1xk2 etxk1k2 =
(

xk1

)k2

5.1.4 Proposition. i) Les fonctions puissances sont dérivables surR si k est positif
et sur]−∞,0[∪]0,+∞[ si k est négatif, avec pour tout k∈ Z, (xk)′ = kxk−1.

ii) Les fonctions puissances sont de classe C∞ sur R si k est positif et, si k est
négatif, sur]−∞,0[∪]0,+∞[.

5.1.5 Proposition.Sens de variation
Soit n un entier naturel non nul.

i) Si n est impair, la fonction puissance définie par f(x) = xn est croissante surR
ii) Si n est pair, la fonction puissance définie par f(x) = xn est décroissante sur

]−∞,0] et croissante sur[0,+∞[
iii) Si n est impair, la fonction puissance définie par f(x) = x−n est décroissante sur

]−∞,0[ et décroissante sur]0,+∞[
iv) Si n est pair, la fonction puissance définie par f(x) = x−n est croissante sur

]−∞,0[ et décroissante sur]0,+∞[

5.1.6 Proposition.Limites
Soit n un entier naturel non nul.

i) Si n est impair, la fonction puissance définie par f(x) = xn tend vers+∞ en+∞
et vers−∞ en−∞

ii) Si n est pair, la fonction puissance définie par f(x) = xn tend vers+∞ en+∞ et
−∞

iii) Si n est impair, la fonction puissance définie par f(x) = x−n tend vers0+ en+∞
et vers0− en−∞. Elle tend vers+∞ en0+ et vers−∞ en0−.

iv) Si n est pair, la fonction puissance définie par f(x) = x−n tend vers0+ en+∞
et vers0+ en−∞. Elle tend vers+∞ en0+ et vers+∞ en0−.
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5.2 Fonction Logarithme népérien

5.2.1 Définition. Le logarithme népérien est la fonction, notéeln, définie sur]0,+∞[ qui
vérifie la relationln(xy) = ln(x)+ ln(y) pour tous x,y> 0 et qui prend la valeur 1 lorsque
x= e= 2,71828. . . . En particulierln(1) = 0

Remarque.Pour toutx,y> 0, on a : ln

(

x
y

)

= ln(x)− ln(y).

5.2.2 Proposition.Pour tout réel a> 0 et tout entier naturel non nul n, on a :

ln(an) = nlna et ln(a−n) =−nlna

5.2.3 Théorème.La fonction logarithme est dérivable sur]0,+∞[ et sa dérivée vaut
1
x

.

5.2.4 Corollaire. La fonction logarithme est croissante sur]0,+∞[ , elle tend vers−∞
lorsque x→ 0 et vers+∞ lorsque x→+∞.

5.3 Fonction exponentielle

5.3.1 Définition. La fonction, notéeexp, définie surR est la fonction inverse du loga-
rithme népérien. Elle vérifie la relationexp(x+y) = exp(x)exp(y) pour tous x,y∈ R et
prend la valeur e lorsque x= 1. On la note aussi :expx= ex

Remarque.Pour toutx,y∈ R, on a :ex+y = exey.

5.3.2 Proposition.Pour tout réel a et tout entier naturel non nul n, on a :

(ea)n = ena et (ea)−n =
1

ena

5.3.3 Théorème.La fonction exponentielle est dérivable sur]0,+∞[ et sa dérivée lui est
égale.

5.3.4 Corollaire. La fonction exponentielle est croissante surR , elle tend vers0 lorsque
x→−∞ et vers+∞ lorsque x→+∞.

5.4 Fonction puissance quelconque

Grâce à la fonction exp, on peut définir les puissances quelconques des réels positifs :

5.4.1 Définition. Etant donné un réel strictement positif x et un réel b quelconque, on
peut définir la puissance b-ième de x par : xb = eblnx.

5.4.2 Proposition.Etant donné un réel x> 0 et deux réels b1 et b2, on a :

xb1+b2 = xb1xb2 etxb1b2 =
(

xb1

)b2

5.4.3 Proposition.Etant donné deux réels x1 > 0, x2 > 0 et un réel quelconque b, on a :

(x1x2)
b = xb

1xb
2
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5.4.4 Cas particulier. Racine n-ième.
Etant donné un réel strictement positif x et un entier naturel n > 0, la racine n-ième de x
est définie par :

x
1
n = e

1
n lnx

5.4.5 Proposition. Les fonctions puissances sont de classe C∞ sur ]0,+∞[, de dérivée
(

xb
)′
= bxb−1. Si b est un réel strictement positif, alorslim

x→0+
xb = 0+, lim

x→+∞
xb = +∞,

lim
x→0+

x−b =+∞, lim
x→+∞

x−b = 0+.

5.4.6 Proposition.Croissance comparée
Si a et b sont deux réels strictement positifs, on a :

lim
x→0+

xa |lnx|b = 0 , lim
x→+∞

ex

xa =+∞ , lim
x→+∞

xa

(lnx)b =+∞ , lim
x→−∞

|x|aex = 0

5.5 Fonctions trigonométriques

Les fonctions cosinus (cos) et sinus (sin) sont définies à partir des mesures des côtés d’un
triangle rectangle. Pour le cos, c’est la mesure du côté adjacent divisée par la mesure
de l’hypothénuse et pour le sin c’est la mesure du côté opposédivisée par la mesure de
l’hypothénuse. On obtient ainsi deux fonctions qui vérifient les propriétés suivantes :

5.5.1 Proposition.Les fonctionscoset sinsont de classe C∞ surR.
Elles sont périodiques de période2π .
La fonctioncosest paire et la fonctionsinest impaire.
Pour tout x∈ R, on a :cos′ x=−sinx etsin′x= cosx.
Ces fonctions vérifient l’identité suivante, vraie pour tout x∈ R :

cos2x+sin2x= 1

On étudie le sens de variation de ces fonctions sur[0,π ] et on complète par parité ou
imparité pour obtenir le sens de variation sur l’intervalle[−π ,π ], de longueur 2π .

5.5.2 Théorème.Sens de variation
i) La fonctioncosest décroissante de 1 à−1 sur [0,π ] et prend la valeur 0 en

π
2

.

ii) La fonctionsin est croissante de 0 à1 sur [0,
π
2
], prend la valeur 1 en

π
2

et est

décroissante de 1 à 0 sur[
π
2
,π ].

5.5.3 Définition. Fonction tangente

Pour x∈]− π
2
,
π
2
[, on définit la fonction tangente (tan) par :

tanx=
sinx
cosx

On peut étendre cette définition à tous les intervalles]
π
2
+kπ ,

π
2
+(k+1)π [, où k∈ Z.
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5.5.4 Proposition.Pour k∈Z, la fonctiontanest de classe C∞ sur ]
π
2
+kπ ,

π
2
+(k+1)π [

Elle est périodique de période2π .
La fonctiontanest impaire.

Pour tout x∈]π
2
+kπ ,

π
2
+(k+1)π [, on a :

tan′ x=
1

cos2x
= 1+ tan2x

5.5.5 Théorème.Sens de variation
La fonctiontanest croissante sur les intervalles]

π
2
+kπ ,

π
2
+(k+1)π [ et

lim
x→( π

2+kπ)
−

tanx=+∞ , lim
x→( π

2+kπ)
+

tanx=−∞

5.5.6 Annexe.Formulaire de trigonométrie

5.6 Fonctions hyperboliques

5.6.1 Définition. Cosinus hyperbolique
Etant donné un réel x, on appelle cosinus hyperbolique de x leréel, notéchx, tel que

chx=
ex+e−x

2
5.6.2 Proposition.Sens de variation
La fonctionch, définie surR, est paire. Elle est croissante sur[0,+∞[. Elle vaut 1 en x= 0
et vérifie lim

x→+∞
chx=+∞.

5.6.3 Définition. Sinus hyperbolique
Etant donné un réel x, on appelle sinus hyperbolique de x le réel, notéshx, tel que

shx=
ex−e−x

2
5.6.4 Proposition.Sens de variation
La fonctionsh, définie surR, est impaire. Elle est croissante sur[0,+∞[ et vaut 0 en x= 0
et vérifie lim

x→+∞
shx=+∞.

5.6.5 Propriété. Quelque soit x∈ R, on a :

ch2x−sh2x= 1

5.6.6 Définition. Tangente hyperbolique
Etant donné un réel x, on appelle tangente hyperbolique de x le réel, notéthx, tel que

thx=
shx
chx

5.6.7 Proposition.La fonctionth est de classe C∞ surR et pour tout x∈ R, on a :

th′x=
1

ch2x
= 1− th2x

5.6.8 Proposition.Sens de variation
La fonctionth, définie surR, est impaire, elle est croissante sur[0,+∞[ et vaut 0 en x= 0
et vérifie lim

x→+∞
thx= 1.

5.6.9 Annexe.Formulaire hyperbolique



Chapitre 6

Fonctions réciproques

6.1 Injectivité, surjectivité, bijectivité

6.1.1 Définition. Soient X et Y deux ensembles. Une fonction f: X → Y est injective si
pour tout couple d’éléments x,x′ de X :

f (x) = f (x′) =⇒ x= x′

6.1.2 Définition. Soient X et Y deux ensembles. Une fonction f: X →Y est surjective si
pour tout y∈Y, il existe un x∈ X tel que

y= f (x)

6.1.3 Définition. Soient X et Y deux ensembles. Une fonction f: X → Y est bijective si
elle est à la fois injective et surjective, ce qui se traduit par : pour tout y∈Y, il existe un
unique x∈ X tel que

y= f (x)

6.1.4 Définition. Soient X et Y deux ensembles et soit f: X → Y une fonction bijective.
Pour chaque y∈Y, l’unique élément x∈ X tel que y= f (x) est noté f−1(y). La fonction
f−1 : Y → X est appelée fonction réciproque de f

6.1.5 Proposition.Soient X et Y deux ensembles et soit f: X →Y une fonction bijective
et f−1 : Y → X sa fonction réciproque. Alors : f◦ f−1 = IdY , f−1◦ f = IdX.

6.2 Fonctions continues, fonctions monotones

6.2.1 Théorème.Soient I1 et I2 deux intervalles deR et soit f : I1 → I2 une fonction
bijective. Si de plus, f est continue en un point a∈ I1, alors f−1 est continue en b= f (a).
De même pour la continuité globale sur I1 et I2.

6.2.2 Théorème.Soient I1 et I2 deux intervalles deR et soit f : I1 → I2 une fonction
bijective. Si de plus, f est croissante (respectivement décroissante) sur I1, alors f−1 est
croissante (respectivement décroissante) sur I2.

6.2.3 Théorème.Soient I1 et I2 deux intervalles deR et soit f : I1 → I2 une fonction
bijective. Si de plus, f est dérivable en un point a∈ I1 et f(a) 6= 0, alors f−1 est dérivable
en b= f (a) et

(

f−1)′ (b) =
1

f ′(a)

6.2.4 Application. Graphes des fonctions inverses
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6.3 Réciproques des fonctions usuelles

6.3.1 Définition. Fonction Arcsinus
La restriction de la fonction sinus à l’intervalle[

−π
2

,
π
2
] est strictement croissante donc

bijective de[−π
2
,
π
2
] dans[−1,+1]. Sa fonction réciproque est appelée fonction arcsinus

(arcsin).
La fonctionarcsinest dérivable sur]−1,+1[, elle est impaire et croissante et pour tout
x∈]−1,+1[ :

arcsin′(x) =
1√

1−x2

La fonctionarcsinest donc de classe C∞ sur ]−1,+1[.

6.3.2 Définition. Fonction Arccosinus
La restriction de la fonction cosinus à l’intervalle[0,π ] est strictement décroissante donc
bijective de[0,π ] dans[−1,+1]. Sa fonction réciproque est appelée fonction arccosinus
(arccos).
La fonctionarccosest dérivable sur]−1,+1[, elle est impaire et décroissante et pour tout
x∈]−1,+1[ :

arccos′(x) =− 1√
1−x2

La fonctionarccosest donc de classe C∞ sur ]−1,+1[.

6.3.3 Définition. Fonction Arctangente

La restriction de la fonction tangente à l’intervalle]− π
2
,
π
2
[ est strictement croissante

donc bijective de]− π
2
,
π
2
[ dans]−∞,+∞[. Sa fonction réciproque est appelée fonction

arctangente (arctan).
La fonctionarctanest dérivable sur]−∞,+∞[, elle est impaire et croissante et pour tout
x∈]−∞,+∞[ :

arctan′(x) =
1

1+x2

La fonctionarctanest donc de classe C∞ sur ]−∞,+∞[.

6.3.4 Extension.On peut définir également les fonctions réciproques des fonctions hy-
perboliques et on obtient :

i) La fonction argument sinus hyperbolique,argsh, est la réciproque de la fonction
sh. C’est une fonction dérivable deR dansR.
Elle est croissante etlim

x→+∞
argshx=+∞.

Sa dérivée vautargsh′(x) =
1√

x2+1
C’est donc une fonction de classe C∞ deR dansR.

ii) La fonction argument cosinus hyperbolique,argchest la réciproque de la res-
triction de la fonctionch à l’intervalle [0,+∞[. C’est une fonction dérivable de]1,+∞[
dans[0,+∞[. Elle est décroissante etlim

x→+∞
argchx=+∞.

Sa dérivée vautargch′(x) =− 1√
x2−1
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C’est donc une fonction de classe C∞ de]1,+∞[ dans[0,+∞[.

iii) La fonction argument tangente hyperbolique,argth, est la réciproque de la fonc-
tion th. C’est une fonction dérivable de]−1,+1[ dansR. Elle est impaire, croissante et

lim
x→+1

argthx=+∞. Sa dérivée vautargth′(x) =
1

1−x2

C’est donc une fonction de classe C∞ de]−1,+1[ dansR.
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Chapitre 7

Théorèmes de Rolle, des accroissements
finis, formules de Taylor

7.1 Formules de Taylor

7.1.1 Théorème.Formule de Taylor-Lagrange
Soit n∈ N et f : [a,b]→ R une fonction continue, n+1 fois dérivable sur]a,b[ et telle
que f(n) soit continue sur[a,b]. Alors, il existe c∈]a,b[ tel que :

f (b) = f (a)+(b−a) f ′(a)+
(b−a)2

2!
f ′′(a)+ · · ·

+
(b−a)n

n!
f (n)(a)+

(b−a)n+1

(n+1)!
f (n+1)(c)

Remarque.Dans le casn= 0, on retrouve le théorème des accroissements finis.

7.1.2 Théorème.Formule de Taylor-Young
Soit n∈ N∗ et f : [a,b]→ R une fonction continue, n fois dérivable dans un voisinage de
x0. Alors, il existe une fonctionε, qui tend vers 0 en 0 et telle que pour x dans un voisinage
de x0 on ait :

f (x) = f (x0)+(x−x0) f ′(x0)+
(x−x0)

2

2!
f ′′(x0)+ · · ·

+
(x−x0)

n

n!
f (n)(x0)+(x−x0)

nε(x−x0)

Remarque.Sous les hypothèses de la formule de Taylor-Lagrange, on peut prendre

ε(x−x0) =
(x−x0)

n+1

(n+1)!
f (n+1)(c)

Remarque.La fonctionx 7→ (x−x0)
nε(x−x0) est négligeable devant(x−x0)

n lorsque
x−x0 tend vers 0. C’est donc uno((x−x0)

n).
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7.2 Développements limités

7.2.1 Définition. Soit n∈ N∗, I ⊂ R, x0 ∈ I et f : I → R. On dit que f admet un dévelop-
pement limité d’ordre n au voisinage de x0 s’il existe des nombres réels c0,c1, · · · ,cn et
une fonctionε, qui tend vers 0 en 0, tels que pour tout x dans un voisinage de x0 on ait :

f (x) = c0+c1(x−x0)+c2(x−x0)
2+ · · ·+cn(x−x0)

n+(x−x0)
nε(x−x0)

Remarque.Le développement limité d’ordren d’une fonctionf au voisinage dex0 s’écrit
aussi :

f (x) = c0+c1(x−x0)+c2(x−x0)
2+ · · ·+cn(x−x0)

n+o((x−x0)
n)

7.2.2 Définition. Le polynôme c0+c1(x−x0)+c2(x−x0)
2+ · · ·+cn(x−x0)

n s’appelle
la partie principale du développement limité.

7.2.3 Théorème.Le développement limité d’une fonction f à l’ordre n au voisinage d’un
point donné s’il existe est unique.

7.2.4 Théorème.Les fonctions qui vérifient les hypothèses de la formule de Taylor-Young
admettent un développement limité à l’ordre n.

7.2.5 Proposition. Intégration des développements limités
Soit f : I →R et x0 ∈ I. Si f est dérivable sur I et si sa dérivée f′ admet un développement
limité d’ordre n au voisinage de x0 de la forme :

f ′(x) = c0+c1(x−x0)+c2(x−x0)
2+ · · ·+cn(x−x0)

n+o((x−x0)
n)

alors f admet le développement limité d’ordre n+1 au voisinage de x0 défini par :

f (x) = f (x0)+c0(x−x0)+c1
(x−x0)

2

2
+c2

(x−x0)
3

3
+ · · ·

+cn
(x−x0)

n+1

n+1
+o

(

(x−x0)
n+1)

7.3 Développements limités des fonctions usuelles

Les développements limités qui suivent sont tous au voisinage de 0.

cosx= 1− x2

2!
+

x4

4!
+ · · ·+(−1)n x2n

(2n)!
+o(x2n+1)

sinx=
x3

3!
− x5

5!
+ · · ·+(−1)n x2n+1

(2n+1)!
+o(x2n+2)

ex = 1+
x
1!

+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+o(xn)

1
1−x

= 1+x+x2+x3+ · · ·+xn+o(xn)

ln(1+x) =
x
1
− x2

2
+ · · ·+(−1)n+1xn

n
+o(xn+1)
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(1+x)α = 1+αx+
α(α −1)

2
x2+ · · ·+ α(α −1) · · ·(α −n+1)

n!
xn+o(xn)

chx= 1+
x2

2!
+

x4

4!
+ · · ·+ x2n

(2n)!
+o(x2n+1)

shx= x+
x3

3!
+

x5

5!
+ · · ·+ x2n+1

(2n+1)!
+o(x2n+2)

arctanx= x− x3

3
+ · · ·+ x2n+1

2n+1
+o(x2n+2)

Et d’autres si on a le temps !
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Chapitre 8

Equations différentielles linéaires du
1er ordre

8.1 Equations homogènes

8.1.1 Définition. Soit a une fonction définie et continue sur un intervalle I deR, à valeurs
dansR. Une équation différentielle linéaire homogène du premierordre est une équation
de la forme :

y′(x) = a(x)y(x), ou plus simplementy′ = a(x)y

où y est une fonction inconnue.

8.1.2 Théorème.Soit a une fonction définie et continue sur un intervalle I deR, à valeurs
dansR. Les solutions de l’équation différentielle linéaire homogène du premier ordre
y′ = a(x)y sont données par :

y(x) = keA(x), k∈ R

où la fonction A est une primitive de la fonction a, c’est-à dire qui vérifie A′ = a.
L’ensemble des solutions forme donc unR-espace vectoriel de dimension 1.

8.1.3 Définition. Soit a une fonction définie et continue sur un intervalle I deR, à valeurs
dansR. Une équation différentielle linéaire homogène du premierordre avec la condition
initiale y(x0) = y0 est une équation de la forme :

y′(x) = a(x)y(x), et y(x0) = y0

8.1.4 Théorème.Soit a une fonction définie et continue sur un intervalle I deR, à valeurs
dansR. La solution de l’équation différentielle linéaire homogène du premier ordre avec
condition initiale y′ = a(x)y, et y(x0) = y0 est donnée par :

y(x) = y0e−A(x0)eA(x)

où la fonction A est une primitive de la fonction a, c’est-à dire qui vérifie A′ = a.
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8.2 Equation avec second membre

8.2.1 Définition. Soient a et b deux fonctions définies et continues sur un intervalle I de
R, à valeurs dansR. Une équation différentielle linéaire homogène du premierordre avec
second membre est une équation de la forme :

y′(x) = a(x)y(x)+b(x), ou plus simplementy′ = a(x)y+b(x)

où y est une fonction inconnue.
L’équation y′ = a(x)y est appelée l’équation homogène associée.

8.2.2 Théorème.Soient a et b deux fonctions définies et continues sur un intervalle I de
R, à valeurs dansR. Si y1 et y2 sont deux solutions de l’équation différentielle linéaire
du premier ordre y′ = a(x)y+ b(x), alors y1 − y2 est solution de l’équation homogène
associée.

8.2.3 Corollaire. Soient a et b deux fonctions définies et continues sur un intervalle I de
R, à valeurs dansR. La solution générale de l’équation différentielle linéaire du premier
ordre y′ = a(x)y+ b(x), est la somme de la solution générale de l’équation homogène
associée et d’une solution particulière de l’équation avecsecond membre.

8.2.4 Cas particulier. i) Equations à coefficients constants : lorsque a est une
fonction constante

ii) Etude des solutions lorsque le deuxième membre est de la forme :

P(x)ex,(cosx)ex,(sinx)ex, · · ·

8.2.5 Proposition.Méthode de variation de la constante
Soient a et b deux fonctions définies et continues sur un intervalle I deR, à valeurs dans
R. On cherche une solution particulière de l’équation y′ = a(x)y+b(x), sous la forme y=
λ (x)eA(x), où la fonction A vérifie A′ = a. Toute fonctionλ qui vérifieλ ′(x) = b(x)e−A(x)

convient.



Chapitre 9

Le corpsC et l’exponentielle complexe

9.1 Définition deC

9.1.1 Définition. On introduit un nombre imaginaire i tel que i2 = −1. L’ensemble des
nombres complexes,C est défini par :

C= {x+ iy,(x,y) ∈ R2}

i) x est appelé partie réelle de z et noté x= Rez.
i) y est appelé partie imaginaire de z et noté y= Imz.

iii) Si x = 0, le nombre complexe z= iy est appelé imaginaire pur.
iv) Le nombre complexēz= x− iy est appelé le conjugué de z= x+ iy.

9.1.2 Proposition.Règles de calcul
Pour z= x+ iy et z′ = x′+ iy′, on a :

i) z+z′ = (x+x′)+ i(y+y′)
ii) zz′ = (xx′−yy′)+ i(xy′+x′y)

Muni de ces deux opérations ,C est un corps commutatif.
iii) z+z′ = z+z′ etzz′ = zz′

iv) zz= x2+y2

9.1.3 Proposition.L’ensemble des nombres complexes s’identifie au plan euclidienR2.
L’addition des nombres complexes correspond à l’addition des vecteurs. La multiplication

par i correspond à la rotation d’angle
π
2

. La multiplication par i2 =−1 correspond à la

rotation d’angleπ . Le complexe conjugué̄z est le symétrique de z par rapport à l’axe des
x.

9.1.4 Définition. Forme polaire
i) On appelle module ou norme du nombre complexe z= x+ iy le nombre

|z|=
√

x2+y2 =
√

zz

Ce nombre positif représente la distance du point de coordonnées(x,y) à l’origine dans
le plan euclidienR2.

ii) On appelle argument du nombre complexe z= x+ iy 6= 0 et on noteθ = Argz,
une mesure en radians dans le planR2 de l’angle entre l’axe des x et le vecteur de coor-
donnés(x,y). L’argument d’un nombre complexe est défini modulo2π .

iii) Le nombre complexe z= x+ iy 6= 0 s’écrit alors de façon unique :

z= |z|(cosθ + i sinθ)
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9.2 Exponentielle complexe

9.2.1 Définition. Exponentielle complexe
i) Pour tout nombre réelθ , on pose :

eiθ = cosθ + i sinθ

ii) Pour tout nombre complexe z= x+ iy, on pose :

ez = ex+iy = exeiy

où ex est l’exponentielle réelle classique et eiy est définie au (i).

Remarque. i) Puisque les fonctions cos et sin sont périodiques de période2π ,
pour toutk∈ Z, on a :

ei(θ+2kπ) = eiθ

ii) |ez|= ex et Arg(ez) = y, mod 2π

9.2.2 Corollaire. i) Pour tous nombres complexes z et z′, on a :

ez+z′ = ezez′

ii) Pour tout nombre complexe z et pour tout n∈ N, on a :

enz= (ez)n

iii) Pour tout nombre complexe z, on a ez 6= 0 et
1
ez = e−z.

Remarque. i) e2iπ = 1, eiπ =−1, eiπ/2 = i
ii) La multiplication pareiθ dansC correspond à la rotation d’angleθ dansR2.

9.3 Racinesn-ièmes de l’unité

9.3.1 Définition. On appelle racine n-ième de l’unité tout nombre complexe z tel que
zn = 1.

En utilisant la forme polairez= reiθ , où r = |z| et θ = Arg z mod 2π , l’équationzn = 1
s’écrit rneinθ = 1. Les solutions sont données par :r = 1 , nθ = 0 mod 2π , soit :

9.3.2 Proposition.L’ensemble des racines n-ièmes de l’unité est :

{e
2ikπ

n | k= 0,1, . . . ,n−1}



Chapitre 10

R2, R3, produit scalaire et produit
vectoriel

10.1 Vecteurs dansR2 et R3

10.1.1 Définition.Un vecteur deR2, respectivement deR3, est un couple, respectivement

un triplet de réels, notés,~u = (x,y) ou encore

(

x
y

)

, respectivement~u = (x,y,z) ou

encore





x
y
z



.

x, y, et z sont appelés les composantes du vecteur~u.

10.1.2 Propriété. i) Deux vecteurs sont égaux si et seulement si ils sont les mêmes
composantes

ii) Le vecteur dont toutes les composantes sont nulles est appelé le vecteur nul
iii) La somme de deux vecteurs est le vecteur dont chaque composante est la somme

des composantes des vecteurs de départ
iv) Le produit d’un vecteur par un réel est le vecteur dont chaque composante est

le produit de celle du vecteur de départ par ce réel.

10.1.3 Définition. i) Une combinaison linéaire de n vecteurs~u1, ~u2, . . . , ~un est une
expression de la forme a1~u1+a2~u2+ . . .an~un où les a1,a2, . . . ,an sont des réels.

ii) Une famille de vecteurs est liée s’il existe une combinaison à coefficients non
tous nuls de ces vecteurs qui soit égale au vecteur nul.

iii) Une famille de vecteurs est libre si elle n’est pas liée.

Remarque. Deux vecteurs liés sont proportionnels. En revanche, troisvecteurs liés ne
sont pas nécessairement proportionnels. Exemples.

10.1.4 Définition. Repères
i) Un repère deR2 est un ensemble{O;~i,~j}, où O est un point deR2 et~i,~j sont

deux vecteurs libres.
ii) Un repère deR3 est un ensemble{O;~i,~j,~k}, où O est un point deR3 et~i,~j,~k

sont trois vecteurs libres.

10.1.5 Proposition. i) Tout vecteur~u∈ R2 s’écrit de manière unique~u= x~i +y~j
ii) Tout vecteur~u∈ R3 s’écrit de manière unique~u= x~i +y~j +z~k
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10.2 Droites et plans

10.2.1 Définition. Droites dansR2 ouR3

i) On appelle droite vectorielle engendrée par un vecteur~u 6= 0, l’ensemble défini
par : D = R~u= {λ~u | λ ∈ R}.

ii) On appelle droite affine passant par un point A et engendrée par un vecteur
~u 6= 0, l’ensemble : D= A+R~u= A+{λ~u | λ ∈ R}.

10.2.2 Définition. Plans dansR3

i) On appelle plan vectoriel engendré par deux vecteur libres ~u 6= 0 et ~v 6= 0,
l’ensemble : P= R~u+R~v= {λ~u+µ~v | (λ ,µ) ∈ R2}.

ii) On appelle plan affine passant par un point A et engendrée par deux vecteurs
libres~u 6= 0 et~v 6= 0, l’ensemble : P= A+R~u+R~v= A+{λ~u+µ~v | (λ ,µ) ∈ R2}.

10.3 Produit scalaire, produit vectoriel

10.3.1 Définition. Produit scalaire dansR2 etR3

i) Le produit scalaire de 2 vecteurs deR2, ~u1 = (x1,y1) et ~u2 = (x2,y2) est le réel
~u1 · ~u2 = x1x2+y1y2.

ii) Le produit scalaire de 2 vecteurs deR3, ~u1 = (x1,y1,z1) et ~u2 = (x2,y2,z2) est
le réel~u1 · ~u2 = x1x2+y1y2+z1z2.

10.3.2 Propriété. i) Le produit scalaire de 2 vecteurs est nul si et seulement siles
2 vecteurs sont orthogonaux.

ii) Le produit scalaire est linéaire par rapport à chacun desvecteurs.
iii) Le produit scalaire est symétrique (~u1 · ~u2 = ~u2 · ~u1).
iv) Le produit scalaire est défini positif (~u ·~u≥ 0, et~u ·~u= 0 =⇒ ~u= 0).
v) L’application~u→ ||~u||=

√
~u·~u définit une norme surR2 ouR3.

10.3.3 Théorème.Inégalité de Cauchy-Schwarz
Pour tous vecteurs~u et~v deR2, respectivementR3, on a :

|~u ·~v| ≤ ||~u||||~v||

avec égalité si et seulement si les vecteurs~u et~v sont liés.

10.3.4 Définition. Produit vectoriel dansR3 Le produit vectoriel de 2 vecteurs deR3,
~u1 = (x1,y1,z1) et ~u2 = (x2,y2,z2) est le vecteur suivant :

~u1∧ ~u2 = (x2y3−x3y2,x3y1−x1y3,x1y2−x2y1)

10.3.5 Propriété. i) Le produit vectoriel de 2 vecteurs est nul si et seulement si les
2 vecteurs sont liés

ii) Le produit vectoriel est linéaire par rapport à chacun des vecteurs.
iii) Le produit vectoriel est anti-symétrique (~u1∧ ~u2 =−~u2∧ ~u1).
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Polynômes, racines

11.1 Polynômes

11.1.1 Définition.Un polynôme sur le corpsK=R ouC est une expression de la forme :

P(X) = anXn+an−1Xn−1+ · · ·+a1X+a0 =
n

∑
k=0

akX
k

où les ak sont des éléments deK, appelés coefficients du polynôme P.
Si an 6= 0, le degré du polynôme P estdegP= n.

11.1.2 Notations.L’ensemble des polynômes surK est dénotéK[X].
L’ensemble des polynômes surK, de degré inférieur à n est dénotéKn[X].

11.1.3 Proposition.Opérations surK[X]

Soient P(X) =
m

∑
k=0

akX
k et Q(X) =

n

∑
k=0

bkX
k deux polynômes surK.

Quitte à introduire des coefficients nuls, on peut supposer que m= n.
i) La somme de P et Q est le polynôme défini par :

(P+Q)(X) =
n

∑
k=0

(ak+bk)X
k

ii) Le produit de P et Q est le polynôme défini par :

(PQ)(X) =
2n

∑
k=0

k

∑
j=0

(a jbk− j)X
k

Muni de ces deux opérations,K[X] est un anneau commutatif intègre.

11.1.4 Définition. Soit P(X) =
m

∑
k=0

akX
k un polynôme. La dérivée de P est le polynôme

P′(X) =
m

∑
k=0

kakX
k−1.

On définit de la même manière les dérivées successives de P, notées P(m), pour m∈ N.

Remarque.Si P est de degrén, alorsP(n+1) est le polynôme nul.
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11.2 Division euclidienne

11.2.1 Proposition.Etant donné 2 polynômes P et Q, à coeffcients dansR ou dansC,
Q n’étant pas le polynôme nul, il existe deux polynômes D et S,où le degré de S est
strictement inférieur au degré de Q tels que

P(X) = D(X)Q(X)+S(X)

11.2.2 Définition. Le polynôme D s’appelle le quotient et le polynôme S le reste de la
division euclidienne de P par Q.

11.3 Racines dansC

11.3.1 Définition. On appelle racine d’un polynôme P surC, un nombre complexe z0 tel
que P(z0) = 0.

11.3.2 Théorème.Soit P un polynôme non nul surC et soit z0 une racine de P. Alors, il
existe un polynôme Q tel quedegQ= degP−1 et vérifiant :

P(X) = (X−z0)Q(X)

11.3.3 Définition. i) On dit que z0 est une racine simple d’un polynôme P surC,
si P(X) = (X−z0)Q(X) et Q(z0) 6= 0.

ii) Plus généralement, on dit que z0 est une racine d’ordre k∈ N d’un polynôme P
surC, si P(X) = (X−z0)

kQ(X) et Q(z0) 6= 0.

11.3.4 Proposition.Soit k∈ N. Alors, z0 est une racine d’ordre k∈ N d’un polynôme P
surC si et seulement si P(z0) = 0,P′(z0) = 0, · · ·P(k−1)(z0) = 0 et P(k)(z0) 6= 0.

11.3.5 Théorème.Théorème de d’Alembert-Gauss (admis)
Tout polynôme non constant surC admet au moins une racine.

11.3.6 Corollaire. Tout polynôme P non constant surC de degré n, se factorise sous la
forme :

P(X) = an(X−z1) · · ·(X−zn−1)(X−zn)

où les zk, k= 1, · · · ,n−1,n sont les racines (distinctes ou non) de P.

11.3.7 Application. Relations entre les coefficients et les racines d’un polynôme.

11.4 Racines dansR

Le théorème de d’Alembert-Gauss ne permet pas d’affirmer queles racines d’un poly-
nôme à coefficients réels sont réelles, ce qui est faux. Voicice que l’on peut dire dans le
cas réel :

11.4.1 Proposition.Soit P un polynôme non nul surR et soit z0 ∈ C une racine de P.
Alors z̄0 est aussi racine de P.
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11.4.2 Corollaire. Tout polynôme P non constant surR de degré n, se factorise sous la
forme :

P(X) = anΠk
i=1(X−xi)Πl

j=1

(

X2− (zj + z̄j)X+zj z̄j
)

avec k+2l = n et où les xi , i = 1, · · · ,k sont les racines réelles (distinctes ou non) de P
et où les zj , j = 1, · · · , l sont les racines complexes non réelles (distinctes ou non)de P
considéré comme polynôme complexe.
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Chapitre 12

Fractions rationnelles

12.1 Fractions rationnelles

12.1.1 Définition. Une fraction rationnelle est une expression de la forme :

R(X) =
P(X)

Q(X)

où P et Q sont des polynômes, Q n’étant pas le polynôme nul.
L’ensemble des fractions rationnelles surC est notéC(X) et surR, R(X).

Remarque.L’expressionR(X) =
P(X)

Q(X)
n’est pas unique.

12.1.2 Proposition.Forme irréductible

Toute fraction rationnelle surC peut s’écrire R(X) =
P(X)

Q(X)
, où les polynômes P et Q

sont premiers entre eux c’est-à-dire qu’ils n’ont pas de facteur commun ou encore qu’il
n’existe pas de polynôme non constant divisant à la fois P et Q.

12.1.3 Définition. On appelle pôle d’une fraction rationnelle R(X) =
P(X)

Q(X)
surC, sous

forme irréductible, tout nombre complexe z0 tel que Q(z0) = 0. On dit que le pôle z0 est
d’ordre de multiplicité p si Q(z) = (z−z0)

pQ̃(z) avecQ̃(z0) 6= 0

12.1.4 Proposition.Toute fraction rationnelle irréductible peut s’écrire sous la forme :

P(X)

Q(X)
= D(X)+

S(X)

Q(X)

où le degré de S est strictement inférieur au degré de Q. Le polynôme D s’appelle la partie
entière de la fraction rationnelle.

12.2 Décomposition en éléments simples dansC(X)

12.2.1 Définition. On appelle éléments simples surC, les fractions rationnelles du type :

α
(X−z)n

où α ∈ C, z∈ C et n∈ N.
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12.2.2 Théorème.Soit R(X) =
P(X)

Q(X)
une fraction rationnelle irréductible.

Soient z1, . . . ,zk ses pôles d’ordre de multiplicité respectifs n1, . . . ,nk, k∈ N.
Alors il existe des nombres complexesαi, j , i = 1, . . .k , j = 1, . . .ni tels que R se décompose
en somme d’éléments simples :

R(X) = D(X)+
S(X)

Q(X)
= D(X)+

k

∑
i=1

ni

∑
j=1

αi, j

(X−zi) j

Remarque.Si la fraction rationnelle est à coefficients réels et si les pôles sont réels, alors
cette décomposition en éléments simples est à valeurs réelles.

12.3 Décomposition en éléments simples dansR(X)

12.3.1 Définition. On appelle éléments simples surR, les fractions rationnelles du type :

α
(X−x)n et

aX+b
(X2+λX+µ)m

où α,a,b∈ R, x∈ R, n,m∈ N, λ ,µ ∈ R etλ 2−4µ < 0.

12.3.2 Théorème.Soit
P(X)

Q(X)
une fraction rationnelle irréductible où Q est unitaire. Le

polynôme Q se factorise en : Q(X) = Πk
i=1(X − xi)

ni Πl
p=1(X

2+ λpX + µp)
mp et R se

décompose en éléments simples sous la forme :

R(X) = D(X)+
S(X)

Q(X)
= D(X)+

k

∑
i=1

ni

∑
j=1

αi, j

(X−xi) j +
l

∑
p=1

mp

∑
q=1

ap,qX+bp,q

(X2+λpX+µp)q

où tous les coefficients sont dansR.


