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Feuille d’exercices supplémentaire : exponentielle complexe.

Exercice 1 (Exponentielle complexe). On « rappelle » que pour tout z P C, la suite pSnpzqqnPN

définie par

Snpzq “
n

ÿ

k“0

zk

k!
“ 1 ` z `

z2

2
` ¨ ¨ ¨ `

zn

n!

converge ; sa limite est notée exppzq. Noter que expp0q “ 1. On admet les trois résultats suivants :

(a) Pour tout z P C, on a exppzq “ exppzq.

(b) Pour tous z1, z2 P C, on a exppz1 ` z2q “ exppz1q exppz2q.

(c) La fonction f : R Ñ C, t ÞÑ exppitq est dérivable, de dérivée f 1ptq “ ifptq.

Pour tout réel t, on note cosptq et sinptq les parties réelle et imaginaire de exppitq. D’après ce qui

précède, on a :

cosptq “ 1 ´
t2

2
`

t4

4!
`

ÿ

ně3

p´1qn
t2n

p2nq!
(:)

sinptq “ t ´
t3

6
`

ÿ

ně2

p´1qn
t2n`1

p2n ` 1q!
(;)

et cos et sin sont dérivables sur R, de dérivées cos1ptq “ ´ sinptq et sin1ptq “ cosptq.

1. Déduire de (a) et (b) que pour tout t P R, on a | exppitq| “ 1.

2. Montrer que pour tout n P N˚ et t P s0, 2s on a
tn

n!
ą

tn`2

pn ` 2q!
.

3. En utilisant p:q et p;q, montrer que pour tout t P s0, 2s on a

sinptq ě t ´
t3

6
ą 0 et cosptq ď 1 ´

t2

2
`

t4

4!
.

Par conséquent, la fonction cos décroît strictement sur r0, 2s. Donc pour tout t P r0, 2s la fonction

cos est une bijection décroissante de r0, ts sur rcosptq, 1s, et donc l’image par t ÞÑ exppitq de r0, ts

est l’arc de cercle situé dans le demi-plan y ě 0 au-dessus du segment rcosptq, 1s, cf. la figure

ci-dessous :

p0, 0q cosptq

sinptq

i
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Le but de l’exercice est de montrer qu’il existe un unique α P r0, 2s tel que eiα “ i, puis que

t ÞÑ exppitq est périodique de période 4α.

4. En utilisant ce qui précède, montrer que cosp2q ă
´1

3
ă 0. En déduire qu’il existe un

unique α P r0, 2s tel que cospαq “ 0, et qu’alors on a :

(a) sinpαq “ 1 et donc exppiαq “ i.

(b) L’image par t ÞÑ exppitq de r0, αs est le quart de cercle C joignant les nombres complexes

1 et i.

5. Montrer que e4iα “ 1, puis que exppipt ` 4αqq “ exppitq pour tout t P R.

Réciproquement, soit β P R` tel que exppiβq “ 1. Remplaçant β par β ´ 4kα, où k est le plus

grand entier ě 0 tel que 4kα ď β, on peut supposer que 0 ď β ă 4α. Posons alors z “ exppiβ{4q.

6. Montrer, d’une part, que z P t˘1,˘iu et, d’autre part, que cospβ{4q ą 0. En déduire que

z “ 1, puis que β “ 0.

Ce qui précède montre que la période de i ÞÑ exppitq est exactement 4α. On définit π par

2π “ 4α, d’où α “ π{2.

7. Montrer que l’application z ÞÑ iz, c.-à-d. x ` iy ÞÑ ´y ` ix est une bijection de C sur le

quart de cercle C 1 joignant i à ´1. En particulier, on a exppiπq “ ´1.

On note D le demi-cercle supérieur et D1 le demi-cercle inférieur.

8. En utilisant que D1 “ t´z | z P Du, montrer que l’application t ÞÑ exppitq est un morphisme

de groupes surjectif de R sur le cercle unité S1, et que son noyau est le sous-groupe 2πZ.

9. Montrer que tout z P Cˆ s’écrit sous la forme z “ ρ exppiθq, avec ρ P R˚
` unique et θ P R

unique modulo 2πZ.

10. En utilisant que exppa ` ibq “ exppaq exppibq pour tout a, b P R, montrer que l’application

z ÞÑ exppzq est un morphisme de groupes surjectif de C sur Cˆ et que son noyau est le

sous-groupe 2iπZ. (Commencer par observer que si exppzq “ 1 alors | exppzq| “ 1, puis

utiliser la question (8).)
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