UPMC Fonctions de plusieurs variables et intégrales multiples 2M216 automne 2016

Corrigé de 'examen du 6 janvier 2017 (durée 2h)

Les cinq exercices sont indépendants. Cet examen est noté sur 70. Le sujet est volontairement
long et le bareme donné est indicatif. Les notes > 70 seront comptées comme 70. Ce corrigé
a été tapé avant ’examen, mais certains points spécifiques ont été ajoutés, en gras,
apres la correction des copies.

Ezercice 1. — (environ 18 pts) Pour tout (z,y) € R?, on pose f(z,y) = z*—22%+y>—2y.

(1) (2 pts) Justifier brievement, sans calculs, que f est de classe C* sur R2.

Solution : f est un polynéme en deux variables donc est de classe C* sur R2.

(2) (6 pts) Déterminer les points critiques de f.

‘ Solution : Pour abréger, on écrit d, au lieu de 0/0z, et de méme pour J,. Pour tout
p=(r,y) €R?on a

Opf = 42® — 4o = dx(2® — 1), Oyf =2(y—1).

Donc p est un point critique si et seulement si y = 1 et x = 0,1 ou —1. Donc les points
‘critiques sont py = (0,1), po = (—1,1) et p3 = (1,1). |

(3) (4 pts) Déterminer les dérivées partielles secondes de f.

| Solution : Comme f est C* on sait, d’apres le théoreme de Schwarz, que 95, f = 02, f ,‘
donc il suffit de calculer 'un des deux. Pour tout p = (z,y) € R* on a :

&R f=1222—4, &, f=0, 85,f=2

1222 — 4 0)

et la matrice hessienne est D? flz,y) = ( 0 5

(4) (6 pts) Pour chaque point critique p, écrire la matrice hessienne de f en p et déter-
miner, en le justifiant, si p est ou non un minimum ou maximum local de f.

‘ Solution : La fonction f a été choisie pour obtenir des matrices diagonales, aﬁn‘
que les valeurs propres soient lisibles, sans calcul, sur la matrice. On attendait
donc, au lieu du calcul mécanique du déterminant et de la trace de la matrice,
I’observation que les valeurs propres étaient les coefficients diagonaux de la
. . —4

matrice. Pour p; = (0,0), on obtient D?f(0,0) = 0 (2)
2, sont non nulles et de signe opposé, donc p; est un point selle.

Pour p, = (—1,1) et p3 = (1,1) on obtient D?f(—1,1) = D?*f(1,1) = (g g) Les
‘Valeurs propres : 8 et 2, sont > 0, donc ps et p3 sont des minima locaux de f. ‘

. Les valeurs propres : —4 et

Ezercice 2. — (environ 20 pts) Pour tout (z,y) € R? on pose f(x,y) = cos(m\/z% + 32).
(1) (4 pts) Soit U = R? — {(0,0)}. Montrer que f est de classe C' sur U et, pour tout

(z,y) € U, calculer a—(:c,y) et a—(:c,y) Puis déterminer ’ensemble E* des (z,y) € U
z Y

pour lesquels df (z,y) = 0.



| Solution : La fonction h : (z,y) — 2* + y* est de classe C* et envoie U dans R . Puis|
la fonction t — 7w/t est de classe C* sur R?% , ainsi que la fonction cos. Par conséquent la
composée est de classe C* sur U, donc a fortiori C'. La dérivée de g : t + cos(mv/t) est
s
'(t) = —sin(mVt)—
o/(t) = —sinrvi) T
et par conséquent on a :

Ooh

8f 12 2 _ : /.2 2 T
(J[) %({L‘,y)—g(l‘ +y)8—x(ﬂc,y)——sm(ﬂ T +y)\/m

of Oh : Ty
(1) —(,y) = ¢'(z* + y*) 5 (z,y) = —sin(r/2? + y?) —=——=
dy dy Va2 4 y?
On obtient donc qu'un point (z,y) € U est un point critique de f si et seulement si

| /2 +y? est un entier k > 1. |

(2) (2 pts) Montrer que E* s’écrit de fagon naturelle comme la réunion de sous-ensembles
disjoints Ej, pour k € N*| et précisez en quels points f admet des maxima ou minima.

‘ Solution : Notant Ej le cercle de centre O = (0,0) et de rayon k € N* on voit donc que‘

E* est la réunion disjointe des Ej. Pour tout (z,y) € R* ona —1 < f(x,y) < 1 et la valeur

1 est atteinte sur les cercles Eyy (y compris sur le cercle de rayon nul Ey = {(0,0}), tandis

que la valeur —1 est atteinte sur les cercles Fy;. 1. Ces points sont donc, respectivement,

|des maxima et des minima (globaux) de f. |
af

0
(3) (4 pts) Montrer que 8—f(0, 0) et 6—(0, 0) existent et valent 0.
4 Y

| Solution : On a f(0,0) = cos(0) = 1. Pour & # 0, notant ¢, le signe de z on a |
f(l’,O)—f(0,0) COS(7T|I‘|)—]_
7T—

xT

x 7|z
et ceci tend vers 0 quand z tend vers 0, puisque cos’(0) = —sin(0) = 0. Ceci montre
0
que 8_f(0’0) = 0, et le calcul est analogue pour 8—(0,0). Ici, il fallait revenir a la
xz Y

définition : (0f/0x)(0,0) existe si et seulement si le taux d’accroissement plus
haut admet une limite quand = tend vers 0. Le fait que (0f/0x)(z,y) tende
vers 0 quand (z,y) tend vers (0,0) était attendu dans la question suivante,
pour montrer que (0f/0x) est continue en (0,0). Pour en déduire l'existence de
(0f/0x)(0,0) il aurait fallu invoquer la régle de L’Hépital ou simplement la
formule des accroissements finis : pour tout =z # 0 il existe 6 € [0, 1] tel que
f(z,0) — f(0,0) = = (0f /Ox)(0z,0), donc si (0f/0x)(z,0) admet une limite ¢ quand
|z tend vers 0, alors (0f/0x)(0,0) existe et vaut /. |

(4) (4 pts) Montrer que f est de classe C! sur R?, puis que (0,0) est un point critique
de f. Est-ce un maximum ou minimum de f 7

Solution : Comme lim, = sin’(0) = 1, il résulte de () et (1) que Of/0x et

Jf /0y tendent vers 0 quand (:czﬂy) tend vers (0,0). Par conséquent, f admet des dérivées
partielles qui sont continues au voisinage de (0, 0), donc f est de classe C'! au voisinage de
(0,0), donc sur R? tout entier. Comme f est différentiable en (0,0) et que sa différentielle
y est nulle, (0,0) est un point critique de f. Et puisque f y prend la valeur 1, c’est un
maximum de f.



Remarque. On pouvait aussi utiliser le développement limité a 'ordre 1 de la fonction
cos au point 0 :
cos(r) =1+ o(r)

pour écrire que pour tout (z,y) € R2, on a

f(z,y) =1+ o(V2? +y?)

‘ce qui montre directement que f est différentiable en (0,0), de différentielle 'application
nulle.

(5) (4 pts) Pour tout (z,y) € R? on pose g(z,y) = f(x — 1,y). Montrer que g est de
classe C! sur R? et déterminer I'ensemble F des points critiques de g.

| Solution : Comme T : (z,y) — (z —1,y) est de classe C™ et comme f est de classe |
alors g = f o T est de classe C!' sur R?. Comme la différentielle de T" en tout point est
I'application identique de R? on a dg(x,y) = df (x — 1,%) pour tout (z,y) € R2. Les points
critiques de g sont donc les points (z,y) tels que (z — 1)+ 3? = k? pour un certain k € N,
|donc F' est la réunion des cercles Fy de centre (1,0) et de rayon k, pour k € N. |

(6) (2 pts) On pose Fy = {(0,0)} et E = E*U Ey. Soit D = {(z,y) € R?* | 2? + y* < 4}
le disque ouvert de R? de centre O = (0,0) et de rayon 2. Montrer que DN ENF est formé

de cinq points, que I'on déterminera. (Il pourra étre utile de faire un dessin représentant
les points critiques de f et de g dans le disque D.)

‘ Solution : On a deux familles de cercles, de rayons entiers et de centres respectifs O :‘
(0,0) et I = (1,0), et I'on cherche les points d’intersection qui sont a distance < 2 de O :

On voit que les cercles Fj ne rencontrent pas D pour k > 3, et que les points cherchés sont
O (qui appartient a Fy et F}) et les points d’intersection de F; avec Fy, Fi, F5. Bien sur,
E1 N Fy est le point 1. L'intersection de F; et I} est donnée par les équations

2?2 +1+9y2=1

d’ot on tire z = 1/2, puis y = £+1/3/2 : ceci donne les points A et B. De méme, I'intersection
de E; et I3 est donnée par les équations

2 —2rx+1+y*=4

|d’olt on tire z = —1, puis y = 0 : ceci donne le point J = (—1,0).




2 2
Ezxercice 3. — (environ 20 pts) Soient a,b,h € R* et E = {(u,v) € R? | u_2 + Z_Q < 1}
a

(i.e. E est I'intérieur d'une ellipse).
(1) (2 pts) Soit D = {(z,y) € R? | 2% + y* < 1} le disque de centre (0,0) et de rayon 1.
Montrer que I'application linéaire L : (x,y) — (ax, by) établit une bijection de D sur E.

Solution : Cette application linéaire a pour matrice <g 2), elle est donc bijective. Si
(x,y) € D, il est clair que (u,v) = (az,by) appartient a E. Réciproquement, pour tout
(u,v) € E, le point (x,y) = L™ (u,v) = (u/a,v/b) appartient & D. Ceci montre que L
‘établit une bijection de D sur E. ‘

(2) (4 pts) En utilisant la formule de changement de variables et en justifiant soigneu-
sement son application, calculer I'aire de F, qu’on notera voly(F).

‘ Solution : L est une application linéaire bijective, donc un difféomorphisme de R? sur‘
R2. Sa matrice jacobienne en tout point est L, donc le déterminant jacobien est constant
et vaut ab > 0. D’apres la formule de changement de variable, on a donc

// dzdy :/ abdudv = abm.
E D

En fait, dans le polycopié la formule de changement de variables n’est énoncée que dans
le cas ou la source est un pavé.() Pour se ramener & ce cas, reprenons le calcul de I'aire
du disque : Papplication ® : R? — R?, (r,¢) — (rcos(p),rsin(p)) est de classe C*, elle
envoie le pavé [0, 1] x [0, 27] sur D et sa restriction au pavé ouvert est un difféomorphisme
de pavé ouvert sur son image. Il en est de méme pour I'application composée L o &, dont
le déterminant jacobien en tout point (r, ) est dét(L)r = abr > 0. Par le théoreme de
changement de variables du polycopié, on a donc

1 27 1
// dzdy = / / abr drdy = —ab2m = abr.
‘ E 0 Jo 2 ‘

(3) (4 pts) On considere E comme une plaque de densité surfacique constante et 1'on
note A son centre d’inertie. Calculer les coordonnées u4,v4 de A. (Il ne suffit pas de donner la

réponse ; celle-ci doit reposer sur un calcul correct ou un raisonnement précis.)

‘ Solution : On a voly(F)us = f f » Ududv. Utilisant a nouveau la formule de Changement‘
de variable et 'égalité u = ax = ar cos(y), on obtient que cette intégrale vaut

1 pom ba?
/ / ba*r? cos(p) drdp = 3 [ —sin(@)]5" =0
o Jo

d’ou uy = 0. On obtient de méme que vy =, d'ot A = O. On pouvait aussi dire que
pour des « raisons de symétrie », le centre de gravité est sur les droites u = 0 et v = 0,
donc est égal a O. Une justification mathématique de cet argument de symétrie est la
suivante : I'application linéaire bijective S : (u,v) — (—u,v) envoie E sur elleeméme et
son déterminant jacobien est —1, de valeur absolue 1. D’apres la formule de changement
de changement de variable, on a donc

//ududv:// —u dudv
E E

‘donc cette intégrale est nulle, d’ou u4 = 0. On obtient de méme que v4 = 0.

(U Ceci sera amélioré I’an prochain.



On identifie R? au plan horizontal de R? d’équation z = 0. Soient I le point (0,0, k) de
R3 et ¢ le cone de base E et de sommet I, i.e. € est la réunion, pour p = (u,v) variant
dans F, des segments

= {tp+ (1 — t)] = (tu,tv, (1 — t)h) | t € [0,1]}
i.e. € est 'image de F x [0, 1] par 'application
¢ (u,v,t) — (x(u,v,t),y(u,v,t),z(u,v,t)) = (tu,tv, (1- t)h).

(4) (4 pts) En utilisant la formule de changement de variables et en justifiant soigneu-
sement son application, exprimer le volume vol3(%’) en fonction de h et de voly(E).

‘ Solution : L’application ¢ : R® — R3 définie plus haut est de classe C°; en tout point‘
(u,v,t) sa matrice jacobienne est

t 0 wu
0t w
0 0 —h

donc la valeur absolue du jacobien est ht?. De plus, ¢ est bijective sur I'ouvert défini par
t # 0, car on a alors u = z/t, v = y/t et 1 —t = z/h. Donc, d’apres la formule de
changement de variables, on a

1
vol3(€) = /// dxdydz = / // ht* dudvdt = Evolg(E).
| 3 o JJe 3 |

(5) (6 pts) On considere ¥ comme un solide de densité volumique constante et ’on note
G son centre d’inertie. Déterminer les coordonnées x¢, yg, 2¢ de G.

‘ Solution : Comme % est invariant par le changement de x en —x ou de y en —y, alors‘
par 'argument de symétrie déja évoqué on a rg = 0 = yg. (Ceci peut aussi se voir par un
calcul direct analogue a celui qu’on va faire pour zg.) Utilisant & nouveau la formule de
changement de variable et I’égalité z = (1 — t)h, on a :

vol3 (¥ ZG—/// zdxdydz-/ // R*t%(1 — t) dudvdt = hZVOIQ(E)/( — %) dt

soit vol3(€)zq = EVOIQ(E) Dong, en divisant par vol3(%’) on obtient que z¢ = h/4.

Remarque. Ceci est un fait général : le centre d’inertie d'un cone de R? de sommet I et
de base Z est situé sur le segment joignant I au centre d’inertie A de %, aux 3/4 de la
longueur en partant de I (comparer avec le 2/3 qu'on obtient dans R? dans le cas d’'un
| triangle). |

Ezxercice 4. — (environ 12 pts)

(1) (2 pts) Introduire les coordonnées sphériques dans R?, en faisant un dessin pour
expliquer a quoi correspondent les angles 6 et ¢ introduits.

| Solution : On note O = (0,0,0) et N le pole Nord de la sphere unité, i.e. N = (0,0, 1)‘
Pour tout point M, on note r = OM = ||[OM]||s. Si M # O, on note 6 € [0, 7] 'angle
entre les demi-droites [ON) et [OM). La coordonnée z de M est alors égale a rcos(6).
Notons M’ le projeté de M sur le plan (Ozxy), sa longueur est ' = OM’ = rsin(#). Si
M # O, ie.si M ¢ (Oz), on note ¢ 'angle entre les demi-droites [Ox) et [OM’), on a
donc M’ = (1" cos(p), ' sin(p),0) et donc

M = (z,y,z) = (rsin(d) cos(y), r sin(6) sin(y), r cos(f)).




L’application ¥ : R?* — R3 (r,0, ) — (z,y, 2) ainsi définie est C*™ et surjective. Elle est
injective si I'on se restreint a 'ouvert U = R% x |0, [ x |—7, 7| et elle induit un difféomor-
phisme de U sur son image.

Soient R € R* et B ={(z,y,2) € R® | 2% + y* + 2* < R?}.
(2) (4 pts) En utilisant la formule de changement de variables, calculer le volume vol(B).
(Il ne suffit pas de donner la réponse; celle-ci doit étre justifiée par un calcul correct.)

| Solution : Le déterminant jacobien de ¥ en un point (r,0,¢) est r¥sin(d) > 0 (cf. le|
cours). D’apres la formule de changement de variables, on a donc

R T T 2 3 . 4
vol(B) = /// dxdydz = / / / r2sin(6) drdfdyp = mh [ —cos(0)], = -mR".
| B o Jo Jox 3 ° 3 |

(3) (6 pts) Soit C' = {(z,y,2) € B | z > 0}. On considéere C' comme un solide de
densité volumique constante et ’on note GG son centre d’inertie. Déterminer les coordonnées
rq,Ya, 2q de G.

‘ Solution : A nouveau, pour des raisons de symétrie on a r¢ = 0 = yg. Calculons Zg.‘
Notons d’abord qu’en coordonnées sphériques, C' est paramétré par les (r, 6, ¢) comme plus
haut, sauf que # varie entre 0 et 7/2. Comme z = rcos(f), la formule de changement de
variables donne, en tenant compte de ’égalité 2 sin(6) cos(#) = sin(26) :

R pm/2 pmw 4
vol(C)zg = /// zdrdydz = / / / 3 sin(6) cos(0) drdfdy = WRZ [— cos(20)/2)5/
C 0 0 —

: TR L : 3R
‘501’5 vol(C)zg = 4 En divisant par vol(C') = vol(B)/2, on obtient zg = < |

Exercice 5. — (environ 14 pts) Soit w = P(x,y)dx + Q(z,y)dy la forme différentielle de
classe C' sur U = R? — {(0,0)} définie par

Plo,y) = #yzﬂ(x sin(z) —y cos(x)), Q(z,y) = #yy?(ﬂ? cos(z) + ysin(x)).
(1) (4 pts) Calculer 8_P’ 9Q pui oP 9Q

dy’ Ox ® oy Ox’
| Solution : On a |

oP eV -
O (—wsina) +ycos(e) — osta)) —

0Q e . c’
Br ~ gV eosta) —asinGe) +eos(1) ~ g

zsin(z) — ycos(z))2y

(z cos(x) + ysin(z))2x



d’ou par soustraction et réduction au méme dénominateur :

oP 0Q Y
PP 0 (2 ) conte) o) 24%) =0

Pour tout R € R} on note I'r le chemin [0, 7] — U défini par ['z(f) = <}]§Z?§§g))) et

I'on pose f(R) = / w. Alors, on peut montrer (on ne demande pas la démonstration) qu’on a :
I'r

(%) f(R) = /O7r e 1510 cos(R cos(6)) db.

‘ Solution : Pour prouver ceci, on peut dire que w est la partie imaginaire de la forme‘
différentielle a valeurs complexes :

e B o T — iy ,
—dz =e"Y(cos(x) +isin(x dx +1d

- (cos(z) + isin(z)) 52 (d + idy)

i.e. pour tout chemin v(¢) a valeurs dans C*, écrivant v(t) = a(t) + ib(t) avec a(t) et b(t)
dans R, w(y(t))(7/(t)) est la partie imaginaire de :

er(t)
v(t)

Pour le chemin Tg(t) = Re™ = R(cos(t) + isin(t)), on a ['z(t) = iLg(t) et donc
w(Tg(t))(I:(t)) est la partie imaginaire de :

2 () = et (cos(a(t)) Y sin(a(t))).

ie 50 (cos(R cos(t)) + isin(Rcos(t))),

|& savoir e~ fsin® cos(R cos(t)). |

Soient r, R des réels tels que 0 < r < 1 < R et soit K le compact de U représenté sur la
figure suivante : Th

7 /-\ 72

—-R —r r R

i.e. le bord orienté de K est la somme des chemins orientés vq, v, ['gr et —I',., ot y1(x) =
x

<g) pour z € [—R, —7] et y(x) = (0) pour z € [r, R].

(2) (4 pts) Montrer que [ w+ [ w= [ w— [ w.

‘ Solution : D’apres la formule de Green-Riemann et la question 1, on a

o [

‘d’oﬁ I’égalité voulue puisque 0K =~ — ', + v + .




(3) (2 pts) Montrer que f,y2 w= ffg(:c) dx pour des réels a < b et une fonction g qu’on
précisera.

Solution : Sur le chemin 7, on a v5(x) = (1]) et y =0, dou

R .
/ w:/ s1n(a:)dx.
72 r x

‘On obtient de méme que : / W= / sin(z)
71 —R

dx.

v |

(4) (4 pts) En utilisant la formule (x) et en citant un théoreme du cours qu’on précisera,
montrer que lim, o+ f(r) = 7.

| Solution : La fonction h(r,0) = 750 cos(r cos(f)) est continue sur R x [0, 7] donc,‘
d’apres un théoreme du cours, la fonction H : r fow h(R,0)df est continue. Comme
f(r)= H(r) pour r > 0 d’aprés (x), on a donc lim,_,g+ f(r) = H(0) = 7.

Remarque. Comme la fonction sin(x)/z se prolonge par continuité en 0, il est facile de

voir que
lim / (@) o,

r—0+ X

En travaillant un peu plus, on peut montrer que limg o, H(R) = 0. En faisant tendre r
vers 07 et R vers +o00, on déduit de ce qui précede que

+00 o
/ sin(z) dr =
e T




