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Amphi B, feuille d’exercices no 2 : séries de fonctions, séries entières

Exercice 1. On considère la série de fonctions
ř

ně1

1

n2 ` x2
pour x P R.

1. Montrer que cette série converge normalement sur R. Notons S la fonction somme.

2. En utilisant un résultat du cours, montrer que S est de classe C1 sur R.

3. En utilisant un résultat du cours, montrer que la série de fonctions
ÿ

ně1

1

n
Arctanpx{nq

converge uniformément sur l’intervalle r´A,As, pour tout A ą 0, et que la fonction F

somme de cette série est dérivable, de dérivée S.

Exercice 2. (a) Étudier la fonction f : R` Ñ R`, x ÞÑ xe´x.

(b) Montrer que la série de fonctions
ř

ně0 x
ne´nx converge normalement sur R`.

Exercice 3. On définit la fonction zêta de Riemann par ζpxq “
ÿ

ně1

1

nx
pour tout x P R tel que

la série converge

1. Montrer que la série converge normalement sur ra,`8r, pour tout a ą 1, mais diverge

pour x ď 1.

2. Pour tout n P N˚, calculer la dérivée de l’application x ÞÑ n´x “ expp´x logpnqq.

3. En utilisant un résultats du cours, montrer que ζ est de classe C1, et strictement décrois-

sante, sur s1,`8r.

4. Montrer, à l’aide d’une comparaison avec une intégrale, que lim
xÑ`8

ζpxq “ 1.

5. Montrer de même que lim
xÑ1`

ζpxq “ `8.

Exercice 4 (Séries de Dirichlet). Soit panqně1 une suite de nombres complexes. On pose

Lpxq “
ÿ

ně1

an

nx

pour tout x P R tel que la série converge. On suppose qu’elle converge pour un certain x0 P R.

Montrer alors que L converge uniformément sur rx0,`8r. Indication : utiliser l’inégalité d’Abel

pour les suites un “ an{nx0 et fnpxq “ nx0´x “ epx0´xq logpnq.

Exercice 5. Soit panq une suite de nombre complexes. On suppose que an “ 0 pour n assez

grand et que limnÑ`8 |an`1|{|an| “ ℓ. Démontrer que le rayon de convergence de la série entière
ř

n
anz

n est 1{ℓ.

Exercice 6. Pour chacune des séries entières suivantes, déterminer le rayon de convergence puis

exprimer la fonction somme, sur le disque de convergence, en termes de fonctions élémentaires :

1.
ř

ně0

xn

pn ` 1q!
.
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2.
ř

ně0

xn

n ` 1
.

3.
ř

ně1 n
2xn. (On pourra écrire n2 “ npn ´ 1q ` n.)

Exercice 7. Soit α P C tel que α R N. On pose

ˆ

α

0

˙

“ 1 et pour tout n P N˚ :

ˆ

α

n

˙

“
αpα ´ 1q ¨ ¨ ¨ pα ´ n ` 1q

n!
.

1. Montrer que lim
nÑ`8

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ

α

n ` 1

˙ˆ

α

n

˙´1
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ 1, puis en déduire le rayon de convergence ρ de la

série entière

Spzq “
ÿ

ně0

ˆ

α

n

˙

zn.

2. Pour tout n P N˚, montrer que

ˆ

α ´ 1

n ´ 1

˙

`

ˆ

α ´ 1

n

˙

“

ˆ

α

n

˙

.

3. Pour tout z P Dpρq, montrer que S1pzq “ α
ÿ

ně1

ˆ

α ´ 1

n

˙

zn, puis que

p˚q p1 ` zqS1pzq “ αSpzq.

4. Pour tout z P Dp1q on note fpzq “ Logp1`zq la somme de la série entière
ř

ně1p´1qn´1 z
n

n
.

Montrer que f est dérivable sur Dp1q, de dérivée f 1pzq “ 1{p1 ` zq.

Pour tout z P Dp1q on pose hpzq “ exppαfpzqq. Exactement comme dans le cas d’une variable

réelle, on montre que h est dérivable sur Dp1q, de dérivée h1pzq “ α exppαfpzqqf 1pzq et, comme

h ne s’annule pas, que c “ S{h est dérivable sur Dp1q, de dérivée :

c1pzq “
S1pzqhpzq ´ Spzqh1pzq

hpzq2
.

(Exercice : démontrer ces formules !)

5. En utilisant les formules précédentes, montrer que pour tout z P Dp1q, on a p1 ` zqh1pzq “

αhpzq et c1pzq “ 0.

6. En utilisant un résultat du cours, plus le fait que cp0q “ 1, montrer que Spzq “ hpzq pour

tout z P Dp1q. En particulier, pour tout réel x P s´1, 1r, on a

p1 ` xqα “ exp
`

α logp1 ` xq
˘

“
ÿ

ně0

ˆ

α

n

˙

xn.
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