
CHAPITRE 6

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES

23. Généralités

(1) Dans tout ce chapitre, on utilise la lettre K pour désigner R ou C. Commençons par

rappeler le résultat fondamental suivant, vu dans l’UE 1M001.

Théorème 23.1. — Soit I un intervalle ouvert de R et a, b : I → K deux fonctions

continues. Fixons t0 ∈ I. Pour tout x0 ∈ K on a ce qui suit :

(i) Il existe une unique fonction dérivable f : I → K vérifiant l’équation différentielle :

(E) ∀t ∈ I, f ′(t) = a(t)f(t)

avec la « condition initiale » f(t0) = x0.

(ii) Plus précisément, pour tout t ∈ I on a f(t) = x0e
A(t), où A est la primitive de a

sur I s’annulant en t0.

(iii) Il existe une unique fonction dérivable f : I → K vérifiant l’équation différentielle :

(Eb) ∀t ∈ I, f ′(t)− a(t)f(t) = b(t)

avec la « condition initiale » f(t0) = x0. Plus précisément, pour tout t ∈ I on a f(t) =

(B(t) + x0)e
A(t), où B est la primitive s’annulant en t0 de la fonction t 7→ b(t)e−A(t).

Démonstration. — Pour tout t ∈ I, posons A(t) =

∫ t

t0

a(s) ds. Notons que A est la

primitive de a sur I s’annulant en t0 ; elle est de classe C1. Pour tout t ∈ I, posant

f(t) = x0e
A(t), on a :

f ′(t) = x0e
A(t)A′(t) = a(t)f(t).

Donc f vérifie (E), ainsi que la condition initiale f(t0) = x0. Soit g une autre solution ;

pour tout t ∈ I, posant c(t) = g(t)e−A(t), on a :

c′(t) =
(

g′(t)− a(t)g(t)
)

e−A(t) = 0

donc c est constante sur I, de valeur c(t0) = g(t0) = x0, et donc g(t) = x0e
A(t) pour tout

t ∈ I. Ceci prouve (i) et (ii).

(1)V. du 5/5/17 : correction dans 24.4 (b) signalée par He Yunfan. Merci à lui !
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Prouvons (iii). Remarquons d’abord que si g, h sont deux solutions de (Eb), alors f = g−h

est solution de (E) ; si de plus g(t0) = h(t0) alors f(t0) = 0 donc f = 0 i.e. g = h.

Ceci prouve déjà l’unicité. Réciproquement, si l’on a trouvé une solution g de (Eb) et si

f1 : t 7→ eA(t) désigne la solution de (E) telle que f(t0) = 1 alors, pour tout α ∈ K,

h = g + αf1 est solution de (Eb) et vérifie h(t0) = g(t0) + α.

Cherchons maintenant une solution de (Eb) sous la forme g(t) = λ(t)eA(t) ; alors (Eb)

équivaut à :

b(t) = g′(t)− a(t)g(t) =
(

λ′(t) + a(t)λ(t)
)

eA(t) − a(t)λ(t)eA(t) = λ′(t)eA(t)

i.e. à λ′(t) = b(t)e−A(t). Soit donc B(t) la primitive de t 7→ b(t)e−A(t) s’annulant en t0, alors

g : t 7→ B(t)eA(t) est solution de (Eb) et vérifie g(t0) = 0. Par conséquent, h = g + x0f1
est l’unique solution de (Eb) telle que h(t0) = x0.

Terminologie 23.2. — Pour abréger, on écrira parfois EDO pour « équations différen-

tielles ordinaires » (en anglais, ODE = ordinary differential equations) : le mot « ordinaire » est

utilisé pour distinguer les équations différentielles des EDP (équations aux dérivées par-

tielles) pour les fonctions de plusieurs variables (en anglais, PDE = partial differential equations).

Définition 23.3 (EDO linéaires). — Soit n un entier ≥ 1.

(i) Une équation différentielle linéaire d’ordre n est une équation de la forme :

(E) y(n)(t) + a1(t)y
(n−1)(t) + · · ·+ an−1(t)y

′(t) + an(t)y(t) = 0,

où a1, . . . , an sont des fonctions continues sur un intervalle ouvert I ⊂ R, à valeurs dans

K, et la fonction inconnue cherchée y est une fonction n fois dérivable sur I, à valeurs

dans K.

(ii) Fixant t0 ∈ I et des éléments x0, . . . , xn−1 de K, on ajoute à (E) les « conditions

initiales » :

(I) y(t0) = x0, y′(t0) = x1, . . . y(n−1)(t0) = xn−1.

(iii) Les fonctions a1, . . . , an s’appellent les « coefficients » de l’EDO (E). Si elles sont

constantes, on dit alors que (E) est une EDO linéaire à coefficients constants.

(iv) Noter que si y est une solution de (E) alors y est automatiquement de classe Cn,

en raison de l’égalité y(n)(t) = −
∑n

i=1 ai(t)y
(n−i)(t).

(v) Parfois, on précise que (E) est une EDO scalaire : ceci signifie que la fonction

inconnue y est à valeurs dans K = R ou C.

Remarque 23.4. — On dit que l’EDO (E) est linéaire pour la raison suivante : on

voit facilement que si y1 et y2 sont solutions de (E) alors µ1y1 + µ2y2 est aussi solution,

pour tout µ1, µ2 ∈ K. En d’autres termes, l’ensemble V des solutions de (E) est un K-

espace vectoriel. (On verra plus loin que chaque solution est entièrement déterminée par les

conditions initiales (I) et que x0, . . . , xn−1 peuvent être choisis arbitrairement, de sorte que V

est de dimension n.)
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Remarque 23.5. — Au contraire, l’équation différentielle y′(t) = y(t)2 n’est pas li-

néaire.

Définition 23.6 (EDO linéaires avec second membre). — Gardons les notations

de la définition 23.3 et soit b : I → K une fonction continue.

(i) On dit que l’équation différentielle

(Eb) y(n)(t) + a1(t)y
(n−1)(t) + · · ·+ an−1(t)y

′(t) + an(t)y(t) = b(t)

est une EDO « linéaire avec second membre ».

(ii) Attention, si b 6= 0 ce n’est pas une équation linéaire (si µ1, µ2 ∈ K et si y1, y2 sont

solutions de (Eb) alors µ1y1 + µ2y2 est solution de l’équation analogue avec b remplacé par (µ1 + µ2)b).

La terminologie signifie que c’est une équation linéaire « à laquelle on a rajouté un second

membre ».

(iii) Fixant t0 ∈ I et des éléments x0, . . . , xn−1 de K, on ajoute à (E) les « conditions

initiales » :

(I) y(t0) = x0, y′(t0) = x1, . . . y(n−1)(t0) = xn−1.

(iv) Comme dans la démonstration du théorème 23.1, on voit facilement que si g, h sont

deux solutions de (Eb) alors f = g−h est solution de l’équation linéaire (E). Réciproque-

ment, si l’on a trouvé une solution g de (Eb) alors, pour toute solution f de (E), g + f

est solution de (Eb).

Terminologie 23.7. — Souvent, les EDO linéaires avec second membre sont simple-

ment appelées (par abus) « EDO linéaires » et les « vraies » EDO linéaires (i.e. celles sans

second membre) sont appelées EDO linéaires « homogènes ». Avec cette terminologie,

on dit que (E) est l’équation homogène associée à (Eb).

Dans ce cours, on souhaite présenter deux autres théorèmes fondamentaux sur les EDO,

qui sont énoncés dans les deux sections suivantes (24.2 et 25.4).

Pour être complet, on explique dans la suite de cette section quelques résultats généraux sur les

EDO, qui permettent de mettre en perspective le théorème 23.1 et les résultats des deux sections

suivantes.

Définition 23.8. — Une équation différentielle scalaire d’ordre n se définit par la donnée sui-

vante : soient U un ouvert de R × K
n+1 et F une fonction continue U → K, (t, x1, . . . , xn) 7→

F (t, x1, . . . , xn), soit u0 un élément de U ; notons t0 sa première coordonnée. On peut alors

considérer l’équation différentielle suivante :

(E) ∀t ∈ I, y(n)(t) = F
(

t, y(t), y′(t), . . . , y(n−1)(t)
)

,

où I est un intervalle ouvert de R contenant t0 et y : I → K une fonction n fois dérivable telle

que Y (t) =
(

t, y(t), . . . , y(n−1)(t)
)

appartient à U pour tout t ∈ I, avec la « condition initiale » :

(I)
(

t0, y(t0), y
′(t0), . . . , y

(n−1)(t0)
)

= u0.
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Exemples 23.9. — (1) y′(t) = y(t)2 − t et y′(t) = tey(t) + y(t) + t2 sont des EDO scalaires

d’ordre 1, données par les fonctions F (t, x) = x2 − t et F (t, x) = tex + x + t2 respectivement,

qui sont définies et continues sur R2.

(2) y′′(t) = y′(t)2+
√

y(t)+
1

t
est une EDO scalaire d’ordre 2, donnée par la fonction F (t, x1, x2) =

x22 +
√
x1 +

1

t
qui est définie et continue sur l’ouvert U = {(t, x1, x2) ∈ R

3 | t 6= 0, x1 > 0}.

(3) y′(t) = y(t)2 est une EDO scalaire d’ordre 1, donnée par la fonction F (t, x) = x2. (Cette

fonction ne dépend pas de t).

(4) Les EDO linéaires d’ordre n correspondent au cas où la fonction F est linéaire en chacune

des variables x1, . . . , xn, i.e. où l’on a U = I × K
n, avec I un intervalle de R, et pour tout

(t, x1, . . . , xn) ∈ U :

F (t, x1, . . . , xn) =
n
∑

i=1

ai(t)xi

pour des fonctions continues ai : I → K.

Sous certaines hypothèses sur la fonction F , expliquées plus bas, on a un théorème général qui

assure l’existence et l’unicité d’une solution y de (E) vérifiant la condition initiale (I).

Notation 23.10. — On munit R×K
n de la norme définie par

‖(t, x1, . . . , xn)‖ = max
(

|t|, |x1|, . . . , |xn|).

Pour tout R ∈ R
∗
+ et u ∈ R×K

n, on note B(u,R) la boule ouverte (pour la norme précédente)

de centre u et de rayon R, i.e.

B(u,R) = {v ∈ R×K
n | ‖v − u‖ < R}.

Définitions 23.11. — Soient U un ouvert de R×K
n et F une application de U dans K.

(1) On dit que F est lipschitzienne par rapport à la variable x ∈ K
n s’il existe un réel k > 0

tel que pour tous points u = (t, x) et v = (t, y) de U ayant la même première coordonnée t, on

ait |F (t, x)− F (t, y)| ≤ k ‖y − x‖.
(2) On dit que F est localement lipschitzienne par rapport à la variable x ∈ K

n si pour

tout u0 ∈ U il existe une boule ouverte B(u0, R) contenue dans U telle que l’application F :

B(u0, R) → K soit lipschitzienne.

Exemples 23.12. — (1) Soient I un intervalle ouvert de R et a1, . . . , an des applications conti-

nues I → K. Alors l’application continue

F : I ×K
n → K, (t, x1, . . . , xn) 7→ a1(t)x1 + · · ·+ an(t)xn

est localement lipschitzienne par rapport à la variable x ∈ K
n. En effet, fixons t0 ∈ I ; soit R > 0

tel que l’intervalle J = [t0 − R, t0 + R] soit contenu dans I. Comme les ai sont continues sur

J , elles y sont bornées donc il existe un réel M > 0 tel que |ai(t)| ≤ M pour tout t ∈ J et

i = 1, . . . , n. Alors, pour tout t ∈ J et x, y ∈ K
n, on a :

|F (t, x) − F (t, y)| =
∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

ai(t)(xi − yi)

∣

∣

∣

∣

∣

≤ M

n
∑

i=1

|xi − yi| ≤ Mn ‖x− y‖.
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(2) L’application f : R → R, x 7→
√

|x| est continue, mais elle n’est pas localement lipschitzienne

au voisinage du point x = 0. En effet, on a f(0) = 0 et pour x 6= 0 le rapport f(x)/x = 1/
√

|x|
tend vers +∞ quand x tend vers 0.

On peut maintenant énoncer sans démonstration le théorème fondamental suivant. (Voir par

exemple [LFA4], §III.1 ou [LD16], §§1.4.2–3 ).

Théorème 23.13 (Cauchy-Lipschitz). — Soient U un ouvert de R × K
n et F : U → K,

(t, x) 7→ F (t, x) une application continue et localement lipschitzienne par rapport à la variable

x. Pour tout point u0 ∈ U , de première coordonnée notée t0, il existe une unique solution y de

l’équation différentielle :

(E) y(n)(t) = F
(

t, y(t), . . . , y(n−1)(t)
)

vérifant la condition initiale :

(I)
(

t0, y(t0), y
′(t0), . . . , y

(n−1)(t0)
)

= u0

et définie sur un intervalle ouvert I contenant t0 et « aussi grand que possible », i.e. si f est une

autre solution de (E) et (I) définie sur un intervalle J , on a J ⊂ I et f(t) = y(t) pour tout

t ∈ J .

Remarque 23.14. — Considérons l’équation différentielle (E) : y′(t) = 2
√

|y(t)|. La fonction

F : R2 → R, (t, x) 7→ 2
√

|x| est continue sur R2 mais, pour chaque t0 ∈ R, F n’est pas localement

lipschitzienne en la variable x au voisinage du point (t0, 0). L’unicité énoncée dans le théorème

de Cauchy-Lipschitz est ici en défaut. Prenons par exemple t0 = 0.

La fonction nulle est solution de (E) avec la condition initiale y(0) = 0. Mais il y a d’autres

solutions : pour a, b ∈ R tels que a ≤ 0 ≤ b, notons fa,b la fonction définie par :

fa,b(t) =















−(t− a)2 si t ≤ a

0 si a ≤ t ≤ b,

(t− b)2 si t ≥ b.

Elle est continue sur R. Pour tout t > b, on a f ′
a,b(t) = 2(t − b) = 2

√

|fa,b(t)|. De même, pour

tout t < a, on a f ′
a,b(t) = −2(t− a) = 2(a− t) = 2

√

|fa,b(t)|. De plus, on a fa,b(a) = 0 = fa,b(b)

et pour s < a (resp. t > b) on a :

fa,b(s)

s− a
= a− s resp.

fa,b(t)

t− b
= t− b

et ceci tend vers 0 quand s → a− (resp. t → b+). Donc fa,b admet en a (resp. b) une dérivée

à gauche (resp. à droite) nulle, qui cöıncide donc avec la dérivée à droite (resp. à gauche). Par

conséquent, fa,b est de classe C1 sur R et c’est une solution de (E) vérifiant la condition initiale

fa,b(0) = 0.

24. Séries entières solutions d’une EDO linéaires à coefficients analytiques

Définition 24.1. — Considérons l’EDO linéaire (∗) de 23.3. On dit qu’elle est à coeffi-

cients analytiques si, pour r = 1, . . . , n, la fonction t 7→ ar(t) est la somme d’une série
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entière

ar(t) =
∑

k≥0

arkt
k

de rayon de convergence ρr > 0. Dans ce cas, posant ρ = min(ρ1, . . . , ρn), ces séries

entières convergent toutes sur l’intervalle ]−ρ, ρ[.

On a alors le théorème fondamental suivant :

Théorème 24.2. — Soit ρ ∈ R∗
+ et soient a1, . . . , ad, α des séries entières à coefficients

dans K, chacune de rayon de convergence ≥ ρ. Alors, pour x0, . . . , xd−1 ∈ K arbitraires,

on a ce qui suit :

(i) Il existe une unique série entière y(t) =
∑

k≥0 ckt
k solution de l’équation différen-

tielle

(∗)
{

y(d)(t)− a1(t)y
(d−1)(t)− · · · − ad−1(t)y

′(t)− ad(t)y(t) = α(t), (Eα)

y(0) = x0, y
′(0) = x1, . . . , y

(d−1)(0) = xd−1, (I)

(ii) De plus, le rayon de convergence de y est ≥ ρ.

Démonstration. — Pour simplifier l’écriture, supposons d = 2. (On renvoie à [Hoch], §3.1
pour le cas général.) Écrivons :

a1(t) =
∑

k≥0

akt
k a2(t) =

∑

k≥0

bkt
k α(t) =

∑

k≥0

αkt
k

et supposons que la série entière y(t) =
∑

k≥0 ckt
k ait un rayon de convergence R > 0 et

soit solution de (Eα). Posons r = min(ρ, R). Alors, pour tout t ∈ ]−r, r[ on a :

a2(t)y(t) =

(

∑

p≥0

bpt
p

)(

∑

q≥0

cqt
q

)

=
∑

k≥0

(

∑

p+q=k

bpcq

)

tk

a1(t)y
′(t) =

(

∑

p≥0

apt
p

)(

∑

q≥0

(q + 1)cq+1t
q

)

=
∑

k≥0

(

∑

p+q=k

(q + 1)bpcq+1

)

tk

y′′(t) =
∑

k≥0

(k + 2)(k + 1)ck+2t
k

et l’on obtient donc que (∗) est équivalent aux équations linéaires suivantes :

(∗∗)















































c0 = y(0) = x0, c1 = y′(0) = x1

2c2 = a0c1 + b0c0 + α0

6c3 = a1c1 + 2a0c2 + b1c0 + b0c1 + α1

· · ·
k(k − 1)ck =

∑k−2
q=0(q + 1)ak−2−q cq+1 +

∑k−2
q=0 bk−2−q cq + αk−2

· · ·
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qui se résolvent de proche en proche. Ceci montre que y, si elle existe, est uniquement

déterminée par les équations linéaires (∗∗) (qui incluent les conditions initiales c0 = y(0),

c1 = y′(0)).

Montrons maintenant que la série entière y définie par les ck a un rayon de convergence

≥ ρ. Fixons r ∈ R∗
+ tel que r < ρ. Soit K un réel ≥ 1 tel que pour tout n ∈ N on ait :

(1) (|an|+ |bn|+ |αn|) rn ≤ K.

(Un tel K existe puisque la suite ci-dessus converge vers 0.) Soit M un entier ≥ Kr. Posons

V0 = C0 = max(|c0|, |c1|, 1) et pour tout n ∈ N∗ posons

(2) Cn = max
(

|cn|, (n+ 1)|cn+1|
)

et Vn = rnCn.

Comme 2c2 = a0c1 + b0c0 + α0, on a

2|c2| ≤ C0

(

|a0|+ |b0|+ |α0|
)

≤ V0K

et comme K ≥ 1 on a aussi |c1| ≤ V0K, d’où C1 ≤ V0K et donc V1 = rC1 ≤ V0rK ≤ V0M .

Soit n ≥ 2 ; supposons avoir montré :

(†) ∀k = 1, . . . , n− 1, Vk ≤ V0
M(M + 1) · · · (M + k − 1)

k!
= V0

(

M + k − 1

k

)

.

D’après (∗∗) on a :

(2) (n + 1)ncn+1 = αn−1 + an−1c1 + bn−1c0 + an−22c2 + bn−2c1 + · · ·+ a0ncn + b0cn−1

et en multipliant par rn et prenant la valeur absolue, on obtient :

nrn(n+ 1) |cn+1| ≤ r
(

KV0 +KV1 + · · ·+KVn−1

)

et donc, d’après l’hypothèse de récurrence (†) :

(3) nrn(n+ 1) |cn+1| ≤ rKV0

[

1 +

n−1
∑

k=1

(

M + k − 1

k

)

]

.

De plus, le terme entre crochets vaut
(

M+n−1
n−1

)

: en effet, c’est vrai pour n = 1 et si le

résultat est établi pour la somme jusqu’au cran p alors la somme jusqu’au cran p+1 vaut :
(

M + p

p

)

+

(

M + p

p+ 1

)

=

(

M + p + 1

p+ 1

)

.

Par conséquent, (3) donne, en tenant compte de l’inégalité rK ≤ M :

nrn(n+ 1) |cn+1| ≤ V0M

(

M + n− 1

n− 1

)

= V0
M(M + 1) · · · (M + n− 1)

(n− 1)!

et donc

(4) rn(n + 1) |cn+1| ≤ V0
M(M + 1) · · · (M + n− 1)

n!
= V0

(

M + n− 1

n

)

.
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De plus, par hypothèse de récurrence (†) on avait rn−1n|cn| ≤ Vn−1 ≤ V0

(

M+n−2
n−1

)

. Comme

K ≥ 1 on a r ≤ rK ≤ M ≤ M + n− 1 et donc :

(4′) rn|cn| ≤ rV0
M(M + 1) · · · (M + n− 2)

n!
≤ V0

(

M + n− 1

n

)

.

Ensemble, (4) et (4′) montrent que :

(5) Vn ≤ V0

(

M + n− 1

n

)

.

Ceci prouve, par récurrence, que (†) est vrai pour tout k ∈ N∗. Pour tout u ∈ C tel que

|u| < r et tout n ∈ N, on a donc :

(6) |cnun| ≤ V0

(

M + n− 1

n

) |u|n
rn

.

D’autre part, la série entière
∑

n≥0 z
n converge vers

1

1− z
sur D(1), le disque ouvert de

centre 0 et de rayon 1, et sa dérivée d’ordre M − 1 est donnée sur D(1) par :

(M − 1)!

(1− z)M
=
∑

n≥0

(n+M − 1) · · · (n+ 1)zn.

En d’autres termes, la série entière

∑

n≥0

(

n +M − 1

M − 1

)

zn

a pour rayon de convergence 1. Comme
(

n+M−1
M−1

)

=
(

M+n−1
n

)

, on déduit alors de (6) que

la série
∑

n≥0

|cn|un

converge pour tout u ∈ C tel que |u| < r. Ceci étant vrai pour tout r > 0 tel que r < ρ,

ceci montre que le rayon de convergence de la série entière y(z) =
∑

n≥0 cnz
n est ≥ ρ.

Alors, comme les équations (∗∗) sont vérifiées on obtient bien que y est une solution de

(∗) sur l’intervalle ]−ρ, ρ[.

Remarque 24.3. — Pour « comprendre » l’introduction des Cn et le choix de K ≥ 1, le

lecteur est invité à consulter la démonstration matricielle donnée dans [Hoch], §3.1.

Exemple 24.4. — Considérons l’exemple suivant, dû à Isaac Newton :

(E) y′(t)− (1 + t)y(t) = 1− 3t + t2

avec la condition initiale y(0) = 0. On écrit y(t) =
∑

k≥0 ckt
k, avec c0 = 0, et on suppose

y de rayon de convergence R > 0. Alors pour tout t ∈ ]−R,R[, on a

y′(t)− (1 + t)y(t) = c1 +
∑

k≥1

(

(k + 1)ck+1 − ck − ck−1

)

tk = 1− 3t+ t2
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ce qui donne les équations linéaires : c1 = 1, puis 2c2 = c1 + c0 − 3 = −2 d’où c2 = −1,

puis 3c3 = c2 + c1 + 1 = 1 d’où c3 = 1/3, puis pour k ≥ 3 :

(†) (k + 1)ck+1 = ck + ck−1 i.e. ck+1 =
ck + ck−1

k + 1
.

On a |ck| ≤ 1 pour k = 1, 2, 3. Supposons ceci établi jusqu’au cran n ≥ 3, alors l’égalité

(†) entrâıne que

|cn+1| ≤
2

n+ 1
≤ 1.

On a donc |cn| ≤ 1 pour tout n ≥ 1. Ceci entrâıne que le rayon de convergence R de y est

≥ 1, puisque |cn|1/n ≤ 1 pour tout n ≥ 1. En fait, on a R = +∞ d’après le point (ii) du

théorème 24.2, puisque les coefficients a1(t) = 1+ t et α(t) = 1−3t+ t2 sont polynomiaux.

Ceci peut aussi se montrer soit par un calcul direct, soit en utilisant le théorème 23.1,

cf. ci-dessous.

(a) Calcul direct. On calcule c4 = −1/6, c5 = 1/30, c6 = −1/45, c7 =
1

630
, c8 =

−13

5040
puis

c9 =
−1

9072
≃ −1, 1

104
c10 =

−61

226800
≃ −2, 7

104
c11 =

−43

1247400
≃ −3, 4

105
.

Pour n ≥ 10, posons c′
n
= −cn, alors on a 0 < c′11 < c′10 < 11c′11. Soit n un entier ≥ 11 ; supposons avoir

montré que

0 < c′
k
< c′

k−1 < kc′
k

pour tout k = 11, . . . , n. Alors comme

c′
n+1 =

1

n+ 1
(c′

n
+ c′

n−1)

on a c′
n+1 > 0 et (n + 1)c′

n+1 = c′
n
+ c′

n−1 > c′
n
; de plus comme c′

n−1 < nc′
n
on a aussi c′

n+1 < c′
n
. Par

récurrence, ceci montre donc que pour tout n ≥ 11 on a

0 < c′n < c′n−1 < nc′n.

En particulier, pour tout n ≥ 12 on a c′n−1 < c′n−2 et donc :

c′n =
1

n
(c′n−1 + c′n−2) ≤

2

n
c′n−2

Posant an = c′2n et bn = c′2n+1 on a donc

lim
n→∞

an+1

an
= 0 = lim

n→∞

bn+1

bn

et donc les séries entières g(z) =
∑

n
anz

n et h(z) =
∑

n
bnz

n ont pour rayon de convergence +∞. Par

conséquent, il en est de même de la série f(z) = g(z2) + zh(z2) =
∑

n
c′nz

n, et donc y a pour rayon de

convergence +∞.

(b) Utilisons maintenant le théorème 23.1. La fonction f : t 7→ e1/2 et+t2/2 = e(t+1)2/2 est

solution de l’équation homogène associée à (E) (et vérifie f(0) =
√
e). Il faut donc trouver

les primitives de la fonction :

t 7→ e−(t+1)2/2 (t2 − 3t+ 1).
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On a (t + 1)(t − 4) = t2 − 3t − 4 et l’application t 7→ (−t + 4)e−(t+1)2/2 a pour dérivée

(t2 − 3t− 5)e−(t+1)2/2. Notons E la primitive de t 7→ e−t2/2 qui s’annule en 0, i.e.

E(t) =
∑

n≥0

(−1)nt2n+1

2nn!(2n + 1)
.

Alors V : t 7→ (−t+4)e−(t+1)2/2+6E(t+1) est une primitive de t 7→ e−(t+1)2/2(t2−3t+1).

Par conséquent, les primitives cherchées sont de la forme Bk = V + k, avec k ∈ R. Donc,

d’après le théorème 23.1, les solutions à valeurs réelles de (E) sont les fonctions

Fk : t 7→ f(t)Bk(t) = −t + 4 + 6e(t+1)2/2
(

E(t+ 1) + k
)

,

qui sont toutes des séries entières de rayon de convergence +∞.

25. EDO linéaires à coefficients constants

Rappel 25.1. — Rappelons d’abord (cf. 17.7) la méthode utilisant la transformation de

Laplace. Pour simplifier, on se limite au cas des systèmes 2 × 2, i.e. pour des fonctions

inconnues x, y : R → K on considère le système différentiel :

(∗)
{

x′(t) = ax(t) + by(t)

y′(t) = cx(t) + dy(t)

pour des scalaires a, b, c, d ∈ K fixés. Remarquons que si l’on introduit la fonction

t 7→ X(t) =

(

x(t)

y(t)

)

à valeurs dans K2, le système précédent s’écrit :
(

x′(t)

y′(t)

)

= X ′(t) = AX(t) où A =

(

a b

c d

)

.

Le polynôme caractéristique de A est PA(T ) = T 2 − (a+ d) + ad− bc ; ses racines λ et µ

dans C sont les valeurs propres de A.

On introduit des « conditions initiales » x(0) = x0 et y(0) = y0, pour x0, y0 fixés dans K.

Si b = 0 = c, on obtient directement les solutions x(t) = x0e
at et y(t) = y0e

dt. On peut

donc supposer que b et c ne sont pas tous les deux nuls. Supposons par exemple b 6= 0.

Supposons que les solutions x, y cherchées admettent des transformées de Laplace u =

L (x) et v = L (y), définies sur ]m,+∞[ pour un certain m > 0. (On va voir que c’est

bien le cas.) Comme L (x)(s) = sL (x)(s)−x(0), et de même pour y, on obtient que pour

tout s > m :
{

su(s)− x0 = au(s) + bv(s)

sv(s)− y0 = cu(s) + dv(s)
soit

{

(s− a)u(s)− bv(s) = x0

−cu(s) + (s− d)v(s) = y0.

Notons L1 et L2 les lignes du système de droite et formons (s− d)L1 + bL2 ; ceci donne
(

(s− a)(s− d)− bc
)

u(s) = x0(s− d) + by0.
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Or, (s− a)(s− d)− bc = s2 − (a+ d)s+ ad− bc n’est autre que PA(s) = (s− λ)(s− µ) ;

on obtient donc

u(s) =
x0(s− d) + by0
(s− λ)(s− µ)

.

Rappelons la décomposition des fractions rationnelles dans C(X) en éléments simples : si

λ 6= µ, il existe α, β ∈ C uniques tels que

x0(s− d) + by0
(s− λ)(s− µ)

=
α

s− λ
+

β

s− µ

et α, β vérifient l’égalité :

x0s + by0 − dx0 = α(s− µ) + β(s− λ) = (α + β)s− (µα+ λβ)

donc sont solutions du système :
{

α+ β = x0

µα+ λβ = dx0 − by0

d’où

β =
1

λ− µ

(

(d− µ)x0 − by0
)

et α =
1

µ− λ

(

(d− λ)x0 − by0
)

.

Alors u(s) =
α

s− λ
+

β

s− µ
est la transformée de Laplace de la fonction x définie par

x(t) = αeλt + βeµt.

Reportant dans la 1ère équation de (∗), on obtient :

by(t) = x′(t)− ax(t) = (λ− a)αeλt + (µ− a)βeµt

et comme on a supposé b 6= 0 ceci détermine y. À titre de vérification, vérifions qu’on a

bien y(0) = y0. On λ+ µ = a + d d’où λ− a = d− µ et µ− a = d− λ et donc :

by(0) = (d− µ)α+ (d− λ)β = d(α + β)− (µα + λβ) = dx0 − dx0 + by0 = by0

d’où y(0) = y0.

Supposons maintenant λ = µ. Dans ce cas, on sait qu’il existe α, β ∈ C uniques tels que

x0(s− d) + by0
(s− λ)2

=
α

s− λ
+

β

(s− λ)2

et α, β vérifient l’égalité :

x0s+ by0 − dx0 = α(s− λ) + β

d’où α = x0 et β = x0(λ− d) + by0.

Alors u(s) =
x0

s− λ
+

β

(s− λ)2
est la transformée de Laplace de la fonction x définie par

x(t) = x0e
λt + βteλt = (x0 + βt)eλt.
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Reportant dans la 1ère équation de (∗), on obtient :

by(t) = x′(t)− ax(t) =
(

(λ− a)x0 + β + (λ− a)βt
)

eλt.

De plus, on a 2λ = a + d d’où λ− a = d− λ =
d− a

2
et donc :

(λ− a)x0 + β = (d− λ)x0 + x0(λ− d) + by0 = by0

d’où

y(t) =
(

y0 +
d− a

2b
βt
)

eλt.

On vérifie ainsi que y(0) = y0.

Remarque 25.2. — Gardons les notations précédentes. Supposons de plus λ 6= µ. Il

résulte de ce qui précède que les solutions x et y du système (∗) sont combinaisons linéaires

de eλ et eµ, où pour tout ν ∈ C, on note eν la fonction R → C, t 7→ eνt. Sachant cela, on

peut chercher directement les solutions sous cette forme, c.-à-d. écrire :

x = xλeλ + xµeµ et y = yλeλ + yµeµ.

On obtient alors les égalités :
{

λxλeλ + µxµeµ = x′ = ax+ by = (axλ + byλ)eλ + (axµ + byµ)eµ

λyλeλ + µyµeµ = y′ = cx+ dy = (cxλ + dyλ)eλ +
(

cxµ + dyµ
)

eµ

d’où les équations matricielles, où I2 désigne la matrice identité :

(A− λI2)

(

xλ

yλ

)

= 0 = (A− µI2)

(

xµ

yµ

)

,

qui équivalent à dire que vλ =

(

xλ

yλ

)

est un vecteur propre de A pour la valeur propre λ,

et de même pour vµ et µ. Comme on a supposé λ 6= µ, il existe effectivement une base

(v0λ, v
0
µ) de C2 formée de vecteurs propres et chaque solution X de (∗) s’écrit donc

X(t) =

(

x(t)

y(t)

)

= eλtαv0λ + eµtβv0µ

pour un unique couple (α, β) ∈ C2. Si l’on fixe la condition initiale X(0) = X0 =

(

x0

y0

)

,

alors (α, β) sont les coordonnées de X0 dans la base (v0λ, v
0
µ). (Voir 17.8 pour un exemple.)

Pour terminer cette section, donnons une démonstration directe (mais très condensée) du

théorème fondamental ci-dessous. Pour une démonstration moins condensée, détaillant

plus les résultats d’algèbre linéaire utilisés, voir par exemple [LD16], §1.3.2 ou [Po13],

§3.4.

Notation 25.3. — Pour tout µ ∈ C et k ∈ N, notons fµ,k la fonction R → C définie par

fµ,k(t) = eµt
tk

k!
. Pour k = 0, on la note aussi, plus simplement, ek.
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Théorème 25.4. — Soient a1, . . . , an ∈ K. Considérons l’équation différentielle linéaire

d’ordre n à coefficients constants :

(E) y(n) + a1y
(n−1) + · · ·+ an−1y

′ + any = 0

et le polynôme P (X) = Xn + a1X
n−1 + · · · + an−1X + an. Soient µ1, . . . , µr les racines

distinctes de P dans C, chacune étant de multiplicité mi, i.e. P se factorise de façon

unique :

P (X) = (X − µ1)
m1 · · · (X − µr)

mr

avec µi 6= µj si i 6= j. Noter que m1+ · · ·+mr = deg(P ) = n. Soit V le C-espace vectoriel

des solutions de (E) à valeurs complexes.

(i) V est de dimension n et admet pour base les les fonctions fµi,k, pour i = 1, . . . , r et

0 ≤ k < mi.

(ii) Chaque solution y de (E) est uniquement déterminée par le vecteur des « conditions

initiales » :

Y (0) =











y(0)

y′(0)
...

y(n−1)(0)











.

En d’autres termes, l’application linéaire V → Cn, y 7→ Y (0) est un isomorphisme d’es-

paces vectoriels.

Démonstration. — Notons E le C-espace vectoriel des fonctions R → C de classe C∞ etD

l’endomorphisme de E défini par D(f) = f ′ pour tout f ∈ E . Le point-clé est d’observer

que l’équation différentielle (E) s’écrit :

(∗) P (D)(y) = 0

où P (D) est l’endomorphisme Dn + a1D
n−1 + · · ·+ an−1D+ an id (où id est l’application

identique de E ). La factorisation de P entrâıne la même factorisation pour P (D) :

P (D) =
r
∏

p=1

(D − µp id)
mp

le produit ci-dessus étant pris dans n’importe quel ordre. Notons déjà que chaque expo-

nentielle eµ vérifie (D − µ id)(eµ) = 0. Plus généralement, pour tout k ∈ N∗ la dérivée de

fµ,k : t 7→ eµt
tk

k!
est :

f ′
µ,k(t) = eµt

tk−1

(k − 1)!
+ µeµt

tk

k!

et l’on a donc (D − µ id)(fµ,k) = fµ,k−1. Ainsi, on obtient immédiatement que, pour

i = 1, . . . , r et 0 ≤ k < mi, les fonctions fµi,k sont solutions de (∗), i.e. appartiennent à V .
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On va montrer qu’elles forment une base de V , et qu’on a l’assertion (ii), en procédant

par récurrence sur n. On a P (X) = (X − µ1)Q(X) où

Q(X) = (X − µ1)
m1−1

r
∏

p=2

(X − µp)
mp .

En particulier, deg(Q) = n − 1. Soit y ∈ V ; posons u = ye−µ1
, de sorte que y = eµ1

u.

Alors y′ = µ1y + eµ1
u′, donc on a

0 = P (D)(y) = Q(D)(D − µ1 id)(y) = Q(D)(eµ1
u′),

i.e. v = eµ1
u′ est solution de l’équation différentielle Q(D)(x) = 0. Notons W le C-espace

vectoriel des solutions de cette EDO. Par hypothèse de récurrence, W admet une base

formée par les fonctions :

fµ1,k pour 0 ≤ k < m1 − 1 et fµp,k pour p = 2, . . . , r et 0 ≤ k < mp

et de plus chaque solution x est déterminée par le vecteur de conditions initiales

X(0) =











x(0)

x′(0)
...

x(n−2)(0)











qui peut être arbitrairement choisi dans Cn−1. On peut donc écrire de façon unique

(∗∗) eµ1
u′ =

∑

0≤k<m1−1

αk+1fµ1,k +

r
∑

p=2

∑

0≤k<mp

βp,kfµp,k

et donc, pour tout t ∈ R :

u′(t) =
∑

0≤k<m1−1

αk+1
tk

k!
+

r
∑

p=2

∑

0≤k<mp

βp,k
tk

k!
e(µp−µ1)t.

Pour tout ν ∈ C
∗ et tout polynôme R = β0 + · · ·+ βd

Xd

d!
de degré d, on voit facilement

qu’il existe un unique polynôme S = γ0+ · · ·+γd
Xd

d!
de même degré d, tel que la fonction

t 7→ S(t)eνt soit une primitive de t 7→ R(t)eνt. En effet, S est solution de l’équation

d
∑

i=0

βi
X i

i!
= R(X) = S ′(X) + νS(X) = νγd

Xd

d!
+

d−1
∑

i=0

(νγi + γi+1)
X i

i!

ce qui donne γd = βd/ν et γi = (βi − γi+1)/ν pour i = d − 1, . . . , 0. On en déduit que u

s’écrit de façon unique

(∗∗∗) u = α0 +
∑

1≤k<m1

αkf0,k +
r
∑

p=2

∑

0≤k<mp

γp,kfµp−µ1,k
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et donc y = eµ1
u s’écrit de façon unique

y =
∑

0≤k<m1

αkfµ1,k +

r
∑

p=2

∑

0≤k<mp

γp,kfµp,k.

Ceci prouve déjà le point (i).

De plus, comme v = eµ1
u′ = y′ − µ1y alors les valeurs y(0), . . . , y(n−1)(0) déterminent

les valeurs v(0), . . . , v(n−2)(0) donc aussi, par hypothèse de récurrence, les coefficients αk

(k ≥ 1) et βp,k qui apparaissent dans (∗∗). La constante d’intégration α0 qui apparâıt

dans (∗∗∗) est aussi déterminée par u(0), donc par la donnée de y(0). Ceci montre que

chaque solution de (E) est déterminée par ses conditions initiales, i.e. que l’application

linéaire

V → C
n, y 7→ Y (0)

est injective. Comme les deux espaces ont même dimension n, il en résulte que cette

application est bijective. Par conséquent, le vecteur Y (0) des conditions initiales peut être

choisi arbitrairement dans Cn. Ceci achève la preuve du théorème.

Remarques 25.5. — (1) En introduisant le vecteur

Y (t) =











y(t)

y′(t)
...

y(n−1)(t)











on voit que l’EDO (E) peut s’écrire sous forme matriciellle

Y ′(t) = AY (t), où A =

















0 1 0 · · · 0

0 0 1
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 0

0 0 · · · 0 1

an an−1 · · · a2 a1

















(2) Plus généralement, pour toute matrice A ∈ Mn(K) on peut considérer l’équation

différentielle « vectorielle » d’ordre 1 :

(⋆) X ′(t) = AX(t),

pour une fonction dérivable X : R → Kn, avec la condition initiale X(0) = X0, où X0 est

un élément arbitraire de Kn. Notons V le K-espace vectoriel des solutions de (⋆). On peut

montrer que V est de dimension n et que l’application

V → K
n, X 7→ X(0)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels, l’isomorphisme réciproque associant à tout X0

de K
n la solution X définie par

X(t) = exp(tA)X0
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pour tout t ∈ R. Voir par exemple [LD16], §1.3.2 ou [Po13], §3.4.

26. EDO d’une variable complexe

Cette section est un supplément, qui a pour but d’expliquer un phénomène signalé dans le

polycopié de Joao Pedro dos Santos ([dS17], §4.6, Exemple 62).

Pour simplifier, on se limite aux EDO linéaires d’ordre 1 ou 2. Par définition, une EDO linéaire

d’une variable réelle x est de la forme :

y′(x) = a(x)y(x),

où a est une fonction continue sur un intervalle ouvert I de R. Si l’équation est donnée sous la

forme b0(x)y
′(x) = b1(x)y(x), avec b0, b1 continues sur un intervalle J , et b0 ne s’annulant qu’un

nombre fini de fois dans J , on la récrit sous la forme

y′(x) =
b1(x)

b0(x)
y(x)

sur tout sous-intervalle ouvert I de J sur lequel b0 ne s’annule pas.

Dans le cas d’une variable réelle, cela n’a pas tellement de sens de considérer des solutions

définies sur des intervalles disjoints, car ces intervalles ne « communiquent pas ». Par exemple,

considérons l’équation différentielle très simple :

(En) y′(x) =
n

x
y(x)

pour un entier n 6= 0, avec la condition initiale y(1) = λ.

Sur R∗
+ on voit que l’unique solution est donnée par y(x) = λxn. En effet, si y est une solution

quelconque et si l’on pose u(x) = y(x)/xn, d’où y(x) = u(x)xn, on obtient que xnu′(x) = 0, d’où

u′(x) = 0 pour tout x > 0, donc la fonction u est constante, de valeur y(1) = λ.

Par contre, il existe une infinité de solutions de (En) sur R
∗ vérifiant y(1) = 1 car, pour tout

réel µ on peut considérer la solution sur R∗ ci-dessous :

(∗) y(x) =

{

λxn si x > 0,

(−1)nµxn si x < 0,

caractérisée par les conditions y(1) = λ et y(−1) = µ. Essentiellement, ce problème de non

unicité vient du fait que R
∗ n’est pas connexe. Notons toutefois que si n ≥ 2, la fonction y

ci-dessus se prolonge en une fonction de classe C1 sur R, telle que y(0) = 0 = y′(0), qui est

solution de (E) sur R tout entier.

Ce problème de non unicité disparâıt si l’on l’équation différentielle (En) pour une variable

complexe z variant dans l’ouvert connexe U = C
∗. En effet, si l’on écrit comme plus haut

y(z) = u(z)zn on obtient encore que u′(z) = 0 pour tout z ∈ U , et comme U est connexe ceci

entrâıne que u est constante, de valeur y(1) = λ.

Ceci « explique » pourquoi, quand on considère des EDO d’une variable complexe, on s’autorise

aussi à considérer des équations différentielles de la forme

a0(z)f
′(z) + a1(z)f(z) = 0
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où a0 et a1 sont des polynômes (ou, plus généralement, des séries entières). En particulier,

l’équation (En) précédente s’écrit

zf ′(z) = nf(z),

avec la condition initiale f(1) = λ. On a vu qu’elle admet une solution sur C∗ qui est un polynôme

en z (si n > 0) ou en 1/z (si n < 0).

D’autre part, rappelons que la fonction exp est une bijection de l’ouvert

B = {x+ iθ | x ∈ R, −π < θ < π}

sur l’ouvert

U = C− R− = {z ∈ C | z 6∈ R−}
et que la bijection réciproque, notée Log, est dérivable (au sens complexe) sur U de dérivée

Log′(z) = 1/z.

Pour α un nombre complexe non entier, on peut aussi considérer l’équation différentielle

(Eα) f ′(z) =
α

z
f(z)

Soit z0 ∈ C. On peut montrer que l’unique solution de (Eα) sur U telle que f(1) = z0 est donnée

par :

∀z ∈ U, f(z) = z0z
α = z0 exp

(

αLog(z)
)

.

Si α est un réel > 0 mais non entier, alors f se prolonge en une fonction continue en 0 en posant

f(0) = 0, mais aucune série entière S(z) =
∑

k≥0 akz
k n’est solution de (Eα). En effet, l’égalité

zS′(z) = αS(z)

donne αa0 = 0 et αak = kak pour tout k ∈ N
∗. Comme α 6∈ N, on obtient ak = 0 pour tout

k ∈ N.

Un exemple plus subtil est le suivant, cf. [dS17], §4.6 Exemple 62.

Exemple 26.1. — Considérons l’équation différentielle

(E) z2f ′′(z) + (3z − 1)f ′(z) + f(z) = 0

et cherchons si une série entière S(z) =
∑

n≥0 anz
n, de rayon de convergence ρ > 0, en est

solution. Pour tout z ∈ C tel que |z| < ρ on aurait alors
∑

n≥0

anz
n
(

n(n− 1) + 3n+ 1
)

=
∑

n≥0

(n+ 1)an+1z
n

et comme n(n − 1) + 3n + 1 = n2 + 2n + 1 = (n + 1)2 on obtiendrait, pour tout n ∈ N :

an+1 = (n+1)an, d’où an = a0n! pour tout n ∈ N. Par conséquent, la seule série entière solution

de (E) a un rayon de convergence nul, et ne fournit donc pas une vraie solution de (E).

Par contre, si l’on cherche une solution de (E) sous la forme d’une série entière en 1/z, i.e. g(z) =
∑

n≥0 bnz
−n, alors un calcul analogue au précédent donne b0 = 0 et bn+1 = −bn/n, d’où

bn =
(−1)n−1

(n− 1)!
b1

et l’on reconnâıt alors la fonction f1(z) =
1

z
exp(−1/z), qui ne ’annule pas sur U = C

∗.
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Un procédé standard permet alors de trouver toutes les solutions de (E) : on cherche une solution

g(z) sous la forme g(z) = f1(z)u(z). Posant

a(z) =
3z − 1

z2
et b(z) =

1

z2

le fait que g(z) soit solution de g′′(z) + a(z)g′(z) + b(z)g(z) = 0 équivaut à ce que v = u′ soit

solution de

v′(z) = −
(2f ′

1(z)

f1(z)
+ a(z)

)

v(z) = −
(1

z
+

1

z2

)

v(z).

On en déduit que u′(z) = v(z) =
µ

z
e1/z pour un certain µ ∈ C. En écrivant ceci comme une série

entière en 1/z et en prenant terme à terme une primitive sur l’ouvert U = C − R−, on obtient

que

u(z) = µ(Log(z) + ℓ(1/z)) + λ

avec ℓ(1/z) une série entière en 1/z sans terme constant et λ ∈ C. Comme g(z) = f1(z)u(z), on

obtient finalement que

g(z) = µ
(

Log(z)f1(z) + h(z)
)

+ λf1(z),

où l’on a posé h(z) = ℓ(z)f1(z). En écrivant h(z) =
∑

n≥1 cnz
−n et en écrivant que Log(z)f1(z)+

h(z) est solution de (E), on obtient les relations de récurrence :

∀n ∈ N
∗, cn+1 =

−1

n

(

cn +
(−1)n−1

n!

)

.
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Villars, 1908 (disponible en ligne).

[Bromwich] Thomas John l’Anson Bromwich, An introduction to the theory of infinite
series, Mac Millan, 1908 (disponible en ligne).
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