8 Corps finis et leur cléture
algébrique

Version du 5 janvier 2006

30 Corps finis

30.1 Cardinal et groupe multiplicatif d’un corps fini

Soit k£ un corps fini. Son sous-corps premier est fini donc, d’aprés le
paragraphe 23.1, k est de caractéristique p > 0. On identifiera son sous-
corps premier a F, = Z/pZ. Tout corps contenant k a méme sous-corps
premier, donc est aussi de caractéristique p.

Lemme 30.1.1 Soient k C k' deux corps finis, de cardinal q et ¢’ respecti-
vement.

1) Ona ¢ =q", oun=[K:k].

2) Par conséquent, si p = car(k) et m = [k : ], alors ¢ = p™ et
q/ = pn,

Démonstration. 1) Comme k' est fini, ¢’est un k-espace vectoriel de di-
mension finie n. Alors k' = k™ comme k-espace vectoriel, et donc |K'| = |k|".
Ceci prouve 1).

Le méme argument appliqué a IF,, C £ montre que ¢ = p™, d’ou le lemme.
O

Corollaire 30.1.2 Si k est un corps fini de caractéristique p, alors le car-
dinal de k est une puissance de p.

Théoréme 30.1.3 (Groupe multiplicatif d’un corps fini)
Soit k un corps fini de cardinal ¢ = p". Le groupe multiplicatif k* =
k\ {0} est un groupe cyclique d’ordre q — 1.
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Démonstration. k* est un groupe abélien fini; c¢’est donc un Z-module
de type fini et de torsion. D’aprés le théoréme de structure des modules de
type fini sur un anneau principal, il existe des entiers dy > -+ > d, > 1 tels
que d; divise d;_1, pourt =r,r —1,...,2 et

K27/ - ®Z/d, 7.

Alors, d’'une part, |k*| = dids - -d, et, d’autre part, tout élément x € k*
vérifie 2% = 1, ot d = dy. Or, comme k[X] est intégre, le polynéme X¢ —1 a
au plus d racines dans k. Il en résulte que r =1 et k* = Z/dZ est cyclique,
d’ordre d = |k*| = ¢ — 1. Ceci prouve le théoréme. O

30.2 La formule du bindme

Soient k,n deux entiers tels que 0 < k < n. On rappelle la définition du
coefficient binomial :
n\ n!
k) Kl(n—Fk)

(On le note aussi CX.) C’est le nombre de fagons de choisir k éléments dans
un ensemble & n éléments. Pour £ = 0 ou n, ceci vaut 1. On rappelle aussi
la formule de Pascal (pour k& > 1) :

(=) (o)

qu’on obtient en remarquant que, quand on prend k éléments dans {1,...,n},
on peut ou bien prendre, ou ne pas prendre, n. On rappelle aussi la formule
du bindéme, valable dans tout anneau commutatif.

Lemme 30.2.1 (Formule du bindéme)
Soit A un anneau commutatif et a,b € A. Pour toutn > 1, on a :

n
n __ n 11n—1
(a+b) 72 <i>ab .
1=0
Démonstration. Par récurrence sur n, en utilisant la formule de Pascal.
OJ
Lemme 30.2.2 Soit p € N un nombre premier. Alors p divise (Z) pour tout
k=1,....p— 1.

Démonstration. p divise p! = kl(p — k)!(%) et est premier avec k!(p — k)!,
donc divise (7). O
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30.3 Endomorphismes de Frobenius

Proposition 30.3.1 (L’endomorphisme de Frobenius Fr,)

Soit K un corps de caractéristique p > 0. Alors l'application x — P est
un endomorphisme du corps K, noté Fr,. De plus, si K est fini, alors Fr,
est un automorphisme de K.

Démonstration. 11 est clair que 17 = 1 et (ab)? = aPb? pour tout a,b € K.
L’égalité (a + b)P = aP + bP résulte de la formule du binéme et du lemme
précédent. Donc, Fr, est un morphisme de corps de K vers K, c.-a-d., un en-
domorphisme de corps de K. Il est bien str injectif, comme tout morphisme
de corps. Par conséquent, si K est fini, Fr, est bijectif donc un automor-
phisme de K. [

Corollaire 30.3.2 (Les endomorphismes de Frobenius Fr, = Fr;»)

Soient K un corps de caractéristigue p > 0 et n > 1. L’application
Fryy :=Frjo---oFr, (n fois), qui a tout = associe xP", est un endomorphisme
du corps K. On le note aussi Fryn ou Fry si ¢ = p". St K est fini, c’est un
automorphisme de K.

Démonstration. Ceci résulte immédiatement de la proposition précédente.

O

Corollaire 30.3.3 Soient p un nombre premier, n > 1 et ¢ = p™. Alors p
divise (?) pour touti=1,...,q— 1.

Démonstration. Plagons-nous dans le corps K = F,(X) des fractions
rationnelles sur I, et notons 7 la projection Z — [F,. D'une part, on a

q
q .
1 1= L
) 1+ x= 3 ow(()x
=0
D’autre part, comme Fry = Fr est un endomorphisme de K, 'on a
(2) (1+X)?!=1+ X9

En comparant (1) et (2), on obtient que (‘f) =0mod.p,pouri=1,...,q—1.
Ceci prouve le corollaire. [
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30.4 Existence et unicité des corps F,»

Lemme 30.4.1 Soient K un corps et T un endomorphisme de K. Alors
l’ensemble des éléments invariants

K ={z e K|71(x) =z}
est un sous-corps de K.

Démonstration. C’est clair. O

Théoréme 30.4.2 (Existence et unicité de F,)

Soient p un nombre premier, n > 1 et ¢ = p™. Soit K un corps de dé-
composition sur I, du polynome X7 — X. Alors, |K| = q. Réciproquement,
tout corps fini a q éléments est isomorphe a K. Par conséquent, il existe a
isomorphisme pres, un unique corps fint a q éléments. On le note Fy ou Fpn.

Démonstration. Soit K un corps de décomposition du polynéme @Q :=
X9 — X sur Fp,. Le polynome dérivé @' égale —1 donc n’a pas de racines en
commun avec (). Par conséquent, d’aprés la proposition 25.2.3, Q) a q racines
distinctes dans K.

Or, le point-clé est que ces racines sont exactement les solutions de
I'équation 29 = z, c.-a-d., les éléments de K fixés par 'endomorphisme Fr,.
Par conséquent, ces racines forment un sous-corps K; de K, de cardinal q.
Comme, par hypothése, K est engendré par ces racines, on obtient K = K7,
et donc K est de cardinal q. Ceci prouve le point 1).

Réciproquement, supposons que L soit un autre corps fini de cardinal gq.
D’aprés le théoréme 30.1.3, le groupe multiplicatif L* est cyclique, d’ordre
g — 1. Donc, tout élément 2 € L* vérifie

2P =1 etdonc z27=ux.

Donc, tout élément de L = L* U {0} est une racine du polynéme @ =
X7 — X. Comme |L| = g, alors ) a toutes ses racines dans L, et puisque
leur ensemble égale L tout entier, L est un corps de décomposition de @)
sur IF,,. Par conséquent, d’apres le théoréme 24.2.3, L est isomorphe a K. Le
théoréme est démontré. [J

Théoréme 30.4.3 (Existence et unicité des extensions F, C F;»)
Soient p un nombre premier, ¢ = p® et ¢ = p™ deuz puissances de p.

1) S’il existe une extension Fq C Fy alors q' est une puissance de g,
c.-a-d., n est un multiple de d.
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L. . . \ -

2) Réciproquement, si n = rd, c.-a-d., si ¢ = ¢", alors le corps Fy
contient un unique sous-corps de cardinal q; c’est le sous-corps des inva-
riants de Fry.

Démonstration. 1) On a déja vu (lemme 30.1.1) que si Fy C Fy alors Fy
est un F -espace vectoriel de dimension finie 7, d’ott ¢’ = ¢", c.-a-d., n = dr.

2) Réciproquement, supposons n = dr, c.-a~d., ¢ = ¢". D’aprés le théo-
réme précédent, le polyndéme

X7 - X=Xx7-X

est scindé dans [y et ses racines, deux a deux distinctes, sont exactement
les éléments de Fy. D’autre part,
X —-X = XI—X+XT —X94...4 X9 —xd9 "

X9 X+ (X9— X))+ 4 (X1— X)7 ",
Donc X9—X divise X9 — X et a aussi toutes ses racines dans F, . Ces racines
sont exactement les points fixes dans Fy de I'endomorphisme de Frobenius
Fry, donc forment un sous-corps K de cardinal ¢, isomorphe a .

Enfin, supposons que L soit un autre sous-corps de Fy de cardinal q.
D’aprés le théoréme 30.1.3, le groupe multiplicatif L™ est cyclique, d’ordre
g — 1. Donc, tout élément 2 € L™ vérifie

2971 =1 etdonc 27 =z.

Par conséquent, les éléments de L = L* U {0} sont exactement les racines
dans Fy du polynome X7—X. Il en résulte L = K. Le théoréme est démontré.
O

30.5 Groupe de Galois de F;» sur [,

Lemme 30.5.1 Soit G un groupe fini.

1) Pour tout sous-groupe H, on a |G| = |H|-|G/H|. En particulier, |H|
divise |Gl|.

2) Soit g € G. L’ensemble {n € Z | g" = 1} est un sous-groupe non-
nul de Z, donc de la forme dZ, pour un certain d > 1, appelé 'ordre de
g.- Onad =1« g =1. Le sous-groupe de G engendré par g est égal a
{1,9,... ,gd_l} ; il est de cardinal d et isomorphe o Z/dZ. En particulier, d
divise n.
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Démonstration. On rappelle que G/H désigne I'ensemble des classes a
gauche gH. C’est un ensemble fini, puisque G est fini. De plus, deux classes
distinctes gH # ¢’H sont disjointes. En effet, sinon il existerait h,h’ € H
tels que gh = ¢'I, et 'on aurait gH = ¢’H. De plus, chaque classe gH est
de cardinal |H|, puisque l'application H — gH, h — gh est une bijection.
Donc G est la réunion disjointe de |G/H| classes, chacune de cardinal |H|.
Le point 1) en résulte.

Soit ¢ € G. On pose ¢° = 1. Comme G est fini, les éléments g%, k > 1,
ne peuvent étre tous distincts. Donc il existe r < s tels que ¢" = ¢°, d’ou
g°~" = 1. Ceci montre que ’ensemble

{neZlg"=1}

n’est pas réduit a {0}. Comme ¢g"g"™ = ¢™*™, on voit que cet ensemble est
un sous-groupe non nul de Z, donc est de la forme dZ, pour un unique d > 1,
et le reste du point 2) s’obtient facilement. O

Théoréme 30.5.2 (L’isomorphisme Gal(Fyn /F,) = Z/nZ) Soientn > 1
et ¢ une puissance d’un nombre premier p.

L’extension Fy C Fyn est galoisienne. Son groupe de Galois Gal(Fyn /IFy)
est cyclique d’ordre n, engendré par l’automorphisme de Frobenius Fr,.

Démonstration. Fgn est un corps de décomposition du polynéme @ =
X" — X sur IF), donc a fortiori sur F,. De plus, @) a des racines distinctes dans
Fgn (puisque Q" = —1) donc est séparable sur F,. Donc, d’aprés le deuxiéme
théoréme fondamental (26.1.5), I'extension F; C Fn est galoisienne. De plus,
d’aprés le théoréme d’Artin (26.3.1), on a

Gal(Fgn /Fq)| = [Fgn : Fg] = n.

D’autre part, Fr, est un Fg-automorphisme de Fyn, c.-a-d., un élément de
Gal(Fgn /F,) ; soit d son ordre. L’égalité Frfll = idp,, équivaut a

Ve €Fpn, == Frg(x) =2

Comme le polynéome X ¢ _ X aau plus ¢% racines, ceci entraine que d > n.
Par conséquent, d = n et donc Fr, est un générateur de Gal(Fyn /IFy), qui est
donc isomorphe a Z/nZ. Le théoréme est démontré. [



Patrick Polo 241

30.6 Théoréme de I’élément primitif, et polyndémes irréduc-
tibles sur I,

On rappelle qu’une extension k C K est dite monogéne s’il existe £ € K
tel que K = k(§); dans ce cas, on dit que £ est un élément primitif de K
sur k.

Théoréme 30.6.1 On considere une extension Fq C Fyn. Soit & un généra-
teur du groupe multiplicatif IF:".
1) Fgn =4[], c.-a-d., & est un élément primitif.

2) Le polynome minimal Irrg, (§) est de degré n.

Démonstration. 1) est clair car Fy[¢] contient {1,£,&2,...,¢9" 71} = Fon,
ainsi que 0, donc égale Fyn. Le point 2) en découle car le degré de Irrg, ()
est le degré sur F, de Fy[¢] = Fy, qui égale n. O

Corollaire 30.6.2 Pour tout corps fini Fy, et tout n > 1, il existe dans
F,[X] au moins un polynéme irréductible unitaire de degré n.

Définition 30.6.3 Pour tout d > 1, notons I(d,q) I'ensemble des poly-
noémes irréductibles unitaires de degré d dans F,[X]| et posons i(d,q) =

[1(d, q)l.

Théoréme 30.6.4 Pour toutn > 1, on a

(1) x"-x=][ II P

dln Pel(d,q)

Par conséquent,

(2) ¢" =Y _di(d,q).

dn

Démonstration. Fixons n > 1. On va démontrer le théoréme en trois
étapes.

1. Soient d divisant n et P € I(d, q). Le corps de rupture F,[X]/(P) est de
degré d sur Fy, donc est isomorphe a F q. Par conséquent, P a au moins une
racine a dans F 4. Comme, d’apres le théoréme 30.5.2, I'extension Fy C F
est galoisienne, alors P = Irrp, () est scindé sur F ¢4 Par conséquent, P
divise le polynéme

(xq) X' -x =[] x-a.

IEqu
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De plus, on a vu dans la preuve du théoréme 30.4.3 que X ¢ _ X divise
X" — X. Ceci découle aussi de linclusion Fa C Fgn (établie en 30.4.3), et
de I’égalité

n

(%n) X" -X= ] X-a)

wEFqn

Donc, P divise @, = X9" — X. Ceci montre que Q, est divisible par le
terme de droite de (1).

2. Réciproquement, soit R un facteur irréductible, unitaire, de degré d,
de @ dans F,[X] et soit a une racine de R dans Fyn. Alors R = Irrp, () et
donc degp, («) = d. Par conséquent, on a

Fau = Fyla] C Fyn,

et, d’aprés le théoréme 30.4.3, ceci entraine que d | n. Ceci montre que @,
n’a pas d’autres facteurs irréductibles que les P € I(d, q), pour d | n.

3. Enfin, les facteurs irréductibles de @, sont tous de multiplicité 1,
puisque @, a des racines simples, d’aprés (x,). Ceci prouve 'égalité (1) du
théoréme, et I’égalité (2) en découle en prenant les degrés. [

Théoréme 30.6.5 (Polynomes irréductibles sur ;) Soit P € I(d,q)
et soit a € Fa une racine de P. Alors,

1

(3) P=(X-a)(X—a%) (X —a? ).

Démonstration. D’aprés le théoreme 30.5.2, I'extension F, C Fa est ga-
loisienne, de groupe

G = Gal(F/Fy) = {1,Frq, ..., Fx '} > 7/dZ.

D’autre part, d’aprés la proposition 24.3.2, 'on a :

P = Trrp, (o) = H (X — D).

BeGa

Comme deg P = d, Uorbite Ga a d éléments; elle est donc formée des élé-

d—1 . N o« g . 2
ments a,a?,...,af9 , qui sont deux & deux distincts. Ceci prouve le théo-
réme. [J
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31 Cloétures algébriques

31.1 Corps algébriquement clos

Définition 31.1.1 Soit k C K une extension de corps et soit P € k[X] non
constant. On dit que P est scindé dans K[X], ou sur K, si P se décompose
dans K[X] comme produit de facteurs du premier degré, c.-a-d.,

P=cX—-a)- (X —aq),

ou d = deg P, c est le coefficient dominant de P, et les «; sont dans K (pas
nécessairement distincts).

Définition 31.1.2 Un corps K est dit algébriquement clos si tout P €
K[X] non constant a au moins une racine dans K.

Lemme 31.1.3 Si K est algébriquement clos, tout P € K[X] non constant
est scindé.

Démonstration. Par récurrence sur d = deg P. C’est clair si d = 1. Sup-
posons d > 2 et lassertion établie en degré < d. Soit P € K[X]| de degré d.
Comme K est algébriquement clos, P posséde dans K au moins un racine
«, donc se factorise en P = (X — a)Q, avec Q € K[X] de degré d — 1. Par
hypotheése de récurrence, @ est scindé dans K[X], et donc il en est de méme

de P. O

Définition 31.1.4 Soit k C K une extension de corps. On dit que K est une
cloture algébrique de k si K est algébriquement clos et si tout élément
de K est algébrique sur k.

31.2 Le corps H_?p

Soit (m;)i>1 une suite d’entiers > 1 tendant vers +o0o et « suffisamment
divisible » au sens suivant : pour tout ¢ > 1, m; divise m;41, et ¢ divise m;.
On peut prendre, par exemple, m; = i!.

Posons Ky = F,, et pour tout 7 > 1, soit K; un corps de décomposition
sur K;_1 du polynéme

XP" - X,

Alors, K; = Fpm; et on a une suite croissante
Ko CKiCKyC---

On note Fp la réunion des K;.
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Proposition 31.2.1 (Premiéres propriétés de F))
1) Pour tout d > 1, Fp contient un unique sous-corps de cardinal p® ; on

le notera F,a(IF)).
2) Fizonsr>1 et q=p". On aFp =, 5, Fym(Fp).

Démonstration. 1) Soient d > 1 et ¢ = p?. Par hypothése, d divise mq
donc
Fpa C Fpma C .

De plus, le polynéme X7 — X a toutes ses racines, deux a deux distinctes,
dans Iy, et ces racines sont exactement les ¢léments de F,,.

Par conséquent, F, est 1'unique sous-corps de ﬁp de cardinal ¢q. En effet,
si L en est un autre alors, comme le groupe multiplicatif L* est cyclique
d’ordre ¢ — 1, les éléments de L sont exactement les racines dans Fp du
polynoéme X7 — X, c.-a-d., les élément de [F,. Ceci prouve le point 1).

2) Pour tout d > 1, notons simplement [F,a I'unique sous-corps de E) de
cardinal p?. Par définition, 1'on a

F10 = U Fpma.

i>1

Fixons ¢ = p" et montrons que

(*) UFpmi = J Fyr

i>1 n>1

Pour tout ¢ > 1, on a Fym; C F m;, puisque m; divise m;!. Ceci prouve
I'inclusion C. Réciproquement, soit n > 1. Par hypothése, i = rn! divise
m; = Mgy €t donc F o © Fym,ni. Ceci prouve l'inclusion 2, et donc I'égalité
dans (). La proposition est démontrée. [J

Théoréme 31.2.2 (Existence et unicité d’une cléture algébrique de
Fq)
1) F,, est une cloture algébrique de F,, pour tout q = p?.

2) Toute cloture algébrique de Fy est Fy-isomorphe a Fp.

Démonstration. Fixons g = p? et désignons par F, 'unique sous-corps de
F, a ¢ éléments.

1) Soit x € E,. Il existe ¢ > 1 tel que x € Fym;, et donc x est algébrique
sur Fp, et a fortiori sur Fy. Donc, pour prouver 1), il suffit de montrer que
F, est algébriquement clos. Soit P = X9 + a1 X971 + ... 4+ a4 € F,[X],
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non constant. Il existe 1 > 1 tel que ag,...,aq € Fyi. Soit K un corps de
décomposition de P sur F,: et soit 7 = [K : F,:|. Alors K est isomorphe au
sous-corps [Fpir de [Fj, et donc P est scindé sur ce sous-corps, a fortiori sur
F,. Ceci prouve que F,, est une cloture algébrique de F,.

Posons K = F, et, pour tout n > 1, désignons par K, I'unique sous-corps
de K de cardinal ¢™. Ainsi, K; est le corps F, considéré dans le théoreme,
et 'on a, d’aprés la proposition précédente,

(1) K =] Kn.

n>1

Considérons une extension F, C L et supposons que L soit une cloture
algébrique de F,. Comme L est algébriquement clos, le polynéme @, :=
X" - X e L[X] est scindé; et comme ses racines sont simples, L contient
un sous-corps de cardinal ¢™. En raisonnant comme dans la preuve de la
proposition précédente, on obtient que L contient un unique sous-corps de
cardinal ¢, dont les éléments sont les racines dans L de Q,,. Notons-le L,,.
En particulier, Ly égale Iy, identifi¢ a K.

D’autre part, soit x € L. Par hypotheése, = est algébrique sur F,; soit
d = degy, () son degré. Alors le sous-corps Fy[z] de L est de cardinal q?,
donc est contenu dans Ly (puisque d divise d!). Par conséquent, on a

(2) L= L.

n>1

Montrons maintenant, par récurrence sur n, qu’on peut prolonger l'identifi-
cation L1 = K1 = F; en un Fg-isomorphisme 7, : L, 5K,

Supposons ’assertion établie au cran n. Commengons par remarquer que
Tn(Qn+1) = Qn+1, puisque les coefficients de @y,+1 sont dans [F,,. Observons
ensuite que, comme L1, resp. K,41, contient L,, resp. K,, et est formé
des racines de @)y, 11 dans L, resp. K, alors L, 11, resp. K, 41, est un corps de
décomposition de @,+1 sur Ly, resp. K,,. Par conséquent, d’aprés le premier
théoréeme fondamental 24.2.5, 75, se prolonge en un Fj-isomorphisme 7,41 :
Lni1 = Knia.

On obtient ainsi une suite infinie (71, 79, - - - ) d’isomorphismes 7, : Ly, =
Ky, tels que 71 = idp, et

(3) Vr > n, Tr‘Ln =Tn.

On définit alors 7 : L — K par la formule : 7(x) = 7,(z) si « € L,,. Ceci est
bien défini d’aprés (3). Il est alors clair que 7 est un morphisme de corps,
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donc est injectif. De plus, son image contient K,,, pour tout n > 1, donc égale
K. Par conséquent, 7 est un Fg-isomorphisme de L sur K. Le théoréme est
démontré. [

31.3 Clotures algébriques en général

Dans le cas des corps finis, on a pu démontrer explicitement, de facon
constructive, I’existence et I'unicité d’une cléture algébrique. En fait, on peut
démontrer ce résultat pour un corps arbitraire, en utilisant des arguments
de théorie des ensembles et le lemme de Zorn. C.-a4-d., on a le théoréme
ci-dessous.

Théoréme 31.3.1 (Steinitz) Tout corps k admet une cloture algébrique,
unique & k-isomorphisme (non-unique) pres.

Démonstration. Pour 'existence, I'idée est trés simple. La réunion d’une
famille filtrante d’extensions algébriques de k est une extension algébrique
de k. L’ensemble des extensions algébriques de k vérifie donc les hypothéses
du Lemme de Zorn (11.2.6) donc posséde un élément maximal K.

Soit P € K[X] un polynéme irréductible, et L = K[X]/(P) son corps de
rupture. Les extensions K /k et L/K sont algébriques, donc par transitivité
L/E Dest aussi (23.5.5 ou 23.3.9). Donc, par maximalité, K = L, donc P a
une racine dans K. Ceci prouve que K est algébriquement clos, donc une
cloture algébrique de k.

Le probléme de la « démonstration » ci-dessus est qu’on sait, depuis Can-
tor, qu’il n’existe pas d’« ensemble » de tous les ensembles. Il n’est pas clair
que les extensions algébriques de k forment un ensemble, et donc qu’on puisse
appliquer le lemme de Zorn. En fait, par un argument de cardinalité, on peut
effectuer qu’on peut effectivement parler de I’ensemble des extensions algé-
briques de k, de fagon & rendre rigouresue 'idée de démonstration ci-dessus.
Pour cela, voir [Ja2, §8.1] ou [Doul, tome 2, §5.2 (complétés par [La], Ap-
pendice 2, pour les questions de cardinalité).

Une autre démonstration se trouve dans [La, §VII.2], et ces références
démontrent aussi I'unicité a k-isomorphisme prés. [

Remarque 31.3.2 Par ailleurs, on a déja vu que le corps C des nombres
complexes est algébriquement clos (3.1, 28.1). De plus, on a les résultats

ci-dessous.

Proposition 31.3.3 (Fermeture algébrique de k dans K)
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Soit k C K une extension de corps. L’ensemble
Ko/ = {r € K | z est algébrique sur k}
est un sous-corps de K, appelé la fermeture algébrique de k dans K.

Démonstration. Posons K' = K,g/p. Il est clair que 1 € K’. Soient
z,y € K'. Alors la sous-algébre k[x] est un corps, de degré d = deg;(z) sur
k. Comme y est algébrique sur k, il I'est aussi sur k[z] et donc la sous-algébre
klz,y] = k[z][y] est un corps, égal & k(z,y), et de degré f = degy,(y) sur
k[x]. Donc,

[k(2,y) : k] = [k(z, y) - k(2)][k(2) - k] = fd < oo

Comme k(x,y) contient = + y et zy, ces deux éléments sont algébriques sur
k, c.-a-d., appartiennent & K’. Ceci montre que K’ est un sous-corps de K.
O

Théoréme 31.3.4 Soit k C L une extension de corps. On suppose L algé-
briquement clos. Posons

k= Lag, = {z € L| x est algébrique sur k}.
Alors k est une cloture algébrique de k.

Démonstration. D’aprés la proposition précédente, k est un corps, al-
gébrique sur k. Montrons que k est algébriquement clos. Soit P = ag +
a1 X +---+agX? € k[X]. Comme les a; sont algébriques sur k, le sous-corps
K = Klag, . ..,aq] est de degré fini n sur k, d’apreés la proposition 23.5.6.

D’autre part, comme L est algébriquement clos, il existe a € L tel que
P(a) = 0. Alors « est algébrique sur K et donc K («) est de degré fini, disons
r, sur K. Alors

rn = [K(«a): k] = [K(a) : k(a)][k(a) : K],
d’'ott [k(a) : k] < +00. Donc « est algébrique sur k, c.-a-d., appartient a k.
Ceci montre que k est algébriquement clos. Le théoréme est démontré. [

Comme C est algébriquement clos, on obtient ainsi le corollaire suivant.
(¢f.2.4.5; & ce propos, deux lignes au-dessus de la proposition 2.4.5, corriger

QenT)

Corollaire 31.3.5 Le corps Q := {2z € C | z est algébrique sur Q} est une
cloture algébrique de Q.
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