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CHAPITRE 1

GROUPES ALGEBRIQUES AFFINES ET
ALGEBRES DE HOPF

Version du 9 novembre 2005

Dans tout ce chapitre, le corps de base k est algébriquement clos, de carac-
téristique arbitraire.

1. Groupes algébriques affines et représentations

1.1. Groupes algébriques affines. —

Définition 1.1 — 1) Un groupe algébrique affine sur k est une variété algébrique
affine G sur k, munie d’une structure de groupe telle que les applications p :
GxG— G, (v,y) —ay,et k: G — G,z 2!
variétés.

soient des morphismes de

2) Un morphisme de groupes algébriques ¢ : G — G’ est un morphisme de
variétés algébriques qui est aussi un morphisme de groupes. C’est un isomor-
phisme s’il existe un morphisme ¢ : G’ — G tel que Y o¢ = idg et porp = idgr.

Remarque 1.2— De fagon plus générale, on peut introduire la notion de
groupe algébrique sur k, non nécessairement affine. Dans ce cours, on se
limitera exclusivement aux groupes algébriques affines.

Lemme 1.3 — Soit G un groupe algébrique affine et H une sous-variété fermée
de G qui est un sous-groupe. Alors H est un groupe algébrique affine. On dira
simplement que H est un sous-groupe fermé de G.

Démonstration. — Par hypothése, H est une sous-variété fermée de G. La
restriction pgy de pug & H est un morphisme de H x H dans H. De méme,
la restriction kg de x & H est un morphisme H — H. Ceci montre que H
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est un groupe algébrique, et U'inclusion H C G est un morphisme de groupes
algébriques.

1.2. Exemples de groupes algébriques affines. — 1) Le groupe additif
Gq = (k,+). Il est clair que pu : (z,y) — x +y et kK : x — —zx sont des
morphismes.

2) Le groupe multiplicatif G,, = (k*, x). D’abord, la premiére projection
k? — k induit un isomorphisme k* = {(z,y) € k* | zy = 1}, donc k* s’identifie
a une sous-variété fermée de k2, et

k[Gp) = k[X,T]/(XT — 1) = k[X, X 1.

1

Les applications p : (z,y) — zy et kK :  — a7 sont des morphismes (car

x + o1 est une fonction réguliére sur k*).
3) Le groupe linéaire GL,, (k) s’identifie a :
{(A,t) € My (k) x k| (dét A)t =1},
qui est une sous-variété fermée de k”2+1, et 'on a
k[GLy) = k[X11,. .+, Xnn,dét™1].
La multiplication est un morphisme, car (AB); j = > . _| AimBm ; ; le passage
a 'inverse aussi, car A~! = dét(A) 1O (A)!, ot O(A)! désigne la transposée de
la matrice des cofacteurs de A.

4) Le groupe spécial linéaire SL, (k) = {A € M, (k) | dét A = 1} est un
sous-groupe fermé de GL,, (k).

5) Le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures : By (k) = {A €
GLy(k) | A;j =0, pour i > j} est un sous-groupe fermé de GL, (k).

6) Le sous-groupe des matrices triangulaires unipotentes : U, (k) = {A €
B,(k) | Ai; =1, pour i =1,...,n} est un sous-groupe fermé de By, (k).

7) Le sous-groupe D, (k) des matrices diagonales est un sous-groupe fermé
de By, (k).

8) Tout groupe fini G est, de fagon unique, un groupe algébrique. L’algébre
k|G| est @ e kdg et k[G x G] s'identifie a k[G] ® k[G]. Le comorphisme de la
multiplication p: G X G — G est

p o k[G) = K[G] @ k[G], 85 Y dgp-1 & .
heG

Le comorphisme de k : g — g™t est £* : k[G] — K[G], 6 — 6,-1.
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9) Plus compliqué et plus intéressant est le cas de PGL,. On peut définir
PGL,, comme le sous-groupe de GL(M,,(k)) formé des automorphismes d’al-
gébres. On sait, d’aprés le théoréme de Skolem-Noether, que tout automor-
phisme de M, (k) est intérieur, et est donc de déterminant 1. Par conséquent,
PGL,, est un sous-groupe de SL(M,(k)). Si g = (g%)lgi,j,pngn est un élément
de SL(M,(k)), on vérifie que g est un automorphisme d’algébres si et seulement
si

g(id) =id et g(Eij)g(Ere) = 0jrq(Eie),
et ceci équivaut aux équations suivantes :

n n

et ”

(T) ZQZZ = (5pq7 Zg;]sggq = j'!‘g;)qu
s=1 s=1

pour tout p,q,%, 4,7, £. On peut montrer que I'idéal engendré par ces éléments
est réduit (c.-a-d., égal & sa racine), et contient I’élément dét —1, ou dét est
le déterminant GL(M,(k)) — k*. (En effet, on vérifie que I'espace tangent en
idpz, (k) & la variété définie par (f) est de dimension n? — 1, ce qui entraine
lassertion précédente). Par conséquent, PGL, a pour algébre de fonctions
réguliéres :

k[PGL,] = k[X;é | 1 <14,7,p,q < n]/relations (7).

D’autre part, 'application Ad : GL,, — PGL,,, g — Int(g) (ou Int(g) est l'au-
tomorphisme intérieur X — gXg~!) est un morphisme de groupes algébriques.
En effet, on vérifie que

Xy (Int(g)) = dét(g) ™" api(9)Co;(9),
ou ars(g), resp. Crs(g), désigne le coefficient d’indice (r,s) de g, resp. de sa
matrice des cofacteurs.
De plus, la restriction de Ad a SL,, est surjective, et donc k[PGL,,| s’identife
a la sous-algebre de k[SLj,] engendrée par les éléments

(1) apiCyj, pOUr %, J,p,q=1,...,n.

Ceci montre déja que plusieurs points de vues sont nécessaires : on préfére
considérer PGL,, (k) comme le quotient GL,(k)/k*, plutét que de considérer
I'une des algébres ci-dessus.

Indication L’espace tangent précité est l’ensemble des matrices X =
(X;{I) € M, (k) telles que la matrice id + €X € M, (k[e]) vérifie les équations
(1). OntrouvequeXf,fI:Osii#petj;éq;Sii:petj#q(resp., sii#£p
et j = q) alors

Eqj = Xy

I
i resp. B, ; 1= ij
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est indépendant de i (resp. de j), et By, + E;, , = 0. Enfin, pour i = p et j = g,

posant H; ; = Xg, on a les relations :
H;;+H;,=H;y,
d’ou I'on tire : H;; = 0, puis H;; = —H, ;, et enfin, pour tout i < j :
Hij=H;+ -+ Hj,
ot 'on a posé H; := H; ;i1 pour ¢ = 1,...,n — 1. Ceci montre que I'espace

tangent considéré est engendré par les n(n — 1) éléments E; j, pour i # j, et
les n — 1 éléments H;, pour i = 1,...,n — 1, donc est de dimension < n? — 1.

1.3. Algébres de Hopf. — Soient G un groupe algébrique affine et k[G]
son algebre des fonctions régulicres. Alors k[G] ® k[G] s’identifie & k[G x G]
par le morphisme qui & tout ¢ ® 1 associe l'application (g,g") — &(g9)¥(g').
Donc, le comorphisme de la multiplication y : G X G — G est un morphisme
d’algébres
A = p* : k[G] — k[G] ® k[G].

Pour tout ¢ € k[G], A(¢) est une somme finie Y, ¢;®; et, pour tout g, ¢’ € G,
I'on a

$(99') = (pon)(g,9") = A(¢)(g.9) = Z di(9)¥(g).

De méme, le comorphisme de & : g — g~ ' est le morphisme d’algébres 7 = £* :

k[G] — k[G] tel que 7(¢)(g) = ¢(g~!) pour tout g € G.
L’associativité de u se traduit par po (u x idg) = po (idg x p) (égalité de
morphismes G X G X G — G); ceci équivaut a 1'égalité
(Ass) (A @idgig)) 0 A = (idgjg ® A) 0 A,
qui exprime la coassociativité de A.

Notons € = ¢, ou e est I’élément neutre de G et désignons par u 'inclusion
de k dans k[G] et par m : k[G] ® k[G] — k[G] la multiplication dans k[G]. La
propriété eg = g = ge pour tout g se traduit par
(Neutre) (8 & idk[G]) oA = idk[G] = (idk[g} X €)A
(On fait les identifications k ® k[G] = k[G] = k[G] ® k.) Enfin, la propriété
g9~ ' = e = g7lg se traduit par
(Inv) mo (T ®idyg) oA =uoe=mo (idyg ®7) 0 A.

Ces propriétés constituent les axiomes définissant la notion d’algébre de
Hopf (commutative).
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Définition 1.4 — 1) Soit A une k-algébre commutative. On dit que A est une
algébre de Hopf si 'on s’est donné trois morphismes d’algébres

A:A—-ARA, e:A—k 71T:A—>A

vérifiant les axiomes ci-dessus. Dans ce cas, A s’appelle la comultiplication,
laugmentation (ou co-unité), et 7 'antipode.

2) Un morphisme d’algébres de Hopf ¢ : A — B est un morphisme d’al-
gébres qui respecte la comultiplication, 'augmentation et 'antipode, c.-a-d.,
qui vérifie :

Apo¢ = (¢®¢)oAx;
€EBo¢ =ea;
TBO® =¢oTa.

Remarque 1.5— On renvoie a [Abe, Chap.2| ou [Ho, Chap.I| pour la défini-
tion d’une k-algébre de Hopf arbitraire H, c.-a-d., non nécessairement commu-
tative. On prendra garde que dans ce cas I’antipode n’est pas un morphisme
d’algebres, mais un anti-homomorphisme, c.-a-d., on a 7(ab) = 7(b)7(a) pour
tout a,b € H.

Si G est un groupe algébrique affine, on a vu plus haut que son algébre
de fonctions k[G] est une algébre de Hopf commutative. Réciproquement, on
a la proposition suivante. On note my : kK ® k — k la multiplication; c’est
un isomorphisme de k-algébres. Plus généralement, pour toute k-algébre S on
notera mg : S ® S — S la multiplication, et ug l'inclusion k — S.

Proposition 1.6 — Soit A une k-algébre de Hopf commutative.
1) x(A) := Homy_qi9(A, k) est un groupe, pour la loi
XX =mpo(x@x)oA.

L’élément neutre est 'augmentation e, et pour tout x € x(A) son inverse est
Xil =XOoT.

2) Plus généralement, pour toute A-algébre commutative S, [’ensemble
G(S) := Homy,_qi4(A, S) est un groupe, pour la loi

¢ =mgo(p®y)oA.
L élément neutre est ugoe, et pour tout ¢ € G(S), son inverse est p~ = por.

Démonstration. — Démontrons 2), dont 1) est un cas particulier. On observe
d’abord que la commutativité de S assure que ¢ - 1 est un morphisme de
k-algébres de A vers S. Ce point est laissé au lecteur.



6 CHAPITRE 1. GROUPES ALGEBRIQUES AFFINES ET ALGEBRES DE HOPF

Montrons I'associativité. Soient ¢,1,n € G(S). On vérifie que (¢)n est le
morphisme
mg o (ms @ids) o (¢ @Y @n) o (A®ida)o A,
de A dans S, tandis que ¢(¢n) égale
mg o (idg ®mg) o (¢ @Y ®@n)o (ida ® A)oA.
Or mg(ids ® mg) = ms(mg ®@idg), par associativité de mg, et (idg ® A)A =
(A ®id4)A par coassociativité de A. Ceci prouve que (¢p1p)n = ¢(¢n).
Soit ¢ € G(S). On a
(ugsoe)-¢p=mgo(us®¢)o(ec®ida)o A,
et comme (¢ ® idg)A : A — k® A = A est l'identité, on en déduit que
(ugo€)- ¢ = ¢. On montre de méme que ¢ - (ugo¢e) = ¢.

De plus, comme ¢ : A — S est un morphisme d’algébres, on a mgo(¢p®¢) =
pomy, et pouoe =ugoe. Par conséquent, (¢7) - ¢ égale

ms(p @ @) (T ®ida)A = ¢ma(T ® id4)A = pue = uge.
On montre de méme que ¢ - (¢7) = uge. Ceci prouve la proposition.

Corollaire 1.7. — Si A est une k-algébre de Hopf commutative de type fini ré-
duite, alors Max(A) = x(A) est un groupe algébrique affine.

Démonstration. — L’égalité Max(A) = x(A) résulte du théoréme des zéros de
Hilbert. Posons G = x(A). Alors A et 7 induisent des morphismes de variétés
algébriques affines :

p=A":GxG—G et k=1t

qui font de G un groupe, I’élément neutre étant € € G. Donc G est un groupe
algébrique affine.
De plus, les comorphismes de u et k sont A et 7, respectivement.

Théoréme 1.8 — Se donner un morphisme de groupes algébriques affines G —
G’ équivaut a se donner un morphisme d’algébres de Hopf k[G'] — k[G].

Démonstration. — Se donner un morphisme de variétés ¢ : G — G’ équivaut
a se donner le morphisme de k-algébres ¢* : k[G'] — k[G]. De plus, ¢ est un
morphisme de groupes si, et seulement si, il vérifie

popug=pgo(pxq¢), ¢(lg)=1g, ¢okg=FrKg oo,
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ou k désigne le passage a I'inverse. (En fait, la 1ére condition implique les deux
autres). Ceci équivaut a ce que ¢* vérifie
Agod™ = (¢"®¢") oA, egod” =eq, TGod" =¢ 0T,

c.-a-d., soit un morphisme d’algébres de Hopf.

1.4. Exemples du point de vue Hopf. — 1) Le groupe additif G,. On a
EGy) =klz], Alx) =2®1+1®2, 7(x) = —x, e(x) = 0.
2) Le groupe multiplicatif G,,. On a k[G,,] = k[z,27!], A(z) = = ® z,
m(z) =271 e(x) = 1.
3) Le groupe linéaire GL,. On a
k[GLn] = k[t, 1,1y -- ,xnm]/(t dét(.’L‘Z‘J) — 1).

La comultiplication correspond a la régle qui exprime le produit de deux ma-
trices, c.-a-d.,

n
Vi, Alwig) =Y TipTe,
r=1

et, comme dét(AB) = dét(A)dét(B), 'on a A(t) = t ® t. L’augmentation &
est le morphisme « évaluation sur la matrice identité », d’ou e(z; ;) = d; ; pour
tout 4,7, et (t) = 1. Enfin, Pantipode 7 se déduit de la régle qui exprime
I'inverse de A comme 1/ dét(A) fois la transposée de la matrice des cofacteurs,
c.-a-d., on a
Vig,  T(@ig) = H(=1)"TTdet(2rs )i, st

Enfin, comme t(A) = dét(A)~!, on a 7(t)(A) = dét(A) pour tout A, d’ou
T(t) = dét(:lj‘i’j).

2. Représentations des groupes algébriques affines

Commengons par une section sur les comodules, plus détaillée que ce dont
on aura besoin dans la suite.

2.1. Cogebres et comodules. —

Définition 2.1 — Une k-cogébre est un k-module C' muni de deux applica-
tions k-linéaires A : C — C® C et € : C — k, vérifiant les deux axiomes
suivants :

(1) (ide ® A)A = (A®ide)A,

(2) (e®@ide)A =ide = (ide ® €)A.
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A, resp. ¢ s’appelle la comultiplication, resp. 'augmentation. [’axiome
(1) exprime la coassociativité de la comultiplication, et on peut appeler (2)
I’axiome de co-unité.

Un morphisme de k-cogébres ¢ : C' — C’ est une application k-linéaire
vérifiant AC/ (e] ¢ = (gb [ ¢) o) AC et Eq’ © d) =EC.

Définition 2.2 — Un C-comodule (3 droite) est un k-module V', muni d’une
coaction Ay 'V — V ® C, c.-a-d., une application k-linéaire vérifiant les
axiomes suivants :
(1) (idv ® e)Ay = idy,
(2) (idy ® A)Ay = (Ay ®@ido)Ay.

Un morphisme de C-comodules f : V — W est une application k-linéaire
qui vérifie Ay o f = (f ®idg) o Ay.

Il est clair que idy est un morphisme, de méme que la composée de deux
morphismes. On obtient ainsi une catégorie, la catégorie C-comod des C-
comodules.

Définition et proposition 2.3 — On dit que W est un sous-C'-comodule de V' si
Von a Ay(W) C W ® C. Dans ce cas, on vérifie facilement que V/W est un
C-comodule, et que la projection V. — W est un morphisme de C-comodules.

Proposition 2.4 — Soit f : V. — W un morphisme de C-comodules. Alors
Ker f, resp Im f, est un sous-comodule de V', resp. de W, et l'on a un iso-
morphisme de comodules V/Ker f = Im f. Par conséquent, C-comod est une
catégorie abélienne.

Démonstration. — Laissée au lecteur.

Incluons ici le lemme suivant, analogue de la restriction des scalaires pour
les modules, c.-a-d., du fait que si A — B est un morphisme de k-algébres et
M un B-module, alors M est aussi un A-module.

Lemme 2.5Corestriction des scalaires) — Soit ¢ : C — C' un morphisme de
k-cogébres. Si' V' est un C-comodule, pour la coaction Ay : V — V @ C, alors
c’est un C'-comodule, pour la coaction Ay, = (idy ® ¢)Ay.

Démonstration. — Laissée au lecteur.

Proposition 2.6(Propriété de finitude des comodules)— Soit C' une k-cogébre
et soit V. un C-comodule arbitraire, c.-a-d., pas nécessairement de dimension

finie.
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1) Tout sous-espace vectoriel E de dimension finie est contenu dans un
sous-comodule de dimension finie. Par conséquent, V est réunion de ses sous-
comodules de dimension finie.

2) Toute intersection de sous-comodules est un sous-comodule. En particu-
lier, pour tout sous-espace E de V il existe un plus petit sous-comodule E' de
V' contenant E.

Démonstration. — Soit (c))aea une base de C'. Alors, tout élément de V @ C'
s’écrit de fagon unique ), vy ® ¢y, pour des vy € V uniquement déterminés et
nuls sauf pour un nombre fini de .

1) Soit E un sous-espace de V de dimension finie et soit (ej,...,e,) une
base de E. Pour chaque ¢ = 1,...,n, écrivons
Av(e) = v ®@cy.
A

Soit F' le sous-espace de V engendré par les v;y, il est de dimension finie.
De plus, F' contient E puisque pour tout i on a ¢; = (idy ® €)Ay(e;) =
Y-\ viag(en). Montrons que Ay (F) C F @ C.

Pour tout 7 et tout A, écrivons

(1) AV vz)\ Z Vizp 029 Cu-

Alors on a, d’une part,
(2) (AV X ldc) o AV ez Z Viap @ €y & Cx.

A
D’autre part, pour chaque v € A, écrivons A(c,) = Z)\?# au(v)ey ® ey, ol
les ay, () € k sont nuls sauf pour un nombre fini d’indices. Alors, on a, pour
tout ¢t =1,...,n,

(3) (ldV ® A) © AV ez = Z (Z a)\u Uw) X Cu & cy.

AL v

Comme (Ay ® idg) o Ay = (iddy ® A) o Ay, on en déduit, pour tout A, u,
que vy, égale Y ay,(v)v;, donc appartient & F'. D’aprés (1), ceci montre que
Ay (F) C F®C, ce qui prouve le point 1).

2) Soit (W;)ier une famille arbitraire de sous-comodules et soit © € W :=

Mics Wi. Ecrivons
= Z V) Q C)y.
A
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Fixons un indice A. Comme Ay (x) € W; ® C, on a vy € W; pour tout i, d’ou
vy, € W. Ceci montre que W est un sous-comodule de V. La derniére asser-
tion en résulte, en prenant E’ égal A I'intersection de tous les sous-comodules
contenant F. La proposition est démontrée.

2.2. Représentations rationnelles des groupes algébriques affines. —

Définition 2.7. — Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie. Une repré-
sentation rationnelle de G dans V est la donnée d’un morphisme de groupes
algébriques p: G — GL(V).

Ceci équivaut a se donner un morphisme de variétés GxV — V, (g,v) — gv
qui est une action linéaire, c.-a-d., qui est linéaire en V et vérifie g(hv) = (gh)v
et ev = v, ou e est ’élément neutre de G. (On laisse au lecteur le soin de vérifier
I’équivalence de ces deux définitions).

Lemme 2.8 — Soientn > 1 et ¢ : G — GL, (k) un morphisme de groupes. On
note Cj; € k[GL, (k)] les coefficients matriciels. Alors ¢ est un morphisme de
variétés si et seulement si Cyij o ¢ € k[G], pouri,j=1,...,n.

Démonstration. — La nécessité est claire. Réciproquement, si la condition est
satisfaite alors on obtient un morphisme d’algébres ¢ : k[M, (k)] — k[G].
Désignons par D 1'élément dét(C; ;) de k[M,(k)], et observons que (D) est
un élément inversible de k[G], car p(D)(g) = dét(¢(g)), d’ou p(D)"(g) =
dét(p(g™1)). D’aprés la propriété universelle de la localisation, ¢ s’étend en un
morphisme d’algébres de k[M,(k)][D~!] = k[GL,(k)] vers k[G]. Ceci prouve

le lemme.

Proposition 2.9 — Soit V' un k[G]-comodule arbitraire.

a) V' est muni de Uaction linéaire de G définie par gv = (id®@ e4) Ay (v) ; de
plus, on a la propriété suivante :

b) Un sous-espace vectoriel W de V est G-stable ssi Ay (W) C W ® k[G],

c.-a-d., ssi W est un sous-comodule.

c) SidimV < oo, alors V' est un G-module rationnel.

Démonstration. — a) 1l faut vérifier que ev = v et g(hv) = (gh)v, pour tout
g,h € G, v € V. Ceci résulte des axiomes de coaction (cf.2.2) et est laissé au
lecteur.

Prouvons b). Il est clair que si Ay (W) C W ® k[G] alors W est G-stable.
Pour voir la réciproque, soit E un supplémentaire de W dans V. Soit v € W
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arbitraire. Ecrivons
Ay(v) => wi @i+ Y e; @,
i J

avec w; € W, ¢;,1; € k[G], et les e; linéairement indépendants dans E. Pour
tout g € G, I'hypothése gv € W implique 0 = Zj 1j(g)e; et ceci entraine que
1; = 0, pour tout j. On a donc Ay (v) € W ® k[G]. Ceci prouve b).

¢) Supposons maintenant que dimV = n et montrons que application
abstraite p : G — GL(V') obtenue plus haut est un morphisme. Soit (eq, ..., e,)

*

une base de V et (e,...,e}) la base duale. D’aprés le lemme 2.8, il suffit de

voir que les fonctions Cjjo0p : G — k appartiennent a k[G], pour tout 4, j. Mais
ceci est clair, car pour tout j I'on a

n
Av(ej) = Zei &® Cij,
i=1

pour certains ¢;; € k[G]. Alors, ¢;;(g) = Cij(p(g)) pour tout g € G, et donc
c¢ij = Cj; o p. La proposition est démontrée.

Lemme 2.10 — Soit {vy,...,vn} une base de V = k™. L’application
Ay :V—>V®k¢[GLn(k)], UjHZUi(X)Cij
i=1

munit V. d’une structure de k[GL(V')]-comodule.

De plus, cette application est canonique : elle ne dépend pas de la base de
V' choisie. La structure de GL(V')-module rationnel sur V' correspondante est
Uaction naturelle GL(V) x V. — V', qui correspond au morphisme identité
GL(V) — GL(V) !

Démonstration. — Pour tout j = 1,...,n,ona (id®e)Ay(vj) =D, vid; j = v;
et
(ld® A)Ay(v)) =Y 0 ® Cyy ® Cp; = (Ay @ id) Ay (vy).
il
Ceci montre que Ay est une coaction. On voit facilement que la structure de

GL(V')-module rationnel sur V' qui résulte du point a), correspond a l’action
naturelle GL(V) x V' — V, et donc au morphisme identité¢ GL(V) — GL(V).

Voyons 'indépendance vis-a-vis de la base. Notons v ’application naturelle

V*®V — End(V)* C k[End(V)].
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Alors Cj; = v(v ® v;). On en déduit que, pour tout v, on a Ay (v) = (idy ®
YOS vi ® v ®v). L’indépendance cherchée en découle, soit par un calcul
direct, soit en observant que via ’isomorphisme

0:End(V)QV VeV eV,

on a Ay (v) = (idy @ v)(Iy ®v), ou Iy désigne I’élément unité de End(V'). Le
lemme est démontré.

Corollaire 2.11 — Soit V de dimension finie. Il est équivalent de se donner
sur 'V une structure de k[G]-comodule ou de G-module rationnel.

Démonstration. — Si V' est un k[G]-comodule, on obtient une structure de
G-module rationnel sur V', d’aprés la proposition précédente.

Réciproquement, d’aprés le lemme précédent, on a une structure de co-
module Ay : V. — V ® kE[GL(V)]. Par conséquent, si p est un morphisme
G — GL(V), son comorphisme p* : k[GL(V)] — k[G] est un morphisme d’al-
gébres de Hopf et donc, d’aprés le lemme 2.5, (idy ® p*)Ay fait de V' un
k[G]-comodule.

On laisse au lecteur le soin de vérifier que la composée de ces deux opéra-
tions redonne sur V' la structure initiale de k[G]-comodule, resp. de G-module
rationnel. Ceci démontre le corollaire.

Proposition 2.12 — Soit V' un k-espace vectoriel arbitraire, c.-a-d., pas néces-
sairement de dimension finie. Il est équivalent de se donner :

i) une structure de k|G|-comodule sur V', ou

ii) une action linéaire localement finie de G sur V' telle que, pour tout
sous-espace G-stable W de dimension finie, lapplication induite G — GL(W)
soit un morphisme de groupes algébriques.

On dit que V est un G-module rationnel s’l est muni de l'une de ces
données. Dans ce cas, pour tout sous-espace W, on a :
W est un sous-G-module < W est un sous-comodule.

Démonstration. — Supposons que V' soit un k[G]-comodule et soit W un sous-
espace G-stable de dimension finie. L’application induite p : G — GL(WW) est
évidemment un morphisme de groupes. D’apreés la proposition 2.9, W est un
sous-comodule et p est un morphisme de groupes algébriques.

De plus, d’aprés le résultat de finitude (Proposition 2.6), tout sous-espace E
de dimension finie est contenu dans un sous-comodule (de fagon équivalente,
un G-module) de dimension finie. Ceci est la définition d’une action localement
finie. Ceci montre que la condition ii) est vérifiée.
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Réciproquement, supposons ii) vérifié. Si W est un sous-espace G-stable de
dimension finie, on a un morphisme d’algébres de Hopf myy : k[GL(W)] — k[G],
et on en déduit que (id ® ) o Ay : W — W ® k|G| est une coaction, notée
Ow . De plus, si W; C Ws, on vérifie facilement que le diagramme

Wi —2 Wy ® k[G]

l l

0
Wo —25 Wo ® k[G]
est commutatif. On en déduit, puisque ® commute a la limite inductive, que
ceci munit V' d’une coaction 6y, qui prolonge les Oy .
Définition et proposition 2.13Dual d’'un G-module de dimension finie)

1) Soit V- un G-module rationnel de dimension finie n. Alors l’espace dual est
de facon naturelle un G-module, pour la représentation dite contragrédiente,
définie par

(9 ¢)(v) = p(g~ "), Vge G, peV*veV.

2) Pour exprimer la coaction correspondante, soit (v1, ...
Vet (v],...,v}) la base duale de V*. Si on pose, pour tout j =

n
) = g v; @ ¢y,
=1

avec ¢;; € k[G), alors pour touti=1,...,n, l'on a

une base de

Un)
1,.

Avy=(v] Zv ® 7(cij),

ot T désigne lantipode de k|G]. De fagon plus intrinséque, posant C' = k[G],
Ay« est l'image de Ay via

volte ®T
—_—

Hom;(V, VR C)2V* @V ®C Ve V*®C~Hom(V:,V*® C).

Démonstration. — Pour 1), il suffit d’observer que le morphisme de groupes
Oy : GL(V) — GL(V*), g — 'g~!, est un morphisme de groupes algébriques,
ce qui se voit immédiatement en regardant les coefficients matriciels. Si on
désigne par p : G — GL(V') le morphisme de groupes algébriques définissant la
structure de G-module de V', alors le module dual V* correspond au morphisme
Oy o p. Ceci prouve le point 1). Le point 2) est laissé au lecteur.
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2.3. Linéarité des groupes algébriques affines. — On dit qu'un groupe
algébrique G est linéaire s’il est isomorphe & un sous-groupe fermé d’un groupe
GL(V). Dans ce cas, G est évidemment un groupe algébrique affine. La réci-
proque est vraie :

Théoréme 2.14— Tout groupe algébrique affine est linéaire.

Démonstration. — Soit G un groupe algébrique affine. Alors la comultiplica-
tion A : k[G] — k[G]®k|[G] fait de k[G] un k[G]-comodule et donc un G-module
rationnel. Pour ¢ € k[G], g,h € G, on a (g¢)(h) = ¢(hg).

Soient 1, ..., xs des générateurs de k[G] comme algébre, et soit V' le sous-
G-module (de dimension finie!) qu’ils engendrent. D’aprés la proposition 2.9,
I'on a A(V) C V ® k[G] et 'on obtient un morphisme de groupes algébriques
p: G — GL(V). Soit {f1,..., fn} une base de V'; il existe des ¢;; € k[G] tels
que, pour tout 5 =1,...,n,

(+) p(9)fi = cil9)fi, V9€G.
=1

Pour montrer que p est une immersion fermeée, il reste a voir que le comorphisme
p* ¢ k[GL(V)] — k[G] est surjectif. Mais ceci résulte de (). En effet, ¢;; =
Cijop=p*(Ci;), et pour j =1,...,n,0na

n

Vge G, filg) = (p(9)fi)e) =D cij(g)file),

=1
dou f; = p*(Xo1, fi(e)Cij). Comme les f; engendrent k[G], ceci prouve que
p* est surjective.

3. Action d’un groupe algébrique sur une variété

Soit G' un groupe algébrique affine.

3.1. Action par automorphismes sur une k-algébre. —

Définition et proposition 3.1 — Soit A une k-algébre. On dit que G agit (ra-
tionnellemnent) par automorphismes sur A si l'on s’est donné une structure
de G-module rationnel sur A telle que, pour tout g € G, lapplication a — ga
soit un automorphisme d’algébre.

Ceci équivaut & dire que la coaction correspondante Ay : A — A ® k[G] est
multiplicative, c.-a-d., est un morphisme de k-algébres.

Démonstration. — Laissée au lecteur.
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3.2. Action sur une variété affine. —

Définition et proposition 3.2 — Soit X une variété algébrique affine. Une ac-
tion de G sur X est un morphisme de variétés ux : G x X — X wvérifiant les
ariomes d’une action, c.-a-d.,

(1) po (pxidx) = px o (idg x px),

(2) px o (e xidyx) = idx,

ou p, resp. e, désigne la multiplication, resp. l’élément neutre, de G.

Notant Ax : k[X] — k[X]| ® k[G] le comorphisme de pux (qui est un mor-
phisme de k-algébres), ceci équivaut o dire que Ax est, de plus, une coaction.
Réciproquement, toute coaction Ax : k[X] — k[X]|®E[G] qui est multiplicative,
c.-a-d., un morphisme de k-algébres, induit un morphisme px : G x X — X
qui vérifie (1) et (2).

Par conséquent, se donner une action de G sur X équivaut a se donner une
coaction multiplicative Ax : k[X] — k[X] ® k[G]. Dans ce cas, on dira aussi
que X est une G-variété.

Démonstration. — Laissée au lecteur.

Définition et proposition 3.3 — Soient X,Y deur G-variétés algébriques af-
fines. Un G-morphisme ¢ : X — Y est un morphisme de variétés qui commute
a Uaction de G, c.-a-d., tel que ¢(gx) = gp(x) pour tout g € G, x € X.
En termes de morphismes, ceci signifie que ¢ o ux = py o (idg x @), et ceci
équivaut a dire que ¢* : k[X]| — k[Y] est un morphisme (d’algébres et) de
comodules.

Démonstration. — Laissée au lecteur.

3.3. Linéarisation des actions affines. —

Proposition 3.4 — Soit X une G-variété affine. Alors il existe une immersion
fermée G-équivariante de X dans un G-module rationnel de dimension finie.

Démonstration. — La preuve est similaire & celle de la linéarité de G. Soit
x1,...,xs des générateurs de k[X] comme algébre, et soit V' le sous-G-module
de dimension finie de k[X] qu’ils engendrent.

D’aprés la propriété universelle de lalgébre symétrique S(V'), on obtient,
d’une part, que G agit rationnellement, par automorphismes d’algébre sur
S(V). D’autre part, on obtient un morphisme d’algébres G-équivariant ¢ :
S(V) — Ek[X]. Ce morphisme est surjectif, puisque V engendre k[X]. Par
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conséquent, le morphisme associé ¢f : X — V* est une immersion fermée
G-équivariante.

4. Premiers résultats sur les groupes linéaires : composante neutre,
théoréme de ’image fermée et lemme de ’orbite fermée

Le but de cette section est d’énoncer et démontrer les résultats du titre.
Commengons par des rappels de géométrie algébrique.

4.1. Espaces noethériens et composantes irréductibles. — Soit X un
espace topologique non vide. On rappelle que X est connexe s’il n’est pas
réunion disjointe de deux fermés propres (c.-a-d., distincts de X). Ceci équivaut
a dire que toute partie a la fois ouverte et fermée est soit vide soit égale a X.

Définition 4.1 — On dit que X est irréductible s’il n’est pas réunion de deux
fermés propres de X. Ceci équivaut a dire que l'intersection de deux ouverts
non vides de X est un ouvert non vide, ou encore, que tout ouvert non vide
est dense.

Ceci implique que tout ouvert non vide de X est également irréductible.

Lemme 4.2 — 1) L’image par une application continue d’un espace irréduc-
tible, resp. connexe, est irréductible, resp. connexe.

2) Soient Y un sous-espace de X etY son adhérence. Si'Y est irréductible,
resp. connexe, Y lest aussi. De plus, si Y est irréductible, Y l’est aussi.

Définition 4.3 — On dit qu’'un espace topologique X est quasi-compact si de

tout recouvrement ouvert X = (J,.; U; on peut extraire un sous-recouvrement

i€l
fini (J;c;Us, ot J C I est une partie finie. Ceci équivaut a dire que si une
intersection de fermés (),c; Z; est vide, alors déja une intersection finie (), ; Z;

est vide.

Définition et proposition 4.4 — Soit X un espace topologique. On dit que X est
noethérien s’il vérifie l'une des conditions équivalentes ci-dessous :

1) Toute suite décroissante de fermés, resp. toute suite croissante d’ouverts,
est stationnaire.

2) Toute famille non vide de fermés, resp. d’ouverts, posséde un élément
minimal, resp. maximal.

3) Tout ouvert de X est quasi-compact.



4. COMPOSANTE NEUTRE, THEOREMES DE L’IMAGE ET ORBITE FERMEES 17

Proposition 4.5 — Soient A une k-algébre de type fini réduite et X = Max(A)
la variété algébrique affine associée, munie de la topologie de Zariski.

1) X est un espace topologique noethérien.
2) X est connexe ssi A ne contient pas d’idempotent autre que 0 et 1.

3) X est irréductible ssi A est intégre.

Définition 4.6. — Un sous-espace de X qui est irréductible (resp. connexe) et
maximal pour cette propriété s’appelle une composante irréductible (resp.
connexe) de X.

D’apreés le point 2. du lemme 4.2, une telle composante est une partie fermée
de X.

Remarque 4.7— 1) Si Y, Z sont deux parties connexes de X ayant un point
en commun, Y U Z est connexe. On en déduit que la relation x ~ 2’ §’il existe
une partie connexe contenant x et 2’ est une relation d’équivalence sur X, et
les composantes connexes sont les classes d’équivalence.

2) Pour un espace topologique arbitraire, l’existence de parties irréductibles
maximales résulte du lemme de Zorn, voir [Die, (T, 6)]. Toutefois, pour un
espace noethérien, on a la proposition suivante.

Proposition 4.8 — Soit X un espace topologique noethérien. Alors les compo-
santes irréductibles de X sont en nombre fini et recouvrent X .

Démonstration. — Considérons 'ensemble ) des fermés de X qui ne sont pas
réunion finie de fermés irréductibles. Si Y était non vide, alors d’apres la pro-
priété de noethérianité il contiendrait un élément minimal Z, nécessairement
non-irréductible. Donc Z est réunion de deux fermés propres Z; et Zs. Mais
d’aprés la minimalité de Z, Z; et Zs sont réunions finies de fermés irréduc-
tibles, et donc aussi Z. Contradiction! Donc ) = () et X est réunion finie de
fermés irréductibles.

Considérons alors une décomposition X = X; U --- U X,,, avec n minimal.
SiY est un sous-espace irréductible de X, 'égalité Y = U, (Y N X;) entraine
que Y C X, pour un certain i¢. Par conséquent, tout sous-espace irréductible
maximal de X est égal & I'un des X;. Comme de plus X; € X; pour j #
1, puisqu’on a choisi n minimal, on obtient que les X; sont exactement les
composantes irréductibles de X.

4.2. Dimension. —
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Définition 4.9 (Dimension d’un espace topologique noethérien)
Soient X un espace topologique noethérien, et x € X.

a) On note dim, X le supremum des longueurs des suites strictement dé-
croissantes de fermés irréductibles de X contenant x (la longueur d’une suite
X =FyD>F, D D F, éant n). Cest un élément de NU {+o00}.

b) On pose dim X = sup,x dim, X ; c’est encore un élément de NU{4o0}.
Pour tout sous-espace Y C X, on a dimY < X. De plus, si Xq,...,X,, sont
les composantes irréductibles de X, on a dim X = Max; dim X;.

Définition 4.10(Dimension d’un anneau noethérien) — Soient A un anneau
noethérien et p un idéal premier.

a) On note ht(p) le supremum des longueurs des suites strictement crois-
santes d’idéaux premiers contenus dans p, oli, comme précédemment, la lon-
gueur d'une suite Py C P, C --- C P, est n, c.a.d. le nombre de signes
d’inclusion. On peut montrer que ht(p) < +o0, voir [AM, Chap. 11].

b) On note dim A le supremum des ht(m), pour m € Max(A), c’est a priori
un élément de N U {+oo}. Pour tout idéal I, on a dim(A/I) < dim A.

Lemme 4.11 — Soient A un anneau noethérien, X = Spec(A) et p € Spec(A).
Alors dimp X = ht(p).

Démonstration. — Laissée au lecteur.
Remarque 4.12— 1) Nagata a construit un exemple d’anneau noethérien A
tel que dim A = 400, voir [AM], Exercice 11.4.

2) Evidemment, la dimension est une notion plus intéressante lorsqu’elle est

finie. A cet égard, on la proposition suivante.

Proposition 4.13 — Soient k un corps et X1, ..., X, des indéterminées. On a
dimk[X1,..., Xy] =n, et dimk[Xy, ..., X,)]/T < n pour tout idéal non nul I.

Démonstration. — Voir, par exemple, [Mal], §(14.A), Thm. 22.

Corollaire 4.14 — Soit k algébriquement clos. Toute variété algébrique affine
X C k™ est de dimension < n, avec égalité ssi X = k™.

4.3. Corps des fonctions rationnelles et dimension. — Soit X une
variété irréductible. Si U, V sont des ouverts non-vides, U NV est un ouvert
non-vide et 'application de restriction k[U] — k[UNV] est injective (car UNV
est dense). On note k(X)) la limite injective des k[U], pour U ouvert non-vide.
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En d’autres termes, k(X)) s’identifie a I’ensemble des couples (U, f) ot U est
un ouvert non-vide et f € k[U], modulo la relation d’équivalence : (U, f) ~
(V,g) si f et g coincident sur un ouvert non-vide W C U NV (dans ce cas,
f=gsur UNV). Cest un corps, car si f est non-nulle et appartient a k[U]
alors 1/ f appartient & k[UND(f)], oa 'on rappelle que D(f) désigne I'ouvert :

{zreX|f(z)#0}

Proposition 4.15 — Soit X drréductible. Alors k(X) = Frac(k[U]), pour tout
ouvert affine U.

Démonstration. — D’abord, il résulte de la définition que k(X) = k(U) pour
tout ouvert non-vide U. Donc il suffit de montrer que si X est affine alors
k(X) = Frac(k[X]). Il est clair que k[X] C k(X). Réciproquement, soit f €
kE(X). Alors f € k[V] pour un ouvert non-vide V', et il existe g € k[X] tel
D(g) C k[V]. Alors f € k[D(g)] = k[X], C k(X).

Pour tout corps K extension de type fini de &, on notera deg. tr.;, K son degré
de transcendance sur k. On admettra le résultat suivant; voir, par exemple,
[Hu, 3.2, 3.4.A].

Théoréme 4.16 — Soit X irréductible. Pour tout x € X, on a dim, X =
deg.tr., k(X). En particulier, dim X = deg. tr.;, k(X).

4.4. Image et fibres d’un morphisme, théoréme de Chevalley. —

Définition 4.17. — Soient X, Y deux variétés algébriques affines et f: X — Y
un morphisme. On dit que f est dominant si f(X) est dense dans Y, c.-a-d.,

si f(X) =Y. Ceci équivaut a ce que le comorphisme f* : k[Y] — k[X] soit
injectif.
On admet le théoréme suivant (voir [Die, §4|), qui est une variante (ou

une conséquence) du théoréme de constructibilité de Chevalley, cf.le cours de
Laszlo [Las, §6.11] ou [Laf, Chap.7, §3.2] ou [Mal, (6.E)].

Théoréme 4.18— Soient X,Y idrréductibles et [ : X — Y un morphisme
dominant.

a) Il existe un ouvert dense V de Y, contenu dans f(X), tel que, pour tout
v € V, toute composante irréductible de f~'(v) soit de dimension dim X —
dimY > 0.

b) Pour tout y € f(X) et toute composante irréductible Z de f~1(v), on a
dimZ >dimX —dimY.
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b') La fonction X — N, z +— dim, f~1(f(x)) est semi-continue supérieure-
ment, c.a.d., pour tout n, l’ensemble des x € X tels qu’il existe une composante
Z de f=Y(f(x)) contenant x et de dimension > n, est fermé.

Corollaire 4.19 — Soit f : X — Y wun morphisme de variétés. Alors f(X)

contient un ouvert dense de f(X).

Démonstration. — Remplagant si nécessaire Y par f(X), on peut supposer
que f est dominant. On se raméne alors au cas irréductible comme suit.
Notons X1, ..., X, les composantes irréductibles de X et posons Y; = m
Alors, d'une part, Y3 U---UY,, égale Y, car c’est un fermé contenant f(X).
D’autre part, chaque Y; est irréductible donc, d’aprés le théoréme précédent,
f(X;) contient un ouvert dense U; de Y;. Alors U; U --- U U, est un ouvert

dense de Y contenu dans f(X).

4.5. Composante neutre. —

Proposition 4.20 — Soit G un groupe algébrique.

(a) Les composantes connezes de G coincident avec les composantes irréduc-
tibles.

(b) Soit G° la composante connexe de lidentité. Alors GO est un sous-groupe
fermé distingué d’indice fini. Tout sous-groupe fermé conneze est contenu dans
GY.

(c) Tout sous-groupe fermé d’indice fini contient GV.

Démonstration. — Soient X1i,...,X,, les composantes irréductibles de G
contenant e. Notons Y = X7 --- X,,, 'image de X; X - -+ X}, par le morphisme
(1, Tm) — X1 Ty. Alors Y est une partie irréductible de G' contenant

e et est donc contenue dans un certain X;, disons X;. Comme chaque X; est
contenu dans Y, il en résulte m = 1. Donc e est contenu dans une unique
composante irréductible; notons-la G°. C’est un fermé de G, stable par
multiplication d’aprés ce qui précéde.

Pour tout g € G, g~ 'G? est une composante irréductible de G, car image de
G par un automorphisme de G. De plus, si g € G° alors ¢~ 'G? contient e et
est donc égal a GO. Ceci prouve que G° est un sous-groupe fermé. De méme,
pour tout g € G, gG°~! est une composante irréductible de G contenant e,
et donc gG¢~! = GV. Par conséquent, G° est un sous-groupe normal.

Comme chaque classe gG° est une composante irréductible de G, la propo-
sition 4.8 entraine que [G : GY] < oo. Les classes gG°, étant en nombre fini,
sont aussi ouvertes, et sont donc les composantes connexes de G.
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Enfin, si H est un sous-groupe fermé connexe, alors H N GY est ouvert et
fermé et non-vide (il contient e), donc égal & H, d’'ott H C G. Ceci prouve (a)
et (b).

Prouvons (c). Si H est un sous-groupe fermé d’indice fini, il est aussi ouvert,

et est donc une réunion de composantes connexes de G. Comme e € H, alors
H contient G°.

Remarque 4.21— Les groupes algébriques non-connexes se rencontrent natu-
rellement. Par exemple, soient 1" le sous-groupe des matrices diagonales dans
SLy et N son normalisateur dans SLy (c.a.d. N = {g € SLy | gTg™ ! = T}).
Alors N” = T et on a une suite exacte 1 — T — N — {£1} — 1; mais N
n’est pas un produit semi-direct de {£1} par T (exercice!).

4.6. Lemme des deux ouverts et sous-groupes. — On aura besoin des
résultats suivants.

Lemme 4.22 — Soient G un groupe algébrique, U un ouvert et I' une partie
dense. Alors G =UT =TU.

Démonstration. — Soit g € G. L’ouvert gU rencontre I', et donc g € T'U. En
considérant Ug, on obtient de méme que G = UT..

Proposition 4.23 — Soient G un groupe algébrique et H un sous-groupe abs-
trait de G.

(a) H est un sous-groupe fermé de G.

(b) Si H contient un ouvert non-vide de H, alors H = H. En particulier, tout
sous-groupe ouvert est fermé.

Démonstration. — Prouvons (a). Pour g € G, notons A, la translation a
gauche ¢’ — gg’ et 4 la translation & droite ¢’ — ¢’g. Soit h € H. L’image
inverse du fermé H par Iapplication continue \j, est un fermé contenant H et
donc H. Par conséquent, H-H C H.

Soit maintenant y € H. L’image inverse du fermé H par I'application conti-
nue §, est un fermé contenant H et donc H. Par conséquent, H-H C H. Enfin,
notons 7 le morphisme g — g~!. Alors le fermé 771 (H) contient H et donc H,
d’ott 7(H) C H. Ceci prouve (a).

Prouvons (b). Soit U un ouvert non-vide contenu dans H. Alors H est égal
a Upeg hU, et est donc ouvert dans H. 11y est aussi dense, et donc d’aprés le
lemme on a H = H-H = H.
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4.7. Morphismes de groupes algébriques. — Soit G un groupe algé-
brique. Comme les composantes connexes de G sont des translatées de GV,
elles ont toutes la méme dimension. Par conséquent, dim G = dim G©°.

Théoreme 4.24— Soit ¢ : G — G’ un morphisme de groupes algébriques.
(a) Ker ¢ est un sous-groupe fermé de G.

(b) Im ¢ est un sous-groupe fermé de G'.
(¢) On a dim ¢(G) = dim G — dim Ker ¢.
(

d) 6(G%) = 6(G)°.

Démonstration. — (a) est clair. D’autre part, Im ¢ est un sous-groupe de G’
et contient, d’aprés le corollaire 4.19, un ouvert dense de Im¢. On a donc
Im ¢ = Im ¢, d’aprés la proposition 4.23. Ceci prouve (b).

De plus, ¢(G?) est un sous-groupe fermé de ¢(G), connexe et d’indice fini.
Donc ¢(GY) = ¢(G)?, ce qui prouve (d).

Enfin, appliquons I’assertion a) du théoréme 4.18 au morphisme ¢ : G° —
#(GY). Chaque fibre étant un translaté de Ker¢, et donc de dimension
dim Ker ¢, on obtient (c).

Remarque 4.25— Attention! En caractéristique p > 0, un morphisme bi-
jectif de groupes algébriques n’est pas nécessairement un isomorphisme. Par
exemple, le morphisme surjectif SL,, — PGL,, a pour noyau le sous-groupe
{M\, | \* = 1}. Si n = p, ce sous-groupe égale {I,} et donc SL, — PGL,
est un morphisme de groupes algébriques bijectif. Mais ce n’est pas un isomor-
phisme, car son comorphisme est U'inclusion (1) de 1.2.9), qui est une inclusion
stricte.

De plus, on peut montrer, en considérant leurs algebres de Lie, que SL,, et
PGL, ne sont pas isomorphes commes groupes algébriques.

Un autre exemple, plus simple, est le suivant. Considérons le morphisme de
groupes algébriques ¢ : G, — G,, x — xP. Alors ¢ est bijectif. Son comor-
phisme est le morphisme de k-algébres k[T] — k[T], T +— TP ; ce n’est pas un
isomorphisme.

4.8. Action sur une variété, stabilisateurs et orbites.— Soient G un
groupe algébrique et X une G-variété. Pour des sous-espaces Y, Z de X, on
pose

Trang(Y,Z) ={g € G| gY C Z}, Stabg(Y) = Trang(Y,Y).

Si Y est un singleton {z}, on note Stabg({z}) = G
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Lemme 4.26 — a) Si Z est un fermé de X, alors Trang(Y, Z) est un fermé de
G. Par conséquent, pour tout x € X, G, est un sous-groupe fermé.

b) Si Y est localement fermé, alors Stabg(Y) égale {g € G | gY =Y}, et
est un sous-groupe fermé.

Démonstration. — Pour x € X, notons u, l'application g — gz. C’est un
morphisme de variétés.

a) Pour tout y € Y, Trang({y}, Z) = p,;'(Z) est un fermé de G. 1l en
est donc de méme de Trang(Y, Z) = ¢y Trang({y}, Z). L'assertion a) en
découle.

b) Soit g € Stabg(Y). Notons d’abord que gY C Y. Par conséquent, on
a une suite décroissante de fermés Y O gY D ¢?Y D --.. Cette suite étant
stationnaire, on en déduit que Y = gY". Donc Y est stable par g et g~'. Comme
Y est ouvert dans Y, la suite Y C g_lY - g_2Y C ... est une suite croissante
d’ouverts de Y et est donc stationnaire. On en déduit que Y = ¢~1'Y, d’ott
gY =Y. Ceci prouve que Stabg(Y") est un sous-groupe. De plus, on déduit de
ce qui précede que Stabg(Y) égale

{geG|gy =Y et g(Y \Y)=Y \Y } =Stabg(Y) N Stabg(Y \ V).
D’apreés le point a), on conclut que Stabg(Y') est un sous-groupe fermé de G.

Théoréme 4.27 — Pour tout v € X, l'orbite Gx est ouverte et dense dans Gx.
En particulier, Gz est une sous-variété localement fermée de X.

Démonstration. — Gz est I'image du morphisme pu, donc contient, d’apreés le
corollaire 4.19, un ouvert dense U de Gz. Mais alors Gz est la réunion des
ouverts gU et est donc ouvert (et dense) dans Gz.

Corollaire 4.28 — Tout fermé G-stable F C X contient au moins une orbite
fermée.

Démonstration. — L’ensemble des fermés non-vides et G-stables de F' est non-
vide (il contient F') donc admet au moins un élément minimal Z. Soit z € Z.
Par minimalité, on a Z = Gz. Alors, d’aprés la proposition, Z \ Gz est un
fermé G-stable strictement contenu dans Z et est donc vide. Donc Gz = Z est
une orbite fermée.

Remarque 4.29— Attention ! En caractéristique p > 0, le fait que G, = {1}
n’entraine pas que u, : G — Gz soit un isomorphisme, méme si Gz est fermée ;
voir la remarque 4.25.
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