
CHAPITRE 2

ALGÈBRES DE LIE ET DIFFÉRENTIELLES
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Dans tout ce chapitre, le corps de base k est algébriquement clos, de caracté-
ristique arbitraire. Sauf mention du contraire, « k-algèbre » signifie : k-algèbre
commutative.

5. Espaces tangents et différentielles

5.1. Dérivations. —

Définition 5.1. — Soient A une k-algèbre et M un A-module. On pose

Derk(A,M) = {D ∈ Homk(A,M) | ∀a, b ∈ A, D(ab) = aD(b) + bD(a)};
c’est un sous-A-module de Homk(A,M) (l’action de a ∈ A sur un morphisme
φ : A → M étant définie par (aφ)(b) = aφ(b), pour tout b ∈ A). Notons que
D(1) = D(1·1) = D(1)+D(1), d’où D(1) = 0. On pose Derk(A) = Derk(A,A).

Proposition 5.2. — 1. (Fonctorialité) Soient f : M →M ′ un morphisme de A-
modules, et ϕ : B → A un morphisme de k-algèbres. Alors on a un morphisme
de B-modules Derk(A,M) → Derk(B,M ′), D 7→ f ◦D ◦ ϕ.

2. (Localisation) Soient S une partie multiplicative de A et N un S−1A-
module. Le morphisme A→ S−1A induit un isomorphisme Derk(S−1A,N) →
Derk(A,N).

3. (Produits) Soient A1, A2 deux k-algèbres, A = A1 ⊗ A2, et M un A-
module. Alors

Derk(A,M) ∼= Derk(A1,M)⊕Derk(A2,M).

Démonstration. — 1. est immédiat et 2. laissé au lecteur. Voyons 3. Tout
D ∈ Derk(A,M) est déterminé par ses restrictions D1 et D2 à A1 ⊗ k et
k ⊗ A2, puisque D(a ⊗ b) = aD2(b) + bD1(a). Par conséquent, l’application
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naturelle σ : Derk(A,M) → Derk(A1,M) ⊕ Derk(A2,M) est injective. C’est
un isomorphisme, car étant donné Di ∈ Derk(Ai, M), l’application D : a⊗b 7→
aD2(b) + bD1(a) est une dérivation A→M telle que σ(D) = (D1, D2).

5.2. Espaces tangents. — Soient X une variété algébrique, OX,x l’anneau
local en un point x ∈ X, et mx son idéal maximal. On pose kx = OX,x/mx

et l’on note εx le morphisme d’algèbres OX,x → kx. C’est l’évaluation en x,
c.-à-d., pour tout f ∈ OX,x on a : εx(f) = f(x).

Définition 5.3. — On appelle « dérivations ponctuelles en x » les éléments de

Derk(OX,x, kx) = {δ ∈ Homk(OX,x, k) | δ(ab) = a(x)δ(b) + b(x)δ(a)}.
Remarque 5.4. — Comme OX,x = k1 ⊕ mx, alors le dual m∗

x de mx s’identifie
au sous-espace des f ∈ O∗Xx

telles que f(1) = 0. Comme toute dérivation
ponctuelle δ vérifie δ(1) = 0, on a donc une inclusion

Derk(OX,x, kx) ⊆ {f ∈ O∗X,x | f(1) = 0 = f(m2
x)} ∼= (mx/m

2
x)∗.

De plus, cette inclusion est une égalité. En effet, pour tout a, b ∈ OX,x,

ab− a(x)b− b(x)a+ a(x)b(x)1 = (a− a(x)1)(b− b(x)1)

appartient à m2
x, donc si f ∈ O∗Xx

vérifie f(1) = 0 = f(m2
x), alors f(ab) =

a(x)f(b) + b(x)f(a).

Définition et proposition 5.5(Espaces tangents de Zariski)

1) On définit l’ espace tangent de Zariski à X en x par

TxX := (mx/m
2
x)∗ ∼= Derk(OX,x, kx);

l’ espace cotangent étant T ∗xX := mx/m
2
x.

2) De plus, pour tout ouvert affine U contenant x, on a

TxX ∼= Derk(k[U ], kx) ∼= (mU,x/m
2
U,x)∗,

où mU,x désigne l’idéal maximal de k[U ] correspondant à x.

La définition donnée en 1) montre que l’espace tangent est défini de façon
intrinsèque. Le point 2) résulte de 5.2.2. (voir aussi 5.19 plus loin) et montre
que, pour calculer TxX, on peut se placer dans le cas affine.

Définition 5.6. — Soient f ∈ k[X1, . . . , Xn] et x = (x1, . . . , xn) ∈ kn. La diffé-
rentielle de f au point x est l’application linéaire :

dxf : kn → k, (η1, . . . , ηn) 7→
n∑

i=1

∂f

∂xi
(x)ηi.
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On peut donc voir df comme une application polynomiale kn × kn → k,

(x, η) 7→ dxf(η) =
n∑

i=1

∂f

∂xi
(x)ηi.

Proposition 5.7. — Soit V une sous-variété algébrique fermée de kn, soit I =
I(V ) son idéal, et soient f1, . . . , fm des générateurs de I. Alors, pour tout
x ∈ V , l’espace tangent TxV est le sous-espace suivant de kn :

m⋂

`=1

Ker dxf` = {η ∈ kn |
n∑

i=1

∂f`

∂xi
(x)ηi, ∀` = 1, . . . , n}.

Sa dimension est n− r(x), où r(x) est le rang de la matrice jacobienne

Jx(f1, . . . , fm) =




∂f1

∂x1
· · · ∂fm

∂x1
...

. . .
...

∂f1

∂x`
· · · ∂fm

∂x`


 (x).

Par conséquent, il existe un ouvert non-vide U de V sur lequel cette dimension
est minimale.

Si V est irréductible, de dimension d, alors dimk TxX = d pour tout x ∈ U .
Démonstration. — Soit mx = (X1 − x1, . . . , Xn − xn) l’idéal de x dans
k[X1, . . . , Xn] et soit mx son image dans k[V ]. D’une part, l’espace cotangent
T ∗xkn = mx/m

2
x s’identifie à l’espace dual (kn)∗, l’image de Xi−xi s’identifiant

à l’élément ε∗i de la base duale, qu’on désigne souvent par dxi (ce n’est rien
d’autre que la forme linéaire « i-ème coordonnée »).

D’autre part, mx = mx/I et m2
x = (m2

x + I)/I, et donc

T ∗xV = mx/m
2
x = mx/(m2

x + I)

est le quotient de (kn)∗ par le sous-espace image de I, qui est le sous-espace
vectoriel engendré par les images de f1, . . . , fm. D’après la formule de Taylor,
pour tout P ∈ k[X1, . . . , Xn] on a

(∗) P = P (x) +
n∑

i=1

∂P

∂xi
(x)(Xi − xi) mod m2

x.

On en déduit que, pour ` = 1, . . . ,m, l’image de f` dans (kn)∗ est la forme
linéaire

dxf` =
n∑

i=1

∂f`

∂xi
(x)dx`.

Par conséquent, l’espace dual TxV s’identifie au sous-espace de kn annulé par
dxf1, . . . , dxfm. Ceci prouve la première assertion de la proposition, et la se-
conde en découle aussitôt.
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Pour tout d ≥ 0, l’ensemble V (≤d) = {x ∈ V | r(x) ≤ d} est le lieu
d’annulation de tous les mineurs d’ordre d + 1 de la matrice jacobienne J .
Comme les coefficients de J sont des polynômes en x, il en est de même des
mineurs, et donc V (≤d) est une sous-variété fermée. Par conséquent, le lieu
des points x ∈ V pour lesquels r(x) est maximal, c.-à-d., dimTxV minimal,
est un ouvert non-vide de V .

Enfin, pour la dernière assertion, on renvoie à [AM, Chap.11] ou [Eis,
Chap.16] ou [Ku, §VI.1].

Remarque 5.8. — Soient V une variété algébrique affine, x ∈ V , et f ∈ k[V ]. Il
résulte de (∗) ci-dessus que dxf s’identifie à l’image de f−f(x) dans mx/m

2
x =

T ∗xV . Par conséquent, pour tout ξ ∈ TxV , on a

(∗∗) ξ(f) = dxf(ξ),

où, à gauche, ξ est vu comme élément de Derk(k[V ], kx).

5.3. Différentielle d’un morphisme. —

Définition et proposition 5.9(Différentielle d’un morphisme en un point)

Soit f : X → Y un morphisme de variétés. Alors, pour tout x ∈ X, f induit
une application linéaire dxf : TxX → Tf(x)Y , la différentielle de f en x.
Elle est définie de l’une des façons suivantes.

1) Soient x ∈ X et y = f(x). Alors f induit un morphisme f# : OY,y →
OX,x, qui envoie my dans mx, et donc m2

y dans m2
x. Donc f# induit un mor-

phisme my/m
2
y → mx/m

2
x, qu’on notera encore f#, par abus de notation. Par

définition, dxf est le transposé de ce morphisme. On a donc dxf(δ) = δ ◦ f#,
pour tout δ ∈ (mx/m

2
x)∗.

2) Si on identifie TxX à Derk(OX,x, kx), et de même pour TyY , alors dxf

est définie par dxf(δ) = δ ◦ f#, pour tout δ ∈ Derk(OX,x, kx).

3) Soient V un ouvert affine contenant y et U un ouvert affine de f−1(V )
contenant x. Plongeant V (resp. U) dans un certain kn (resp. km), on obtient
que la restriction de f à U est donnée par un n-uplet (f1, . . . , fn) d’éléments
de k[X1, . . . , Xm]. Alors dxf est la restriction à TxU ⊆ km de l’application
linéaire km → kn dont la i-ème composante est dxfi, c.-à-d., dont la matrice
est 


∂f1

∂x1
· · · ∂f1

∂xm
...

. . .
...

∂fn

∂x1
· · · ∂fn

∂xm
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Démonstration. — Il est clair que les définitions 1) et 2) coïncident ; elles
montrent que dxf est défini de façon intrinsèque. Le calcul de 3) ne présente
pas de difficultés et est laissé au lecteur.

Lemme 5.10. — Soient X une variété algébrique affine et f ∈ k[X]. Alors f
est un morphisme X → k et, pour tout x ∈ X, la différentielle dxf au sens de
la définition précédente s’identifie à l’image dans mx/m

2
x de f − f(x), et donc,

d’après la remarque 5.8, à la différentielle de la fonction f , définie dans 5.6.

Démonstration. — Il vaut mieux se convaincre que c’est évident, ou qu’il ne
peut en être autrement, plutôt que d’écrire une démonstration, qui est néces-
sairement formelle et peu éclairante. Enfin, en voici une.

Il est clair que f est un morphisme. Son comorphisme est le morphisme
d’algèbres f# : k[T ] → k[X] (où T est une indéterminée) défini par f#(T ) = f .
Soient x ∈ X et y = f(x) ∈ k. Le point est que l’image de T−y est le générateur
naturel de l’espace cotangent

T ∗y k = (T − y)/(T − y)2,

et donc on identifie Tyk ∼= k via η 7→ η(T − y). En particulier, pour tout
ξ ∈ TxX, dxf(ξ) est par définition le vecteur tangent ξ◦f# ∈ Tyk ; il s’identifie
donc au scalaire

(ξ ◦ f#)(T − y) = 〈ξ, f − f(x)〉.
Ceci montre que dxf s’identifie à l’image de f − f(x) dans mx/m

2
x = T ∗xX.

(Ouf. . .)

Il est clair, d’après la définition, que dxidX = idTxX . De plus, on a la

Proposition 5.11(Fonctorialité). — Soient X f−→ Y
g−→ Z des morphismes de

variétés algébriques. Pour tout x ∈ X on a dx(g ◦ f) = df(x)g ◦ dxf .

Démonstration. — Soient x ∈ X et y = f(x), z = g(y). Alors (g ◦ f)# :
OZ,z → OX,x est la composée de g# : OZ,z → OY,y et de f# : OY,y → OX,x, et
la proposition en résulte aussitôt, en utilisant l’une des définitions 1) ou 2).

Proposition 5.12. — Soient X,Y, Z des variétés algébriques, φ : X × Y → Z
un morphisme de variétés, et x ∈ X, y ∈ Y . Alors

T(x,y)(X × Y ) ∼= TxX ⊕ TyY.

De plus, si l’on fait cette identification, alors

d(x,y)φ = dxφy + dyφx,

où φy : X → Z et φx : Y → Z sont les morphismes définis par φy(a) = φ(a, y),
φx(b) = φ(x, b), pour a ∈ X, b ∈ Y .
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Démonstration. — L’isomorphisme T(x,y)(X × Y ) ∼= TxX ⊕ TyY résulte de la
proposition 5.2.

Soit (u, v) ∈ T(x,y)(X × Y ) ∼= TxX ⊕ TyY . Alors,

d(x,y)φ(u, v) = d(x,y)φ(u, 0) + d(x,y)φ(0, v).

Or, avec des notations évidentes, on a φy = φ◦τy, et dxτy(u) = (u, 0) pour tout
u ∈ TxX. On en déduit que d(x,y)φ(u, 0) = dxφy(u) et, de même, d(x,y)φ(0, v) =
dyφx(v). Le résultat en découle.

À titre d’application, signalons le corollaire suivant. Soit G un groupe al-
gébrique. Soient µ : G × G → G la multiplication, et ι : G → G le passage à
l’inverse. Désignons simplement par dµ, resp. dι, leur différentielles au point
(e, e), resp. e.

Corollaire 5.13. — On a dµ(X,Y ) = X + Y et dι(X) = −X, pour X,Y ∈
Te(G).

Démonstration. — La première assertion résulte de la proposition 5.12, car
µ(e, ·) = idG = µ(·, e). D’autre part, µ ◦ (id, ι) est l’application constante
G→ {e}. On en déduit que 0 = idTe(G) + dι, d’où la seconde assertion.

5.4. Différentielle d’une immersion. — Soient f : X → Y un morphisme
et x ∈ X. Il résulte des définitions que, si V est un voisinage ouvert de f(x)
dans Y , et si on note ϕ la restriction de f à f−1(V ), alors dxϕ = dxf . En
particulier, si f est une immersion ouverte (c.-à-d., un isomorphisme de X sur
un ouvert de Y ), alors dxf est un isomorphisme, pour tout x ∈ X.

D’autre part, on a vu que si X est une sous-variété fermée de kn, alors
chaque TxX s’identifie à un sous-espace de kn. Ceci se généralise comme suit
au cas d’une immersion fermée quelconque.

Proposition 5.14. — Si f : Y → X est une immersion fermée alors dyf est
injective, pour tout y ∈ Y . Par conséquent, si Y est une sous-variété fermée
de X alors, pour tout y ∈ Y , TyY s’identifie à un sous-espace de TyX.

Démonstration. — On peut supposer X et Y affines. Alors, on a k[Y ] ∼=
k[X]/I. Pour y ∈ Y , notons my et my les idéaux correspondants de k[X]
et k[Y ]. Alors my = my/I et m2

y = (m2
y + I)/I, et donc my/m

2
y = my/(m2

y + I)
est un quotient de my/m

2
y. La proposition en résulte.

5.5. Distributions à support dans un point. — Soient X une variété al-
gébrique, x ∈ X, et mx l’idéal maximal de OX,x. Notons O∗X,x l’espace vectoriel
dual. Comme OX,x = k1⊕mx, alors l’espace dual m∗

x s’identifie au sous-espace
des φ ∈ O∗X,x vérifiant φ(1) = 0.
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Définition 5.15. — Pour n ≥ 0, on introduit les espaces vectoriels

Distn(X,x) := {φ ∈ O∗X,x | φ(mn+1
x ) = 0} ∼= (OX,x/m

n+1
x )∗,

Dist+n (X,x) := {φ ∈ Distn(X,x) | φ(1) = 0} ∼= (mx/m
n+1
x )∗,

et on pose

Dist(X,x) :=
⋃
n

Distn(X,x), et Dist+(X,x) :=
⋃
n

Dist+n (X,x).

Définition 5.16(Différentielle d’un morphisme). — Soient f : X → Y un mor-
phisme de variétés, y = f(x) et ϕ le comorphisme OY,y → OX,x. Alors
ϕ−1(mx) = my, d’où ϕ(mn

y ) ⊆ mn
x pour tout n. On en déduit que la transposée

tϕ applique Distn(X,x) dans Distn(Y, y), et Dist+n (X,x) dans Dist+n (Y, y).
Pour n = 1, Dist+1 (X,x) ∼= TxX et tϕ n’est autre que la différentielle

dxf . Donc, on peut se permettre de noter dxf l’application tϕ : Dist(X,x)
→ Dist(Y, y).

Alors on obtient facilement la proposition suivante, qui généralise la Propo-
sition 5.11.

Proposition 5.17. — Soient X f−→ Y et Y g−→ Z des morphismes de variétés,
x ∈ X, y = f(x), et dxf : Dist(X,x) → Dist(Y, y), dyg : Dist(Y, y) →
Dist(Z, z). Alors dx(g ◦ f) = df(x)g ◦ dxf .

Remarque 5.18. — Soit U un quelconque ouvert affine de X contenant le point
X, et soient A = k[U ] et m l’idéal de x dans A. Alors, pour tout n ≥ 1, on a

(∗) A/mn ∼= OX,x/m
n
X,x,

et donc Dist(U, x) = Dist(X,x) et TxU = TxX. En effet, OX,x est le localisé
de A en la partie multiplicative S = A \ m, et donc (∗) résulte du lemme
ci-dessous.

Lemme 5.19. — a) Soient A un anneau, I un idéal et S une partie multipli-
cative de A. On note B = A/I et S l’image de S dans B. Alors S−1B ∼=
S−1A/S−1I.

b) Soient m un idéal maximal de A, et S = A \m. Si mn ⊆ I ⊆ m, pour un
n ≥ 1, alors A/I ∼= S−1A/S−1I.

Démonstration. — Pour a) voir, par exemple, [AM, Prop.3.5 et Ex.3.4].
Voyons b). D’abord, B est un anneau local, d’idéal maximal m = m/I. En
effet, comme m n = 0, tout idéal premier de B contient m, d’où l’assertion
puisque m est maximal. Par conséquent, tout élément t de T := B \ m est
inversible, car Bt = B puisque Bt 6⊆ m. D’autre part, puisque I ⊆ m, alors
S = T . Il en résulte que S−1B = B, d’où l’assertion b).
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6. Algèbre de Lie d’un groupe algébrique

6.1. Algèbres de Lie. — Une k-algèbre de Lie est un k-espace vectoriel L
muni d’une application bilinéaire alternée L× L→ L, (x, y) 7→ [x, y] vérifiant
l’identité de Jacobi

[x, [y, z]] + [z, [x, y]] + [y, [z, x]] = 0, ∀x, y, z ∈ L.
Ceci équivaut à : [x, [y, z]] = [[x, y], z] + [y, [x, z]]. En d’autres termes, pour

tout x ∈ L, l’application Dx : y 7→ [x, y] vérifie : Dx([y, z]) = [Dx(y), z] +
[y,Dx(z)], i.e. c’est une dérivation de L.

Exemples 6.1. — . Soit A une algèbre associative.
1) Le crochet [a, b] := ab− ba munit A d’une structure d’algèbre de Lie.
2) On pose Derk(A) = {D ∈ Endk(A) | D(ab) = aD(b) + D(a)b}. C’est

une algèbre de Lie pour le crochet [D1, D2] = D1D2 −D2D1. En effet, posons
D = D1D2 −D2D1. Pour a, b ∈ A on a D(ab) = aD(b) +D(a)b, car :

D1D2(ab) = D1(a)D2(b) + aD1D2(b) +D1D2(a)b+D2(a)D1(b),

D2D1(ab) = D2(a)D1(b) + aD2D1(b) +D2D1(a)b+D1(a)D2(b).

Définition 6.2. — Soit L une k-algèbre de Lie. Une représentation de L, ou
L-module, est un k-espace vectoriel L muni d’un morphisme d’algèbres de Lie
ρ : L→ Endk(V ) (c.-à-d., ρ([x, y]) = ρ(x)ρ(y)− ρ(y)ρ(x), pour x, y ∈ L).

6.2. Dérivations invariantes. — Soit G un groupe algébrique affine. On
peut définir son algèbre de Lie de plusieurs manières. Commençons par la
définition en termes de dérivations invariantes. On note ε : OG,e → k, φ 7→
φ(e).

L’action de G sur lui-même par translation à gauche induit une action de
G par automorphismes d’algèbres dans k[G] : (λ(g)ϕ)(h) = ϕ(g−1h). Alors G
opère par automorphismes d’algèbres dans Endk(k[G]) par g·D = λ(g) ◦ D ◦
λ(g−1), et cette action laisse stable Derk(k[G]). Il en résulte que les dérivations
invariantes :

Derk(k[G])λ(G) = {D ∈ Derk(k[G]) | λ(g) ◦D ◦ λ(g−1) = D, ∀g ∈ G},
forment une sous-algèbre de Lie. On la note L(G).

Proposition 6.3. — L’application D 7→ ε ◦D induit un isomorphisme d’espaces
vectoriels L(G) ∼→ TeG.

Démonstration. — Si D ∈ Derk(k[G]) alors ε ◦ D ∈ Derk(k[G], ke) = TeG,
donc l’application est bien définie. De plus, si D ∈ L(G) alors

∀ϕ ∈ k[G], g ∈ G, (Dϕ)(g−1) = (g·D)(λ(g)ϕ)(e) = (ε ◦D)(λ(g)ϕ).
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Par conséquent, l’application est injective. Montrons qu’elle est surjective. On
a TeG ∼= Derk(k[G], ke). Pour δ ∈ Derk(k[G], ke), définissons Dδ par

Dδ = (id⊗ δ)∆ : k[G] → k[G];

c.-à-d., si ∆(φ) =
∑

i ηi⊗ ξi, alors Dδφ =
∑

i ηiδ(ξi). On vérifie facilement que
Dδ est une dérivation. Pour montrer que g ·Dδ = Dδ, pour tout g ∈ G, le plus
simple est sans doute d’écrire que, pour tout φ ∈ k[G],

Dδ(φ)(h) =
∑

i

ηi(h)δ(ξi) = δ(λ(h−1)φ),

et donc
(g ·Dδ)(φ) = λ(g)(Dδ(λ(g−1)φ))

est la fonction qui envoie tout h ∈ G sur

Dδ(λ(g−1)ϕ)(g−1h) = δ(λ(h−1g)λ(g−1)ϕ) = δ(λ(h−1)ϕ) = Dδ(ϕ)(h).

Ceci montre que g · Dδ = Dδ, et donc Dδ ∈ L(G). Enfin, il est clair que
ε ◦Dδ = δ. Ceci démontre la proposition.

Remarque 6.4. — On peut aussi montrer que g · Dδ = Dδ en écrivant que
λ(g−1) = (εg ⊗ id)∆, d’où

λ(g−1) ◦Dδ ◦ λ(g) = (εg ⊗ εg−1 ⊗ id⊗ δ) ◦ (∆2 ⊗ id) ◦∆, (†)
où l’on a noté ∆2 = (id⊗∆)∆ = (∆⊗ id)∆. Comme

(εg ⊗ εg−1 ⊗ id) ◦∆2 = id,

le terme de droite de (†) égale (id⊗ δ)∆ = Dδ, ce qui prouve que g ·Dδ = Dδ.

Définition 6.5. — On munit TeG de la structure d’algèbre de Lie déduite de
l’isomorphisme L(G) ∼→ TeG, D 7→ ε ◦D.

6.3. Algèbres enveloppantes. —

Définition 6.6. — Soit g une k-algèbre de Lie. Son algèbre enveloppante est
l’algèbre U(g) = T (g)

/〈x⊗ y − y ⊗ x− [x, y], x, y ∈ g〉.

Elle vérifie la propriété universelle suivante. On note τ l’application naturelle
g → U(g).

Proposition 6.7. — Soient A une algèbre associative (unitaire), et ϕ : g → A
un morphisme d’algèbres de Lie. Il existe un unique morphisme d’algèbres φ :
U(g) → A tel que φ◦τ = ϕ. Par conséquent, on a une équivalence de catégories

{représentations de g} ∼= {U(g)-modules}.
Pour simplifier, on suppose g de dimension finie sur k. On admet le théorème

suivant (voir [Dix, Th. 2.1.11]).
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Théorème 6.8(Poincaré-Birkhoff-Witt) . —

Pour toute base {X1, . . . , Xn} de g, les monômes ordonnés

Xν1
1 · · ·Xνn

n , (ν1, . . . , νn) ∈ Nn,

forment une base de U(g). En particulier, l’application g → U(g) est injective.

6.4. L’algèbre des distributions à l’origine. — Soient G un groupe algé-
brique affine, k[G] son algèbre des fonctions, me = Ker ε l’idéal d’augmentation.
On pose

Dist(G) =
⋃

n≥0

Distn(G) et Dist+(G) =
⋃

n≥0

Dist+n (G),

où Distn(G) = {η ∈ k[G]∗ | η(mn+1
e ) = 0} et Dist+n (G) = {η ∈ Distn(G) |

η(1) = 0}.
On va voir que la structure d’algèbre de Hopf de k[G] permet de munir

Dist(G) d’une structure d’algèbre associative. Notons ∆ : k[G] → k[G]⊗ k[G]
la comultiplication. Comme k[G] = k1⊕me, alors

(1) k[G]⊗ k[G] = k1⊗ 1⊕ k1⊗me ⊕me ⊗ k1⊕me ⊗me

= k1⊗ 1
⊕

(me ⊗ k[G] + k[G]⊗me).

Comme (id ⊗ ε)∆ = id = (ε ⊗ id)∆, alors (ε ⊗ ε)∆(φ) = φ(e), pour tout
φ ∈ k[G]. Par conséquent,

∀φ ∈ me, ∆(φ) ∈ me ⊗ k[G] + k[G]⊗me.

Comme ∆ est un morphisme d’algèbres, on obtient que

∆(m2
e) ⊆ m2

e ⊗ k[G] + me ⊗me + k[G]⊗m2
e,

et l’on montre par récurrence sur n ≥ 1 que

∆(mn
e ) ⊆

∑

i,j≥0
i+j=n

mi
e ⊗mj

e.

Par conséquent, ∆ induit, pour tout r, s ∈ N, un morphisme d’algèbres

∆r,s : k[G]/mr+s+1
e → k[G]/mr+1

e ⊗ k[G]/ms+1
e .

Alors, pour tout η ∈ Distr(G), ξ ∈ Dists(G), on définit le produit ηξ ∈
Distr+s(G) par :

ηξ := (η ⊗ ξ)∆r,s.
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Ceci ne dépend pas de r et s, car pour t ≥ r, u ≥ s, on le diagramme commu-
tatif :

k[G]/mt+u+1
e

∆t,u−−−−→ k[G]/mt+1
e ⊗ k[G]/mu+1

ey
y

k[G]/mr+s+1
e

∆r,s−−−−→ k[G]/mr+1
e ⊗ k[G]/ms+1

e .

De plus, en utilisant la co-associativité de ∆, on vérifie sans difficulté que le
produit ainsi défini est associatif. Enfin, Dist0(G) = kε, et les égalités

(id⊗ ε)∆ = id = (ε⊗ id)∆

entraînent que ε est l’élément unité pour la multiplication ainsi définie sur
Dist(G). On a ainsi obtenu le

Théorème 6.9. — Dist(G) =
⋃

n≥0 Distn(G) est une algèbre associative filtrée,
c.-à-d., telle que Distr(G)Dists(G) ⊆ Distr+s(G), pour tout r, s ∈ N.

Par conséquent, comme toute k-algèbre associative, Dist(G) est munie de
la structure d’algèbre de Lie définie par [η, ξ] = ηξ − ξη, et il est clair que
Dist+(G) est une sous-algèbre de Lie.

Théorème 6.10. — Dist+1 (G) est stable pour le crochet [X,Y ] = XY − Y X, et
est donc muni d’une structure d’algèbre de Lie.

Démonstration. — Soient η, ξ ∈ Dist+1 (G). Alors ηξ et ξη appartiennent tous
deux à Dist+2 (G), et il s’agit de montrer que leur différence est nulle sur m2

e.
Soient φ, ψ ∈ me. On utilisant la décomposition (1) et les égalités (ε⊗id)∆ =

id = (id⊗ ε)∆, on obtient que

∆(φ)− φ⊗ 1− 1⊗ φ ∈ me ⊗me,

et de même pour ψ. Comme

(ηξ)(φψ) = (η ⊗ ξ)∆(φψ) = (η ⊗ ξ)(∆(φ)∆(ψ)),

et comme η(m2
e) = 0 = ξ(m2

e), on en déduit que

(ηξ)(φψ) = η(φ)ξ(ψ) + ξ(φ)η(ψ).

Ceci est symétrique en η et ξ, et égale donc (ξη)(φψ). Il en résulte que [ξ, η]
est nul sur m2, donc appartient à Dist+1 (G). Le théorème est démontré.



34 CHAPITRE 2. ALGÈBRES DE LIE ET DIFFÉRENTIELLES

6.5. Équivalence des deux constructions. —

Définition et proposition 6.11. — L’application Dist+1 (G) → L(G), δ 7→ Dδ, est
un isomorphisme d’algèbres de Lie. On notera Lie(G) cette algèbre de Lie.

Démonstration. — On sait déjà que δ 7→ Dδ est un isomorphisme d’espaces
vectoriels, dont l’inverse est D 7→ ε ◦ D. Soient γ, δ ∈ Dist+1 (G). Il faut voir
que Dγδ−δγ = DγDδ − DδDγ . Pour cela, il suffit de voir que γδ − δγ = ε ◦
(DγDδ −DδDγ).

On a vu en 6.2 que Dδ = (id⊗ δ) ◦∆. On en déduit que

ε ◦Dγ ◦Dδ = (ε⊗ γ ⊗ 1)(∆⊗ 1)(1⊗ δ)∆
= (1⊗ γ ⊗ δ)(ε⊗ 1⊗ 1)(∆⊗ 1)∆ = (γ ⊗ δ)∆ = γδ.

Ceci prouve la proposition.

Corollaire 6.12. — On a un morphisme naturel U(Lie(G)) → Dist(G) ; son
image est la sous-algèbre de Dist(G) engendrée par Dist+1 (G).

Exemple 6.13. — Considérons G = Ga. On a k[G] = k[T ]. Pour i ≥ 0, soit γi

l’élément de Disti(G) défini par γi(T j) = δi,j . Alors les γi, i ≥ 0, forment une
base de Dist(G) et l’on a

γi γj =
(
i+ j

i

)
γi+j , ∀i, j ≥ 0.

On a U(Lie(G)) ∼= k[γ1], et l’application naturelle k[γ1] → Dist(G) envoie γn
1

sur n! γn. C’est donc un isomorphisme si car(k) = 0 ; si car(k) = p > 0 son
image est la sous-algèbre de dimension p ayant pour base {γi, 0 ≤ i < p}.

6.6. Fonctorialité. —

Proposition 6.14. — Soit φ : G → H un morphisme de groupes algébriques.
Alors dφ : Dist(G) → Dist(H) est un morphisme d’algèbres. En particulier, il
induit un morphisme d’algèbres de Lie Lie(G) → Lie(H).

Démonstration. — dφ est donné par δ 7→ δ ◦ φ∗, pour δ ∈ Dist(G). Comme
φ ◦mG = mH ◦ φ, alors ∆G ◦ φ∗ = φ∗ ◦∆H . Donc, pour γ, δ ∈ Dist(G), on a

dφ(γ)·dφ(δ) = (γ ◦ φ∗ ⊗ δ ◦ φ∗) ◦∆H = (γ ⊗ δ) ◦∆G ◦ φ∗ = γδ ◦ φ∗ = dφ(γδ).

La proposition est démontrée.

Corollaire 6.15. — Si G est un sous-groupe fermé de H, alors Lie(G) est une
sous-algèbre de Lie de Lie(H).

Démonstration. — On combine la proposition précédente et la proposition
5.14.
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Proposition 6.16. — On a Dist(G) = Dist(G0) et Lie(G) = Lie(G0) ; c.-à-d.,
Dist(G) et Lie(G) ne dépendent que de G0.

Démonstration. — D’après la proposition 6.14 et la remarque 5.18, Dist(G0) →
Dist(G) est un morphisme d’algèbres bijectif.

6.7. Exemple de GLn et SLn. — Soit n ≥ 1. On rappelle que SLn(k) =
{g ∈ GLn(k) | dét(g) = 1}. On note gln l’algèbre de Lie Mn(k), munie du
crochet [X,Y ] = XY −Y X, et sln la sous-algèbre de Lie des matrices de trace
nulle. Pour tout i, j, on désigne par Eij la matrice élémentaire correspondante.

Proposition 6.17. — On a Lie(GLn(k)) ∼= gln.

Démonstration. — Posons G = GLn(k) et soit m = me l’idéal maximal de e
dans k[G]. On note Cij les coefficients matriciels. Comme k[G] = k[Mn(k)]D, où
D est le déterminant, les images des Cij , pour j 6= i, et des Cii− 1 engendrent
m/m2. On en déduit que TeG admet pour base les dérivations ponctuelles
eij : k[G] → ke définies par eij(Crs) = δi,rδj,s. Vérifions que l’application
eij 7→ Eij est un (iso)morphisme d’algèbres de Lie.

Pour tout i, j, i′, j′, on a

[eij,ei′j′ ]Crs = (eij ⊗ ei′j′ − ei′j′ ⊗ eij)∆(Crs)
=

∑
t(eijCrt ⊗ ei′j′Cts − ei′j′Crt ⊗ eijCts)

= δj,i′δi,rδj′,s − δj′,iδi′,rδj,s
= (δj,i′eij′ − δj′,iei′j)Crs.

Ceci montre que [eij,ei′j′ ] = δj,i′eij′ − δj′,iei′j . La proposition est démontrée.

Pour traiter le cas de SLn, on aura besoin du lemme suivant.

Lemme 6.18. — Soient G un groupe algébrique affine, H un sous-groupe fermé,
et f1, . . . , fr des générateurs de l’idéal de H dans k[G]. Alors Lie(H) = {X ∈
Lie(G) | df1(X) = 0 = · · · = dfr(X)}.

Démonstration. — Si on note mG, resp. mH , l’idéal de e dans k[G], resp. k[H],
alors mH/m

2
H est le quotient de mG/m

2
G par le sous-espace engendré par les

dfi. L’assertion en découle.

Proposition 6.19. — Pour tout X ∈ gln, on a X(dét) = Tr(X). Par conséquent,
Lie(SLn(k)) ∼= sln.

Démonstration. — On vérifie sans difficulté que dedét = Tr. Par conséquent,
d’après la remarque 5.8, X(dét) = Tr(X), pour tout X ∈ gln. La proposition
découle alors du lemme précédent.
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6.8. Action dérivée de Dist(G) sur une représentation de G. —

Proposition 6.20. — Soient G un groupe algébrique affine et V un k[G]-
comodule.

a) V est naturellement muni d’une structure de Dist(G)-module, définie par
δv = (1⊗ δ)∆V (v), pour v ∈ V , δ ∈ Dist(G). En particulier, V est un Lie(G)-
module.

b) Si dimk(V ) < ∞, l’application Lie(G) → End(V ) = Lie(GL(V )) ainsi
obtenue est la différentielle du morphisme φ : G→ GL(V ).

Démonstration. — a) Soient γ, δ ∈ Dist(G) et v ∈ V . Alors εv = (id ⊗
ε)∆V (v) = v, et

γ(δv) = (1⊗ γ ⊗ 1)(∆V ⊗ 1)(1⊗ δ)∆V (v)
= (1⊗ γ ⊗ δ)(1⊗∆)∆V (v)
= (1⊗ γδ)∆V (v) = (γδ)v.

Ceci prouve que V est un Dist(G)-module.

Démontrons b). Soit {v1, . . . , vn} une base de V et soient Cij les coeffi-
cients matriciels associés ; ce sont par définition des formes linéaires surMn(k).
On désignera par C ′ij leur restriction à l’ouvert GLn(k) ⊂ Mn(k) ; alors on a
deC

′
ij = Cij , et donc, d’après la remarque 5.8,

X(C ′ij) = deC
′
ij(X) = Cij(X) = Xij ,

pour tout X ∈ Lie(GLn) = Mn(k).
D’autre part, d’après la preuve du corollaire 2.11 (et le lemme 2.10), la

structure de k[G]-comodule sur V est donnée, pour j = 1, . . . , n, par

∆V (vj) =
n∑

i=1

vi ⊗ φ#(C ′ij),

où φ# : k[GL(V )] → k[G] est le comorphisme de φ.
Enfin, pour tout ξ ∈ Lie(G), on a ξ ◦ φ# = deφ(ξ). Par conséquent, on a,

pour j = 1, . . . , n, et ξ ∈ Lie(G) :

ξvj = (id⊗ ξ)∆V (vj) =
n∑

i=1

deφ(ξ)(C ′ij)vi =
n∑

i=1

deφ(ξ)ijvi = deφ(ξ)vj .

Ceci prouve b). La proposition est démontrée.

Soit X une variété algébrique affine sur laquelle G agit à droite, c.-à-d.,
on se donne un morphisme X × G → X, (x, g) 7→ xg, tel que xe = x et
x(gh) = (xg)h, pour tout x ∈ X et g, h ∈ G. Alors son comorphisme

∆X : k[X] → k[X]⊗ k[G]
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fait de k[X] un G-comodule (à droite) au sens de notre définition 2.2, c.-
à-d., k[X] est un G-module (rationnel) à gauche pour l’action définie par
(gφ)(x) = φ(xg), pour tout g ∈ G, φ ∈ k[X], x ∈ X.

D’après la proposition précédente, k[X] est un Dist(G)-module à gauche.
De plus, on a la proposition suivante.

Proposition 6.21. — 1) Lie(G) agit sur k[X] par dérivations.
2) Pour φ ∈ k[X] et x ∈ X, soit φx = (εx ⊗ id)∆ ∈ k[G] ; c’est la fonction

g 7→ φ(gx). Alors, pour tout ξ ∈ Lie(G), on a (ξ · φ)(x) = deφx(ξ).
3) En particulier, si X = G, où G agit par translations à droite, alors

l’action dérivée de ξ ∈ Lie(G) sur k[G] coïncide avec l’action de la dérivation
Dξ, invariante par translations à gauche, définie en 6.3.

Démonstration. — Soit ξ ∈ Lie(G) et soient α, β ∈ k[X]. Posons

∆X(α) =
∑

i

ai ⊗ φi, ∆X(β) =
∑

j

bj ⊗ ψj .

Alors ξ(αβ) = (id⊗ ξ)∆X(ab) égale
∑

i,j

aibjξ(φiψj) =
∑

i,j

aibj(ε(φi)ξ(ψj) + ε(ψj)ξ(φi)) = αξ(β) + βξ(α).

Ceci prouve que ξ agit par dérivations sur k[X]. De plus, avec les notations
précédentes, αx égale

∑
i ai(x)φi et donc, d’après la remarque 5.8, on obtient :

(ξα)(x) =
∑

i

ai(x)ξ(φi) = ξ(αx) = deαx.

Ceci prouve 2). Enfin, 3) résulte de 2) et de la définition Dξ = (id⊗ξ)∆ donnée
en 6.3.

(Nota Il faut rectifier le §3.2 : si G agit à gauche sur X via µX : G×X → X, le
comorphisme µ∗X : k[X] → k[G]⊗ k[X] munit k[X] d’une structure de k[G]-comodule
à gauche (définie en un sens évident) et de G-module rationnel à droite.)

Remarque 6.22. — Attention Si ρ : G→ GL(V ) est une représentation fidèle
(c.-à-d., injective), sa dérivée dρ : Lie(G) → gl(V ) n’est pas nécessairement in-
jective, si car(k) > 0. On peut même avoir dρ = 0, comme le montre l’exemple
ci-dessous.

La difficulté vient du fait qu’un morphisme bijectif de groupes algébriques
n’est pas nécessairement un isomorphisme, en raison de phénomènes de non-
séparabilité. C’est ce qui se passe pour le morphisme f : Gm → Gm, z 7→ zp,
où p = car(k). Il est bijectif, mais sa différentielle est nulle.

Toutefois, on a la remarque suivante, qui sera utile dans l’étude de la dé-
composition de Jordan.
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Remarque 6.23. — La représentation de Lie(G) dans k[G] via l’identification de
Lie(G) aux dérivations invariantes à gauche, est la dérivée de la représentation
rationnelle ρ de G définie par (ρ(g)φ)(h) = φ(hg). Par conséquent, dρ est une
représentation fidèle.

6.9. Stabilisateurs de l’idéal d’un sous-groupe fermé. — Soient G un
groupe algébrique affine, H un sous-groupe fermé, et I l’idéal de H dans k[G].
Le lemme suivant sera utilisé de façon cruciale dans la suite, pour la décom-
position de Jordan, puis pour la construction du quotient G/H.

On considère l’action de G dans k[G] définie par (gφ)(h) = φ(hg). On rap-
pelle que L(G), l’algèbre de Lie des dérivations k[G], invariantes par translation
à gauche, s’identifie à Lie(G) via D 7→ ε ◦D.

Lemme 6.24. — a) H = {g ∈ G | gI = I}.
b) Lie(H) = {δ ∈ Lie(G) | δ(I) = 0}.
c) L(H) = {D ∈ L(G) | D(I) ⊆ I}.

Démonstration. — a) est facile et laissé au lecteur. D’après les définitions,
Lie(H) égale

Derk(k[H], ke) = Derk(k[G]/I, ke) = {δ ∈ Derk(k[G], ke) | δ(I) = 0},
d’où b). Voyons c). Comme H contient e alors I ⊆ mG,e. Donc, si D(I) ⊆ I
alors (ε ◦D)(I) = 0 et donc ε ◦D ∈ Lie(H), d’où D ∈ L(H). Réciproquement,
soient D ∈ L(H), φ ∈ I et h ∈ H. Alors λ(h−1)φ ∈ I et donc

(Dφ)(h) = ε(λ(h−1)Dφ) = (ε ◦D)(λ(h−1)φ) = 0,

ce qui montre que D(I) ⊆ I. Le lemme est démontré.

6.10. Actions adjointes. — Soient G un groupe algébrique affine et g =
Lie(G). Pour g ∈ G, on note Ad(g) : g → g la différentielle de l’automorphisme
Int(g) : G → G, h 7→ ghg−1. Alors Ad(g) est un automorphisme d’algèbre
de Lie de g. Comme Int(gg′) = Int(g) ◦ Int(g′), l’application G → GL(g),
g 7→ Ad(g) est un morphisme de groupes ; on va voir que c’est un morphisme
de variétés, et calculer sa différentielle.

Remarque 6.25. — Soient X,Y ∈ GLn(R). On pose Aη = id + ηX, Bη =
id + ηY , avec η ∈ R+ « assez petit ». On vérifie que

AηBηA
−1
η B−1

η = id + η2(XY − Y X) +O(η3).

Donc, on peut voir le crochet de Lie XY − Y X comme une sorte de dérivée
seconde du commutateur AηBηA

−1
η B−1

η . On va donner un sens précis à cette
assertion.
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Théorème 6.26. — L’application G→ GL(g), g 7→ Ad(g) est un morphisme de
groupes algébriques. Sa différentielle est l’application ad : g → End(g), définie
par ad(X)(Y ) = [X,Y ], pour X,Y ∈ g.

Démonstration. — Voyons la 1ère assertion. On plonge G dans un GL(V ). Il
suffit de prouver l’assertion pour GL(V ). En effet, soit {e1, . . . , er} une base
de gl(V ), telle que {e1, . . . , em} soit une base de g. Soient Cij , 1 ≤ i, j ≤ r les
coefficients matriciels sur End(gl(V )). Si on montre que Cij ◦Ad ∈ k[GL(V )],
pour i, j = 1, . . . , r, on aura a fortiori (Cij ◦Ad)|G ∈ k[G], pour i, j = 1, . . . ,m,
d’où l’assertion voulue.

De même, comme, pour g ∈ G, on a IntG(g) = IntGL(V )(g)|G, on en déduit
que dAdg = (dAdgl(V ))|g. De plus, pour X ∈ g on a adg(X) = adgl(V )(X)|g,
puisque g est une sous-algèbre de Lie de gl(V ). Donc il suffit également de
montrer la 2ème assertion pour GL(V ). Ceci montre que le théorème découle
de la proposition suivante.

Proposition 6.27. — a) Pour g ∈ GL(V ), X ∈ gl(V ), on a Ad(g)(X) = gXg−1.
Par conséquent, Ad : GL(V ) → GL(gl(V )) est un morphisme de groupes algé-
briques.

b) On a dAd = ad.

Démonstration. — Posons G = GL(V ) et g = gl(V ). Démontrons le point
a). Soient g ∈ G et X ∈ g. Par définition, on a Ad(g)(X) = d Int(g)(X) =
X ◦ Int(g)# = X ◦ ρ(g−1)# ◦ λ(g)#, où ρ(h) et λ(h) désignent les translations
à droite et à gauche par h.

Si φ ∈ k[G] et ∆(φ) =
∑

i ηi ⊗ ξi, alors
(
X ◦ ρ(g−1)# ◦ λ(g)#

)
(φ) =

∑

i

ηi(g)
(
X ◦ ρ(g−1)#

)
(ξi),

et
(
X ◦ ρ(g−1)#

)
(ξi) = (X ⊗ εg−1)∆(ξi). On en déduit que

Ad(g)(X) = (εg ⊗X ⊗ εg−1)(id⊗∆)∆,

et donc, pour i, j = 1, . . . , n,

Ad(g)(X)(Ci,j) = (εg ⊗X ⊗ εg−1)
∑

`,m

Ci,` ⊗ C`,m ⊗ Cm,j

=
∑

`,m

gi,` X`,m (g−1)m,j

= (gXg−1)i,j = (gXg−1)(Ci,j).

Comme les Cij engendrent k[G], on en déduit que Ad(g)(X) = gXg−1. Enfin,
on vérifie sans difficultés que l’application GLn ×Mn(k) → Mn(k), (g, u) 7→
gug−1 est un morphisme de variétés. Ceci prouve le point (a).
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Remarque 6.28. — On peut aussi prouver la 1ère assertion de a) comme suit.
Posons Tij = Cij − δi,j , pour i, j = 1, . . . , n. Alors les images des Tij forment
une base de m/m2 ; on peut les regarder comme des formes linéaires sur g =
(m/m2)∗. Par conséquent, pour g ∈ G et i, j = 1, . . . , n on a

d(Tij ◦ Int(g)) = Tij ◦ d Int(g) = Tij ◦Ad(g). (∗)
Or Tij ◦ Int(g) est l’application GLn → k qui à une matrice A associe le
coefficient (gAg−1)ij ; on vérifie que sa dérivée est l’application gln → k, X 7→
(gXg−1)ij . Il résulte alors de (∗) que gXg−1 = Ad(g)(X), pour toutX ∈ gl(V ).

Démontrons maintenant le point b) de la proposition. Soit Y ∈ gln. Consi-
dérons les morphismes EvY : Endk(gln) → gln, u 7→ u(Y ), et θY : G →
gln, g 7→ Ad(g)(Y ) = gY g−1. Alors θY = EvY ◦ Ad, et on en déduit que
dAd(X)(Y ) = dθY (X) = X ◦φY , où φY : k[gln] → k[G] est le comorphisme de
θY .

On a φY (Ci,j)(g) = Ci,j(gY g−1) =
∑

`,mCi,`(g)Y`,mτ(Cm,j)(g), et donc

φY (Ci,j) =
∑

`,m

Ci,` Y`,m τ(Cm,j).

Appliquant X ∈ gln
∼= Derk(k[GLn], ke) à cette égalité, on obtient

X(φY (Ci,j)) =
∑

`,m

X(Ci,`) Y`,m τ(Cm,j)(e) +
∑

`,m

Ci,`(e) Y`,m X(τ(Cm,j)).

Mais X ◦ τ = dι(X) = −X, d’après le corollaire 5.13, et donc il vient

X ◦ φY (Ci,j) =
∑

`

Xi,`Y`,j −
∑
m

Yi,mXm,j = (XY − Y X)(Ci,j).

On en déduit que dAd(X)(Y ) = XY − Y X = ad(X)(Y ). Ceci prouve le point
b), et achève la preuve de la proposition 6.27 et du théorème 6.26.
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