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7. Décomposition de Jordan

7.1. Décomposition de Jordan dans End(V ) et GL(V ). — Commençons
par rappeler quelques notions et résultats d’algèbre linéaire. On rappelle que
k est algébriquement clos. Soient V un k-espace vectoriel, et a ∈ End(V ).

Définition 7.1. — On dit que a est :
1) localement fini si, pour tout v ∈ V , le sous-espace engendré par les aiv,
i ≥ 0, est de dimension finie.
2) semi-simple si V admet une base formée de vecteurs propres de a. Si
dimk V < ∞, ceci équivaut à : a est racine d’un polynôme P ∈ k[T ] sans
racines multiples.
3) nilpotent (resp. unipotent) s’il existe n > 0 tel que an = 0 (resp. (a− 1)n =
0).
4) localement nilpotent (resp. unipotent) si pour tout v ∈ V il existe n > 0 tel
que anv = 0 (resp. (a− 1)nv = 0).

Lemme 7.2. — Supposons que a, b ∈ End(V ) commutent.
1) Si a, b sont semi-simples, alors a+ b et ab le sont aussi.
2) Si a, b sont nilpotents, alors a+ b et ab le sont aussi.
3) Si a, b sont unipotents, alors ab l’est aussi.

Démonstration. — 1) On voit facilement que b laisse stables les espaces propres
de a, et donc V admet une base formée de vecteurs propres communs à a et b.
L’assertion en découle.

2) Il existe n tel que an = 0 = bn. Alors (ab)n = 0 = (a+ b)2n.
3) Il existe n tel que (a − 1)n = 0 = (b − 1)n. Alors, comme ab − 1 =

(a− 1)b+ b− 1, on a (ab− 1)2n = 0.
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Proposition 7.3(Décomposition de Jordan additive). — On suppose dimk V <
∞. Soit a ∈ End(V ).

(1) Il existe as semi-simple et an nilpotent, tels que asan = anas et a =
as+an. Ces propriétés déterminent uniquement as et an. L’écriture a = as+an

s’appelle la décomposition de Jordan (additive) de a.
(2) Il existe des polynômes P,Q sans termes constants tels que as = P (a) et

an = Q(a).
(3) Si b ∈ End(V ) commute à a il commute aussi à as et an.
(4) Soient E un sous-espace de V stable par a, et W = V/E. Alors E

est stable par as et an, et a|E = as|E + an|E et a|W = as|W + an|W sont les
décomposition de Jordan de a|E et a|W .

Démonstration. — L’existence de as et an, donnés par des polynômes P et
Q est bien connue, et (3) ainsi que la première assertion de (4) en découlent
aussitôt. On obtient aussi l’unicité : si a′s, a′n vérifient les même conditions alors
ils commutent à a et donc à as, an et par conséquent as − a′s = a′n − an est à
la fois semi-simple et nilpotent, donc nul.

Enfin, si E est a-stable et si W = V/E, il est clair que an|E et an|W sont
nilpotents, et as|E et as|W sont semi-simples car annulés par le polynôme mi-
nimal de a, qui est sans racines multiples. Évidemment, as|E et an|E com-
mutent, de même que as|W et an|W . Donc, par unicité, a|E = as|E + an|E et
a|W = as|W + an|W sont les décomposition de Jordan de a|E et a|W .

Corollaire 7.4(Décomposition de Jordan multiplicative). — On suppose dimk V
finie. Soit a ∈ GL(V ).

(1′) Il existe as semi-simple et au unipotent, tels que a = asau = auas.
Ces propriétés déterminent uniquement as et au ; as est la partie semi-simple
de a définie plus haut, et au = id + a−1

s an. L’écriture a = asau s’appelle la
décomposition de Jordan multiplicative de a.

(3′) Si b ∈ End(V ) commute à a il commute aussi à as et au.
(4′) Soient E un sous-espace de V stable par a et W = V/E. Alors E est

stable par as et au, et a|E = as|Eau|E et a|W = as|Wau|W sont les décomposi-
tions de Jordan de a|E et a|W .

Démonstration. — Soient a ∈ GL(V ) et a = as + an sa décomposition de
Jordan additive dans End(V ). Comme as et a ont les mêmes valeurs propres,
alors as ∈ GL(V ). On pose alors au = id+a−1

s an. Le reste de la démonstration
est analogue à celle de la proposition.

Proposition 7.5(Décompositions pour un endomorphisme localement fini)
Soient V un k-espace vectoriel arbitraire et a un endomorphisme localement

fini de V .
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(1) Il existe as semi-simple et an localement nilpotent tels que asan = anas

et a = as + an, et ces propriétés déterminent uniquement as et an. L’écriture
a = as + an s’appelle la décomposition de Jordan (additive) de a.

(3) Si b ∈ End(V ) commute à a il commute aussi à as et an.
(4) Soient E un sous-espace de V stable par a et W = V/E. Alors E est

stable par as et an, et a|E = as|E + an|E et a|W = as|W + an|W sont les
décomposition de Jordan de a|E et a|W .

De plus, si a est inversible, on a aussi (1′), (3′), et (4′).

Démonstration. — Cela se déduit facilement du cas de la dimension finie.

7.2. Décomposition de Jordan pour les groupes algébriques affines.
— Soient G un groupe algébrique affine et g = Lie(G). On note ρ la structure
de G-module rationnel sur k[G] définie par (ρ(g)φ)(h) = φ(hg), et dρ : g →
End(k[G]) sa dérivée.

Lemme 7.6. — Les représentations ρ et dρ sont fidèles.

Démonstration. — Soit g ∈ G, g 6= e. Les idéaux maximaux me et mg sont
distincts, et donc il existe φ ∈ mg telle que φ(e) 6= 0. Comme (ρ(g)φ)(e) =
φ(g) = 0, alors ρ(g)φ 6= φ. Ceci montre que ρ(g) 6= id.

D’autre part, on a vu dans la remarque 6.23 que dρ est fidèle.

Théorème 7.7(Décomposition de Jordan dansG et g). —
a) Pour tout g ∈ G, il existe un couple unique (gs, gu) ∈ G×G tel que : g =

gsgu = gugs et ρ(g) = ρ(gs)ρ(gu) est la décomposition de Jordan multiplicative
de ρ(g).

a′) Pour tout X ∈ g, il existe un couple unique (Xs, Xn) ∈ g × g tel que :
X = Xs +Xn, [Xs, Xn] = 0, et dρ(X) = dρ(Xs)+dρ(Xn) est la décomposition
de Jordan de dρ(X).

b) Si G = GL(V ) et donc g = gl(V ), alors les décompositions précédentes
coïncident avec les décompositions usuelles.

c) Si π : G → H est un morphisme de groupes algébriques, alors π et dπ
préservent les décompositions de a) et a′).

c′) Si π est une représentation rationnelle arbitraire de G, alors π et dπ
préservent les décompositions de a) et a′).

Pour la démonstration, commençons par remarquer que, comme ρ et dρ sont
fidèles, l’unicité de la décomposition de Jordan pour ρ(g) ou dρ(X), entraîne
l’unicité de (gs, gu) et de (Xs, Xn).

La suite de la démonstration nécessite plusieurs résultats intermédiaires.
Dans la suite, on écrira parfois unipotent ou nilpotent au lieu de : localement
unipotent ou nilpotent.
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7.2.1. Démonstration de a), a′) et b) pour GL(V ). — Le lemme suivant est
laissé au lecteur. Soient V un k-espace vectoriel de dimension finie, r ≥ 1 et
E = V ⊕ · · · ⊕ V (r copies).

Lemme 7.8. — Soient g ∈ GL(V ) et X ∈ gl(V ). Si g ou X est semi-simple, il
en est de même de l’application induite sur E, puis sur chaque Tn(E) et donc
sur chaque Sn(E). On a un énoncé analogue si g est unipotent ou X nilpotent.

Proposition 7.9. — Soient g ∈ GL(V ) et X ∈ gl(V ).
1) Si g est semi-simple, resp. unipotent, il en est de même de ρ(g).
2) Si X est semi-simple, resp. nilpotent, il en est de même de dρ(X).
Par conséquent, si g = gsgu, resp. X = Xs + Xn, est la décomposition de

Jordan de g dans GL(V ), resp. de X dans gl(V ), alors ρ(gs) = ρ(gs)ρ(gu)
est la décomposition de Jordan de ρ(g), et dρ(X) = dρ(Xs) + dρ(Xn) celle de
dρ(X).

Démonstration. — Posons G = GL(V ). Alors End(V ) ∼= V ⊗ V ∗, comme
(G×G)-module, et donc

k[End(V )] ∼= k[V ⊗ V ∗] ∼= S(V ∗ ⊗ V ).

On en déduit que, comme ρ(G)-module, k[End(V )] ∼= S(E), où E est la somme
directe de dimk V copies de V .

On a k[G] = k[End(V )]D, où D est le déterminant. De D(hg) = D(h)D(g),
on déduit évidemment que ρ(g)D = D(g)D, mais aussi que ∆(D) = D ⊗ D.
On a vu en 6.19 que X(D) = Tr(X), pour X ∈ Lie(G). Il en résulte que
dρ(X)(D) = (1 ⊗ X)∆(D) = Tr(X)D. Comme, d’après la remarque 6.23,
dρ(X) est une dérivation de k[G], on en déduit que dρ(X)(Dn) = nTr(X)Dn

pour tout n ∈ Z.
Supposons g ouX semi-simple. Alors, d’après le lemme, l’application induite

sur k[End(V )] l’est aussi. De plus, si φ est un vecteur propre pour g ou X, de
valeur propre ξ ∈ k, alors

ρ(g)(φD−n) = ξD(g)−nφD−n, dρ(X)(φD−n) = (ξ − nTr(X))φD−n.

Dans les deux cas, φD−n est un vecteur propre. On en déduit que ρ(g), resp.
dρ(X), est semi-simple.

Si g est unipotent et X nilpotent, alors D(g) = 1 et Tr(X) = 0 et donc
(ρ(g)− id)(φD−n) = (ρ(g)− id)(φ)D−n et dρ(X)(φD−n) = dρ(X)(φ)D−n. On
en déduit que ρ(g), resp. dρ(X), est localement unipotent, resp. nilpotent.

Ceci prouve les assertions 1) et 2), et la dernière assertion en découle par
unicité de la décomposition de Jordan de ρ(g) et dρ(X).
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7.2.2. Fin de la démonstration du théorème 7.7. — Soient G un groupe algé-
brique affine et g = Lie(G). D’après le théorème 2.14, G est un sous-groupe
fermé d’un certain GL(V ), d’où aussi g ⊆ gl(V ). Posons A = k[GL(V )] et
B = k[G] = A/I, où I est l’idéal de G dans A.

Soient g ∈ G, X ∈ g et soient g = gsgu la décomposition de Jordan de g
dans GL(V ), et X = Xs + Xn celle de X dans gl(V ). D’après le lemme 6.24
et la remarque 6.23, ρ(g) et dρ(X) préservent I. Donc, d’après la proposition
7.5 (4), I est stable par ρ(gs), ρ(gu) et dρ(Xs), dρ(Xn). D’après le lemme 6.24,
à nouveau, ceci entraîne que gs, gu appartiennent à G, et Xs, Xn à g. De plus,
d’après 7.5 (4),

ρ(g)|B = ρ(gs)|Bρ(gu)|B, dρ(X)|B = dρ(Xs)|B + dρ(Xs)|B

sont les décompositions de Jordan de ρ(g)|B et dρ(X)|B. Les assertions a), a′)
et b) du théorème 7.7 en découlent. Reste à voir c) et c′).

Si π : G→ H est une immersion fermée, l’assertion découle de la construc-
tion qui précède, en plongeant H dans un GL(V ). Reste donc à voir le cas où π
est surjectif. Dans ce cas, le comorphisme π# identifie k[H] à une sous-algèbre
de k[G], et c’est un sous-ρ(G)-module : pour tout φ ∈ k[H], g ∈ G et h ∈ H,
on a :

(1) (ρ(g)φ)(h) = φ(hπ(g));

de façon équivalente, la structure de k[G]-comodule sur k[H] est donnée par

(2) ∆k[H] = (id⊗ π#)∆H ,

où ∆H est la comultiplication de k[H]. Avec des notations évidentes, (1) montre
que la restriction ρ(g)|k[H] coïncide avec ρH(π(g)), pour tout g ∈ G.

De plus, pour ξ ∈ Lie(G), on a ξ ◦ π# = dπ(ξ) et donc (2) montre que la
restriction de dρ(ξ) à k[H] est dρH(dπ(ξ)).

Appliquant ce qui précède à g, gs, gu et X,Xs, Xn, on déduit de la proposi-
tion 7.5 (4) que

{
ρH(π(g)) = ρH(π(gs))ρH(π(gu)),

dρH(dπ(X)) = dρH(dπ(Xs)) + dρH(dπ(Xn))

sont les décompositions de Jordan de ρH(π(g)) et de dρH(dπ(X)). Par consé-
quent, π(gs) = π(g)s, π(gu) = π(g)u, etc. Ceci prouve l’assertion c). Enfin,
comme toute représentation rationnelle est réunion de représentations de di-
mension finie, l’assertion c′) en découle aussitôt, en utilisant encore 7.5 (4).

7.3. Éléments semi-simples, unipotents, nilpotents. —

Définition 7.10. — Soit g ∈ G. On dit que g est semi-simple, resp. uni-
potent, si g = gs, resp. g = gu. On note Gs et Gu l’ensemble des éléments
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semi-simples, resp. unipotents. On définit de façon analogue les éléments semi-
simples ou nilpotents dans g = Lie(G), et les ensembles gs et gn.

Remarque 7.11. — Il résulte des définitions que si g ∈ G est à la fois semi-
simple et unipotent, alors g = e. De même, si X ∈ g est à la fois semi-simple
et nilpotent, alors X = 0.

Proposition 7.12. — Gu, resp. gn, est une sous-variété fermée de G, resp. g.

Démonstration. — Plongeant G dans un GL(V ), on se ramène au cas où G =
GLn. Alors

{g ∈ GLn | g est unipotent} = {g ∈ GLn | (g − 1)n = 0},
{X ∈ gln | X est nilpotent} = {X ∈ gln | Xn = 0},

et la proposition en découle.

7.4. Groupes unipotents ou diagonalisables, groupes commutatifs.
—

Définition 7.13. — Soit G un groupe algébrique affine. On dit que :
1) G est unipotent si tous ses éléments le sont.
2) G est diagonalisable s’il admet une représentation fidèle V de dimension

finie n, ayant une base de vecteurs propres communs aux éléments de G. Ceci
équivaut à dire que G est isomorphe à un sous-groupe de (Gm)n. De plus,
d’après le lemme ci-dessous, ceci équivaut à dire que G est commutatif et que
tous ses éléments sont semi-simples.

Lemme 7.14. — Soient V un espace vectoriel de dimension finie, C une famille
commutative d’endomorphismes de V . Alors

a) C est trigonalisable.
b) Soit D une sous-famille formée d’éléments semi-simples. Alors il existe

une base de V où D est diagonale et C triangulaire.

Démonstration. — On procède par récurrence sur dimk V . Si C est formé
d’homothéties, les assertions sont vérifiées. On peut donc supposer qu’il existe
f ∈ C et a ∈ k tels que W := Ker(f − a id) soit non-nul et distinct de V . Alors
W est stable par C. Par hypothèse de récurrence, il existe e1 ∈ W , vecteur
propre pour C, et une base triangulaire pour C dans V/ke1. En relevant cette
base dans V , on obtient une base triangulaire pour C, d’où a).

Voyons b). Si D est formée d’homothéties, le résultat découle de a). Sinon,
soit f ∈ D n’étant pas une homothétie. Alors V = V1⊕ · · ·Vr (espaces propres
de f), et les Vi sont C-stables, distincts de V , et on conclut par récurrence.
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Théorème 7.15(Structure des groupes commutatifs). — Soient G un groupe li-
néaire commutatif et g = Lie(G). Alors Gs et Gu sont des sous-groupes
fermés, connexes si G l’est, et l’application φ : Gs ×Gu → G, (g, h) 7→ gh, est
un isomorphisme, dont l’inverse est donné par la décomposition de Jordan. De
plus, Lie(Gs) = gs, Lie(Gu) = gn, et g = gs ⊕ gn.

Démonstration. — Comme G est commutatif, alors Gs et Gu sont des sous-
groupes. De plus, d’après le théorème 6.26, g est commutative, et on en déduit
que gs et gn sont des sous-espaces vectoriels de g. D’après la remarque 7.11,
on a Gs ∩Gu = {e} et gs ∩ gn = {0}.

D’après le lemme précédent, on peut plonger G dans le groupe Bn(k) des
matrices triangulaires, de sorte que Gs soit contenu dans le sous-groupe fermé
Dn(k) des matrices diagonales. Alors on a Gs = Dn(k) ∩ G, car tout g ∈
Dn(k) ∩G est semi-simple dans GLn et donc dans G. Ceci montre que Gs est
un sous-groupe fermé. Alors, il est clair que φ est un morphisme de variétés,
et l’unicité de la décomposition de Jordan montre que φ est un isomorphisme
de groupes.

Montrons que l’application G → Gs, g 7→ gs est un morphisme. Soient
g ∈ G ⊆ Bn(k) et g = gsgu sa décomposition de Jordan. Comme gs est
diagonale et gu triangulaire unipotente, alors gs est la partie diagonale de g.
Donc l’application g 7→ gs n’est autre que la restriction à G de la projection
Bn(k) → Dn(k), qui est clairement un morphisme de groupes. Comme gu =
g−1
s g, on en déduit que l’application g 7→ (gs, gu) est un morphisme, inverse de
φ. En particulier, Gs et Gu sont connexes si G l’est.

Enfin, soient h = Lie(Dn) = {matrices diagonales} et n = Lie(Un) =
{matrices triangulaires strictes}. Alors les éléments de h sont semi-simples,
et ceux de n nilpotents. Comme Lie(Gs) ⊆ h et Lie(Gu) ⊆ n, il en résulte que
Lie(Gs) ⊆ gs et Lie(Gu) ⊆ gn. Comme dimGs + dimGu = dimG (puisque
Gs ×Gu

∼= G) et gs ∩ gn = {0}, on en déduit que les deux inclusions sont des
égalités et que g = gs ⊕ gn.

8. Caractères et groupes diagonalisables

8.1. Caractères, lemme de Dedekind. —

Définition 8.1 (Caractères). — Soit G un groupe algébrique affine. Un carac-
tère de G est un morphisme de groupes algébriques G→ Gm. On note X(G)
l’ensemble des caractères. C’est un groupe abélien, la multiplication étant dé-
finie par (χχ′)(g) = χ(g)χ′(g).

Définition 8.2 (Espaces de poids). — Si V est un G-module de dimension 1,
alors G agit dans V via un caractère χ : G→ GL(V ) = Gm. Ce G-module de
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dimension 1 sera noté kχ. Plus généralement, si V est un G-module, on note,
pour tout χ ∈ X(G),

Vχ = {v ∈ V | ∀g ∈ G, gv = χ(g)v}.

Proposition 8.3(Lemme de Dedekind). — Soit G un groupe quelconque.
a) Θ(G) := Homgpes(G, k∗) est une partie libre de kG ( fonctions G→ k).
b) pour tout G-module V , la somme

∑
χ∈Θ(G) Vχ est directe.

Démonstration. — a) Supposons que ce ne soit pas le cas. Alors il existe une
relation de dépendance linéaire 0 = a1χ1 + · · ·+ anχn, avec n minimal et donc
les ai tous non nuls (et n ≥ 2). Soient g, h ∈ G. Alors

∑

i

aiχi(g)χi(h) =
∑

i

aiχi(gh) = 0 = χ1(g)
∑

i

aiχi(h).

Soustrayant le dernier terme du premier, on obtient une relation de dépendance
ayant au plus n − 1 termes :

∑n
i=2 ai(χi(g) − χ1(g))χi = 0. De plus, comme

χ1 6= χ2, il existe g ∈ G tel que χ1(g) 6= χ2(g) et donc cette relation est non
triviale. Ceci contredit la minimalité de n.

b) Sinon, il existerait une relation de dépendance non triviale 0 = vχ1 + · · ·+
vχn avec n minimal et chaque vχi dans Vχi \ {0}. Alors, pour tout g,

∑

i

χi(g)vχi = g(
∑

i

vχi) = 0 = χ1(g)(
∑

i

vχi).

Soit g tel que χ1(g) 6= χ2(g). On obtient une relation non triviale 0 =∑n
i=2(χi(g) − χ1(g))vχi , ce qui contredit la minimalité de n. La proposition

est démontrée.

Corollaire 8.4. — X(G) est une partie libre de k[G].

Le lemme suivant sera utile plus tard. Soit H un second groupe algébrique
affine.

Lemme 8.5. — a) On a un isomorphisme de groupes X(G × H) ∼= X(G) ×
X(H), via χ 7→ (χ|G, χ|H).

b) Si G est connexe, alors X(G) est sans torsion.

Démonstration. — a) Un inverse est donné par (χ1, χ2) 7→ χ1χ2 (le vérifier).
b) Si χn = 1 alors χ(G) est contenu dans le groupe µn des racines n-

ièmes de l’unité. Or µn est fini, et comme G est supposé connexe ceci entraîne
χ(G) = {1}, d’où χ = 1.
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8.2. Groupes diagonalisables et d-groupes. — On rappelle qu’un groupe
algébrique isomorphe à (Gm)n est appelé un tore (de dimension n). Pour tout
n ≥ 1, on note Dn le sous-groupe de GLn formé des matrices diagonales ; c’est
un tore de dimension n.

Proposition 8.6. — Pour tout n ≥ 1, X(Dn) est isomorphe à Zn et forme une
base de k[Dn].

Démonstration. — Voyons d’abord le cas n = 1. Soit χ un caractère de k∗.
Alors son comorphisme, χ#, est un endomorphisme de l’algèbre k[Gm] =
k[T, T−1], et pour tout t ∈ k∗ on a χ(t) = ϕ(t), où ϕ = χ#(T ). Comme T
est inversible, il en est de même de ϕ. Donc ϕ ne s’annule pas sur k∗ et on en
déduit que ϕ = aT i, avec a ∈ k \ {0}, i ∈ Z. Puis, χ(st) = χ(s)χ(t) donne
a = 1. On en déduit que X(k∗) est formé des T i, i ∈ Z. Il est donc isomorphe
à Z et forme une base de k[Gm].

Pour n arbitraire, on choisit un isomorphisme Dn
∼= (k∗)n, d’où un isomor-

phisme k[Dn] ∼= k[T±1 , . . . , T
±
n ]. Alors, il résulte du lemme 8.5.a) et de ce qui

précède que X(Dn) est formé des fonctions {T i1
1 · · ·T in

n | (i1, . . . , in) ∈ Zn}. Il
est isomorphe à Zn et forme une base de k[Dn].

Définition 8.7. — Soit G un groupe algébrique affine. On dira (provisoirement)
que G est un d-groupe si X(G) engendre k[G] (et donc en forme une base,
d’après le lemme de Dedekind).

D’après ce qui précède, Dn est un d-groupe.

Proposition 8.8. — Soit G un d-groupe.
a) X(G) est de type fini et G est diagonalisable.
b) Soit H un sous-groupe fermé de G . Alors H est un d-groupe, et l’ap-

plication de restriction X(G) → X(H) est surjective. De plus, H est égal à
l’intersection des Kerχ, pour les χ ∈ X(G) tels que χ|H = 1.

Démonstration. — a) Soient x1, . . . , xr des générateurs de l’algèbre k[G].
Ils s’écrivent comme combinaisons linéaires d’un nombre fini de caractè-
res χ1, . . . , χn. Alors les χi engendrent k[G] comme algèbre, d’où k[G]
=

⊕
(i1,...,in)∈Nn kχ

i1
1 . . . χ

in
n . Le lemme de Dedekind entraîne alors que tout

χ ∈ X(G) est une somme à coefficients dans N des χi, d’où la 1ère assertion
de a).

Enfin, l’application φ : G → (k∗)n, g 7→ (χ1(g), . . . , χn(g)) est clairement
un morphisme de groupes algébriques. C’est une immersion fermée car son
comorphisme φ# : k[T±1 , . . . , T

±
n ] → k[G] est surjectif, puisque φ#(Ti) = χi.

b) Comme l’application de restriction k[G] → k[H] est surjective, et k[G]
engendré par X(G), alors k[H] est engendré par les χ|H , pour χ ∈ X(G). Or
les χ|H sont des caractères de H, et ceci montre que H est un d-groupe. En
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particulier, si θ ∈ X(H) alors θ est la restriction d’un élément
∑

i aiχi de
k[G], et donc dans X(H) on a l’égalité θ =

∑
i aiχi|H . D’après le lemme de

Dedekind, ceci entraîne θ = χi|H , pour un i.
Enfin, soit I l’idéal de H dans k[G]. Il faut montrer que I est engendré par

les éléments χ − 1, pour χ ∈ X(G) tel que χ|H = 1. Soit f ∈ I. Ecrivons
f =

∑n
i=1 aiχi. D’après le lemme de Dedekind, à nouveau, on se ramène au

cas où les χi ont tous la même restriction à H. Alors chaque χiχ
−1
1 est trivial

sur H et, comme
∑

i ai = f(e) = 0, on obtient que f =
∑n

i=1 aiχ1(χiχ
−1
1 − 1),

d’où l’assertion cherchée.

Remarque 8.9. — Avec d’autres méthodes, on peut montrer que X(G) est de
type fini pour tout groupe algébrique G. Ceci découle de la Prop. 1.3, p. 79,
dans [KSS].

Théorème 8.10(Caractérisation des groupes diagonalisables)
Soit G un groupe algébrique affine. Les conditions suivantes sont équiva-

lentes :
a) G est commutatif et G = Gs

b) G est diagonalisable
c) k[G] = kX(G)
d) Tout G-module rationnel V est somme directe de modules kχ, χ ∈ X(G).

Démonstration. — On a déjà vu que a) ⇔ b), et l’équivalence b) ⇔ c) résulte
des propositions 8.6 et 8.8. D’autre part, il est clair que d) ⇒ b).

Prouvons que a)⇒ d). Soit V un G-module rationnel. D’après la proposition
8.3, les Vχ, χ ∈ X(G), sont en somme directe. Montrons que V =

∑
χ∈X(G) Vχ.

Il suffit de voir cela quand V est de dimension finie. Dans ce cas, d’après le
lemme 7.14, V admet une base {e1, . . . , en} où G agit sur chaque ei par un
caractère χi. Le théorème est démontré.

8.3. Tores. — Soient G un groupe diagonalisable et χ1, . . . , χr ∈ X(G). On
considère le morphisme φ : G→ (k∗)r, g 7→ (χ1(g), . . . , χr(g)).

Proposition 8.11. — a) φ est une immersion fermée⇔ les χi engendrent X(G).
b) φ est surjectif ⇔ les χi sont linéairement indépendants.

Démonstration. — Supposons que les χi engendrent X(G). Comme k[G] =
kX(G), alors k[G] est engendré comme algèbre par les χ±i . Il en résulte que le
comorphisme φ# est surjectif, puisque φ#(T±i ) = χ±i . Donc φ est une immer-
sion fermée. Réciproquement, si φ est une immersion fermée alors, d’après la
proposition 8.8.b, φ# induit une surjection X((k∗)r) → X(G). Comme les Ti

engendrent X((k∗)r), alors les φ#(Ti) = χi engendrent X(G).
Prouvons b). Si φ(G) est un sous-groupe propre, il est contenu, d’après la

dernière assertion de 8.8.b, dans le noyau d’un caractère non trivial T a1
1 · · ·T ar

r .



8. CARACTÈRES ET GROUPES DIAGONALISABLES 51

Alors on la relation
∑

i aiχi = 0. Réciproquement, si φ est surjectif alors φ#

induit une injection X((k∗)r) ↪→ X(G), Ti 7→ χi. Il en résulte que les χi sont
linéairement indépendants dansX(G), puisque les Ti le sont dansX((k∗)r).

Corollaire 8.12. — Soit G diagonalisable. Les conditions suivantes sont équi-
valentes : a) G est connexe, b) X(G) est sans-torsion, c) G est un tore.

Démonstration. — c) ⇒ a) est clair, et on a vu que a) ⇒ b) dans le lemme
8.5.b). Enfin, b) ⇒ c) résulte de la proposition précédente. En effet, X(G) est
de type fini et sans torsion donc libre, et il suffit de prendre pour χ1, . . . , χr

une base de X(G).

Le corollaire admet la généralisation suivante.

Théorème 8.13. — Soit G un groupe diagonalisable. Alors G0 est un tore et
G ∼= F ×G0, où F ∼= G/G0, et car(k) ne divise pas l’ordre de F .

Démonstration. — On plonge G dans un Dn. Alors l’application de restric-
tion π : X(Dn) → X(G0) est surjective. Comme X(G0) est libre, π est
scindée. Donc il existe une base {χ1, . . . , χn} de X(Dn) et r ≤ n tels que
{χ1|G0 , . . . , χr |G0} soit une base de X(G0), et χi|G0 = 1 pour i > r. D’après
la proposition 8.11, le morphisme g 7→ (χ1(g), . . . , χn(g)) induit un automor-
phisme de Dn, qui envoie G0 sur (k∗)r × {1}n−r.

On en déduit queG = G0×F , où F = G∩({1}r×(k∗)n−r
)
. Alors F ∼= G/G0.

De plus, si car(k) = p alors F est sans p-torsion car si (tp1, . . . , t
p
n−r) = (1, . . . , 1)

alors ti = 1 pour tout i.

8.4. Rigidité des groupes diagonalisables. —

Proposition 8.14. — Soient V une variété connexe, H,H ′ des groupes algé-
briques, et α : V ×H → H ′ un morphisme de variétés tel que

α(v, gh) = α(v, g)α(v, h), ∀v ∈ V, g, h ∈ H.
On suppose que les éléments d’ordre fini sont denses dans H, et que, pour tout
n, l’ensemble des éléments d’ordre n dans H ′ est fini. Alors α(x, h) = α(y, h),
pour tout x, y ∈ V , h ∈ H.

Démonstration. — Pour h ∈ H, notons βh le morphisme V → H ′, v 7→ α(v, h).
Supposons hn = 1. Alors βh(v)n = 1, car βh(v)n = α(v, h)n = α(v, hn).
Comme l’ensemble {x ∈ H ′ | xn = 1} est fini, et V connexe, on en déduit
que βh est constant. Par conséquent, pour x, y fixés dans V , le morphisme
θx,y : h 7→ α(x, h)α(y, h)−1 = βh(x)βh(y)−1 prend la valeur e sur l’ensemble
dense des éléments de H d’ordre fini, et est donc constant. La proposition est
démontrée.
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Lemme 8.15. — Soient X,Y deux variétés et D ⊆ X, E ⊆ Y des parties
denses. Alors D × E est dense dans X × Y .

Démonstration. — Laissée au lecteur.

Soit H un groupe diagonalisable. D’après le théorème 8.13, on aH ∼= (k∗)r×
F , où F est un groupe fini. On voit aussitôt que, pour tout n, l’ensemble des
éléments d’ordre n est fini. D’autre part, dans k∗ les éléments d’ordre fini sont
denses (car en nombre infini) et on en déduit qu’il en est de même dans H,
grâce au lemme ci-dessus. On en déduit le

Théorème 8.16(Rigidité des groupes diagonalisables). —
Soient G un groupe algébrique et H un sous-groupe fermé diagonalisable. Alors
NG(H)0 = CG(H)0. Par conséquent, WG(H) := NG(H)/CG(H) est un groupe
fini.

Démonstration. — Appliquant la proposition au triplet (NG(H)0,H,H), avec
α(g, h) = ghg−1, on obtient que NG(H)0 est contenu dans CG(H), d’où l’éga-
lité CG(H)0 = NG(H)0.

Montrons la 2ème assertion. D’abord, CG(H) est normal dans NG(H). En
effet, si g ∈ NG(H), x ∈ CG(H) et h ∈ H, alors

(gxg−1)h = g x (g−1hg) g−1 = g (g−1hg)x g−1 = h (gxg−1).

Enfin, le quotient NG(H)/CG(H) est fini car CG(H) contient NG(H)0. Ceci
prouve le théorème.

8.5. Centralisateurs de tores : un lemme. — Le lemme suivant sera
utile plus loin.

Lemme 8.17. — Soit T un tore de G. Il existe t ∈ T tel que CG(t) = CG(T ) et
gt = gT .

Démonstration. — Plongeant G dans un GL(V ), on se ramène au cas où G =
GL(V ) (car CG(T ) = G ∩ CGL(V )(T ), etc.). On a V = Vχ1 ⊕ · · · ⊕ Vχr pour
certains χi ∈ X(T ), deux à deux distincts, et, pour i 6= j, Ker(χiχ

−1
j ) est

un sous-groupe propre, donc de dimension < dimT (car T connexe). Donc la
réunion des Ker(χiχ

−1
j ) est une sous-variété fermée propre, et il existe t ∈ T

tel que χi(t) 6= χj(t) pour i 6= j. On a alors

CG(t) =
r∏

i=1

GL(Vχi) ⊆ CG(T ) ⊆ CG(t),

gl(V )t =
r∏

i=1

gl(Vχi) ⊆ gl(V )T ⊆ gl(V )t,
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d’où les égalités voulues.

Remarque 8.18. — L’énoncé est en défaut si T n’est pas connexe ; par exemple
si T = {±1}3 ⊆ GL(3).

9. Le couplage X(T )×X∨(T ) → Z

Définition 9.1. — Soit T un tore de dimension r. On noteX∨(T ) l’ensemble des
morphismes de groupes algébriques de Gm vers T . Il est muni d’une structure
de groupe abélien : si γ, γ′ ∈ X∨(T ), on définit γ+γ′ par (γ+γ′)(t) = γ(t)γ′(t),
pour t ∈ Gm.

Ce qui suit est repris d’un problème donné en 1997-1998, qui apporte des
compléments sur le couplage X(T )×X∨(T ) → Z et sur les isomorphismes

X(T )⊗Z k ∼= Lie(T )∗, X∨(T )⊗Z k ∼= Lie(T ).

Pour tout sous-groupe M de X(T ), on pose Ker(M) =
⋂

χ∈M Kerχ.

9.1. Le couplage X(T )×X∨(T ) → Z. —

1.1) Montrer que γ + γ′ est bien un élément de X∨(T ).

1.2) Montrer que X∨(T ) et X(T ) sont isomorphes à Zr. Pour cela, identifier
T à (k∗)r, et montrer qu’alors tout élément de X∨(T ) (resp. X(T )) est donné
par t 7→ (tn1 , . . . , tnr), (resp. (t1, . . . , tn) 7→ tm1

1 · · · tmr
r ), avec les ni et mi dans

Z, et que ceci fournit les isomorphismes voulus.

1.3) Soient χ ∈ X(T ) et γ ∈ X∨(T ). Alors χ ◦ γ est un endomorphisme de
Gm = k∗. En déduire qu’il existe un entier n tel que (χ ◦ γ)(t) = tn, quel que
soit t ∈ k∗. On notera 〈χ, γ〉 cet entier. Montrer que 〈 , 〉 : X(T )×X∨(T ) → Z
est bilinéaire.

1.4) Montrer que le couplage 〈 , 〉 : X(T )×X∨(T ) → Z est parfait, c.à.d. que les
applications induites X∨(T ) → HomZ(X(T ),Z) et X(T ) → HomZ(X(T )∨,Z)
sont des isomorphismes. (Utiliser la question 1.2).

1.5) Soit {γ1, . . . , γr} une base du Z-module X(T ). Montrer qu’il existe une
base {y1, . . . , yr} de X∨(T ) telle que l’application φ : (k∗)r → T , (t1, . . . , tr) 7→∏r

i=1 yi(ti) soit un isomorphisme et vérifie γi ◦ φ = pri pour tout i.

1.6) Soit M un sous-groupe de X(T ). On veut montrer que Ker(M) est fini si
et seulement si M est d’indice fini dans X(T ). Soit s le rang de M . D’après le
théorème de structure des Z-modules de type fini, il existe une base {γ1, . . . , γr}
de X(T ) et des entiers m1, . . . ,ms ≥ 1 tels que {m1γ1, . . . ,msγs} soit une base
de M . (On ne demande pas de redémontrer ce résultat).
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Déduire alors de la question précédente qu’il existe un isomorphisme ψ :
T

∼→ (k∗)r tel que

ψ(Ker(M)) = (k∗)r−s × {(t1, . . . , ts) ∈ (k∗)s | tmi
i = 1, pour i = 1, . . . , s}.

En tirer l’équivalence cherchée.

9.2. Lien avec Lie(T ). —

2.1) Si y est un élément de X∨(T ), alors dy est une application linéaire k →
Lie(T ), et à y on peut donc associer l’élément dy(1) de Lie(T ), qu’on notera
δ(y). Montrer que δ(y + y′) = δ(y) + δ(y′), pour y, y′ ∈ X∨(T ), puis que δ
induit une application k-linéaire δk : X∨(T )⊗Z k → Lie(T ).

medskip2.2) On choisit une identification T ∼= (k∗)r, d’où aussi une identi-
fication Lie(T ) ∼= kr. Pour i = 1, . . . , r, soit yi l’élément de X∨(T ) défini par
yi(t) = (1, . . . , t, . . . , 1) (c.-à-d., t à la i-ème place). Montrer que dyi(1) = ei,
le i-ème vecteur de la base canonique de kr. En déduire que δk est un isomor-
phisme.

2.3) D’autre part, si χ est un élément de X(T ), alors sa différentielle dχ est
une application linéaire Lie(T ) → k, c.-à-d., un élément de Lie(T )∗. Montrer
que d(χχ′) = dχ + dχ′, pour χ, χ′ ∈ X(T ), c.-à-d., puis que d induit une
application k-linéaire X(T )⊗Z k → Lie(T )∗, qu’on notera φ.

2.4) Soient χ ∈ X(T ) et y ∈ X∨(T ). Montrer que dχ(dy(1)) = 〈χ, y〉. En
déduire que φ est un isomorphisme et, plus précisément, que φ est la transposée
de δ−1

k .

2.5) On suppose k de caractéristique nulle. Un sous-groupe L d’un k-espace
vectoriel V de dimension finie est appelé un réseau s’il est engendré par une
base de V . Montrer que δ et d sont injectives et identifient X∨(T ), resp. X(T ),
à un réseau de Lie(T ), resp. Lie(T )∗.

2.6) On suppose car(k) = 0. On rappelle que, dans ce cas, le groupe des racines
n-ièmes de l’unité dans k est isomorphe à Z/nZ, pour tout n ≥ 1. (Pourquoi ?)
Soit Q un sous-groupe d’indice fini dans X(T ). Déduire de la question 1.6 que
Ker(Q) est isomorphe à X(T )/Q.

9.3. Une application. — Les questions suivantes pourront être traitées
après avoir vu la structure des groupes linéaires résolubles connexes (voir plus
loin). On suppose car(k) = 0.

3.1) Soient B un groupe algébrique affine résoluble connexe, et b = Lie(B).
Montrer que b admet une base {e1, . . . , en} telle que les valeurs propres de
chaque ad ei soient des entiers. (Utiliser les décompositions B = TU , b = t⊕u,
et ce qui précède).
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3.2) Donner un exemple d’une algèbre de Lie résoluble qui n’est pas l’algèbre
de Lie d’un groupe algébrique affine résoluble. On pourra utiliser la question
précédente et chercher un exemple de dimension 3.

10. Résolubilité et nilpotence

10.1. Sous-groupe engendré par des parties irréductibles. — La pro-
position suivante est d’une grande utilité. On note ι le morphisme g 7→ g−1.

Proposition 10.1. — Soient G un groupe algébrique, et (fi)i∈I une famille de
morphismes fi : Xi → G, avec Xi une variété irréductible. On suppose que
chaque Yi := fi(Xi) contient e. Alors le sous-groupe engendré par les Yi est
fermé, irréductible, et égal à un produit fini Y ±i1 · · ·Y ±im, où Y +

i = Yi et Y −i =
ι(Yi).

Corollaire 10.2. — Soient (Hi)i∈I des sous-groupes fermés connexes de G. Le
sous-groupe qu’ils engendrent est fermé et connexe.

Démonstration. — Quitte à agrandir I, on peut supposer que les morphismes
ι ◦ fi font partie de la famille (fi)i∈I . Alors la famille (Yi)i∈I est stable par ι.
Notons H le sous-groupe qu’elle engendre.

Pour toute suite finie i = (i1, . . . , in), on pose Yi = Yi1 · · ·Yin . Alors Yi

est une sous-variété fermée irréductible de G. Soit j tel que Yj := Y soit de
dimension maximale. Pour tout i ∈ I, on a Yj ⊆ YiYj (car e ∈ Yi) et donc, par
maximalité, Y = Yj = YiYj ⊇ YiYj = YiY .

Il en résulte que Yi Y ⊆ Y , pour tout i. On en déduit que Y est un sous-
groupe fermé de G, contenant H. Comme Yj contient un ouvert dense de Y ,
d’après le corollaire 4.19, il résulte du lemme 4.22 que Y = YjYj. Ceci montre
que Y ⊆ H, d’où Y = H.

10.2. Groupes résolubles et nilpotents. —

Définition 10.3. — Soit G un groupe arbitraire.
1) Si A,B sont deux sous-groupes de G, on note (A,B) le sous-groupe en-

gendré par les commutateurs (a, b) := aba−1b−1. On a (A,B) = (B,A) puisque
(b, a) = (a, b)−1.

2) On note D(G) = (G,G), le sous-groupe dérivé de G. On définit la série
dérivée Di(G) et la série centrale descendante Ci(G) par D1(G) = D(G) =
C1(G) et

Di+1(G) = (Di(G),Di(G)), Ci+1(G) = (G, Ci(G)).

Il est clair que les Di(G) et Ci(G) sont des sous-groupes normaux ; ils sont
même caractéristiques, c.à.d. stables par tout automorphisme de G.
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3) On dit que G est résoluble, resp. nilpotent, s’il existe n ≥ 1 tel que
Dn(G) = {e}, resp. Cn(G) = {e}. Comme Di(G) ⊆ Ci(G) pour tout i, on voit
que tout groupe nilpotent est résoluble.

Lemme 10.4. — Considérons une suite exacte 1 → K → G → H → 1 de
groupes. Si G est résoluble ou nilpotent, K et H le sont. De plus, si H,K sont
résolubles, alors G l’est aussi.

Démonstration. — Laissée au lecteur.

Proposition 10.5. — Soient G un groupe algébrique affine, et A,B deux sous-
groupes fermés.

a) Si A est connexe, alors (A,B) est fermé et connexe.
b) Si A et B sont normaux, alors (A,B) est fermé et normal.

Par conséquent, les sous-groupes Di(G) et Ci(G) sont fermés.

Démonstration. — a) Pour tout b ∈ B, considérons le morphisme fb : A→ G,
a 7→ aba−1b−1. Alors (A,B) est le sous-groupe engendré par les fb(A), et
l’assertion découle de la proposition 10.1.

b) Soient A0 et B0 les composantes connexes de A et B. D’après a), les
sous-groupes (A0, B) et (A,B0) sont fermés et connexes, et il en est de même
du sous-groupe C qu’ils engendrent, d’après la proposition 10.1 à nouveau. Or
on peut montrer (voir [Hu2, 17.2]) que C est d’indice fini dans (A,B). Par
conséquent, (A,B) est réunion d’un nombre fini de translatés de C et est donc
un sous-groupe fermé.

Définition 10.6. — Les suites (Di(G))i≥1 et (Ci(G))i≥1 sont des suites décrois-
santes de fermés ; elles sont donc stationnaires. On pose D∞(G) =

⋂
iDi(G)

et C∞(G) =
⋂

i Ci(G).

10.3. Algèbres de Lie résolubles et nilpotentes. —

Définition 10.7. — Soit g une algèbre de Lie.
1) Si h est un sous-espace de g, on dit que h est un idéal de g si l’on a

ad(X)(h) ⊆ h, pour tout X ∈ g. Dans ce cas, g/h est muni d’une structure
d’algèbre de Lie (le vérifier !).

2) Si h, k sont des idéaux de g, on note [h, k] le sous-espace engendré par les
[X,Y ], pour X ∈ h, Y ∈ k ; c’est un idéal de g.

3) On note D(g) = [g, g] l’idéal dérivé de g, et on définit la série dérivée
Di(g) et la série centrale descendante Ci(g) par D1(g) = D(g) = C1(g) et

Di+1(g) = [Di(g),Di(g)], Ci+1(g) = [g,Di(g)].

4) On dit que g est résoluble, resp. nilpotente, s’il existe n tel que Dn(g) =
0, resp. Cn(g) = 0.
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Lemme 10.8. — Soient g une algèbre de Lie et h un idéal. Si g est résoluble
ou nilpotente, h et g/h le sont. De plus, si h et g/h sont résolubles, alors g est
résoluble.

Démonstration. — Laissée au lecteur.

Proposition 10.9. — Soit G un groupe algébrique. Si G est commutatif, nil-
potent, ou résoluble, il en est de même de g := Lie(G). Plus précisément, si
Dr(G) = {1}, resp. Cr(G) = {1}, alors Dr(g) = {0}, resp. Cr(g) = {0}.

On voit facilement que la proposition découle du lemme ci-dessous.

Lemme 10.10. — Soient G un groupe algébrique, H un sous-groupe fermé nor-
mal, et g, h leurs algèbres de Lie. Alors [g, h] ⊆ Lie

(
(G,H)

)
.

Démonstration. — Posons H ′ = (G,H) et h′ = Lie(H ′). Soient X ∈ g et
Y ∈ h. On note θY le morphisme G → g, g 7→ Ad(g)(Y ). Alors dθY (X) =
[X,Y ], d’après la preuve de la proposition 6.10.b). Or, pour tout g ∈ G, on a
Int(g)(H) = H, et donc Ad(g)(Y ) ∈ h. Il en résulte que dθY applique g dans
h, d’où le lemme.

10.4. Exemple fondamental : les matrices triangulaires. — On note
Bn le groupe des matrices triangulaires, Un le sous-groupe des matrices trian-
gulaires unipotentes, et bn, un leurs algèbres de Lie. On voit facilement que
D(Bn) ⊆ Un et D(bn) ⊆ un ; en particulier Un est normal dans Bn et un est
un idéal de bn.

Proposition 10.11. — a) Un et Bn sont connexes.
b) Un est nilpotent et Bn résoluble, et de même pour un et bn.

Démonstration. — Comme variétés, Un est isomorphe à kn(n−1)/2, et Bn à
Un × (k∗)n, d’où a).

Montrons que Un est nilpotent. Soit A la sous-algèbre de Mn(k) formée des
matrices triangulaires. On note Vi le sous-espace engendré par v1, . . . , vi, où
{v1, . . . , vn} est la base standard de kn. Pour r = 0, 1, . . . , n−1, soit Ir = {a ∈
A | aVi ⊆ Vi−r, ∀i = 1, . . . , n}. Alors chaque Ir est un idéal de A, et l’on a
IrIs ⊆ Ir+s et In = 0. Il en résulte, au passage, que un est nilpotente puisque
Cr(un) ⊆ Ir+1 pour tout r.

D’après le lemme suivant, Un est nilpotent. Comme D(Bn) ⊆ Un et D(bn) ⊆
un, on conclut que Bn et bn sont résolubles. La proposition est démontrée,
modulo le lemme qui suit.

Posons Hr = {g ∈ GLn | g − 1 ∈ Ir+1}. Alors H0 = Un, Hn−1 = {1}, et
donc la nilpotence de Un résulte du lemme ci-dessous.

Lemme 10.12. — On a Cr(Un) ⊆ Hr, pour r = 0, 1, . . . , n− 1.
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Démonstration. — Récurrence sur r, vrai pour r = 0. Soit r ≥ 1 et supposons
avoir montré Cr−1(Un) ⊆ Hr−1, et soient g ∈ Un, h ∈ Cr−1(Un). Posons X =
g − 1 et Y = h − 1. Alors X ∈ I1 et Y ∈ Ir. Puisque X est nilpotent, alors
l’inverse de g est donné par la formule g−1 = 1−X + u, où u =

∑n
i=2(−X)i.

De même, h−1 = 1 − Y + v, où v =
∑n

i=2(−Y )i. Notons que u ∈ I2 et
v ∈ I2r ⊆ Ir+1. Un calcul facile montre alors que

ghg−1h−1 − 1 = (1 +X)(1 + Y )(1−X + u)(1− Y + v)− 1

appartient à Ir+1. Ceci prouve le lemme.

11. Théorèmes de Lie-Kolchin

11.1. Théorème de Burnside et Wedderburn. — On rappelle que k est
supposé algébriquement clos.

Lemme 11.1(Lemme de Schur). — Soient A une k-algèbre et V un A-module
simple de dimension finie sur k. Alors tout A-endomorphisme de V est scalaire,
c.-à-d., EndA(V ) = k.

Démonstration. — PosonsD = EndA(V ). C’est un corps (éventuellement non-
commutatif). En effet, soit φ ∈ D \ {0}. Comme V est un A-module simple,
on a nécessairement Ker(φ) = 0 et Im(φ) = V , donc φ est un isomorphisme.

De plus, dimk D <∞, puisque D est une sous-k-algèbre de Endk(V ). Main-
tenant, soit α ∈ D et soit f : k[X] → D le morphisme de k-algèbres défini par
f(X) = α ; son image est la sous-algèbre k[α] de D engendrée par α, qui est
intègre. Par conséquent Ker(f) est un idéal premier de k[X], non nul puisque
dimk k[α] < ∞. Donc Ker(f) = (P ), où P est un polynôme irréductible uni-
taire. Comme k est algébriquement clos, P est de degré 1 et donc α ∈ k. Ceci
montre que D = k. Le lemme est démontré.

Théorème 11.2(Burnside-Wedderburn). — Soit A une sous-algèbre de Endk(V ),
où dimk V <∞. Si V est un A-module simple, alors A = Endk(V ).

Démonstration. — Commençons par démontrer le lemme suivant.

Lemme 11.3. — Soit W un sous-espace de V et v ∈ V \ W . Alors il existe
a ∈ A tel que aW = 0 et av 6= 0.

Démonstration. — Par récurrence sur dimk W . Si W = 0, on peut prendre
a = 1. Donc on peut supposer dimk W = m ≥ 1 et le lemme démontré pour
m − 1. Écrivons W = W ′ ⊕ kw et soient I = AnnA(W ′) et J = AnnA(W ) ;
ce sont des idéaux à gauche de A. On veut montrer que Jw 6= 0 pour tout
v ∈ V \W . Supposons au contraire qu’il existe v ∈ V \W tel que Jv = 0 et
montrons que l’on aboutit à une contradiction.
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Par hypothèse de récurrence, Iw est un sous-module non nul de V , donc
égale V puisque V est simple. Donc tout x ∈ V s’écrit x = aw, avec a ∈ I
(non nécessairement unique). On pose alors

φ(x) = av.

Ceci est bien défini, car si x = a′w pour un autre a′ ∈ I, alors a′−a appartient
à I et annule w, donc appartient à J , donc annule v par hypothèse. Ceci montre
que φ est bien défini. C’est un A-endomorphisme de V car si b ∈ A et x = aw,
x′ = a′w, avec a, a′ ∈ I, alors ba+ a′ ∈ I, d’où

φ(bx+ x′) = φ((ba+ a′)w) = (ba+ a′)v = bφ(x) + φ(x′).

Donc, d’après le lemme de Schur, il existe λ ∈ k tel que φ = λidV . Mais alors,
pour tout a ∈ I, on a :

0 = φ(aw)− λaw = a(v − λw).

Par conséquent, d’après l’hypothèse de récurrence appliquée à W ′ et I =
AnnA(W ′), on a v − λw ∈ W ′, d’où v ∈ W , une contradiction. Ceci prouve le
lemme.

Démontrons maintenant le théorème. Choisissant une base (e1, . . . , en) de
V , on identifie Endk(V ) àMn(k). Il suffit donc de montrer que chaque matrice
élémentaire E`j appartient à A.

Fixons j et notons V j le sous-espace de V engendré par les ei, pour i 6= j.
D’après le lemme précédent appliqué à W = V j et v = ej , il existe a ∈ A tel
que aei = 0 pour i 6= j et aej 6= 0. Alors, comme V est un A-simple, Aaej = V ,
et donc il existe b ∈ A tel que baej = e`, et de plus baei = 0 pour i 6= j. Donc
ba = E`j . Ceci prouve le théorème.

11.2. Groupes unipotents. — Le premier théorème est un résultat d’al-
gèbre abstraite.

Théorème 11.4(Lie-Kolchin pour les groupes de matrices unipotentes)
Soient V = kn et G un sous-groupe de GL(V ) formé de matrices unipotentes.

Alors il existe une base de V dans laquelle G est triangulaire.

Démonstration. — Procédant par récurrence sur dimV , il suffit de montrer
l’existence d’un vecteur non-nul fixé par G. Pour cela, on peut supposer que V
est un G-module simple. Alors, d’après le théorème de Burnside-Wedderburn,
appliqué à la sous-algèbre kG, on obtient kG = End(V ).

Comme tout élément de G est unipotent, alors, pour g, h ∈ G, on a Tr(g) =
dim(V ) = Tr(gh), et donc Tr((g − 1)h) = 0. Comme kG = End(V ), il vient
Tr((g− 1)Y ) = 0, pour tout Y ∈ End(V ). Or, on a Tr((g− 1)Eij) = (g− 1)ji.
Il en résulte que g = 1, pour tout g ∈ G. Donc V est de dimension 1, avec
action triviale de G, et le théorème est démontré.
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Corollaire 11.5(Lie-Kolchin pour les groupes unipotents)
Soient G un groupe algébrique affine unipotent et ρ : G → GLn une repré-

sentation. Alors ρ(G) est conjugué à un sous-groupe de Un. Par conséquent, G
est nilpotent, ainsi que Lie(G).

Démonstration. — La décomposition de Jordan et le théorème entraînent la
première assertion. La seconde en découle, d’après le théorème 2.14, la propo-
sition 10.11, et le lemme 10.4.

11.3. Groupes résolubles connexes. — Pour les groupes algébriques ré-
solubles connexes, on a le

Théorème 11.6(Lie-Kolchin pour les groupes résolubles connexes)
Soit G un groupe algébrique affine résoluble connexe, et ρ : G → GLn une

représentation. Alors ρ(G) est conjugué à un sous-groupe de Bn.

Démonstration. — On procède par récurrence sur dimV + dimG. Il suffit de
montrer l’existence d’une droite stable par G. Pour cela, on peut supposer que
V est un G-module simple. Comme H := D(G) est résoluble, connexe, et de
dimension < dimG, il stabilise une droite de V , i.e. il existe χ0 ∈ X(H) tel
que Vχ0 soit non-nul.

Observons que G agit morphiquement dans k[H] et X(H). En effet, consi-
dérons le morphisme G×H → H, (g, h) 7→ g−1hg. Son comorphisme k[H] →
k[H] ⊗ k[G] fait de k[H] un G-module rationnel, où l’action est donnée par
(gφ)(h) = φ(ghg−1), pour φ ∈ k[H], g ∈ G, h ∈ H, et le sous-espace
kX(H) ⊆ k[H] est clairement stable. On a donc une représentation ration-
nelle de G dans k[H] et dans kX(H). En particulier, pour tout φ ∈ k[H], le
stabilisateur Gφ est un sous-groupe fermé.

D’autre part, d’après la proposition 8.3, les sous-espaces Vgχ0 sont en somme
directe. Comme V est de dimension finie, ceci entraîne que l’orbite Gχ0 est
finie. Il en résulte que Gχ0 est fermé, d’indice fini, et donc égal à G puisque G
est connexe. Alors, pour v ∈ Vχ0 , g ∈ G et h ∈ H, on a

hgv = g g−1hgv = χ0(g−1hg)gv = (gχ0)(h)gv = χ0(h)gv.

Ceci montre que Vχ0 est un sous-G-module. Puisque V est simple, il vient
V = Vχ0 . Donc tout h ∈ H agit sur V par une homothétie ρ(h) de rapport
χ0(h). Or, comme h est un commutateur, on a det(ρ(h)) = 1. Donc χ0(H) est
contenu dans le groupe des racines n-ièmes de l’unité, où n = dimV , et comme
H est connexe il vient H ⊆ Ker ρ. Par conséquent, ρ(G) est un sous-groupe
commutatif de GL(V ) ; d’après le lemme 7.14 il stabilise donc une droite de V
(d’où dimV = 1 puisque V est simple). Le théorème est démontré.

On déduit du théorème le corollaire suivant. (On obtiendra plus loin des
résultats plus précis sur la structure des groupes résolubles connexes.)



12. STRUCTURE DES GROUPES RÉSOLUBLES CONNEXES 61

Corollaire 11.7. — Soit G résoluble connexe. Alors : a) D(G) est connexe et
unipotent, b) Gu est un sous-groupe fermé normal.

Démonstration. — D’après le théorème, on peut plonger G dans un Bn. Alors
D(G) ⊆ D(Bn) ⊆ Un, et donc D(G) est unipotent. D’autre part, on a Gu =
G ∩ Un et donc Gu est un sous-groupe fermé normal, puisque Un est normal
dans Bn. Enfin, on a Lie(Gu) ⊆ Lie(G) ∩ un ⊆ gn.

Remarque 11.8. — L’hypothèse de connexité dans le théorème est essentielle.
Par exemple, soit N le normalisateur de D2 dans GL2. Montrer que N est
résoluble, mais pas conjugué à un sous-groupe de B2.

11.4. Algèbres de Lie résolubles complexes. — De façon similaire
(cf. [Hu1, Chap. 4]) on peut établir le

Théorème 11.9. — On suppose car(k) = 0. Soit g une algèbre de Lie résoluble,
et ρ : g → gl(V ) une représentation de dimension finie. Alors il existe une base
de V où ρ(g) est triangulaire.

12. Structure des groupes résolubles connexes

12.1. Variétés homogènes et groupes quotients : un aperçu. —

Définition 12.1. — Soient G un groupe algébrique et X une G-variété. On dit
que X est une G-variété homogène si l’action de G est transitive (c.à.d., si
l’on a X = Gx pour un, et donc tout, x ∈ X).

Lemme 12.2. — Soit X une G-variété homogène.
a) Les composantes irréductibles de X coïncident avec les composantes

connexes, et chacune est une variété homogène sous G0. Elles sont transla-
tées l’une de l’autre, et sont toutes de dimension dimG − dimGx ( pour x
arbitraire).

b) Si X et Gx sont irréductibles, alors G aussi. En particulier, si l’on a une
suite exacte 1 → K → G→ H → 1 avec H,K connexes, alors G l’est aussi.

Démonstration. — Soient e = g1, . . . , gn un système de représentants deG/G0,
et x ∈ X. Alors G = G0g1 t · · · tG0gn et, comme les G0gix sont deux à deux
disjoints ou égaux, on peut supposer que X = G0x t · · · t G0gmx, pour un
m ≤ n. L’une au moins de ces G0-orbites est fermée, d’après le corollaire 4.28.
Or, pour i, j = 1, . . . ,m, on a G0gjx = gjg

−1
i G0gix. Il en résulte que les G0gix,

1 ≤ i ≤ m, sont toutes fermées et ouvertes. Ce sont donc les composantes
connexes de X. Enfin, notons φ le morphisme G → X, g 7→ gx. Pour tout
g, on a φ−1(gx) = gGx. D’après le théorème 4.18, on en déduit que chaque
composante de X est de dimension dimG− dimGx. Ceci prouve a).
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Voyons b). D’après a), on a X = G0x. Soit g ∈ G. Alors, gx = hx pour un
h ∈ G0, et donc h−1g ∈ Gx. Or Gx ⊆ G0, puisque Gx est connexe, et donc
g ∈ G0. Ceci prouve le lemme.

Remarque 12.3. — On peut avoir G et X irréductibles sans que Gx le soit.
Par exemple, considérons l’action adjointe de G = SL2 dans sl2. Soit x = E11.
Alors G et Gx sont irréductibles, mais pas Gx.

Pour établir le théorème de structure des groupes résolubles connexes, on a
besoin du théorème suivant, qui sera démontré dans le chapitre suivant.

Théorème 12.4. — Soient G un groupe algébrique affine et H un sous-groupe
fermé. Alors, l’ensemble G/H des classes à gauche gH, pour g ∈ G, est muni
d’une structure de variété algébrique telle que la projection π : G → G/H
soit un morphisme de variétés algébriques et vérifie la propriété universelle
suivante :

(∗) pour tout morphisme de variétés α : G → Z constant sur les classes
gH, il existe un unique morphisme β : G/H → Z tel que β ◦ π = α.

De plus, si H est un sous-groupe distingué, G/H est un groupe algébrique
affine. Enfin, tout morphisme de groupes algébriques affines φ : G→ G′ induit
un morphisme bijectif de groupes algébriques G/Ker(φ) → Im(φ).

Remarque 12.5. — Attention ! En caractéristique p > 0, l’exemple du mor-
phisme bijectif SLp → PGLp, qui n’est pas un isomorphisme (cf. 4.25), montre
que le morphisme bijectif G/Ker(φ) → Im(φ) n’est pas nécessairement un
isomorphisme.

Afin d’étudier à quelle condition c’est un isomorphisme, on a besoin d’intro-
duire et d’étudier la notion de séparabilité.

Définition 12.6(Extensions algébriques séparables). — Soit L/K une exten-
sion algébrique de corps. Pour tout α ∈ L, la sous-algèbreK[α] est isomorphe à
K[X]/(Pα), où Pα est un polynôme irréductible unitaire, appelé le polynôme
minimal de α sur K. Son degré se note degK(α).

On dit que α est séparable surK si Pα a degK(α) racines distinctes dans un
clôture algébrique K de K. Enfin, on dit que l’extension L/K est séparable
si tout α ∈ L est séparable sur K.

Définition 12.7(Extensions séparables). — Soit L/K une extension de corps
de type fini. On dit qu’elle est séparablement engendrée s’il existe une
base de transcendance x1, . . . , xr de L/K telle que l’extension algébrique
L/K(x1, . . . , xr) soit séparable. Dans ce cas, on dira simplement (par un abus
de language qui sera justifié plus tard) que l’extension L/K est séparable.
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Remarque 12.8. — Si car(K) = 0, tout polynôme irréductible P ∈ K[X], de
degré d, a d racines simples dans K (car le polynôme dérivé P ′ est non nul
et de degré d− 1, donc premier avec P ). Par conséquent, en caractéristique 0,
toute extension L/K de type fini est séparable.

Définition 12.9(Morphismes séparables). — Soit f : X → Y un morphisme
dominant de variétés algébriques irréductibles. Le comorphisme f∗ : k[Y ] ↪→
k[X] est injectif donc induit une extension de corps k(Y ) ⊆ k(X). On dit
que f est séparable si cette extension est séparable. (Par conséquent, en
caractéristique 0, tout morphisme dominant est séparable, mais ce n’est pas le
cas en caractéristique positive).

Un intérêt de la notion de séparabilité est fourni par la proposition ci-
dessous.

Proposition 12.10. — Soient X,Y des variétés irréductibles et f : X → Y
un morphisme bijectif séparable. Alors f est birationnel, c.-à-d., il existe un
ouvert non vide V de Y tel que f induise un isomorphisme de f−1(V ) sur V .

D’autre part, la séparabilité peut se vérifier comme suit.

Théorème 12.11. — Soit f : X → Y un morphisme de variétés irréductibles.
S’il existe un ouvert non vide U de X tel que dxf soit surjective, pour tout
x ∈ X, alors f est séparable.

Dans le cas d’un morphisme G-équivariant entre variétés homogènes, il suffit
que cette condition soit vérifiée en un seul point pour que le morphisme soit
séparable ; s’il est de plus bijectif il est alors birationnel, d’après la proposition
12.10, et par homogénéité on en déduit que c’est un isomorphisme. C’est-à-
dire, on a la proposition suivante. (Les démonstrations seront données dans le
prochain chapitre).

Proposition 12.12. — Soient G un groupe algébrique, X,Y deux G-variétés ho-
mogènes et φ : X → Y un morphisme G-équivariant bijectif. S’il existe
x ∈ X tel que la différentielle dxφ soit surjective, alors φ est un isomorphisme.

Cette proposition est utilisée dans démonstration du théorème 12.4, ainsi
que du supplément donné plus bas, et nous en aurons également besoin pour
l’étude des groupes résolubles connexes.

Théorème 12.13. — Soit φ : G → G′ un morphisme de groupes algébriques
affines et soit

φ : G/Ker(φ) → Im(φ)
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le morphisme induit. Si φ est séparable, c.-à-d., si sa différentielle en l’iden-
tité est surjective, alors c’est un isomorphisme de groupes algébriques.

12.2. Le théorème de structure. — On va démontrer le

Théorème 12.14(Structure des groupes résolubles connexes)
Soient G résoluble connexe, et g = Lie(G).
1) Gu est connexe.
2) Si T est un tore maximal de G, l’application T × Gu → G, (t, u) 7→ tu

est un isomorphisme de variétés. En particulier, T ∼= G/Gu. De plus, on a
Lie(Gu) = gn, et g = Lie(T )⊕ gn.

3) Tous les tores maximaux de G sont conjugués par C∞(G). De plus, tout
sous-groupe formé d’éléments semi-simples est contenu dans un tore de G.

4) Pour toute famille S d’éléments semi-simples qui commutent, on a
NG(S) = CG(S) = CG(S)0.

Démonstration. — Voyons 1). Soit G′ = G/D(G). Alors G′ est commutatif,
donc G′ ∼= G′s × G′u. Comme G est connexe, G′ et G′u le sont aussi. Soit π le
morphisme G → G′. Montrons que Gu = π−1(G′u). L’inclusion ⊆ est claire.
Réciproquement, soient g ∈ π−1(G′u) et g = gsgu sa décomposition de Jordan.
Alors π(gs)π(gu) est la décomposition de Jordan de π(g) ∈ Gu, d’où π(gs) = 1.
Donc gs ∈ D(G), et comme D(G) ⊆ Gu il vient gs = 1. Donc Gu = π−1(G′u).
D’après le lemme 12.2.b), on en déduit que Gu est connexe. Ceci prouve le
point 1).

Le reste de la démonstration se fait en plusieurs étapes. On a suivi la dé-
monstration, assez élémentaire, de [Do88]. Pour d’autres démonstrations, voir
[Bo], [Hu2] ou [Sp].

On aura besoin du lemme suivant, qui résulte des propriétés de la décom-
position de Jordan.

Lemme 12.15. — Si T est diagonalisable alors Lie(T ) = Lie(T )s. Si U est uni-
potent, alors Lie(U) = Lie(U)n.

Démonstration. — T se plonge dans un Dn ; alors Lie(T ) ⊆ Lie(Dn) est formé
d’éléments semi-simples. D’après le théorème de Lie-Kolchin 11.4, U se plonge
dans un Un ; alors Lie(T ) ⊆ Lie(Un) est formé d’éléments nilpotents.

12.3. Groupes nilpotents connexes. — La proposition ci-dessous est une
étape dans la démonstration du théorème 12.14.

Proposition 12.16. — Soient G résoluble connexe, g = Lie(G). Alors : G est
nilpotent ⇔ Gs ⊆ Z(G). Dans ce cas, Gs est un sous-groupe fermé connexe
central et la multiplication induit un isomorphisme Gs×Gu

∼= G, dont l’inverse
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est donné par la décomposition de Jordan. De plus, Lie(Gs) = gs, Lie(Gu) =
gn, et g = gs ⊕ gn.

Démonstration. — Supposons G nilpotent et montrons par récurrence sur
dimG que Gs ⊆ Z(G). C’est vrai si G est abélien. Sinon, soient N = Cn(G)
(avec n ≥ 1 et Cn+1(G) = {1}) et π : G → G/N := G′. Soient s ∈ Gs et
g ∈ G. Par hypothèse de récurrence, π(s) ∈ Z(G′) et donc z := gsg−1s−1 ∈ N .
Or N ⊆ Z(G) (car (G,N) = {1}) et donc sz = zs = gsg−1, avec s et gsg−1

semi-simples, et z unipotent (car N ⊆ D(G)). On en déduit que z = 1. Ceci
prouve que s est central.

Supposons Gs ⊆ Z(G). Alors Gs est un sous-groupe. Plongeons G dans un
GL(V ) = GLn. D’après le lemme 7.14, on peut supposer que Gs ⊆ G ∩ Dn.
Alors, d’une part, on a Gs = G ∩ Dn et donc Gs est fermé. D’autre part,
on a V = Vχ1 ⊕ · · · ⊕ Vχr pour certains χi ∈ X(Gs), et chaque Vχi est G-
stable (car Gs est central). D’après le théorème de Lie-Kolchin 11.4, chaque
Vχi admet une base où Gu est triangulaire unipotent ; dans cette base tout
g ∈ G est représenté par une matrice triangulaire dont chaque terme diagonal
est χi(g) = χi(gs).

On conclut alors, comme dans la démonstration du théorème 7.15, que le
morphisme Gs×Gu → G est un isomorphisme, dont l’inverse est donné par la
décomposition de Jordan. Par conséquent, Gs est connexe, et G est nilpotent
(car Gs et Gu le sont). De plus, on a g = Lie(Gs)⊕ Lie(Gu). Or, Lie(Gs) ⊆ gs

et Lie(Gu) ⊆ gn, d’après le lemme 12.15. La dernière assertion en découle,
puisque gs ∩ gn = {0}. La proposition est démontrée.

Au passage, consignons ici la propriété suivante des groupes nilpotents
connexes :

Lemme 12.17. — Soit G nilpotent connexe 6= {1}. Alors Z(G)0 est non-trivial.

Démonstration. — C’est clair si G est abélien. Sinon, soit n ≥ 1 tel que
Cn(G) 6= {1} et Cn+1(G) = {1}. Alors Cn(G) est fermé, connexe, central et
non trivial.

12.4. Un lemme-clé. — On aura besoin du

Lemme 12.18. — Soit N un sous-groupe commutatif de Gu, fermé, connexe, et
normal dans G, et soit s ∈ Gs. Alors l’application f : N → N , x 7→ sxs−1x−1

est un morphisme de groupes algébriques, et donc f(N) := M est un sous-
groupe fermé connexe de N . De plus, le morphisme CN (s)×M → N , (v, u) 7→
vu est bijectif, et CN (s) = Ker f est connexe.
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Démonstration. — f est évidemment un morphisme de variétés ; montrons que
c’est un morphisme de groupes. Soient x, y ∈ N . Alors

f(xy) = s x y s−1 y−1 x−1 = (sxs−1) (sys−1) y−1 x−1.

Mais sxs−1, sys−1 ∈ N , puisque N est normal dans G, et comme N est abélien
il vient f(xy) = f(x)f(y), d’où la 1ère assertion. Il est clair que Ker f = CN (s),
d’où dimN = dimM+dimCN (s). Montrons que CN (s)∩M = {1}. Soit x ∈ N
tel que g := f(x) ∈ CN (s). Alors

xs−1x−1 = s−1g = gs−1

et ceci est la décomposition de Jordan de xs−1x−1, puisque g ∈ N ⊆ Gu est
unipotent. Mais xs−1x−1 est semi-simple, car s−1 l’est, et donc g = 1.

Il en résulte que le morphisme µ : CN (s)×M → N , (x, y) 7→ xy est injectif.
Son image est donc un sous-groupe fermé de N , de dimension dimCN (s) +
dimM = dimN . Comme N est connexe, on conclut que µ est bijectif. On en
déduit que CN (s) := C est connexe. En effet, écrivons C = C0g1 t · · · t C0gn

(avec g1 = 1). Comme µ est bijectif, alors N = CM est réunion disjointe des
C0giM . L’une au moins de ces orbites sous C0 ×M est fermée ; or C0giM =
giC

0M donc ces orbites sont toutes fermées et ouvertes. CommeN est connexe,
il vient n = 1, et donc C est connexe.

Corollaire 12.19. — Soient G résoluble connexe, s ∈ Gs. Alors CG(s) est con-
nexe, et on a G = CG(s)Gu.

Démonstration. — On procède par récurrence sur dimG. Les assertions sont
vraies si s est central, donc en particulier si G est abélien. Sinon, soit n ≥ 1 tel
que Dn(G) 6= {1} et Dn+1(G) = {1}. Posons N = Dn(G). Alors N est abélien,
fermé, connexe, normal et unipotent (car N ⊆ D(G) ⊆ Gu). Soient G′ = G/N
et π : G→ G′. On a dimG′ = dimG− dimN < dimG.

Montrons que π(CG(s)) = CG′(π(s)). L’inclusion ⊆ est claire. Soit z ∈ G tel
que π(z) ∈ CG′(π(s)). Alors szs−1z−1 ∈ N et donc, d’après le lemme, il existe
u ∈ N et v ∈ CN (s) tels que szs−1z−1 = vf(u) = vsus−1u−1. Or, v commute
à s, et à u (car N est abélien), donc aussi à us−1u−1. Donc, on a

zs−1z−1 = v us−1u−1 = us−1u−1 v.

Comme v est unipotent et us−1u−1 semi-simple, ceci est la décomposition de
Jordan de zs−1z−1. Or ce dernier est semi-simple, d’où v = 1 et zs−1z−1 =
us−1u−1. Donc u−1z ∈ CG(s), et π(u−1z) = π(z) (car u ∈ N). Ceci prouve que
π(CG(s)) = CG′(π(s)). On en déduit que CG(s) est connexe. En effet, comme
CG(s) ∩N = CN (s), on a une suite exacte

1 −−−−→ CN (s) −−−−→ CG(s) −−−−→ CG′(π(s)) −−−−→ 1.

Or CN (s) est connexe, d’après le lemme, et CG′(π(s)) l’est, par hypothèse de
récurrence. Donc CG(s) l’est aussi, d’après le lemme 12.2.b).
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Enfin, par hypothèse de récurrence, on a G′ = CG′(π(s))G′u, et comme
CG′(π(s)) = π(CG(s)) il vient G = CG(s)π−1(G′u). Or π−1(G′u) ⊆ Gu. En
effet, si π(g) ∈ G′u alors π(gs) = 1 et donc gs ∈ Kerπ = N , d’où gs = 1
puisque N ⊆ Gu. Le corollaire est démontré.

12.5. Sections de G→ G/Gu. — On déduit des paragraphes précédents le
corollaire suivant.

Corollaire 12.20. — Soit G résoluble connexe. Il existe un tore T tel que la
multiplication induise un isomorphisme T × Gu

∼= G. Alors, T ∼= G/Gu. De
plus, on a Lie(G) = Lie(T )⊕ Lie(Gu), et Lie(Gu) = Lie(G)n.

Démonstration. — On procède par récurrence sur dimG. D’après la proposi-
tion 12.16 , les assertions sont vraies si G est nilpotent. Sinon, il existe s ∈ Gs

non central, et CG(s) est un sous-groupe propre, donc de dimension < dimG.
D’après le corollaire 12.19, CG(s) est connexe. Donc, par hypothèse de récur-
rence, il existe un tore T tel que CG(s) = TCG(s)u. D’après le corollaire 12.19,
à nouveau, il vient G = CG(s)Gu = TGu.

Par conséquent, G est un espace homogène sous T × Gu. Le morphisme
φ : T × Gu → G, (t, u) 7→ tu est surjectif d’après ce qui précède, injectif
car T ∩ Gu = {1}. Il est de plus séparable. En effet, dφ(X,Y ) = X + Y , et
comme Lie(T ) ∩ Lie(Gu) = {0}, d’après le lemme 12.15, on en déduit que dφ
est injective, et donc surjective puisque dim(T ×Gu) = dimG.

Donc φ est un isomorphisme, d’après la proposition 12.12, et g = Lie(T )⊕
Lie(Gu). Ceci entraîne que gn = Lie(Gu). Enfin, soient π : G → G/Gu et
ϕ = π|T . Alors ϕ est T -équivariant et bijectif. De plus, dϕ est injective (car
Ker dπ = Lie(Gu) et Lie(T )∩ Lie(Gu) = {0}), donc bijective puisque dimT =
dimG/Gu. Donc ϕ est un isomorphisme T ∼= G/Gu.

12.6. Conjugaison des tores maximaux. —

Proposition 12.21. — Soient G résoluble connexe, T un tore tel que G = TGu,
et s ∈ Gs. Alors il existe g ∈ C∞(G) tel que gsg−1 ∈ T .
Démonstration. — A nouveau, on procède par récurrence sur dimG. Si G est
nilpotent, l’hypothèse G = TGu entraîne, par décomposition de Jordan, que
T = Gs. L’assertion est donc vraie dans ce cas. Supposons G non nilpotent.
Alors H := C∞(G) est fermé, connexe, non-trivial et nilpotent (car inclus dans
C(G) ⊆ Gu). Soit n ≥ 0 tel que Cn(H) 6= {1} et Cn+1(H) = {1}, et soient
N = Cn(H) et π : G → G/N := G′. Alors G′ = π(T )G′u et, par hypothèse
de récurrence, il existe g ∈ C∞(G) tel que π(g)π(s)π(g−1) ∈ π(T ). (Ici, on a
utilisé le lemme suivant, qui se voit facilement par récurrence sur m).

Lemme 12.22. — Soit π : G → G′ un morphisme surjectif de groupes. Alors,
pour tout m ≥ 0, Cm(G′) = π(Cm(G)). De même, Dm(G′) = π(Dm(G)).
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Donc, on a gsg−1 ∈ π−1(T ) = TN . Ecrivons gsg−1 = tv, avec t ∈ T, v ∈ N .
Or N est un sous-groupe commutatif de Gu, fermé, connexe, et normal dans G
(car G normalise H et donc aussi N). D’après le lemme 12.18, il existe u ∈ N
et z ∈ CN (t) tels que v = t−1 u t u−1 z. Or z commute à t, et aussi à u (car N
est abélien), donc

gsg−1 = tv = u t u−1 z = z u t u−1.

Comme gsg−1 et utu−1 sont semi-simples, et z unipotent (car z ∈ N), il vient
z = 1 et (u−1g) s (u−1g)−1 = t ∈ T . Or u−1g ∈ C∞(G), puisque g, u ∈ C∞(G).
La proposition est démontrée.

Théorème 12.23. — (Connexité des centralisateurs et conjugaison des
tores maximaux)
Soient T un tore tel que G = TGu, et S un sous-groupe, non nécessairement
fermé, formé d’éléments semi-simples. Alors S est commutatif et

a) CG(S) est connexe et il existe g ∈ C∞(G) tel que gSg−1 ⊆ T . En parti-
culier, tous les tores maximaux de G sont conjugués par C∞(G).

b) De plus, CG(S) = NG(S).

Démonstration. — On observe d’abord que S est commutatif, car G/Gu l’est
(par exemple car D(G) ⊆ Gu) et la restriction à S du morphisme π : G →
G/Gu est injective. En effet, si π(s) = π(t) alors st−1 ∈ Gu, d’où s = t d’après
la décomposition de Jordan.

On procède par récurrence sur dimG. Si S est central, alors CG(S) = G est
connexe, et le sous-groupe H de G engendré par S et T est formé d’éléments
semi-simples. Donc, à nouveau, π|H est injective. Mais comme G/Gu = π(T ),
par hypothèse, il vient H = T d’où S ⊆ T .

Sinon, il existe s ∈ S non central. D’après la proposition 12.21, quitte à
remplacer S par un conjugué sous C∞(G), on peut supposer s ∈ T . Alors
CG(s) contient T et S (car S est abélien), et est un sous-groupe propre, connexe
d’après le corollaire 12.19. Par hypothèse de récurrence, CCG(s)(S) est connexe,
et il existe g ∈ C∞(CG(s)) tel que gSg−1 ⊆ T . Or CCG(s)(S) = CG(S) et
C∞(CG(s)) ⊆ C∞(G). Ceci prouve a).

Enfin, soient g ∈ NG(S) et s ∈ S. Comme G/Gu est abélien, alors
π(gsg−1s−1) = 1. Donc (gsg−1) s−1 ∈ Gu ∩S, d’où gs = sg et g ∈ CG(S).

En combinant le théorème précédent et le corollaire 12.20, on obtient le
théorème 12.14.
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