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18. Groupes réductifs et semi-simples : un aperçu

18.1. Exemples de groupes réductifs. —

Lemme 18.1. — Soient V un k-espace vectoriel de dimension finie et G un
sous-groupe fermé de GL(V ). On suppose que V est un G-module simple. Alors
G est réductif.

Démonstration. — Soit N = Ru(G). Comme N est normal, V N est un sous-
module de V , non nul d’après le théorème de Lie-Kolchin 11.4. Donc, puisque
V est simple, V N = V . Puisque N est un sous-groupe de GL(V ), il vient
N = {1}.
Corollaire 18.2. — GL(V ), SL(V ), le groupe spécial orthogonal SO(V ), et le
groupe symplectique SP(V ) (si V est de dimension paire) sont des groupes
réductifs.

Démonstration. — C’est clair pour GL(V ) et SL(V ), qui agissent transitive-
ment sur V \ {0}. Il en est de même pour SP(V ), si dim(V ) est pair. On sait
aussi que SO(V ) agit transitivement sur l’ensemble des vecteurs non-nuls de
norme donnée, et on en déduit facilement la simplicité de V .

18.2. Algèbres de Lie semi-simples complexes. — À titre d’illustration
pour ce qui va suivre, mentionnons brièvement l’analogie avec la théorie des
algèbres de Lie semi-simples sur C, où C désigne ici un corps algébriquement
clos de caractéristique nulle. Pour ceci, voir, par exemple, [Hu1].

Soit g une C-algèbre de Lie de dimension finie.
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Définition 18.3. — La somme de tous les idéaux résolubles de g est un idéal
résoluble, noté R(g) et appelé le radical de g. On dit que g est semi-simple si
R(g) = {0}.
Définition 18.4. — 1) Une sous-algèbre de Borel de g est une sous-algèbre de
Lie résoluble maximale.

2) Une sous-algèbre torique est une sous-algèbre de Lie abélienne t telle
ad(x) soit semi-simple, pour tout x ∈ t. Dans ce cas, d’après le lemme 7.14, on
a

g = Cg(t)⊕ gλ1 ⊕ · · · ⊕ gλr ,

pour certains λi ∈ t∗ \ {0}, où gλi
= {x ∈ g | [h, x] = λi(h)x, ∀h ∈ t}. Les λi

(ainsi que 0) s’appellent les poids de t dans g.

Proposition 18.5. — Toutes les sous-algèbres toriques maximales de g sont
conjuguées par Aut(g)0 ([Hu1, Th. 16.2]).

Théorème 18.6. — Soit g une C-algèbre de Lie semi-simple, h une sous-algèbre
torique maximale et R l’ensemble des poids non nuls de h dans g. Alors

1) On a Cg(h) = h.
2) R est un système de racines dans h∗ qui, à isomorphisme près, ne dépend

que de g. On note W son groupe de Weyl.
3) On a g = h⊕⊕

α∈R gα, et dim gα = 1 pour tout α ∈ R.
4) Les sous-algèbres de Borel de g contenant h sont en bijection avec W , et

avec l’ensemble des chambres de Weyl (ou des bases) de R.
5) g est déterminée par R, et l’on a une bijection

{C-algèbres de Lie semi-simples} ↔ {systèmes de racines}.
La classification des groupes algébriques semi-simples, ou réductifs, est ana-

logue, mais nécessite quelques données supplémentaires.

18.3. Données radicielles. —

Définition 18.7. — Une donnée radicielle est un quadruplet (M,M∨, R,R∨),
où :

a) M et M∨ sont deux Z-modules libres de rang fini, en dualité par un
couplage parfait 〈 , 〉,

b) R et R∨ sont des sous-ensembles de M et M∨, en bijection par une
application α 7→ α∨, et vérifiant, pour tout α ∈ R, 〈α, α∨〉 = 2 et

sαR = R, sα∨R
∨ = R∨,

où sα et sα∨ sont les réflexions définies, pour m ∈M et m∨ ∈M∨, par :

sα(m) = m− 〈m,α∨〉α, sα∨(m∨) = m∨ − 〈α,m∨〉α∨.
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On dit que la donnée radicielle est réduite si elle vérifie de plus la condition
suivante : si α, β ∈ R sont telles que Zα = Zβ, alors β = ±α. Dans la suite,
n’interviendront que des données radicielles réduites, et l’on parlera simplement
de données radicielles.

Remarque 18.8. — 1) La condition 〈α, α∨〉 = 2 implique α 6= 0, pour tout
α ∈ R.

2) Soit V le sous-espace vectoriel deM⊗ZR engendré par R. Alors R est un
système de racines dans V , et R∨ s’identifie au système de racines dual dans
V ∗, cf. [BLie, VI, §1] ou [Hu1, Chap.III].

Définition 18.9(Réseaux des racines et des poids). —
Soit V un R-espace vectoriel, R un système de racines dans V , et R∨ le système
de racines dual dans V ∗.

1) On note Q(R) le sous-groupe de V engendré par R ; c’est un réseau de
V , appelé le réseau des racines. De même, Q(R∨) est un réseau dans V ∗,
appelé le réseau des coracines.

2) On pose P (R) := {λ ∈ V | 〈λ, α∨〉 ∈ Z, ∀α∨ ∈ R∨}. C’est un réseau de
V , contenant Q(R), et appelé le réseau des poids.

Définition et proposition 18.10. — Une donnée radicielle (M,M∨, R,R∨) est
dite semi-simple si Q(R) a même rang que M . (On peut montrer que ceci a
lieu si, et seulement si rgQ(R∨) = rgM∨, c.-à-d., la condition est symétrique
en R et R∨.)

Dans ce cas, on a Q(R) ⊆ M ⊆ P (R), et M∨, étant le réseau dual de M ,
est déterminé par

M∨ = {η ∈ HomZ(P (R),Z) | η(M) ⊆ Z}.
Par conséquent, (M,M∨, R,R∨) est déterminée par la donnée de M et R ou
encore, de façon équivalente, par la donnée de R et d’un sous-groupe du groupe
fini P (R)/Q(R).

Par abus de language, nous dirons qu’une donnée radicielle semi-simple
est une paire (R,M), où R est un système de racines dans un Q-espace vectoriel
V , et où M est un réseau de V tel que Q(R) ⊆M ⊆ P (R).

18.4. Exemple : données radicielles de GLn, SLn et PGLn. —

18.4.1. GLn. — Soient G = GLn et T , resp. B, resp. U , le sous-groupe des
matrices diagonales, resp. triangulaires supérieures, resp. triangulaires supé-
rieures et unipotentes.

Alors B est résoluble et connexe (car isomorphe à (k∗)n × kn(n−1)/2). De
plus, G/B est isomorphe à la variété des drapeaux F(V ), qui est projective.
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Donc B est un sous-groupe de Borel de G. On voit facilement que Bu = U et
que B = TU . Donc T est un tore maximal de G. On a

(1) X(T ) = Zε1 ⊕ · · · ⊕ Zεn, X∨(T ) = Zη1 ⊕ · · · ⊕ Zηn,

où εi est la i-ème projection T → k∗, et où ηi(t) est la matrice diagonale dont
tous les termes valent 1 sauf le i-ème qui vaut t. On a

〈εi, ηj〉 = δi,j ,

c.-à-d., (ε1, . . . , εn) et (η1, . . . , ηn) sont des bases duales l’une de l’autre.
On sait que le commutant d’une matrice diagonale à valeurs propres dis-

tinctes se réduit à T , et donc T = CG(T ). D’autre part, on voit sans difficulté
que NG(T ) est le groupe des matrices monômiales. Donc W := NG(T )/T est
le groupe symétrique Sn ; il agit sur X(T ) et X∨(T ) en permutant les εi et les
ηi.

Soient g = Lie(G), b = Lie(B) et h = Lie(T ). Alors

g = h⊕
⊕

1≤i6=j≤n

kEi,j , b = h⊕
⊕

1≤i<j≤n

kEi,j

et, pour tout t ∈ T , l’on a

Ad(t)Ei,j = (εi − εj)(t)Ei,j ,

c.-à-d., Ei,j est un élément de g de poids εi − εj pour l’action adjointe de T .
Posons

R = {εi − εj | 1 ≤ i 6= j ≤ n}
R∨ = {ηi − ηj | 1 ≤ i 6= j ≤ n}.

On vérifie que (X(T ), X∨(T ), R,R∨) est une donnée radicielle : la réflexion
associée à εi−εj (resp. ηi−ηj) est la permutation qui échange εi et εj (resp. ηi

et ηj).
Posons V = X(T )⊗Z R ∼= Rn.

18.4.2. SLn. — Soit G1 = SLn. On vérifie que B1 = B∩G1 est un sous-groupe
de Borel, et T1 = T ∩ G1 un tore maximal, de G1, et l’on a B1 = T1U . La
restriction du déterminant au tore T de GLn est le caractère ε1 + · · ·+ εn ; on
en déduit que

(2)
{

X(T1) = (Zε1 ⊕ · · · ⊕ Zεn)/Z(ε1 + · · ·+ εn),
X∨(T1) = {a1η1 + · · ·+ anηn | ai ∈ Z,

∑n
i=1ai = 0} .

Notons εi la restriction de εi à T1. Les εi − εj , 1 ≤ i 6= j ≤ n forment dans
V = V/R(ε1 + · · · + εn) un système de racines de type An−1. Les ηi − ηj ,
1 ≤ i 6= j ≤ n forment le système dual R∨. Ici, R∨ engendre X∨(T1), tandis
que X(T1) = P (R) et X(T1)/Q(R) ∼= Z/nZ (le vérifier).
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18.4.3. PGLn. — Soit π : GLn → PGLn =: G2. Alors B2 = π(B) est un
sous-groupe de Borel, et T2 = π(T ) un tore maximal, de G2. Via π∗, X(T2)
s’identifie à un sous-groupe de X(T ), et on a

(3)
{

X(T2) ∼= {a1ε1 + · · ·+ anεn | ai ∈ Z,
∑n

i=1ai = 0},
X∨(T2) = (Zη1 ⊕ · · · ⊕ Zηn)/Z(η1 + · · ·+ ηn).

Posons ηi = π ◦ ηi. Les εi − εj , 1 ≤ i 6= j ≤ n forment un système de racines
de type An−1, et les ηi − ηj , 1 ≤ i 6= j ≤ n forment le système dual R∨. Ici,
R engendrent X(T2), tandis que X∨(T2) = P (R∨) et X∨(T2)/Q(R∨) ∼= Z/nZ
(le vérifier).

18.5. Centralisateurs infinitésimaux d’éléments semi-simples. — Si
G est un groupe réductif et T un tore maximal de G, un résultat important
est que, pour l’action adjointe de T sur g = Lie(G), l’espace de poids 0 :

gT := {X ∈ g | Ad(t)(X) = X, ∀t ∈ T}
égale LieCG(T ). Ceci est une conséquence du théorème suivant (ou de son
corollaire).

Théorème 18.11. — Soient K un groupe algébrique affine, G un sous-groupe
fermé connexe, g = Lie(G), S un sous-groupe abélien (non nécessairement
fermé) de K formé d’éléments semi-simples et normalisant G. On note

GS = {g ∈ G | sgs−1 = g, ∀s ∈ S},
gS = {X ∈ g | (Ad s)X = X, ∀s ∈ S}.

Alors Lie(GS) = gS.

Corollaire 18.12. — Soient G un groupe algébrique affine connexe, g = Lie(G),
et S un sous-groupe fermé, diagonalisable, de G. Alors gS = Lie(CG(S)).

Bien que le corollaire soit le résultat en vue (et un cas particulier du théo-
rème), l’énoncé du théorème se prête mieux à une démonstration par récur-
rence. Commençons par démontrer la

Proposition 18.13. — Soient G ⊆ K des groupes algébriques affines, g ⊆ k leurs
algèbres de Lie, s un élément semi-simple de K normalisant G. Alors, avec les
notations du théorème, on a Lie(Gs) = gs.

Démonstration. — Plongeant K dans un GL(V ), on se ramène au cas où K =
GL(V ). On peut alors supposer que s = diag(λ1, . . . , λ1, . . . , λr, . . . , λr), où
chaque λi apparaît ni fois. Alors, un calcul direct montre que

Ks =
r∏

i=1

GLni et Lie(Ks) =
r∏

i=1

glni
= ks.
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D’autre part, Ad s est un automorphisme semi-simple de k, et l’on a k = ks⊕m,
où m est la somme directe des espaces propres de Ad s pour les valeurs propres
6= 1. Notons Adg s la restriction de Ad s à g.

Considérons le morphisme ϕ : K → K,h 7→ hsh−1s−1 et posons M = Imϕ.
Alors M est le translaté par s−1 de la classe de conjugaison de s, c’est donc
une sous-variété localement fermée, de dimension égale à dim(K/Ks).

D’autre part, ϕ est la composée des morphismes

K
(id,θ)−−−−→ K ×K µ−−−−→ K,

où θ(h) = sh−1s−1, et µ est la multiplication. Comme θ = (Ad s)◦ i, où i(h) =
h−1, on en déduit que dϕ = id+dθ = id−Ad s. Donc Ker dϕ = ks = Lie(Ks).
Par conséquent, pour une raison de dimension, dϕ : k → TeM est surjective,
et TeM s’identifie à m.

Notons ψ la restriction de ϕ à G ; alors dψ = idg − Adg s. D’autre part, ψ
est constante sur Gs et donc Lie(Gs) ⊆ Ker dψ = gs. Pour montrer l’égalité, il
suffit de montrer que dim gs ≤ dimGs.

Soit M ′ = Imψ = {gsg−1s−1 | g ∈ G}. Comme précédemment, M ′ est
une sous-variété localement fermée de dimension dim(G)− dim(Gs). De plus,
comme s normalise G alors M ′ ⊆ G∩M , et donc TeM

′ ⊆ TeG∩TeM = g∩m.
Par conséquent, dim(g ∩m) ≥ dim(M ′).

D’autre part, comme Ad s est semi-simple et comme k = ks ⊕ m est la
décomposition en sous-espaces propres, on a g = gs⊕ (g∩m). Par conséquent,

dim g− dim gs = dim(g ∩m) ≥ dimM ′ = dim(G/Gs) = dim g− dimGs.

La proposition en résulte.

On peut maintenant démontrer le théorème, par récurrence sur dimG. Si
GS = G alors Adg s = id, pour tout s ∈ S, et donc gS = g. Sinon, soit s ∈ S
tel que Gs 6= G. Posons H = (Gs)0 et h = Lie(H). Comme S est abélien, on
voit aussitôt que S normalise Gs, et donc H.

D’après la proposition, on a gs = h, d’où gS = hS . D’autre part, par hypo-
thèse de récurrence, on a hS = Lie(HS). Enfin, Lie(HS) ⊆ Lie(GS), puisque
HS ⊆ GS . On déduit de cela que gS = Lie(GS). Le théorème est démontré. ¤

Exercice 18.14. — Supposons car(k) = 2. Soient G = SL2, B un Borel, et
x ∈ Bu \ {1}. Montrer que Gx = Bu, mais que Lie(G)x = Lie(B).

18.6. Un aperçu de la structure des groupes réductifs. — Soient G
un groupe réductif connexe, T un tore maximal de G, et g, h leurs algèbres de
Lie. D’après le théorème de Chevalley-Luna, on a CG(T ) = T (cf.Corollaire
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17.4) ; combiné avec le corollaire 18.12, ceci entraîne gT = h. On peut donc
écrire

g = h⊕
⊕

α∈R

gα

où R est un sous-ensemble fini de X(T ) \ {0}. Le but de ce chapitre est de
démontrer le théorème suivant.

Théorème 18.15. — Soient G un groupe réductif connexe, T un tore maximal,
W (G,T ) = NG(T )/T le groupe de Weyl associé, g = Lie(G), h = Lie(T ), et
R l’ensemble des poids non-nuls de T dans g. Alors, on sait déjà que gT = h,
d’où

g = gT ⊕
⊕

α∈R

gα

et
(1) (X(T ), X∨(T ), R,R∨) est une donnée radicielle et W (G,T ) s’identifie

au groupe de Weyl de R.
(2) Pour tout α ∈ R, on a dim gα = 1, et il existe un unique sous-groupe

fermé unipotent connexe Uα, normalisé par T , et tel que Lie(Uα) = gα.
(3) G est engendré par T et les Uα, α ∈ R.
(4) Les sous-groupes de Borel contenant T sont en bijection avec W et avec

les chambres de Weyl (et les bases) de R.

La démonstration se fait en plusieurs étapes. Il faut d’abord traiter le cas
des groupes réductifs de rang 1, au sens de la définition ci-dessous.

Définition 18.16(Rang et rang réductif ou semi-simple). — Soit G un groupe
algébrique affine.

a) On appelle rang de G la dimension d’un tore maximal de G.
b) On appelle rang réductif de G le rang de G/Ru(G), qu’on note rgréd(G).
c) On appelle rang semi-simple de G le rang de G/R(G), qu’on note

rgss(G).

Remarque 18.17. — Soit G connexe. Si rg(G) = 0, alors G est unipotent. En
effet, soit B un sous-groupe de Borel de G. Alors B est unipotent donc nil-
potent, et G = B d’après la proposition 15.26.

18.7. Radical d’un groupe réductif connexe. —

Proposition 18.18. — Soit G réductif connexe.
a) R(G) est un tore, égal à Z(G)0, et rgss(G) = rg(G)− dimZ(G)0.
b) Z(G) ∩ D(G) est fini.
c) D(G) est semi-simple, et rgD(G) ≤ rgss(G)
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Démonstration. — a) R(G) est résoluble connexe, et R(G)u = {1}. Donc
R(G) est un tore. Il est normalisé par G, donc est central d’après le théorème
de rigidité 8.16. Donc R(G) ⊆ Z(G)0, et l’inclusion réciproque est évidente.
De plus, R(G) = Z(G)0 est contenu dans un tore maximal T , et T/R(G) est
un tore maximal de G/R(G), d’après le théorème 15.24. La deuxième assertion
de a) en découle.

Pour b), il suffit de montrer que Z(G)0 ∩D(G) est fini. Posons Z(G)0 = S.
On plonge G dans un GL(V ). Alors il existe χ1, . . . , χr ∈ X(S) tels que V =
Vχ1 ⊕ · · · ⊕ Vχr . Comme G commute à S, alors

G ⊆
r∏

i=1

GL(Vχi), d’où D(G) ⊆
r∏

i=1

SL(Vχi).

L’assertion en découle. Voyons c). Soit R le radical de D(G). Il est stable par
tout automorphisme de D(G) et est donc un sous-groupe normal de G. Il en
résulte que R ⊆ Z(G)0 ; alors R est fini, donc trivial. Donc D(G) est semi-
simple. De plus, si T ′ est un tore maximal de D(G), alors T ′Z(G)0 est un tore
de G, de dimension dimT ′ + dimZ(G)0. Donc rgD(G) ≤ rgss(G).

Remarque 18.19. — En fait, on a l’égalité dans l’assertion c) de la proposition,
comme on le verra plus loin (23.3).

19. Fibrés vectoriels et applications

La lecture de cette section peut être omise : la notion de fibré vectoriel et
les résultats s’y rapportant ne sont utilisés que pour les théorèmes 19.15 et
20.4 qui classifient les groupes connexes de dimension 1 (Ga ou Gm) et les
groupes connexes semi-simples de rang 1 (SL2 ou PGL2). Ces deux résultats
de classification peuvent être admis.

19.1. Fibrés vectoriels algébriques. — Soit X une variété algébrique.
Introduisons pour un instant la notion suivante.

Une fibration vectorielle (de rang r) sur X est la donnée d’une variété E
et d’un morphisme surjectif π : E → X tels que toute fibre de π soit munie
d’une structure d’espace vectoriel de dimension r. L’exemple trivial est le cas
où E = X × V , pour V un k-espace vectoriel de dimension r.

Un morphisme de fibrations (E, π) → (E′, π′) est un morphisme de
variétés φ : E → E′ tel que π′ ◦ φ = π (i.e.φ préserve les fibres), et chaque
restriction φx : π−1(x)→ π′−1(x) est linéaire.

Définition 19.1. — Un fibré vectoriel algébrique sur X est une fibration
vectorielle (E, π) qui est localement triviale, c.-à-d., qui satisfait la condition
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de trivialité locale ci-dessous :

(∗TL)
{

il existe un recouvrement ouvert X = U1 ∪ · · · ∪ Un,
et un isomorphisme de fibrations : Ui × kr ∼= π−1(Ui).

Souvent on dira simplement que « E est un fibré (de rang r) sur X », et si
r = 1 on dira que E est un fibré en droites.

Définition 19.2(Sections). — Si E = (E, π) est un fibré sur X, une section
(globale) de E est un morphisme σ : X → E tel que π ◦ σ = idX . Plus
généralement, pour tout ouvert U de X notons SE(U) l’ensemble des sections
(locales) de E au-dessus de U , c.-à-d., des morphismes σ : U → π−1(U) tels
que π ◦ σ = idU .

Il résulte de la condition (∗TL) que, si s, s′ ∈ SE(U), et f, g ∈ OX(U), alors
l’application fs+ gs′ : x 7→ f(x)s(x) + g(x)s′(x) ∈ π−1(x) est un morphisme,
et donc un élément de SE(U). Donc SE(U) est un module sur OX(U). En
particulier, c’est un k-espace vectoriel, il contient toujours la section nulle,
notée s0. On vérifie que SE est un faisceau de OX -modules, appelé le faisceau
des sections (locales) de E.

Si E = X × V est un fibré trivial, on voit aussitôt que l’ensemble des
sections globales est un k[X]-module libre, isomorphe à k[X] ⊗ V . Revenant
au cas général, on en déduit que, pour chaque ouvert U au-dessus duquel E
est trivial, on a SE |U ∼= O⊕r

U . On a donc obtenu la

Proposition 19.3. — SE est un OX-module localement libre de rang r (c.-à-d.,
localement isomorphe à O⊕r

X ).

On pose Γ(X,E) = Γ(X,SE) = SE(X). C’est un espace vectoriel, dont le
zéro est la section nulle s0. Observons au passage que s0(X) est une sous-
variété fermée, isomorphe à X (vérification locale). On dit que E possède des
sections non-triviales si Γ(X,E) 6= 0.

Définition 19.4(Zéros d’une section). — 1) Si s ∈ Γ(X,E), on dit que x ∈ X
est un zéro de s si s(x) est l’élément nul de π−1(x).

2) Si E est un fibré en droites, on peut définir l’ordre d’annulation de s
en x de la façon suivante. On choisit un isomorphisme ϕ : U × k ∼= π−1(U),
où U est un voisinage ouvert affine de x assez petit, et on note s1 l’élément
de S(U) correspondant par cet isomorphisme à la fonction constante 1. Alors
S(U) = k[U ]s1 et donc il existe φ ∈ k[U ] tel que s = φs1 ; alors l’ordre
d’annulation de s en x est le plus grand n tel que φ ∈ mn

x, où mx est l’idéal
maximal de k[U ] correspondant à x. Si ϕ′ est un autre isomorphisme, on obtient
un autre générateur s′1 du k[U ]-module S(U), d’où s1 = ψs′1 et s = φψs′1, pour
une fonction ψ ∈ k[U ] inversible. Donc l’ordre d’annulation de s en x est bien
défini ; on dira aussi que x est un zéro de s d’ordre n.



134 CHAPITRE 6. GROUPES RÉDUCTIFS ET DONNÉES RADICIELLES

19.2. Le fibré associé à un module localement libre. — Soit X une
variété algébrique affine irréductible, A = k[X], et M un A-module de type
fini. Son algèbre tensorielle est par définition :

TA(M) = A⊕M ⊕ (M ⊗A M)⊕ (M ⊗A M ⊗A M)⊕ · · ·
et son algèbre symétrique est SA(M) = TA(M)/I, où I désigne l’idéal engendré
par les éléments m1⊗m2−m2⊗m1, pour m1,m2 ∈M . CommeM est de type
fini, on voit facilement que SA(M) est une A-algèbre commutative de type fini,
et donc aussi une k-algèbre commutative de type fini. De plus, comme I est
engendré par des éléments homogènes (de degré 2), alors SA(M) est graduée :

SA(M) = A⊕M ⊕ S2
A(M)⊕ S3

A(M)⊕ · · ·
De plus, SA(M) a la propriété universelle suivante :

HomA(M,B) = HomA-alg(SA(M), B),

pour toute A-algèbre commutative B. Introduisons aussi le A-module M∨ =
HomA(M,A).

Lemme 19.5. — a) L’inclusion M ⊂ SA(M) induit un isomorphisme de A-
modules :

HomA-alg.(SA(M), A) ∼= M∨ := HomA(M,A).
b) Si V est un k-espace vectoriel, la structure d’algèbre graduée de S(V ) munit
MaxS(V ) d’une structure d’espace vectoriel, isomorphe à V ∗.

Démonstration. — b) est évidemment un cas particulier de a) (prendre A =
k). Voyons a). La structure d’algèbre graduée de SA(M) fournit l’inclusion
M ⊂ SA(M). Alors la propriété universelle de SA(M) fournit une identification
canonique HomA-alg.(SA(M), A) = HomA(M,A).

Supposons désormais que M soit localement libre de rang r, c.-à-d., que,
pour tout x ∈ X, Mx := M ⊗A OX,x soit un OX,x-module libre de rang
r (1). Alors, on peut montrer (voir [Bo, AG.16.3]) que SA(M) est intègre, et
localement isomorphe à une algèbre de polynômes A[T1, . . . , Tr], c.à.d., il existe
f1, . . . , fs ∈ A tels que

(∗) X =
⋃

i

D(fi) et SA(M)fi
∼= Afi [T1, . . . , Tr].

Considérons la variété affine E(M) := MaxSA(M). Alors E(M) est un fibré
vectoriel de rang r sur X. En effet, le morphisme d’algèbres τ : A → SA(M)
induit un morphisme π : E(M) → X. Pour tout x, on a un isomorphisme
naturel d’algèbres graduées SA(M)⊗AA/mx

∼= S(M⊗AA/mx). Notant Θ(B) =

(1)On peut montrer qu’alors M est projectif. Réciproquement, tout A-module projectif est
localement libre de rang r, où r = dimk(X)(M ⊗A k(X)).
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Homk-alg(B, k) pour toute k-algèbre B, on obtient alors des isomorphismes
naturels :

π−1(x) ∼= Θ
(
SA(M)⊗A A/mx

) ∼= Θ
(
S(M ⊗A A/mx)

) ∼=
(
M/mxM

)∗
.

Donc π−1(x) est un espace vectoriel de dimension r, pour tout x. De plus,
on déduit de (∗) que chaque π−1(D(fi)) est isomorphe à D(fi) × kn, donc la
condition de trivialité locale (∗TL) est satisfaite. Observons aussi que, d’après
le lemme, on a Γ(X,E(M)) = HomA-alg(SA(M), A) = M∨.

On a ainsi associé à tout A-module localement libre M un fibré vectoriel
E(M) sur X, tel que Γ(X,E(M)) = M∨. On admettra que cette construction
se faisceautise comme suit. Soit X une variété algébrique arbitraire. À tout
OX -module localement libre M de rang r on peut associer un fibré vectoriel
algébrique E(M). Introduisons aussi le faisceau de OX -modules M∨ défini
parM∨(U) = HomOX(U)(M(U),OX(U)), pour tout ouvert U . AlorsM∨ est
localement libre de rang r, et l’on a SE(M∨)

∼=M. Réciproquement, pour tout
fibré E on a E((SE)∨) ∼= E. En résumé, on obtient la

Proposition 19.6. — Soit X une variété algébrique. Pour tout r ≥ 1, on a :
{
fibrés vectoriels de rang r sur X

modulo isomorphisme

}
∼=

{ OX-modules localement libres
de rang r modulo isomorphisme

}

19.3. Le fibré tangent à une variété lisse. — Soient X une variété affine
lisse irréductible, de dimension n, et A = k[X]. Il résulte de la démonstration
du théorème 13.32 que le module des différentielles ΩA/k = ΩX/k est un A-
module localement libre de rang n. On obtient donc un fibré (TX, π) sur X,
appelé le fibré tangent. C’est une variété lisse, de dimension 2n (car localement
isomorphe à X × kn). Pour tout x ∈ X, rappelons que ΩX/k ⊗A kx

∼= mx/m
2
x

(Proposition 13.11). On a donc des isomorphismes

π−1(x) ∼= (ΩX/k ⊗A kx)∗ ∼= (mx/m
2
x)∗ = TxX.

De plus, soient Y = Max(B) une variété affine, et φ : X → Y un morphisme.
Le comorphisme φ∗ : B → A induit un morphisme de A-modules ΩB/k⊗BA→
ΩA/k, et donc un morphisme d’algèbres

SA(ΩB/k ⊗B A)→ SA(ΩA/k).

Or SA(ΩB/k ⊗B A) s’identifie à SB(ΩB/k) ⊗B A et contient donc SB(ΩB/k)
comme sous-algèbre. On obtient donc un morphisme deB-algèbres SB(ΩB/k)→
SA(ΩA/k), d’où un morphisme TX → TY , noté dφ, tel que πY ◦ dφ = φ ◦ πX .
De plus, on vérifie que pour tout (x, v) ∈ TX, où x ∈ X et v ∈ TxX, on a
dφ(x, v) = (φ(x), dxφ(v)).

On peut montrer que ces propriétés se globalisent (cf. [Bo, AG.16.3]) :
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Proposition 19.7. — Soit X une variété algébrique lisse, de dimension n. Il
existe un fibré vectoriel algébrique, π : TX → X, tel que π−1(x) ∼= TxX pour
tout x.

De plus, tout morphisme de variétés φ : X → Y induit un morphisme dφ :
TX → TY tel que πY ◦ dφ = φ ◦ πX et dont la restriction à π−1(x) coïncide
avec dxφ, pour tout x ∈ X.

On peut aussi montrer que T (X × Y ) ∼= TX × TY , quelques soient les
variétés X,Y .

19.4. Champs de vecteurs et dérivations. — Si E = TX, une section
globale de E est la donnée en chaque x ∈ X d’un vecteur tangent vx ∈ TxX,
c.-à-d., la donnée d’un champ de vecteurs sur X.

Lemme 19.8. — Soit X affine lisse. Alors on a un isomorphisme Γ(X,TX) ∼=
Derk(k[X]). En particulier, Γ(X,TX) est une algèbre de Lie.

Démonstration. — Posons A = k[X]. On sait que Derk(A) = HomA(ΩA/k, A).
Par conséquent, toute dérivation D définit un morphisme de A-algèbres D̃ :
SA(ΩA/k) → A, d’où un morphisme σD : X → TX tel que π ◦ σD = idX .
On vérifie que, pour tout x, σD(x) est l’élément εx ◦ D : φ 7→ (Dφ)(x) de
Derk(A, kx).

Réciproquement, à tout champ de vecteurs v : x 7→ vx, on associe la dériva-
tion Dv définie, pour tout f ∈ k[X] et x ∈ X, par

(Dvf)(x) = dxf(vx) = 〈vx, f − f(x)〉,
où f − f(x) désigne l’image de f − f(x) dans mx/m

2
x. On a bien Dvf ∈ k[X].

En effet, on identifie Tk à k × k, alors Dvf est la composée des morphismes

X
v−−−−→ TX

df−−−−→ k × k pr2−−−−→ k

x −−−−→ (x, vx) −−−−→ (f(x), dxf(vx)) −−−−→ dxf(vx).

Enfin, on vérifie que DσD = D pour tout D, et que σDv = v pour tout v.

Exemple 19.9. — On identifie Tk à k × k et on note ∂/∂x le champ de vec-
teurs constant x 7→ (x, 1). Sous l’identification précédente, ce champ de vec-
teurs correspond à la dérivation f 7→ f ′ = ∂f/∂x (le vérifier !) ; et il engendre
Γ(k, Tk) = Derk(k[x]), qui est un k[x]-module libre de rang un.

Le lemme précédent se faisceautise :

Corollaire 19.10. — Soit X une variété lisse. Alors {sections locales de TX} ∼=
{dérivations locales de OX}.
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Proposition 19.11. — (voir [Sp, 3.3.2–3.3.4] et [Bo, 3.20]) Soient G un groupe
algébrique affine et g = Lie(G). On a des isomorphismes :

ΩG/k
∼= k[G]⊗ g∗, comme k[G]-modules;

TG ∼= Go g, comme groupes algébriques,

où g est considéré comme groupe vectoriel (∼= Gn
a , où n = dimG), et la stucture

de produit semi-direct est donnée par g · (g′, X) = (gg′,Ad(g)X).

19.5. Exemples de fibrés vectoriels. — Le fibré tautologique ET sur P1

est la donnée, au dessus de chaque point de P1, de la droite correspondante dans
V = k2. C’est la sous-variété fermée de P1×k2 formée des points ([x, y], (z1, z2))
vérifiant l’équation yz1 − xz2 = 0, la projection ET → P1 étant la première
projection. Notons U et V les ouverts de P1 définis par x 6= 0 et y 6= 0. Alors
π−1(U) = {(x, xz2, z2)} est isomorphe comme fibration à U×k, l’isomorphisme
étant donné par (x, z) 7→ (x, xz, z). De même, π−1(V ) ∼= V × k. Donc ET est
bien un fibré vectoriel algébrique de rang 1 sur P1.

Proposition 19.12. — On a Γ(P1, ET ) = {0}.
Démonstration. — Il résulte de ce qui précède que SE(U) est le k[x]-module
libre engendré par la section s(x) = (x, 1) ∈ k2. De même, SE(V ) est le
k[x−1]-module libre engendré par la section s′(x−1) = (1, x−1) ∈ k2. De plus,
SE(U ∩V ) = k[x, x−1]s = k[x, x−1]s′. Comme s = xs′ sur U ∩V , alors k[x]s =
k[x]xs′ ne rencontre k[x−1]s′ qu’en 0. Il en résulte que Γ(P1, ET ) = {0}.
Proposition 19.13. — On a dimΓ(P1, TP1) = 3, et toute section de TP1 admet
deux zéros (comptés avec multiplicité). D’autre part, comme algèbre de Lie,
Γ(P1, TP1) est isomorphe pgl2 = Lie(PGL2).

Démonstration. — Comme k[U ] = k[x] et k[V ] = k[x−1], alors Γ(U, TP1) =
k[x]∂/∂x et Γ(V, TP1) = k[x−1]∂/∂x−1. Or, ∂/∂x = −x−2 ∂/∂x−1. En effet,
pour n ≥ 0, (∂/∂x)(x−n) = −nx−n−1 = −x−2 (∂/∂x−1)(x−n). On en déduit
que

Γ(P1, TP1) = kx2 ∂

∂x
⊕ kx ∂

∂x
⊕ k ∂

∂x
= k

∂

∂x−1
⊕ kx−1 ∂

∂x−1
⊕ kx−2 ∂

∂x−1
.

Ainsi, chaque section

s = ax2∂/∂x+ bx∂/∂x+ c∂/∂x = −a∂/∂x−1 − bx∂/∂x−1 − cx−2∂/∂x−1

s’annule en exactement deux points, comptés avec multiplicité : c’est clair si
a 6= 0 ou c 6= 0, car alors s = P (z)∂/∂z, où P est un polynôme de degré 2 et
z = x ou bien x−1 ; et si a = c = 0, la section

x∂/∂x = −x−1∂/∂x−1

s’annule à l’ordre 1 en x = 0 et en x−1 = 0. Ceci prouve la première assertion.
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D’autre part, posons X+ = x2∂/∂x, X− = −∂/∂x et δ = x∂/∂x. Un calcul
facile montre que

[δ,X±] = ±X± et [X+, X−] = δ.

Par conséquent, désignant par e, f, h les images dans pgl2 = gl2/k id des ma-
trices élémentaires E12, E21, E11, on voit que l’application qui envoieX+, X−, δ
sur e, f, h est un isomorphisme de k-algèbres de Lie de Γ(P1, TP1) sur pgl2.

19.6. Actions de groupes et champs de vecteurs. —

Proposition 19.14. — Soient X une variété munie d’une action σ : G ×X →
X d’un groupe algébrique G, et g = Lie(G). Alors dσ induit un morphisme
d’algèbres de Lie g → Γ(X,TX), ξ 7→ ξX . De plus, notant φx le morphisme
g 7→ gx, on a dφx(ξ) = ξX(x), pour x ∈ X, ξ ∈ g.

Démonstration. — On identifie X à {(e, 0)}×s0(X) ⊆ T (G×X), et T(e,x)(G×
X) à g ⊕ TxX. Pour ξ ∈ g, on définit le champ de vecteurs ξX par ξX(x) =
d(e,x)σ(ξ, 0) ∈ TxX. Ceci est bien un morphisme X → TX, car c’est la
composée de dσ : TG × TX → TX avec le plongement X ↪→ TG × TX,
x 7→ ((e, ξ), s0(x)). On laisse au lecteur le soin de vérifier que ξ 7→ ξX est
bien un morphisme d’algèbres de Lie. (En fait, σ induit un comorphisme
σ∗ : OX → OX ⊗ OG , et pour ξ ∈ g l’on a ξx = (id ⊗ ξ) ◦ σ∗). De plus,
on a d(e,x)σ(ξ, 0) = dφx(ξ), pour tout ξ ∈ g.

19.7. Groupes connexes de dimension 1. — On peut maintenant énon-
cer le

Théorème 19.15. — Soit G un groupe algébrique affine connexe de dimension
1. Alors G ∼= Ga ou bien G ∼= Gm.

Démonstration. — G est une courbe affine lisse. D’après la théorie des courbes,
il existe une courbe projective lisse C, uniquement déterminée, telle que G soit
un ouvert de C. Le morphisme µ : G × G → G ⊆ C induit une application
rationnelle α : G × C → C. Comme C est projective, et G × C lisse, donc
normale, le complémentaire de dom(α) est de codimension ≥ 2, donc un en-
semble fini E = {(g1, x1), . . . , (gn, xn)}, avec xi /∈ G. On va montrer que E = ∅.
Soit h ∈ G \ {g1, . . . , gn}. Alors les applications τh : C → C, x 7→ α(h, x), et
ρh : G→ G, g 7→ gh−1, sont des morphismes, et donc l’application rationnelle
αh = α ◦ (ρh, τh) : G × C → C, (g, x) 7→ α(gh−1, hx) est définie en (gi, xi)
si gih

−1 /∈ {g1, . . . , gn}. Donc, si on choisit de plus h hors de l’ensemble fini
{g−1

j gi}ni,j=1, alors αh est définie en (gi, xi). Or les applications rationnelles
αh et α coïncident sur l’ouvert G × G, donc sont égales. Ceci montre que α
est partout définie. Donc G opère morphiquement sur C. Alors, comme G est
connexe et laisse stable l’ensemble fini Σ := C \G, tout x ∈ Σ est fixé par G.
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Soit ξ ∈ Lie(G) \ {0}. D’après la proposition 19.14, on obtient un champ de
vecteur ξC sur C. Pour x ∈ C, on note φx le morphisme G → C, g 7→ gx. Si
x ∈ Σ alors φx est constant et donc 0 = dφx(ξ) = ξC(x). D’autre part, si x ∈ G
alors φx : G → G est un automorphisme, d’où ξC(x) = dφx(ξ) 6= 0. Donc C
admet un champ de vecteur non trivial, qui s’annule en au moins un point.
D’après le théorème de Riemann-Roch et la théorie des courbes, ceci entraîne
que C = P1. Comme toute section de TP1 s’annule en au plus deux points, on
en déduit que, comme variété, G = k ou bien G = k∗.

Supposons G = k. Sans perte de généralité, on peut supposer que l’élément
neutre deG est 0. Le comorphisme de µ : k×k → k est un morphisme d’algèbres
µ∗ : k[x] → k[x] ⊗ k[y], déterminé par le polynôme P = µ∗(x). Pour x, y ∈ k,
on a µ(x, y) = P (x, y). Pour tout y, la translation à droite µ(−, y) est un
automorphisme de k. On en déduit que P (x, y) = a(y)x+ b(y), avec a, b ∈ k[y]
et a ne s’annulant pas. Donc a est une constante, et P (x, y) = ax + b(y).
Comme P (0, y) = y, pour tout y, il vient b(y) = y, d’où P (x, y) = ax + y.
Alors, P (x, 0) = x pour tout x entraîne a = 1, d’où µ(x, y) = x + y. Donc
G = Ga.

Supposons G = k∗. Sans perte de généralité, on peut supposer que l’élément
neutre de G est 1. Le comorphisme µ∗ : k[x, x−1] → k[x, x−1] ⊗ k[y, y−1] est
déterminé par le polynôme P = µ∗(x). Pour x, y ∈ k∗, on a µ(x, y) = P (x, y).
Soit y ∈ k∗. On a vu plus haut que la translation à droite µ(−, y) s’étend en
un automorphisme de P1 qui fixe P1 \ k∗ ; donc, en particulier, µ(−, y) s’étend
en un automorphisme de k qui fixe 0. On en déduit que P (x, y) = a(y)x, avec
a ∈ k[y, y−1] ne s’annulant pas sur k∗, d’où a = c yi et P (x, y) = c yi x, avec
c ∈ k∗ et i ∈ Z. Comme P (1, y) = y, pour tout y, il vient c = i = 1, d’où
P (x, y) = xy. Donc G = Gm.

Remarque 19.16. — Pour une autre démonstration du théorème précédent,
voir [Sp, Thm. 3.4.9].

19.8. Fibrés en droites et OX-modules inversibles. — Soit X une va-
riété algébrique. D’après la proposition 19.6, on a{

fibrés en droites sur X
modulo isomorphisme

}
∼=

{ OX -modules localement libres
de rang 1 modulo isomorphisme

}

Soient L un OX -module localement libre de rang 1, et L∨ = Hom(L,OX).
On a un morphisme naturel de OX -modules L → (L∨)∨, et on vérifie loca-
lement que c’est un isomorphisme. Si L′ est un autre OX -module localement
libre de rang 1, on vérifie que L⊗L′, défini par (L⊗L′)(U) = L(U)⊗O(U)L′(U),
est un OX -module de rang 1, isomorphe à HomOX

(L∨,L′). De plus, le mor-
phisme de OX -modules : L∨ ⊗ L → OX , (ϕ, s) 7→ 〈ϕ, s〉 est un isomorphisme
(vérification locale). On en déduit que l’ensemble des classes d’isomorphisme
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de OX -modules localement libres de rang 1 forme un groupe commutatif, pour
la multiplication induite par le produit tensoriel (l’élément neutre étant OX).
Désormais, on emploiera la terminologie « OX -module inversible » comme sy-
nonyme de OX -module localement libre de rang un (2). En résumé :

Proposition 19.17. — L’ensemble des classes d’isomorphisme de OX-modules
inversibles (ou, de façon équivalente, de fibrés en droites sur X) est un groupe,
appelé groupe de Picard de X et noté Pic(X).

19.9. Modules inversibles sur P1. — Soient X une variété algébrique
irréductible,X = U∪V un recouvrement ouvert, et E unOX -module inversible.
On suppose que E est trivial au-dessus de U et de V . Donc il existe s ∈ E(U)
et s′ ∈ E(V ) tels que E(U) = O(U)s et E(V ) = O(V )s′. Alors E(U ∩ V ) =
O(U ∩ V )s = O(U ∩ V )s′ et donc s = ts′, avec t appartenant à O(U ∩ V )×, le
groupe des éléments inversibles de O(U ∩ V ).

Soit K le faisceau constant sur X défini par K(W ) = k(X), pour tout ouvert
W non-vide. Pour tout f ∈ O(U ∩V )×, notons Lf le sous-faisceau de K défini
par Lf |U = OU et Lf |V = f−1 OV ; c’est bien un faisceau car OU et f−1 OV

coïncident sur U ∩ V avec OU∩V , et Lf est localement isomorphe à OX . De
plus, on peut vérifier que Lf ⊗ Lg

∼= Lfg. Revenant au paragraphe précédent,
on voit que la multiplication par la section s induit un isomorphisme Lt

∼= E .
Donc tout OX -module inversible trivial au-dessus de U et de V est isomorphe
à un Lf .

Réciproquement, soit ϕ : Lf → Lf ′ un isomorphisme. Alors ϕU (1) = g
appartient à O(U)×, et pour tout a ∈ Lf (U) on a ϕU (a) = ga. De même,
ϕV (f−1) = h/f ′ avec h ∈ O(V )×, et pour tout b ∈ Lf (V ) on a ϕV (b) = bhf/f ′.
On a donc un diagramme commutatif

Lf (U)
g−−−−→ Lf ′(U)

res
y res

y
Lf (U ∩ V ) −−−−→ Lf ′(U ∩ V )

res
x res

x

Lf (V )
hf/f ′−−−−→ Lf ′(V ).

(2)Ceci est justifié par la remarque suivante. On peut définir le produit tensoriel de deux OX -
modules arbitraires F ,G. On montre alors que si F ⊗G ∼= OX , alors F et G sont localement
libres de rang 1.
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Il en résulte que g = hf/f ′, soit f ′ = fhg−1. On en déduit que l’application
f 7→ Lf induit un isomorphisme de groupes

O(U ∩ V )×

O(U)× O(V )×
∼→ PicU,V (X),

où PicU,V (X) désigne le sous-groupe de Pic(X) formé des classes de OX -
modules inversibles triviaux sur U et V (vérifier que c’est bien un sous-
groupe !).

Considérons maintenant P1 avec le recouvrement usuel P1 = U ∪ V . On a
U ∼= V ∼= k. Or on peut montrer que tout faisceau inversible sur k est trivial
(car l’anneau k[X] est factoriel). On en déduit un isomorphisme de groupes

Z
∼=−−−−→ k[U ∩ V ]×

/
k×

∼=−−−−→ Pic(P1),

i −−−−→ x−i −−−−→ Lx−i := OP1(i) = O(i).

Alors O(1) et O(−1) sont les générateurs de Pic(P1). Considérons le complexe

0→ Γ(P1,O(i))→ Γ(U,O(i))⊕ Γ(V,O(i))→ Γ(U ∩ V,O(i))→ Q(i)→ 0.

On vérifie alors que :
si i ≥ 0, Γ(P1,O(i)) = k1⊕ · · · ⊕ kxi est de dimension i+ 1, et Q(i) = {0} ;
si i < 0, Γ(P1,O(i)) = 0 et Q(i) = kx−1 ⊕ · · · ⊕ kxi+1 est de dimension

−i− 1.
Par conséquent, O(1) est l’unique générateur de Pic(P1) admettant des sec-

tions globales non-triviales.

19.10. Fibrés en droites sur P1. — Nous allons dans ce paragraphe décrire
géométriquement les fibrés en droites sur P1 qui possèdent des sections globales
6= 0, c.-à-d., qui correspondent aux modules inversibles O(n) avec n ≥ 0.

D’abord, O(0) = OP1 correspond au fibré trivial E(0) := P1 × k, car une
section locale de E(0) au-dessus d’un ouvert W n’est autre qu’une fonction
régulière W → k.

Soit V = k2 avec sa base canonique (e1, e2). On note (x, y) (ou aussi (e∗1, e∗2))
la base duale de P1, c.-à-d., pour tout v ∈ V on écrit v = xe1 + ye2.

Soit E(1) l’ensemble des couples (δ, φ), où δ est un point de P1, c.-à-d., une
droite de V, et φ une forme linéaire sur δ, c.-à-d., un élément de l’espace dual
δ∗. Soit π : E(1) → P1 la première projection ; pour chaque δ ∈ P1, la fibre
π−1(δ) est δ∗, un espace vectoriel de dimension 1. On peut montrer que E(1)
est muni d’une structure de variété algébrique, telle que π soit un morphisme
de variétés, faisant de E(1) un fibré en droites sur P1. Déterminons le faisceau
de ses sections.
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Sur l’ouvert U = {[xe1 + ye2] | y 6= 0}, la section

φ = e∗2|U
ne s’annule pas et donc trivialise E(1), c.-à-d., on a

π−1(U) ∼= {(xe1 + e2, tφ) | x, t ∈ k} ∼= U × k,
et Γ(U,E(1)) = k[U ]φ. De même, sur l’ouvert V = {[xe1 + ye2] | x 6= 0}, la
section

ψ = e∗1|V
ne s’annule pas et donc trivialise E(1), c.-à-d., on a

π−1(V ) ∼= {(e1 + ye2, tψ) | y, t ∈ k} ∼= V × k,
et Γ(V,E(1)) = k[V ]ψ. De plus, sur U∩V , on a ψ = x−1φ puisque, pour x 6= 0,
on a

ψ([xe1 + e2]) = ψ([e1 + x−1e2])
déf= x−1.

Ceci montre que le faisceau des sections de E(1) est O(1), et l’espace des
sections globales s’identifie à V∗ = kx⊕ ky.

Soit S(V∗) l’algèbre symétrique de V∗, c.-à-d., le quotient de l’algèbre ten-
sorielle T (V∗) par l’idéal bilatère engendré par les éléments de degré 2 :

ξ ⊗ η − η ⊗ ξ, ξ, η ∈ V∗.

C’est une algèbre graduée : S = k ⊕⊕
n≥1 S

n(V∗) ; chaque Sn(V∗) s’identifie
à l’espace des polynômes homogènes de degré n sur V, et admet pour base les
(n+ 1) monômes :

xn, xn−1y, · · · , xyn−1, yn.

Soit E(n) l’ensemble des couples (δ, φ), où δ est un point de P1, c.-à-d., une
droite de V, et φ un polynôme homogène de degré n sur δ, c.-à-d., un élément
de Sn(δ∗). Soit π : E(n)→ P1 la première projection ; pour chaque δ ∈ P1, la
fibre π−1(δ) est Sn(δ∗), un espace vectoriel de dimension 1.

Sur l’ouvert U = {[xe1 + ye2] | y 6= 0}, la section

φ = yn|U
ne s’annule pas et donc trivialise E(n), c.-à-d., on a un isomorphisme

π−1(U) ∼= {(xe1 + e2, tφ) | x, t ∈ k} ∼= U × k,
et Γ(U,E(n)) = k[U ]φ. De même, sur l’ouvert V = {[xe1 + ye2] | x 6= 0}, la
section

ψ = xn|V
ne s’annule pas et donc trivialise E(n), c.-à-d., on a

π−1(V ) ∼= {(e1 + ye2, tψ) | y, t ∈ k} ∼= V × k,
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et Γ(V,E(n)) = k[V ]ψ. De plus, sur U ∩V , on a φ = xnψ puisque, pour x 6= 0,
on a

φ([e1 + x−1e2]) = φ([xe1 + e2])
déf= xn = xnψ([e1 + x−1e2]).

Ceci montre, d’abord, que E(n) est muni d’une structure de variété algébrique :
c’est le recollement des variétés

U × k ∼= k2 = {(x, t) | x, t ∈ k}
et

V × k ∼= k2 = {(y, u) | y, u ∈ k}
le long de l’ouvert (U ∩ V )× k ∼= k× × k, via l’isomorphisme

(x, t) 7→ (x−1, txn) = (y, u).

Donc E(n) est une variété algébrique, et π : E(n)→ P1 est un fibré en droites,
comme on le voit en se plaçant au-dessus de U ou de V . De plus, puisque sur
U ∩V le générateur φ de Γ(U,E(n)) coïncide avec xnψ, le faisceau des sections
de E(n) est O(n), et l’espace de ses sections globales s’identifie à

Sn(V∗) = kxn ⊕ kxn−1y ⊕ · · · ⊕ kyn.

19.11. Le morphisme SL2/U → PGL2/U
′. — On conserve la notation

V = k2. Soit sl2 l’algèbre de Lie des matrices 2×2 de trace nulle ; c’est l’algèbre
de Lie de SL2. On a défini (cf. 1.2) PGL2 comme l’image dans SL(sl2) ∼= SL3

de GL2 (agissant par conjugaison sur sl2). On a donc un morphisme de groupes
algébriques

ρ : SL2 → SL(sl2)

dont l’image est PGL2. Il n’est pas difficile d’écrire explicitement ce morphisme,
par exemple en se plaçant dans la base standard de sl2 :

E =
(

0 1
0 0

)
, H =

(
1 0
0 −1

)
, F =

(
0 0
1 0

)
,

mais comme nous n’en avons pas besoin, nous laissons cela comme un exercice
(instructif !) pour le lecteur.

D’autre part, l’application bilinéaire

V ×V→ k, (v, v′) 7→ dét(v, v′)

est SL2-équivariante, car

dét(gv, gv′) = dét(g) dét(v, v′) = dét(v, v′) si g ∈ SL2.

On obtient donc un morphisme non nul de SL2-modules

τ : V→ V∗, tel que τ(v)(v′) = dét(v, v′),
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qui est un isomorphisme puisque V et V∗ sont des SL2-modules irréductibles.
Explicitement, si v = xe1 + ye2, alors τ(v) = −ye∗1 + xe∗1. On a alors un
morphisme de variétés SL2-équivariant

φ : V→ sl2, v 7→ v ⊗ τ(v),
donné explicitement par

(
x
y

)
7→

(−xy x2

−y2 xy

)
.

En particulier, on a φ(e1) = E. De plus, le stabilisateur de e1 dans SL2 est le
sous-groupe unipotent

U =
{(

0 z
0 0

)
| z ∈ k

}
,

et son stabilisateur dans Lie(SL2) est Lie(U), de sorte que le morphisme orbite
SL2/U → SL2 · e1 = V \ {0} est un isomorphisme. D’autre part, on sait que le
stabilisateur de E dans GL2 (resp. Lie(GL2)) pour l’action adjointe est formé
des matrices (

λ z
0 λ

)
,

avec z ∈ k et λ ∈ k× (resp. λ ∈ k). On en déduit que le stabilisateur de E dans
PGL2 (resp. Lie(PGL2)) est le groupe unipotent U ′ image de U dans PGL2

(resp. Lie(U ′)). Par conséquent, le morphisme orbite

PGL2/U
′ → PGL2 · E = GL2 · E

est un isomorphisme ; d’autre part, l’orbite est l’ensemble des matrices nilpo-
tentes non nulles dans sl2, c.-à-d., c’est C◦ = C \ {0}, où C est le cône

C =
{(−a b

c a

)
| a2 + bc = 0

}
.

Alors, le morphisme φ : V→ sl2 considéré plus haut :

(x, y) 7→
(−xy x2

−y2 xy

)

a pour image le cône C et induit un diagramme commutatif

SL2/U −−−−→ PGL2/U
′

∼=
y

y∼=
k2 \ {0} −−−−→ C◦ , (x, y) 7→ (−xy, x2, y2)y

y
P1 P1
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Enfin, en utilisant le fait que l’anneau de polynômes k[x, y] est factoriel, on
peut démontrer la proposition suivante :

Proposition 19.18. — O(k2 \ {0}) = k[x, y] et O(C◦) = O(C) = k[x2, xy, y2].

Démonstration. — à compléter plus tard...

20. Groupes réductifs : rang 1 et donnée radicielle

20.1. Groupes semi-simples de rang 1. — On a d’abord la proposition
suivante, pour laquelle on renvoie à [Bo, III.10.8]

Proposition 20.1. — Soit Aut(P1) le groupe des automorphismes de P1. C’est
un groupe algébrique, isomorphe à PGL2. De plus, si G est un groupe algé-
brique affine, toute action algébrique de G sur P1 induit (de façon unique) un
morphisme de groupes algébriques G→ PGL2.

Remarque 20.2. — Ceci est en fait le cas particulier n = 1 d’un résultat géné-
ral : le groupe des automorphismes de Pn est PGLn+1. La démonstration de
ce fait donnée dans [Ha, II, Example 7.1.1] n’est pas tout-à-fait convaincante
(en particulier si k est de caractéristique 2) ; c’est pourquoi nous renvoyons à
la démonstration ad hoc donnée dans [Bo], Chap.III, §10.8.

Consignons ici le résultat suivant, dont nous avons déjà vu les assertions i)
et ii) en 15.26 et 15.27.

Proposition 20.3. — Soient G connexe et T ⊆ B une paire de Borel.
i) Si B est nilpotent, alors G = B.
ii) Si dimG ≤ 2, alors G est résoluble.
iii) Si T est central, B est nilpotent et B = G.

Démonstration. — Pour i) et ii), voir 15.26 et 15.27. Supposons T central.
Alors, d’après les propositions 12.21 et 12.16, B est nilpotent, et donc G = B
d’après i).

Théorème 20.4. — Soient G un groupe connexe réductif de rang 1, non ré-
soluble, T un tore maximal, W le groupe de Weyl, et g = Lie(G), h = Lie(T ).

a) On a #W (T ) = 2 et B ∼= P1. De plus, dimG = 3, G = (G,G) et G est
semi-simple.

b) Il existe α ∈ X(T ) tel que g = h⊕ gα⊕ g−α, on a dim gα = dim g−α = 1,
et il existe un sous-groupe fermé unipotent connexe Uα (resp. U−α) normalisé
par T et dont l’algèbre de Lie est gα (resp. g−α). Les groupes Bα = TUα et
B−α = TU−α sont les deux sous-groupes de Borel de G contenant T . Leurs
algèbres de Lie sont bα = h⊕ gα et b−α = h⊕ g−α.
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c) Soient n ∈ NG(T ) \ CG(T ) et U = Uα, B = TU . Le morphisme orbite
ψn : U → G/B, u 7→ unB/B est un isomorphisme de variétés.

d) On a G ∼= SL2 ou bien G ∼= PGL2.

Démonstration. — G n’est pas résoluble, donc W (T ) 6= {1}, d’après 16.20 b).
D’autre part,W (T ) s’identifie à un sous-groupe de Aut(T ). Or Aut(T ) ∼= {±1},
puisque T ∼= Gm. DoncW (T ) = {±1}. Par conséquent, #BT = 2 et dimB = 1,
d’après 16.20 a).

Soit B ∈ BT . D’après le théorème des semi-invariants de Chevalley, B =
G/B est isomorphe à une sous-variété fermée d’un espace projectif P(V ), où V
est un G-module. Donc, d’après le lemme 16.15, on peut trouver un cocaractère
λ ∈ X∨(T ) tel que

Bλ(Gm) = BT .

Par conséquent, si x ∈ B \BT , l’orbite λ(Gm)x est de dimension 1, donc dense
dans B, et par conséquent le comorphisme de

φx : Gm → B, z 7→ λ(z)x

induit une inclusion des corps de fractions k(B) ⊆ k(P1) = k(z). Donc, d’après
le théorème de Lüroth, B est une extension transcendante pure de k. Ainsi, B
est une courbe (= variété de dimension 1) projective et lisse, dont le corps des
fractions est isomorphe à k(P1). D’après la classification des courbes projectives
lisses, ceci entraîne que B ∼= P1.

L’action de G sur B fournit donc un morphisme de groupes algébriques
φ : G → PGL2. Le noyau de π est formé des g ∈ G qui agissent trivialement
sur B, c.-à-d., qui normalisent chaque sous-groupe de Borel. Comme chaque
Borel est son propre normalisateur, on a

Kerπ =
⋂

B∈B
B,

et donc (Kerπ)0 = R(G). Or, comme G est réductif connexe, R(G) est un tore
central, d’après la proposition 18.18. Comme G est de rang 1 et non résoluble,
alors R(G) est trivial, car sinon ce serait un tore maximal central, et G serait
nilpotent, d’après la proposition 20.3.

Donc R(G) est trivial, G est semi-simple, et Kerπ est fini. Par consé-
quent, dimφ(G) = dimG, qui est ≥ 3 puisque G n’est pas résoluble. Comme
dim PGL2 = 3, alors dimG = 3 et φ est surjectif.

Enfin, D(G) est un sous-groupe fermé normal de G, non trivial puisque G
n’est pas résoluble, et il ne peut être de dimension 1 ou 2 car sinon il serait
résoluble, ainsi que G/D(G), et G serait résoluble, une contradiction. Donc
G = D(G). Ceci s’applique en particulier à G = SL2 ou PGL2 et montre que
chacun de ces deux groupes est égal à son groupe dérivé (ce qu’on peut aussi
voir directement). Ceci prouve l’assertion a).
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Soient B un Borel de G contenant T , et U = Bu. Alors B = TU , et U est un
groupe unipotent de dimension 1 normalisé par T . De plus, posant b = Lie(B)
et h = Lie(T ), on a

b = h⊕ Lie(U),

et T agit sur Lie(U) par un caractère α. D’après le corollaire 18.12, on a α 6= 0,
car sinon U serait contenu dans le centralisateur de T , donc T serait central
dans B, d’où B = G, une contradiction.

Soit n ∈ NG(T ) \ CG(T ) ; son image dans W (T ) = {1, s} est l’élément non
trivial s, qui agit sur T ∼= Gm par t 7→ t−1, et sur X(T ) ∼= Z par χ 7→ −χ. On
sait que BT a deux éléments, et le second est B− := nBn−1. Posant U− = B−u ,
on a

Lie(B−) = h⊕ Lie(U−),

et T agit sur Lie(U−) par le caractère −α. Comme les espaces propres de T
sont en somme directe et g = Lie(G) est de dimension 3, on obtient

g = h⊕ gα ⊕ g−α,

où g±α = Lie(U±) est de dimension 1.

Comme U est connexe, de dimension 1 et unipotent, il résulte de la classifi-
cation des groupes connexes de dimension 1 (cf. 19.15) que U ∼= Ga.

Remarque 20.5. — Ici, on peut éviter la classification des courbes, utilisée dans
la preuve de 19.15, en raisonnant comme suit. Comme T = Gm agit sur
Lie(U) = TeU avec le poids α 6= 0, il résulte du lemme de Nakayama gra-
dué (voir 21.1 plus loin) que U ∼= Lie(U) ∼= k comme variété. On conclut alors
facilement, comme à la fin de la preuve du théorème 19.15, que la loi de groupe
est donnée par (x, y) 7→ x+ y, c.-à-d., que U ∼= Ga.

Choisissons un isomorphismeGa
∼→ U , x 7→ θ(x). Par transport de structure,

T agit sur Ga. Donc il existe un morphisme de groupes χ : T → k∗ tel que
t · x = χ(t)x, pour x ∈ k, t ∈ T ; alors χ(t) = t · 1 est une fonction régulière de
t, i.e.χ ∈ X(T ). Alors, T agit sur U = θ(Ga) par

tθ(x)t−1 = θ(χ(t)x),

et T agit sur Lie(U) via le caractère χ. Donc χ = α. En conjuguant par
n, on obtient que T agit sur U− via le caractère −α. Posant Uα = U et
U−α = U− = nUn−1, on obtient que Bα = TUα et B−α = TU−α sont les deux
sous-groupes de Borel de G contenant T , et l’on a

Lie(B±α) = h⊕ g±α.

Ceci prouve l’assertion b).



148 CHAPITRE 6. GROUPES RÉDUCTIFS ET DONNÉES RADICIELLES

Remarque 20.6. — Si θ′ est un autre isomorphisme Ga
∼→ U , alors θ−1 ◦ θ′

est un automorphisme de Ga, donc de la forme x 7→ cx, où c ∈ k∗. Donc
θ′(x) = θ(c x). Par conséquent, pour tout isomorphisme θ : Ga

∼→ Uα, on a

∀t ∈ T, tθ(x)t−1 = θ(α(t)x), (∗α)

et on a l’assertion analogue pour U−α.

Voyons l’assertion c). Le stabilisateur du point nB/B est n(B) = TU−, et
le morphisme orbite γn : G→ G/B = B, g 7→ gnB/B si’dentifie au morphisme
quotient π : G→ G/n(B) ∼= B, qui est séparable. Par conséquent,

Ker dγn = Lien(B) = h⊕ g−α.

Comme U ∩ n(B) = {1} et Lie(U) ∩Ker dγn = {0}, alors la restriction de γn

à U induit un isomorphisme U ∼→ UnB/B. Ceci prouve c).
Démontrons d). Soit φ : G→ G′ un morphisme surjectif entre deux groupes

semi-simples de dimension 3, et soient B = TU et B− = TU− dans G et B′ =
T ′U ′ et B′− les images dans G′. D’après le théorème 15.24, on peut identifier
les variétés de drapeaux : B = B′ = P1, et notant e le point correspondant à
B− et B′−, on a d’après ce qui précède on a un diagramme commutatif

U
φ−−−−→ U ′

∼=
y

y∼=
Ue U ′e

et donc φ induit un isomorphisme U ∼→ U ′.

Lemme 20.7. — Supposons que le morphisme induit G/U → G′/U ′ soit un
isomorphisme. Alors φ est un isomorphisme.

Démonstration. — On déduit facilement de l’hypothèse que φ est bijectif. De
plus, comme l’espace tangent à G/U au point U/U s’identifie à g/Lie(U),
et de même pour G′/U ′, il résulte de l’hypothèse que l’on a un diagramme
commutatif

0 −−−−→ Lie(U) −−−−→ g −−−−→ g/Lie(U) −−−−→ 0

∼=
y dφ

y
y∼=

0 −−−−→ Lie(U ′) −−−−→ g′ −−−−→ g′/Lie(U ′) −−−−→ 0.

Par conséquent, dφ est un isomorphisme, donc φ est séparable et est donc un
isomorphisme.

Ceci nous ramène à étudier le morphisme G/U → G′/U ′. Notons π et π̃ les
projections G/U → G/B et G→ G/B, et définissons de même π′ et π̃′.
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Plaçons-nous d’abord dans le cas où G′ = PGL2 et φ : G → PGL2 est le
morphisme qui nous est donné. Notons Ω (resp. Ω−) l’orbite ouverte de U ′ (et
U) (resp. de U ′− et U−) dans P1. Il résulte de l’assertion c) et de son analogue
pour G′ que

π̃−1(Ω) ∼= Ω× T × U et π̃′−1(Ω) ∼= Ω× T ′ × U ′
d’où

π−1(Ω) ∼= Ω× T et π′−1(Ω) ∼= Ω× T ′
et pour chaque x ∈ Ω, l’application induite T ∼= π−1(x) → π′−1(x) ∼= T ′
s’identifie à φ : T → T ′. Considérons les faisceaux images directes π∗OG/U et
π′∗OG′/U ′ . Par définition,

π∗OG/U (Ω) = OG/U (π−1Ω),

et de même pour π′∗OG′/U ′ , et il résulte de ce qui précède que

π∗OG/U (Ω) ∼= k[Ω]⊗ k[T ] ∼= k[Ω]⊗⊕
χ∈X(T ) kχ

π′∗OG′/U ′(Ω) ∼= k[Ω]⊗ k[T ′] ∼= k[Ω]⊗⊕
χ∈X(T ′) kχ,

et que via ces isomorphismes, l’application induite par φ coïncide avec l’inclu-
sion de X(T ′) dans X(T ). De plus, on a les mêmes assertions au-dessus de
l’ouvert Ω−.

Par conséquent, on obtient que les conditions suivantes sont équivalentes :
a) φ : G/U → G′/U ′ est un isomorphisme
b) φ : T → T ′ est un isomorphisme
c) l’inclusion X(T ′) ↪→ X(T ) est une égalité.
Observons que T agit à droite sur G/U via gU · t = gtU . Si l’on désigne par

L(χ) le sous-faisceau de π∗OG/U formé des sections locales de poids χ, c.-à-d.,
pour tout ouvert V de G/B,

L(χ)(V ) = {f ∈ k[π−1(V )] | f(xt) = χ(t)f(x), ∀x ∈ V, t ∈ T}
alors chaque L(χ) est un OP1-module inversible, donc égal à un certain O(nχ).
De plus, le produit d’une section s1 de L(χ1) et d’une section s2 de L(χ2) est
de poids χ1 + χ2, de sorte que χ 7→ nχ est un morphisme de groupes Z → Z,
qui est injectif car les L(χ) sont deux à deux distincts. On a donc des inclusions

X(T ′) ⊆ X(T ) ⊆ Z,
donc il existe d, d′ ∈ N∗, avec d divisant d′, tels que

π∗OG/U =
⊕

n∈Z
O(dn), π∗OG′/U ′ =

⊕

n∈Z
O(d′n).

De plus, on a

Γ(G′/U ′,OG′/U ′) = Γ(P1, π′∗OG′/U ′) =
⊕

n∈N
Γ(P1,O(d′n)),
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et de même pour G/U . Or, dans le cas de G′ = PGL2, on a vu précédemment
que

k[G′/U ′] = k[x2, xy, y2] =
⊕

n∈N
Γ(P1,O(2n)).

Il en résulte que d′ = 2, et donc d = 1 ou 2. Si d = 2, alors X(T ) = X(T ′) et
donc φ : G/U → PGL2/U

′ est un isomorphisme, d’où G ∼→ PGL2.
Finalement, supposons d = 1 et soit χ le générateur de X(T ) tel que nχ = 1.

Alors,

Γ(P1,O(1)) = {f ∈ k[G/U ] | f(xt) = χ(t)f(x), ∀x ∈ G/U, t ∈ T}
est un G-module rationnel de dimension 2. Par conséquent, on obtient un
morphisme ρ : G→ GL2, et comme G = D(G) alors

ρ(G) ⊆ D(GL2) = SL2.

On obtient donc un morphisme ρ : G → SL2, qui est nécessairement surjectif
(car sinon image et noyau seraient de dimension ≤ 2 donc résolubles, et G
serait résoluble, une contradiction). Donc on peut appliquer le raisonnement
précédent à ρ : G→ G′ = SL2. Or on a vu que

k[SL2/U ] = k[x, y] =
⊕

n∈N
Γ(P1,O(n)),

d’où d′ = 1 cette fois. Par conséquent, d = 1 et X(T ) = X(T ′), d’où G ∼→ SL2.
Ceci achève la preuve du théorème 20.4. Ouf...

Remarque 20.8. — Pour une autre démonstration de d), plus élémentaire mais
plus calculatoire, voir [Sp, Theorem 7.2.4].

20.2. Groupes réductifs de rang semi-simple égal à 1. — Le théorème
20.4 s’étend à tout groupe réductif de rang semi-simple égal à 1, de la façon
suivante.

Proposition 20.9. — Soit G un groupe connexe réductif de rang semi-simple
égal à 1. Soient T un tore maximal, g = Lie(G), h = Lie(T ), et W le groupe
de Weyl. Notons G = G/Z0(G) et soit T l’image de T dans G ; c’est un tore
de dimension 1, et l’on a Z ∼= X(T ) ⊆ X(T ).

a) Il existe α ∈ X(T ) tel que g = h⊕ gα ⊕ g−α, et dim gα = dim g−α = 1.
b) D(G) est isomorphe à SL2 ou PGL2, et l’on a G = D(G)Z(G)0.
c) Il existe un unique sous-groupe fermé unipotent connexe Uα (resp. U−α),

normalisé par T et dont l’algèbre de Lie est gα (resp. g−α). Les groupes Bα =
TUα et B−α = TU−α sont les deux sous-groupes de Borel contenant T . Leurs
algèbres de Lie sont bα = h⊕ gα et b−α = h⊕ g−α.
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d) Soit T1 l’unique tore maximal de D(G) contenu dans T . Il existe un unique
α∨ ∈ X∨(T1) ⊆ X∨(T ) tel que 〈α, α∨〉 = 2 et, notant sα l’élément non trivial
de W , on a

sαχ = χ− 〈χ, α∨〉α et sαη = η − 〈α, η〉α∨,
pour tout χ ∈ X(T ), η ∈ X∨(T ).

Démonstration. — D’après le théorème de Chevalley-Luna (cf.Corollaire 17.4)
et le corollaire 18.12, on a gT = h. On peut donc écrire

g = h⊕
⊕

α∈R

gα

où R est un sous-ensemble fini de X(T ) \ {0}. De plus, comme Z0 := Z0(G)
est central, chaque α ∈ R est trivial sur Z0. Or, on a une suite exacte

0→ X(T/Z0)→ X(T ) res−−→ X(Z0)→ 0,

donc R est contenu dans le sous-groupe X(T ). D’autre part, Z0 ⊆ T et donc

Lie(G/Z0) ∼= Lie(G)/Lie(Z0) ∼=
(
h/Lie(Z0)

)⊕
⊕

α∈R

gα.

Or, comme G = G/Z0 est semi-simple de rang 1, il résulte du théorème 20.4
que R = {α,−α} et que dim g±α = 1. Ceci prouve a).

Voyons b). D’après la proposition 18.18, D(G) ∩ R(G) est fini et D(G) est
semi-simple, de rang 1, donc isomorphe à SL2 ou PGL2 d’après 20.4. De plus,
puisque G := G/R(G) est égal à son dérivé, alors l’application D(G)→ G est
surjective. On en déduit que D(G)Z(G)0 est un sous-groupe fermé de G de
dimension ≥ dimG, donc égal à G. Ceci prouve b).

Démontrons c). Comme D(G) est semi-simple de rang 1, il contient un sous-
groupe fermé connexe unipotent Uα (resp. U−α), normalisé par T , et dont
l’algèbre de Lie est gα (resp. g−α). De plus, d’après le point 3) de la proposition
16.10, appliqué à G→ G, on sait que G possède exactement deux sous-groupes
de Borel contenant T : ce sont Bα = TUα et B−α = TU−α, dont les algèbres
de Lie sont, respectivement, bα = h ⊕ gα et b−α = h ⊕ g−α. Reste à montrer
l’unicité de Uα et Uα .

Soit H un sous-groupe fermé connexe, normalisé par T , tel que Lie(H) = gα.
Alors dimH = 1, et H ne peut-être un tore : sinon, il serait centralisé par T ,
d’après le théorème de rigidité, et T agirait trivialement sur Lie(H), contra-
diction. Donc H est unipotent connexe, normalisé par T . Par conséquent, TH
est un sous-groupe fermé résoluble connexe contenant T , et est donc contenu
dans Bα ou B−α. Comme Lie(H) = gα n’est pas contenue dans Lie(B−α), il
vient TH ⊆ Bα, d’où H ⊆ Uα et H = Uα. Le point c) est démontré.
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Voyons d). Soient G1 = D(G), g1 := Lie(G1), et T1 un tore maximal de G1.
Comme G1 est normal dans G, on peut supposer que T1 ⊆ T . Alors T1 est la
composante connexe de G1 ∩ T et est l’unique tore maximal de G1 contenu
dans T .

Soit y un générateur de X∨(T1) ∼= Z. Puisque G1 est isomorphe à SL2 ou
PGL2 et que g1 ⊆ g = h ⊕ gα ⊕ g−α, on voit que ±α|T1 sont les poids de T1

dans g1, et que

〈α, y〉 =

{
±2 si G1 = SL2,

±1 si G = PGL2.
(∗)

Par conséquent, l’élément α∨ := 2y/〈α, y〉 appartient à X∨(T1), et c’est
l’unique élément de X∨(T1) ∼= Zy tel que 〈α, α∨〉 = 2.

Soit s = sα l’élément non-trivial de W (T1) = W (T ), et soit n un représen-
tant de s dans NG(T ). Soit η ∈ X∨(T ), arbitraire. Alors s(η) − η : Gm → T
est le cocaractère

z 7→ nη(z)n−1η(z)−1,

qui est à valeurs dans T ∩ D(G), donc dans T1. Par conséquent, comme
X∨(T1) = Zy, il existe ϕ ∈ HomZ(X∨(T ),Z) tel que s(η) − η = −ϕ(η)y,
pour tout η ∈ X∨(T ). De plus, comme 〈α, s(η) − η〉 = −2〈α, η〉, il vient
ϕ(η) = 2〈α, η〉/〈α, y〉, et donc

s(η) = η − 〈α, η〉 2y
〈α, y〉 = η − 〈α, η〉α∨.

Enfin, soit χ ∈ X(T ). Pour tout η ∈ X∨(T ), on a

〈sχ, η〉 = 〈χ, sη〉 = 〈χ, η − 〈α, η〉α∨〉 = 〈χ− 〈χ, α∨〉α, η〉.
Ceci montre que s(χ) = χ− 〈χ, α∨〉α. La proposition est démontrée.

20.3. Donnée radicielle d’un groupe réductif. — Soient G un groupe
réductif connexe, T un tore maximal, g = Lie(G), h = Lie(T ),W = W (G,T ) le
groupe de Weyl. On note R l’ensemble des poids non nuls de T dans g. D’après
le corollaire 17.4 et le théorème 18.11, on a CG(T ) = T et gT = Lie(CG(T )) =
h. Par conséquent,

g = h⊕
⊕

α∈R

gα.

On va voir que R fait partie d’une donnée radicielle (X(T ), X∨(T ), R,R∨), et
que W (G,T ) s’identifie au groupe de Weyl W (R) de R.

Définition 20.10. — Pour tout α ∈ R, soit Sα le sous-tore (Kerα)0 de T , et
soit Zα = CG(Sα).
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Lemme 20.11. — a) Soient S un sous-tore de T de codimension 1, et π l’ap-
plication de restriction X(T ) → X(S). Alors il existe δ ∈ X(T ) tel que
Kerπ = Zδ.

b)Soient λ ∈ X(T ) et n ∈ Z \ {0}. Alors (Kerλ)0 = (Kernλ)0.
c) Soient λ, µ ∈ X(T ) \ {0}. Alors (Kerλ)0 = (Kerµ)0 si et seulement si il

existe m,n ∈ Z \ {0} tels que mλ = nµ.

Démonstration. — Soit r = dimT . Alors X(T ) ∼= Zr et X(S) ∼= Zr−1. Or on
sait que π est surjective, d’après le point b) de la proposition 8.8. Donc Kerπ
est un Z-module libre de rang 1, d’où a).

Voyons b). D’abord, on peut supposer n > 0. Alors, il est clair que Kerλ ⊆
Kernλ, d’où (Kerλ)0 ⊆ (Kernλ)0. Enfin, l’image par λ de (Kernλ)0 est
connexe, et contenue dans l’ensemble des racines n-ièmes de l’unité, donc égale
à {1}. Ceci prouve b).

Dans c), l’implication ⇐ résulte de b). Voyons la réciproque. Posons S =
(Kerλ)0 = (Kerµ)0 et soient π et δ comme en a). Alors π(λ) = 0 = π(µ), et
donc il existe m,n ∈ Z \ {0} tels que λ = nδ et µ = mδ, d’où mλ = nµ.

Proposition 20.12. — a) Pour tout α ∈ R, Zα est réductif connexe, de rang
semi-simple égal à 1, et l’on a

LieZα = h⊕ gα ⊕ g−α, dim g±α = 1, et Qα ∩R = {α,−α}.
b) On note sα l’élément non trivial de W (Zα, T ) ⊆W (G,T ). Alors il existe

un unique α∨ ∈ X∨(T ) vérifiant 〈α, α∨〉 = 2 et, pour tout χ ∈ X(T ), η ∈
X∨(T ),

sαχ = χ− 〈χ, α∨〉α, sαη = η − 〈α, η〉α∨.
c) On pose R∨ = {α∨, α ∈ R}. Alors (X(T ), X∨(T ), R,R∨) est une donnée

radicielle réduite.
d) Notons W (R) le groupe de Weyl de R et W ′(G,T ) le sous-groupe de

W (G,T ) engendré par les sα, pour α ∈ R. Alors W ′(G,T ) ∼= W (R).

Démonstration. — a) Soit α ∈ R. D’après le corollaire 17.4, Zα est réductif et
connexe. De plus, comme Sα est central, donc contenu dans R(Zα), alors Zα

est de rang semi-simple ≤ 1, d’après le théorème 15.24.
Comme g±α ⊆ Lie(Zα), on déduit du point a) de la proposition 20.9 que

LieZα = h⊕ gα ⊕ g−α et dim g±α = 1.

Enfin, soit µ ∈ R∩Qα. D’après le lemme 20.11, Sµ = Sα et donc gµ est contenu
dans Lie(Zα), d’où µ = ±α. Ceci prouve le point a).

L’assertion b) découle du point d) de la proposition 20.9. Voyons c). Il résulte
des définitions queW (G,T ) stabilise R et que, pour tout α ∈ R, w ∈W (G,T ),
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l’on a wZαw
−1 = Zwα et wsαw

−1 = swα. On en déduit, pour tout χ ∈ X(T ),
l’égalité

χ− 〈w−1χ, α∨〉wα = wsαw
−1χ = swαχ = χ− 〈χ, (wα)∨〉wα,

et ceci entraîne que w(α∨) = (wα)∨. DoncW (G,T ) stabilise R∨. On en déduit
que (X(T ), X∨(T ), R,R∨) est une donnée radicielle, et elle est réduite d’après
la dernière assertion de a). Ceci prouve c).

Prouvons d). On voit facilement que W (G,T ) agit fidèlement sur X(T ),
et donc sur X(T )⊗Z R. D’autre part, le sous-groupe W ′(G,T ) laisse stable le
sous-espace vectoriel V de X(T )⊗Z R engendré par R.

Or, R est un système de racines dans V et, par définition, son groupe de
Weyl W (R) est le sous-groupe de GL(V ) engendré par les réflections sα|V . Il
s’identifie donc à W ′(G,T ). Ceci prouve d). La proposition est démontrée.

21. Décomposition de Bialynicki-Birula

21.1. Le lemme de Nakayama gradué et une version géométrique.
— Le lemme suivant est très utile.

Lemme 21.1. — Soit A =
⊕

i∈NAi une k-algèbre commutative N-graduée telle
que A0 = k. Soient m l’idéal d’augmentation et E un supplémentaire gradué
de m2 dans m. Alors E engendre A comme algèbre, et m comme idéal.

Démonstration. — Soit A′ la sous-algèbre de A engendrée par E. Montrons par
récurrence sur n que An ⊆ A′. Soit n > 0. On suppose que Ad ⊆ A′ si d < n
(c’est vrai si n = 1). Soit a un élément non nul de An. Quitte à retrancher un
élément de E, on peut supposer que a ∈ m2. On peut donc écrire a =

∑
i aibi,

avec les ai, bi dans m. Décomposant les ai, bi en leurs composantes homogènes
(toutes de degré > 0), et en ne conservant dans le produit que les termes de
degré n, on obtient une égalité a =

∑
j αjβj , où les αj , βj sont homogènes

de degré > 0, et degαj + deg βj = n pour tout j. Alors, par hypothèse de
récurrence, les αj , βj appartiennent à A′, d’où a ∈ A′. Ceci prouve la première
assertion, et la deuxième en découle aussitôt.

Remarque 21.2. — Supposons que A soit de plus une k-algèbre de type fini
sans éléments nilpotents, de sorte que A = k[X] où X est la variété algébrique
affine MaxA. Observons que la graduation fournit une structure deGm-module
rationnel sur A, définie par t · ai = tiai pour tout ai ∈ Ai, et fournit donc une
structure de Gm-variété sur X. Donc X est un « cône », le sommet du cône
étant le point x0 correspondant à l’idéal d’augmentation A+, qui est Gm-stable
de sorte que x0 est un point fixe de Gm.
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Réciproquement, si X est une variété algébrique affine avec action de Gm,
alors A = k[X] est un Gm-module rationnel donc

A =
⊕

i∈Z
Ai.

Il n’y a pas nécessairemement de point fixe, par exemple si X = Gm ! On peut
aussi avoir, en général, A0 6= k. Mais, on a la proposition suivante.

Proposition 21.3. — Soit X une variété algébrique affine connexe avec action
de Gm, et possédant un point fixe x. Alors l’espace TxX est un Gm-module
rationnel. Supposons que tous les poids de Gm dans TxX soient non nuls
et de même signe. Alors A = k[X] est munie d’une graduation A = k ⊕⊕

n≥1An. Par conséquent, X s’identifie à une sous-variété fermée T -stable de
l’espace tangent TxX, et x est l’unique point fixe de Gm dans X.

De plus, si X est lisse au point x, alors X ∼= TxX comme Gm-variétés.

Démonstration. — Posons A = k[X] et m = mx. Alors A est un Gm-module
rationnel et, comme x est un point fixe, m est stable par Gm, de même que
m2, et donc

TxX = (m/m2)∗

est un Gm-module rationnel. Supposons que tous les poids de Gm soient non
nuls et de même signe. Quitte à remplacer l’action donnée par l’action « op-
posée » : t ? x = t−1 · x, on peut supposer que les poids sont tous < 0.

Alors, les poids dans l’idéal d’augmentation de k[TxX] = S(T ∗xX) =
S(m/m2) sont tous > 0, et comme l’algèbre graduée

grmA = k ⊕
⊕

n≥1

mn/mn+1

est un quotient de S(m/m2), alors les

(∗) poids de
⊕

n≥1

mn/mn+1 sont tous > 0.

Montrons qu’il en est de même pour m.
Supposons d’abord X irréductible. Alors A est intègre et, d’après le théo-

rème d’intersection de Krull (cf. [AM, Cor. 10.18]), on a
⋂

n≥1 mn = (0). Soit
φ ∈ m un vecteur de poids i ∈ Z. Il existe n ≥ 1 tel que φ ∈ mn \ mn+1, alors
l’image de φ dans mn/mn+1 est non nulle, et de poids i, d’où i > 0 d’après (∗).

Donc A = k⊕m = k⊕⊕
i≥1Ai et l’on peut appliquer le lemme de Nakayama

gradué : soit E un supplémentaire Gm-stable de m2 dans m. Alors, E ∼= m/m2

et donc
S(E) ∼= k[TxX],
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et le morphisme d’algèbres S(E)→ A (induit par l’inclusion E ⊂ m) est Gm-
équivariant et surjectif. Par conséquent, son comorphisme τ : X ↪→ TxX est
un isomorphisme Gm-équivariant de X sur une sous-variété fermée Gm-stable
τ(X) de TxX, et τ(x) = 0. Comme les poids de Gm dans TxX sont < 0, alors
pour tout v ∈ TxX, la limite en t = 0 de t−1v existe et égale 0. Ceci montre
que x est le seul point fixe de Gm dans X et est contenu dans toute sous-variété
fermée Gm-stable non vide.

De plus, si X est lisse en x, alors dimX = dimTxX et donc τ(X) = TxX
et τ est un isomorphisme.

Traitons maintenant le cas général : X est juste supposée connexe. Comme
Gm est connexe, chaque composante irréductible de X est Gm-stable. Soit X1

une composante irréductible de X contenant x. Alors TxX1 ⊆ TxX donc X1

vérifie les mêmes hypothèses que X, donc d’après le cas déjà traité, X1 a x
pour unique point fixe. Si X 6= X1 alors, comme X est connexe, la composante
X1 n’est pas isolée donc il existe une composante irréductible X2 rencontrant
X1. Alors X1 ∩X2 est un fermé non vide Gm-stable de X1, donc contient x. Si
X1∪X2 6= X, il existe une composanteX3 rencontrantX1 ouX2, et l’argument
précédent appliqué à X1 ou X2 permet de conclure que x ∈ X3. On montre
ainsi, de proche en proche, que x appartient à chaque composante irréductible
de X, et est l’unique point fixe de X.

Soient X1, . . . , Xn les composantes irréductibles de X et P1, . . . , Pn les
idéaux premiers minimaux de A correspondants. Alors

⋂
i Pi = (0) et Pi ⊆ m

pour tout i. Appliquant le théorème d’intersection de Krul dans l’anneau
noethérien intègre A/Pi, on obtient que

⋂
n≥1 mn est contenu dans chaque Pi,

donc dans leur intersection, égale à (0). On conclut alors, comme dans le cas
irréductible, que X s’identifie à une sous-variété fermée Gm-stable de TxX.

De plus, si X est lisse en x, alors dimxX = dimTxX et donc X ∼= TxX.

21.2. Décomposition de Bialynicki-Birula. —

Lemme 21.4. — Soient T un tore et V un T -module rationnel de dimension
finie. Alors, P(V ) est recouvert par des ouverts affines T -stables.

Démonstration. — Soit (v0, . . . , vn) une base de V formée de vecteurs de poids,
et soit (v∗0, . . . , v

∗
n) la base duale. Alors P(V ) est recouvert par les ouverts affines

standard
Ui := {[v] | v∗i (v) 6= 0},

et ceux-ci sont T -stables puisque chaque v∗i est un vecteur de poids.

Théorème 21.5(Bialynicki-Birula) . — (un cas particulier) Soient V un Gm-
module rationnel de dimension finie et X une sous-variété fermée irréductible
lisse de P(V ), Gm-stable. Soit XGm la sous-variété des points fixes (non-vide,
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d’après le théorème du point fixe de Borel). Pour chaque x ∈ XGm , on consi-
dère son bassin d’attraction :

X(x) = {y ∈ X | lim
t→0

t · y = x}.
Alors chaque X(x) est une sous-variété localement fermée de X, isomorphe à
un espace affine de dimension n(x), et l’on a

X =
⊔

x∈XGm

X(x).

(« décomposition cellulaire »de X).
De plus, si XGm est fini, il existe un unique point fixe dont le bassin d’at-

traction est ouvert ; on l’appelle le point fixe attractif et on le note x−. De
même, il existe un unique point fixe répulsif, noté x+, tel que X(x+) = {x+}.
Exemple 21.6. — Soit V = kn+1 sur lequel Gm = k× agit par z · ei = ziei, où
(e0, . . . , en) est la base canonique. Les points fixes dans Pn sont les [ei], pour
i = 0, . . . , n. On voit que

X([e0]) = ouvert affine {e∗0 6= 0} ∼= kn;

son complémentaire est l’hyperplan

{e∗0 = 0} = P(
∑

i≥1

ke1) ∼= Pn−1,

et
X([e1]) = {x ∈ Pn−1 | e∗1 6= 0} ∼= kn−1,

etc., de sorte que l’on obtient la décomposition cellulaire usuelle

Pn = kn t kn−1 t · · · t k t pt.

Démonstration du théorème. — Soit x ∈ XGm . D’après le lemme, il existe un
ouvert affine U de X, contenant x et Gm-stable. Posons A = k[U ] et m = mx.
Écrivons

TxX = T+
x X ⊕ T≤0

x X,

où T+
x X, resp. T≤0

x X, désigne la somme directe des espaces de poids > 0, resp.
≤ 0. Soit E un supplémentaire Gm-stable de m2 dans m. Notons E−, resp.
E′, la somme directe des espaces de poids < 0, resp. ≥ 0, dans E. On a un
isomorphisme de Gm-modules

E ∼= m/m2 = (TxX)∗ ∼= (T+
x X)∗ ⊕ (T+

x X)⊥,

par lequel E− correspond à (T+
x X)∗ et E′ à (T+

x X)⊥.
L’inclusion E ⊆ m induit un morphisme Gm-équivariant de k-algèbres

φ : k[TxX] = S(E)→ A = k[U ].

Le morphisme correspondant τ : U → TxX est Gm-équivariant.
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Posons Y = τ−1(T+
x X) ; c’est la sous-variété fermée de U définie par l’idéal

de A engendré par φ(I), où I est l’idéal de T+
x X dans k[TxX]. Or, I est l’idéal

engendré par les formes linéaires nulles sur T+
x X, c.-à-d., par le sous-espace E′

de E. Par conséquent, l’idéal de Y dans A est le radical de AE′, noté
√
AE′.

Montrons que la restriction τY de τ à Y induit un isomorphisme (Gm-
équivariant) de Y sur T+

x X. On a les deux diagrammes commutatifs suivants :

Y ⊆ U A/
√
AE′ ←−−−− A

τY

y
yτ φ

x
xφ

T+
x X ⊆ TxX k[T+

x X] ←−−−− S(E),

où l’on a identifié S(E)/S(E)E′ à S(E−) ∼= k[T+
x X]. Donc, pour montrer que

τY est un isomorphisme, il suffit de montrer que

φ : k[T+
x X] = S(E)/S(E)E′ → A/

√
AE′

est un isomorphisme. Posons r = dimE′ = dimTxX − dimT+
x X.

D’une part, l’idéal AE′ est engendré par r éléments (à savoir, une base de
E′) donc, d’après la théorie de la dimension (cf. [Ma1, Ch. 5]), on a

DimA/
√
AE′ ≥ DimA− r = dimU − r = dimX − r.

Comme X est lisse, on a dimX = dimTxX =: n. Donc, posant d = dimT+
x X,

on obtient l’inégalité

DimA/
√
AE′ ≥ dimT+

x X = d.

D’autre part, l’espace cotangent à Y en x est m/(m2+
√
AE′). C’est un quotient

de m/(m2 +E′) ∼= (T+
x X)∗, ce qui montre que dimx Y ≤ d. Ceci implique que

m2 + E′ = m2 +
√
AE′, TxY ∼= T+

x X,

et Y est lisse en x. Il résulte alors du lemme de Nakayama gradué que φ :
k[TxY ] → k[Y ] est un isomorphisme, c.-à-d., que τY est un isomorphisme de
Y = τ−1(T+

x X) sur T+
x X.

Lemme 21.7. — Soit y ∈ U . Alors limt→0 t · y = x ⇔ y ∈ Y = τ−1(T+
x X).

Démonstration. — L’implication ⇐ est facile : si y ∈ Y alors τ(y) ∈ T+
x X,

donc limt→0 t · τ(y) = 0, et comme τ est un isomorphisme Gm-équivariant de
Y sur T+

x X, appliquant x sur 0, on obtient que limt→0 t · y = x.
Réciproquement, supposons que limt→0 t · y = x. Alors limt→0 t · τ(y) =

τ(x) = 0. Écrivons

τ(y) =
b∑

i=a

vi,
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avec a ≤ b dans Z et chaque vi de poids i. Les vi sont linéairement indépen-
dants, donc peuvent être complétés en une base de T+

x X. Comme

t · τ(y) =
b∑

i=a

ti vi,

on voit que limt→0 t·τ(y) existe si et seulement si a ≥ 0, et elle vaut va si a = 0,
et 0 si a > 0. Donc l’hypothèse entraîne que τ(y) ∈ T+

x X, c.-à-d., y ∈ Y . Le
lemme est démontré.

Le lemme montre déjà que Y ⊆ X(x). Réciproquement, si y ∈ X(x) alors
l’orbite Gm ·y rencontre le voisinage ouvert U de x, et comme U est Gm-stable
il vient y ∈ U d’où y ∈ Y d’après le lemme.

On a donc démontré queX(x) = Y = τ−1(T+
x X) ; c’est une sous-variétéGm-

stable localement fermée de X, puisque fermée dans l’ouvert U , et isomorphe
comme Gm-variété à T+

x X.
Enfin, comme on l’a vu dans le lemme 16.16, pour tout y ∈ X, la limite

limt→0 t · y existe et est un point fixe de Gm dans X. Par conséquent, on a une
partition :

X =
⊔

x∈XGm

X(x).

Ceci démontre la première assertion du théorème.
Supposons de plus XGm fini. Alors, comme X est irréductible et les X(x)

sont localement fermés, donc ouverts dans leur adhérence, il existe un unique
point fixe x− tel que X(x−) soit ouvert, et x− est l’unique point fixe pour
lequel tous les poids de l’espace tangent sont positifs, car pour tout point fixe
x on a l’équivalence

T+
x X = TxX ⇔ dimX(x) = dimX ⇔ X(x) ouvert.

On a de même l’équivalence :

T−x X = TxX ⇔ X(x) = {x}.
Alors, d’après l’argument précèdent appliqué à la représentation ρ′(t) = ρ(t−1),
où on note ρ : Gm → GL(V ) la représentation initialement donnée, on obtient
qu’il existe un unique point fixe x+ tel que Tx+X = T−x+

X, c.-à-d., tel que
X(x+) = {x+}. Le théorème est démontré.

22. Structure des groupes réductifs et semi-simples

22.1. Sous-groupes de Borel contenant T et chambres de Weyl. —
Soient G un groupe réductif connexe, T un tore maximal, W (G,T ) le groupe



160 CHAPITRE 6. GROUPES RÉDUCTIFS ET DONNÉES RADICIELLES

de Weyl, et R le système de racines de (G,T ), c.-à-d., posant g = Lie(G) et
h = Lie(T ), on a :

g = h⊕
⊕

α∈R

gα.

Alors, W (G,T ) agit fidèlement dans X(T ) et donc dans

V := X(T )⊗Z R.
Par définition, le sous-groupeW ′(G,T ) deW (G,T ) ⊆ GL(V ) engendré par les
réflections sα, pour α ∈ R, est le groupe de Weyl W (R) du système de racines
R. (Dans la définition usuelle, on remplace V par le sous-espace E engendré par
R, ce qui ne change rien). On va montrer que W (G,T ) = W ′(G,T ) = W (R).

Plaçons-nous dans l’espace vectoriel dual V ∗ ; il s’identifie à X∨(T ) ⊗Z R.
Pour chaque α ∈ R, on introduit l’hyperplan de V ∗ suivant :

Hα := {f ∈ V ∗ | 〈f, α〉 = 0}.
Définition 22.1. — Les chambres de Weyl dans V ∗ sont les composantes
connexes de

V ∗ \
⋃

α∈R

Hα.

Ce sont aussi les classes d’équivalence pour la relation définie par : λ ∼ µ si,
pour tout α ∈ R, 〈λ, α〉 et 〈µ, α〉 sont non nuls et de même signe. (À nouveau,
on se place d’habitude dans le sous-espace de V ∗ engendré par R∨, mais ceci
ne change rien.)

On sait que W (R) = W (R∨) agit de façon simplement transitive sur les
chambres de Weyl.

Soit B la variété des sous-groupes de Borel de G. Alors BT est l’ensemble
des sous-groupes de Borel contenant T .

Définition 22.2. — Un cocaractère λ : Gm → T est dit régulier s’il vérifie
〈α, λ〉 6= 0 pour tout α ∈ R. Dans ce cas, wλ est aussi régulier, pour tout
w ∈W (G,T ).

Remarquons que les cocaractères réguliers sont ceux qui appartiennent à
une chambre de Weyl.

Proposition 22.3. — On a Bλ(Gm) = BT pour tout cocaractère régulier λ.

Démonstration. — Soit λ(Gm) un cocaractère régulier. Soit Y une composante
irréductible de BGm . Alors Y est T -stable et projective, donc contient un point
fixe x de T . Notons Bx le sous-groupe de Borel correspondant. Comme TxX ∼=
g/Lie(Bx) et Lie(Bx) contient h, alors TxX s’identife à la somme directe des
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gα, où α parcourt un certain sous-ensemble R(x) de R. Les poids de λ(Gm)
dans TxX sont donc les entiers

〈α, λ〉, pour α ∈ R(x),

qui, par hypothèse, sont tous 6= 0.
Si l’on avait dimY ≥ 1, alors Gm agirait trivialement sur TxY ⊆ TxB, donc

0 serait un poids de λ(Gm) dans TxX, une contradiction. Donc dimY = 0 et
Y = {x}. Ceci montre que Bλ(Gm) = BT . Le lemme est démontré.

Pour tout α ∈ R, on a introduit le sous-tore Sα = (Kerα)0 et son centrali-
sateur Zα = CG(Sα), et l’on a vu que Zα a exactement deux Borels contenant
T , à savoir TUα et TU−α.

D’autre part, pour tout B ∈ BT , on a vu que B ∩ Zα est un Borel de Zα.
On a donc obtenu le lemme ci-dessous.

Lemme 22.4. — Pour tout B ∈ BT et tout α ∈ R, B contient exactement l’un
de Uα et U−α.

Maintenant, soit B(λ) le point répulsif de λ(Gm) dans B. Comme B s’iden-
tifie à G/B(λ), alors

TB(λ)B ∼= g/LieB(λ),

et comme h ⊆ LieB(λ), ceci s’identifie à la somme directe de certains gα.
D’autre part, comme B(λ) est le poids fixe répulsif, alors les poids de λ(Gm)

dans l’espace tangent sont tous < 0, d’où

(1) TB(λ)B ⊆
⊕

α∈R
〈α,λ〉<0

gα.

Mais comme LieB(λ) contient exactement l’un de gα et g−α, pour chaque α,
alors l’inclusion ci-dessus est une égalité, et l’on a

(2) LieB(λ) = h⊕
⊕

α∈R
〈α,λ〉>0

gα,

et B(λ) est l’unique élément de BT à vérifier cette égalité (qui caractérise le
point fixe répulsif de λ(Gm)). De plus, B(λ) ne dépend que de la chambre de
Weyl contenant λ. On obtient donc une application C 7→ B(C) de l’ensemble
des chambres de Weyl dans BT , qui à chaque chambre associe le point fixe
répulsif associé à C. De plus, cette application est injective, car (2) montre que
LieB(C) détermine la chambre C.

Montrons que cette application est surjective. Soit B ∈ BT arbitraire.
Comme W (G,T ) agit de façon simplement transitive sur BT , il existe un
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unique w ∈ W (G,T ) tel que B = nw(B(λ)), où nw est un représentant
arbitraire de w dans NG(T ). On obtient alors que

LieB = h⊕
⊕

β∈R
〈β,wλ〉>0

gβ.

Ceci montre que B = B(C ′), où C ′ est la chambre contenant wλ. Donc C 7→
B(C) est bijective, et il en résulte que W (G,T ) = W ′(G,T ) ∼= W (R).

Rappelons, d’autre part, qu’à chaque chambre de Weyl C dans V ∗, on associe
l’ensemble des racines positives relativement à C, noté R+(C), et formé des
α ∈ R telles que 〈α, f〉 > 0 pour un (et donc pour tout) f ∈ C.

Pour B ∈ BT , on pose R+(B) = {α ∈ R | Uα ⊆ B}. Remarquons aussi que

R+(B) = {α ∈ R | gα ⊆ Lie(B)}.
En effet, l’inclusion ⊆ est claire. Réciproquement, si gα ⊆ Lie(B), alors gα est
contenue dans Lie(B)Sα = Lie(B ∩ Zα), et ceci entraîne que B ∩ Zα = Bα.
Pour résumer, on a donc obtenu le

Théorème 22.5. — L’application C 7→ B(C) est une bijection de l’ensemble
des chambres de Weyl (dans V ∗) sur BT ; elle vérifie R+(B(C)) = R+(C). Le
groupe de Weyl W (G,T ) est engendré par les sα, pour α ∈ R, et s’identifie à
W (R).

Pour terminer ce paragraphe, consignons ici le lemme ci-dessous, qui sera
utile plus loin (et qu’on peut aussi utiliser pour montrer que tout B ∈ BT est
déterminé par son algèbre de Lie).

Lemme 22.6. — Soient K un sous-groupe fermé connexe de G, et K1, . . . ,Kn

des sous groupes fermés connexes de K. Si Lie(K) =
∑

i Lie(Ki), alors les Ki

engendrent K.

Démonstration. — Soit K ′ le sous-groupe de K engendré par les Ki. D’après
la proposition 10.1, K ′ est un sous-groupe fermé (et connexe) de K. D’autre
part, Lie(K ′) contient la somme des Lie(Ki), qui égale Lie(K) par hypothèse.
Par conséquent, dimK ′ = dimK et K ′ = K puisque K est connexe.

22.2. Sous-groupes de Borel contenant T et bases de R. — Ce para-
graphe peut-être omis : on y présente une autre preuve du théorème précédent,
qui n’utilise pas la décomposition de Bialynicki-Birula et repose sur le lemme
ci-dessous.

Lemme 22.7. — a) Soient B un sous-groupe de Borel de SL2, et U = Bu. Alors
k[SL2]U ∼= S(V ), où V = (k2)∗.



22. STRUCTURE DES GROUPES RÉDUCTIFS ET SEMI-SIMPLES 163

b) Soit G = SL2 ou bien PGL2, et soient B = TU un sous-groupe de
Borel, et α le poids de T dans Lie(U). Soit λ ∈ X(T ) tel qu’il existe f ∈ k[G]
non-constante vérifiant f(gb) = λ(b)f(g), pour tout g ∈ G, b ∈ B. Alors
〈λ, α∨〉 > 0.

Démonstration. — PosonsG = SL2. On sait que k[G]U = k[G/U ]. Soit {e1, e2}
la base canonique de k2. On peut supposer que U est formé des matrices
unipotentes triangulaires supérieures. Alors G/U s’identifie à l’orbite Ge1 =
k2\{0}, et d’après le point a) du théorème 14.19, l’on a k[Ge1] = k[k2] = S(V ).
Plus précisément, l’isomorphisme S(V ) ∼→ k[G]U associe à tout P ∈ S(V ) la
fonction φP : g 7→ P (ge1).

On voit sans peine, en utilisant le théorème 15.24, qu’il suffit de démontrer
b) lorsque G = SL2. Dans ce cas, soit U comme plus haut. Soient λ ∈ X(T ) et
f ∈ k[G] vérifiant les hypothèses de l’assertion b). Pour tout z ∈ Gm, α∨(z)
est la matrice diagonale zE11 + z−1E22, et l’on a α∨(z)e1 = ze1. On en déduit
que le polynôme P tel que f = φP est homogène, non-constant, et qu’on a
〈λ, α∨〉 = n, où n = deg(P ) > 0. L’assertion b) en découle.

Rappelons que, pour tout α ∈ R, on note Bα le sous-groupe de Borel de Zα

qui contient T et dont l’algèbre de Lie contient gα.
Soit B un Borel de G contenant T . Alors, pour tout α ∈ R, B∩Zα = CB(Sα)

est égal ou bien à Bα, ou bien à B−α. Donc, si l’on pose

R+(B) = {α ∈ R | Bα ⊆ B},
alors on obtient une partition R = R+(B) t −R+(B). Observons aussi que

R+(B) = {α ∈ R | gα ⊆ Lie(B)}.
En effet, l’inclusion ⊆ est claire. Réciproquement, si gα ⊆ Lie(B), alors gα est
contenue dans Lie(B)Sα = Lie(B ∩ Zα), et ceci entraîne que B ∩ Zα = Bα.

Théorème 22.8. — 1) Pour tout B ∈ BT , R+(B) est l’ensemble des racines
positives associées à une base ∆(B) de R.

2) De plus, l’application B 7→ ∆(B) est injective. Par conséquent, W (G,T )
est engendré par les sα, α ∈ R, et s’identifie à W (R).

Démonstration. — Soit B ∈ BT . D’après le théorème de Chevalley 14.11, il
existe un G-module rationnel V de dimension finie et une droite V1 de V , tels
que StabG(V1) = B. Alors B agit sur V1 par un caractère λ ∈ X(B) = X(T ).
Soit v ∈ V1 \ {0} et, pour tout f ∈ V ∗ telle que f(v) 6= 0, soit φf l’élément
de k[G] défini par φf (g) = f(gv), pour tout g ∈ G. Alors φf (gb) = λ(b)φf (g),
pour tout b ∈ B.

Soit α ∈ R+(B). Montrons que 〈λ, α∨〉 > 0. Comme Hα := D(Zα) est un
sous-groupe normal de Zα, alors Bα ∩Hα est un sous-groupe de Borel de Hα.
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De plus, α∨ est à valeurs dans Hα d’après le point d) de la proposition 20.9.
Comme Hα est isomorphe à SL2 ou PGL2, on déduit alors du lemme 22.7 que
〈λ, α∨〉 ≥ 0. En fait, on a 〈λ, α∨〉 > 0. En effet, pour tout z ∈ Gm, g ∈ Hα, on
a

φf (gα∨(z)) = z〈λ,α∨〉φf (g).

Supposons que 〈λ, α∨〉 = 0. Alors, pour g ∈ Hα, on a f(gv) = f(v) pour toute
f ∈ V ∗ telle que f(v) 6= 0. On en déduit queHα fixe v, puis que Zα stabilise V1,
une contradiction puisque StabG(V1) = B. On a donc montré que 〈λ, α∨〉 > 0,
pour tout α ∈ R+(B).

Comme R = R+(B) ∪ −R+(B), on en déduit que λ est régulier (i.e. ,
〈λ, α∨〉 6= 0 pour tout α ∈ R), et que R+(B) est l’ensemble de racines po-
sitives associé à la base ∆(B) := ∆(λ). Ceci prouve le point 1) du théorème.

Montrons le point 2). On déduit du lemme 22.6 que l’application B 7→ ∆(B)
est injective, puisque B est engendré par les Bα, pour α ∈ R+(B). Comme
W (R) agit transivitement sur l’ensemble des bases de R, il en résulte que
#W (G,T ) = #BT ≤ #W (R). Combiné avec le point d) de la proposition
20.12, ceci entraîne queW (G,T ) = W ′(G,T ) et que le morphismeW (G,T )→
W (R) est un isomorphisme. Le théorème est démontré.

On peut reformuler le théorème de la façon suivante. Pour toute base ∆ de R,
notons R+(∆) l’ensemble de racines positives associé, et B(∆) le sous-groupe
(fermé, connexe) de G engendré par les Bα, pour α ∈ R+(∆).

Corollaire 22.9. — W = W (G,T ) s’identifie à W (R), et l’application ∆ 7→
B(∆) est une bijection W -équivariante entre l’ensemble des bases de R et BT .

22.3. Structure des groupes réductifs connexes. — On peut mainte-
nant démontrer le théorème annoncé dans le §18.6.

Théorème 22.10. — Soient G un groupe réductif connexe, T un tore maximal,
W = W (G,T ), g = Lie(G), h = Lie(T ), et soit (X(T ), X∨(T ), R,R∨) la
donnée radicielle définie dans la proposition 20.12. Alors

1) CG(T ) = T et g = h⊕⊕
α∈R gα, avec dim gα = 1 pour tout α.

2) W s’identifie à W (R).
3) Pour tout α ∈ R, il existe un unique sous-groupe fermé connexe Uα,

normalisé par T , et tel que Lie(Uα) = gα. Il est unipotent, et pour tout iso-
morphisme θα : Ga

∼→ Uα on a, pour tout x ∈ Ga, t ∈ T ,
(∗α) tθα(x)t−1 = θ(α(t)x).

De plus, si w ∈W et si n est un représentant de w dans N(T ), alors nUαn
−1 =

Uwα.
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4) G est engendré par T et les Uα, α ∈ R. De plus, pour tout α ∈ R, Zα est
engendré par T , Uα, et U−α.

5) Les sous-groupes de Borel contenant T sont en bijection avec les chambres
de Weyl (et les bases) de R. Plus précisément, à toute chambre C on associe
le sous-groupe B(C) engendré par T et les Uα, pour α ∈ R+(C).

Démonstration. — On a déjà vu 1)-2) et l’existence dans 3), cf.Propositions
20.9 et 20.12. Voyons l’unicité. Soit H un sous-groupe fermé connexe normalisé
par T et tel que Lie(H) = gα. Alors dimH = 1, et l’on a Lie(H ∩ Zα) =
Lie(H)Sα = gα. On en déduit que H ∩ Zα = H, d’où H ⊆ Zα. Comme Zα est
réductif, d’après le corollaire 17.4, l’unicité résulte alors de la proposition 20.9.

Ensuite, nUαn
−1 est un sous-groupe fermé unipotent connexe, normalisé par

T , dont l’algèbre de Lie est Ad(n)gα = gwα ; il est donc égal à Uwα. Ceci prouve
le point 3).

Enfin, 4) résulte du lemme 22.6, et 5) est une reformulation du théorème
22.5 ou du corollaire 22.9.

Remarque 22.11. — L’ingrédient pour démontrer l’existence de la donnée radi-
cielle et l’existence et l’unicité des groupes Uα a été de se ramener aux groupes
Zα de rang semi-simple égal à 1. On obtient, de plus, la proposition sui-
vante, qui est très utile (et généralise le point 4) du théorème précédent).
On conserve les notations précédentes.

Proposition 22.12(Sous-groupes normalisés parT ). — Soit H un sous-groupe
fermé connexe de G, normalisé par T . Alors, pour tout α ∈ R, on a l’équiva-
lence :

(†) Uα ⊆ H ⇔ gα ⊆ Lie(H).

Soit E l’ensemble des α vérifiant cette condition ; alors

Lie(H) = Lie(T ∩H)⊕
⊕

α∈E

gα,

et H est engendré par T ∩H et les Uα, pour α ∈ E.
Démonstration. — Dans (†), l’implication ⇒ est évidente. Réciproquement,
supposons gα ⊆ Lie(H). Alors gα est contenue dans (LieH)Sα , où Sα désigne
le sous-tore de T égal à (Kerα)0. Or, d’après le théorème 18.11, on a

Lie(H)Sα = Lie(HSα) = Lie(H ∩ Zα)0.

Donc, a fortiori, gα est contenue dans Lie(K), où K désigne le sous-groupe de
Zα engendré par T et H ′ := (H ∩ Zα)0. Il est fermé connexe et, puisque T
normalise H ′, l’on a

K = TH ′ = {th | t ∈ T, h ∈ H ′}.
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Supposons avoir montré que Uα ⊆ K, et soit x ∈ k. Alors, il existe t ∈ T et
h ∈ H ′ tels que

(1) Uα(x) = th.

Soit z ∈ k×. Conjugant (1) par α∨(z) ∈ T , on obtient

(2) Uα(z2x) = th′,

où l’on a posé h′ = α∨(z)hα∨(−z) ; c’est un élément de H ′. On déduit de (1)
et (2) que Uα((z2 − 1)x) égale h−1h′ donc appartient à H ′. Il en résulte que
Uα ⊆ H ′.

Il reste donc à montrer que Uα ⊆ K. Or on sait que dimZα = dimT + 2,
et K est connexe et contient T . Donc, de deux choses l’une. Ou bien K égale
Zα, ou bien dimK = dimT + 1. Dans le second cas, soit B un sous-groupe
de Borel de K contenant T . On a B 6= T , car sinon, d’après la proposition
15.26 (voir aussi 20.3), on aurait K = B = T , ce qui n’est pas le cas puisque
gα ⊆ Lie(K). Donc, pour une raison de dimension, on a K = B, et c’est l’un
des deux sous-groupes de Borel Bα ou B−α de Zα. Comme Lie(B−α) = h⊕g−α

ne contient pas gα, on a donc K = Bα. On obtient donc, dans les deux cas,
que K contient Uα. Ceci achève la preuve de l’équivalence (†).

Donc, étant un sous-T -module de g, Lie(H) est la somme directe des gα,
pour α ∈ E, et de Lie(H)T . De plus, d’après le corollaire 18.12, Lie(H)T est
l’algèbre de Lie de (la composante connexe de) H∩CG(T ) = H∩T . On obtient
donc

Lie(H) = Lie(H ∩ T )⊕
⊕

α∈E

gα.

Par conséquent, d’après le lemme 22.6, H est engendré par H ∩ T et les Uα,
pour α ∈ E. La proposition est démontrée.

22.4. Sous-groupes unipotents normalisés par T . — Soient G un
groupe réductif connexe, T un tore maximal, g, h leurs algèbres de Lie, W le
groupe de Weyl, R le système de racines.

Choisissons un sous-groupe de Borel B contenant T . D’après le théorème
22.5 (ou 22.8), ceci donne une chambre de Weyl C et l’ensemble associé R+ de
racines positives. De plus, il existe η ∈ X∨(T ) ∩ C tel que

〈η, α〉 ≥ 1, ∀α ∈ R+.

On pose U = Ru(B) et on note n = Lie(U).
Enfin, on pose N = #R+ et on choisit une numérotation β1, . . . , βN des

éléments de R+.

Théorème 22.13(Structure deU etB). — a) Le morphisme T -équivariant

Φ : Uβ1 × · · · × UβN
→ U, (u1, . . . , uN ) 7→ u1 · · ·uN
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est un isomorphisme de variétés.
b) Plus généralement, soit U ′ un sous-groupe fermé de U normalisé par T

et soient α1, . . . , αr les poids de T dans Lie(U ′). Alors U ′ est connexe, on a
Uαi ⊆ U ′ pour i = 1, . . . , r, et le morphisme T -équivariant

Uα1 × · · · × Uαr → U ′, (u1, . . . , ur) 7→ u1 · · ·ur

est un isomorphisme de variétés.
c) Le morphisme T × U → B qui au couple (t, u) associe le produit tu,

resp. ut, est un isomorphisme de variétés. Par conséquent, tout élément b ∈ B
s’écrit de façon unique

b = tUβ1(x1) · · ·UβN
(xN ) = Uβ1(β1(t)x1) · · ·UβN

(βN (t)xN ).

Démonstration. — a) Posons V = Uβ1 × · · · × UβN
. Alors V est isomorphe,

comme T -variétés, à l’espace tangent TeU . Par conséquent, l’assertion a) résulte
de la proposition 21.3. Rappelons l’argument.

Comme dimV = dimU , il suffit de montrer que Φ est une immersion fermée,
i.e. que le comorphisme Φ∗ est surjectif. Posons A = k[V].

Comme V ∼= ⊕
α∈R+ gα comme T -variétés, alors A est graduée positivement

par :

A = k ⊕A1 ⊕A2 ⊕ · · · , où Ai = {a ∈ A | η(z)a = z−ia, ∀z ∈ Gm}.
Soit m l’idéal d’augmentation. C’est l’idéal maximal correspondant au point
(e, . . . , e) de V. Notons mU l’idéal maximal de k[U ] au point e.

L’espace tangent T0V s’identifie à
⊕

α∈R+ gα, et la différentielle d0Φ est un
isomorphisme T0V ∼→ n. Donc

m = Φ∗(mU ) + m2,

et ceci implique que Φ∗(mU ) contient un supplémentaire T -stable de m2 dans
m. Il résulte alors du lemme de Nakayama gradué 21.1 que Φ∗ est surjective.
Ceci prouve l’assertion a).

Démontrons l’assertion b). Traitons d’abord le cas où U ′ est supposé
connexe. Soit α ∈ R+ tel que gα ⊆ Lie(U ′). Alors gα est contenue dans
(LieU ′)Sα , où Sα désigne le sous-tore de T égal à (Kerα)0. Or, d’après le
théorème 18.11, on a

Lie(U ′)Sα = Lie(U ′Sα) = Lie(U ′ ∩ Zα).

Or, (U ′∩Zα)0 est un sous-groupe fermé connexe unipotent T -stable de Zα, donc
égal à Uα ou U−α. Puisque son algèbre de Lie contient gα, alors (U ′∩Zα)0 = Uα,
et donc Uα ⊆ U ′. Ceci montre l’équivalence :

gα ⊆ Lie(U ′)⇔ Uα ⊆ U ′.
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Le même argument que dans la preuve de a) montre alors que le morphisme
ψ : Uα1 × · · · × Uαr → U ′ est une immersion fermée. Puisque dimU ′ =
dim Lie(U ′) = r et que U ′ est supposé connexe, ψ est un isomorphisme. Ceci
prouve b) dans le cas où U ′ est supposé connexe.

Soit maintenant U ′ arbitraire, et soit U1 sa composante connexe. Il résulte
de ce qui précède que la multiplication induit un isomorphisme de variétés
U1×U2

∼→ U , où U2 est le produit des Uα non contenus dans U1. Alors U ′∩U2

est un sous-groupe de U2, qui est T -stable et fini, car isomorphe à U ′/U1. On en
déduit que U ′∩U2 = {1}, et donc U ′ est connexe. L’assertion b) est démontrée.

Enfin, on a déjà vu que T ×U ∼→ B comme variétés, et la dernière assertion
de c) est facile et laissée au lecteur.

Pour terminer ce paragraphe, signalons le corollaire suivant. One noteQ(R)+

le sous-monoïde de Q(R) engendré par R+, ou, de façon équivalente, par la
base ∆ de R+.

Corollaire 22.14. — Comme T -module, k[U ] =
⊕

γ∈Q(R)+ k[U ]−γ, et chaque
k[U ]−γ est de dimension finie. De plus, k[U ]0 = k · 1.
Démonstration. — k[U ] est isomorphe comme T -variété à k[V ] = S(V ∗), où
V désigne le T -module

⊕

α∈R+

gα =
N⊕

i=1

gβi .

Soit {X1, . . . , XN} une base de V ∗, où chaque Xi est de poids −βi. Alors k[U ]
s’identifie à l’algèbre de polynômes k[X1, . . . , XN ], et la première assertion en
découle.

De plus, pour tout γ ∈ Q(R)+, l’espace de poids −γ est engendré par les
monômes Xr1

1 · · ·XrN
N tels que r1β1 + · · · + rNβN = γ. Or, comme ∆ est une

base, il n’y a qu’un nombre fini de telles écritures, et de plus r1 = · · · = rN = 0
si γ = 0. Le corollaire est démontré.

22.5. Cellules de Schubert et décomposition de Bruhat. — Comme
précédemment, soient G réductif connexe, T un tore maximal, W le groupe
de Weyl, etc. On fixe un sous-groupe de Borel B contenant T , d’où un sous-
ensemble de racines positives R+. Soient U = Bu et b = Lie(B), n = Lie(U).
On identifie B à G/B et on désigne par ew le point fixe wB/B. (Pour w = 1,
on note simplement e.)

Définition 22.15. — Soit C+ = {f ∈ X∨(T ) ⊗ R | 〈α, f〉 > 0, ∀α ∈ R+}. On
l’appelle la chambre de Weyl dominante (relativement à B ou R+).

Comme le groupe de Weyl agit de façon simplement transitive sur les
chambres de Weyl, il existe un unique w0 ∈W tel que w0(C+) = −C+, et w0
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est une involution (puisque w2
0(C

+) = C+). On notera n0 un représentant de
w0 dans NG(T ).

On fixe un cocaractère λ ∈ X∨(T ) dominant régulier, c.-à-d., tel que
〈α, λ〉 ∈ N∗ pour tout α ∈ R+. On considère la décomposition de Byalinicki-
Birula correspondante :

G/B =
⊔

w∈W

C(w), où C(w) = {x ∈ G/B | lim
t→0

λ(t)x = ew}.

Soit x ∈ C(w). Comme les poids de λ(Gm) dans Lie(U) sont tous > 0, alors
pour tout u ∈ U et t ∈ Gm, on a

lim
t→0

λ(t)uλ(t)−1 = 1,

et donc, comme λ(t)ux = λ(t)uλ(t)−1 λ(t)x,

lim
t→0

λ(t)ux = lim
t→0

λ(t)x = ew.

Ceci montre que l’orbite C(w) est stable par U , donc en particulier contient
Uew.

Or, si Ux est une autre orbite de U dans C(w), qui est un espace affine, elle
est fermée dans C(w), d’après le théorème de Kostant-Rosenlicht. Mais d’après
ce qui précède, ew appartient à son adhérence dans C(w). Donc ew ∈ Ux et
Ux = Uew. Il en résulte que C(w) = Uew. On a donc obtenu la première
assertion de la proposition suivante. Pour chaque w ∈ W , on note nw un
représentant dans NG(T ) (et l’on écrit n0 au lieu de nw0).

Proposition 22.16(Décomposition de Bruhat (I)). — Soit B un sous-groupe de
Borel contenant T , correspondant à une chambre de Weyl C+, et soit U =
Bu. Alors les cellules de la décomposition de Bialynicki-Birula de B = G/B
associée à C+ sont exactement les orbites Uew, pour w ∈ W . On a donc la
décomposition de Bruhat :

G/B =
⊔

w∈W

UnwB/B et G =
⊔

w∈W

UnwB.

De plus, l’orbite ouverte de U dans G/B (resp., de U×B dans G), est Un0B/B
(resp., Un0B).

Démonstration. — On a déjà vu la première assertion. D’autre part, l’espace
tangent Tew0

(G/B) s’identifie à

g/n0(b) ∼=
⊕

α∈R+

gα;

les poids de λ(Gm) y sont tous > 0, donc c’est bien l’orbite ouverte.
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0n pose R− = −R+ et U− = n0(U). Alors, pour tout α ∈ R, on a

Uα ⊆ U ⇔ α ∈ R+;
Uα ⊆ U− ⇔ α ∈ R−.

Définition 22.17. — Pour tout w ∈W , on pose

Uw = U ∩ nw(U) et Uw = U ∩ nw(U−).

Ce sont deux sous-groupes fermés T -stables de U , donc chacun est le produit
des Uα qu’il contient (cf. 22.13). De plus,

Uα ⊆ Uw ⇔ α ∈ R+ ∩ w(R+);
Uα ⊆ Uw ⇔ α ∈ R+ ∩ w(R−).

Comme les deux ensembles de racines ci-dessus forment une partition de R+,
on a, d’après 22.13 à nouveau, Uw ∩ Uw = {1} (car il ne contient aucun Uα),
et la multiplication induit un isomorphisme de variétés Uw × Uw

∼→ U .

Proposition 22.18. — Pour tout w ∈ W le stabilisateur du point ew dans G,
resp. g, resp. U , resp. n, est nw(B), resp. nw(b), resp.

U ∩ nw(B) = Uw, resp. n ∩ nw(b) =
⊕

α∈R+∩w(R+)

gα = Lie(Uw).

Par conséquent, Uew = Uwew et le morphisme orbite ψw : Uw → Uwew est un
isomorphisme. En particulier,

dimUew = dimUw = |R+ ∩ w(R−)| =: n(w).

Démonstration. — Le morphisme φ : G→ G/B est séparable, et Ker dφ = b.
Fixons w ∈ W . Évidemment, le stabilisateur de ew = nwB/B est nw(B) et,
par G-équivariance, le morphisme orbite

φw : G→ G/B, g 7→ gnwB/B = nw(nw
−1gnw)B/B,

est aussi séparable, et Ker dφw = nw(b). Les deux autres égalités en découlent
en prenant l’intersection avec U ou n. Comme U = UwUw et Uw ∩ Uw = {1},
alors ψw : Uw → Uew est bijectif ; comme de plus

Ker dψw = Lie(Uw) ∩ Lie(Uw) = {0},
alors ψw est séparable, donc c’est un isomorphisme.

Définition 22.19. — En particulier, pour w = w0, on a Uw0 = U et donc on
obtient des isomorphismes

U
∼→ Un0B/B et U ×B ∼→ Un0B.

Translatant ceci par n0
−1, on obtient, comme n0

−1Un0 = U−, des isomor-
phismes

U− ∼→ U−B/B et U− ×B ∼→ U−B.
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Ce sont, respectivment, des voisinages ouverts affines de en0 dans G/B, resp.
n0 dans G, resp. e dans G/B, resp. G. Dans tous les cas, ces voisinages sont
appelés « la grosse cellule » (au voisinage du point considéré).

Remarque 22.20. — Dans le cas des groupes semi-simples de rang 1, on avait
déjà utilisé ces « grosses cellules » dans le cas de G/B = P1.

On peut maintenant énoncer une version plus précise de la décomposition
de Bruhat :

Théorème 22.21(Décomposition de Bruhat (II)). — On a

G =
⊔

w∈W

UwnwB,

et, pour tout w ∈ W , l’application Uw × B → UwnwB, (u, b) 7→ unwb est un
isomorphisme. En particulier, tout g ∈ G s’écrit de façon unique

g = unwtu
′, avec t ∈ T, u′ ∈ U, u ∈ Uw.

De plus, on a les recouvrements ouverts

G =
⋃

w∈W

nwU
−B et G/B =

⋃

w∈W

nwU
−B/B.

Démonstration. — On a déjà vu tout cela, sauf la dernière assertion. Or,
nwU

−B est un voisinage ouvert de nw, qui égale nw(U−)nwB donc contient
UwnwB, puisque Uw = nw(U−) ∩ U .

Définition 22.22. — Pour tout w ∈W , on pose

N(w) = {α ∈ R+ | w−1α ∈ R−} = R+ ∩ w(R−),

et n(w) = |N(w)|. On a vu plus haut que n(w) = dimUew = dimC(w).
On voit facilement que n(w−1) = n(w), et n(w0w) = n(ww0) = N − n(w),

où N = #R+. Par conséquent, dimC(w) = dimC(w−1) et dimC(w0w) =
N − dimC(w).

23. Structure des groupes semi-simples

23.1. Premières propriétés des groupes semi-simples. —

Théorème 23.1. — Soient G un groupe connexe semi-simple, T un tore maxi-
mal, R = R(G,T ). Alors :

a) Le sous-groupe
⋂

α∈R Kerα ⊂ T égale Z(G), qui est fini. Par conséquent,
R engendre X(T )⊗Z Q, et R∨ engendre X∨(T )⊗Z Q.

b) G est engendré par les Uα, pour α ∈ R, et donc G = D(G).
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Démonstration. — On sait que Z(G) ⊆ T , que G est engendré par T et les
Uα, et que pour tout α ∈ R, x ∈ Gm, t ∈ T , on a tθα(x)t−1 = θα(α(t)x). On
en déduit que

Z(G) =
⋂

α∈R

Kerα.

D’autre part, comme G est semi-simple alors Z(G)0 = {1} et donc Z(G) est
fini.

Il en résulte, d’après la question 1.6 du §9.1, que Q(R) est d’indice fini dans
X(T ). Alors, puisque Q(R∨) et Q(R) ont même rang (le cardinal d’une base
de R), Q(R∨) est aussi d’indice fini dans X∨(T ). Ceci prouve a).

On en déduit que T est engendré par les sous-groupes α∨(Gm), pour α ∈ R.
En effet, soient S le sous-groupe (fermé connexe) engendré par ces derniers et
π l’application de restriction X(T )→ X(S). Alors,

Kerπ = {χ ∈ X(T ) | 〈χ, α∨〉 = 0, ∀α ∈ R}.
Comme R∨ engendre X∨(T )⊗ZQ, on en déduit que Kerπ = {0}, d’où T = S.
De plus, on a le lemme suivant.

Lemme 23.2. — Pour tout α ∈ R, α∨(Gm) est contenu dans le sous-groupe
engendré par Uα et U−α.

Démonstration. — D’après le point d) de la proposition 20.9, α∨(Gm) est
contenu dans D(Zα). Notons Hα le sous-groupe de D(Zα) engendré par Uα

et U−α. C’est un sous-groupe fermé connexe non-trivial, normalisé par T et
donc normal dans D(Zα). Alors, Hα ne peut être de dimension 1 ou 2, car
sinon Hα et D(Zα)/Hα seraient résolubles, et donc D(Zα) aussi, une contra-
diction. Donc dimH = 3 et Hα = D(Zα). Le lemme est démontré.

Il en résulte que T = S est contenu dans le sous-groupe H engendré par les
Uα, pour α ∈ R. Comme G est engendré par T et H, d’après le point 4) du
théorème 22.10, on obtient que G = H. Il en résulte que G = D(G), puisque
chaque Uα est contenu dans D(G). En effet, pour x ∈ Ga, t ∈ T , on a

tθα(x)t−1θα(−x) = θα((α(t)− 1)x).

Ceci prouve b). Le théorème est démontré.

Corollaire 23.3. — Soit G réductif connexe. La multiplication induit un mor-
phisme de groupes algébriques

D(G)× Z0(G)→ G,

qui est surjectif et de noyau fini.
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Démonstration. — G/Z0(G) est semi-simple, donc égal à son groupe dérivé
d’après le théorème précédent. Par conséquent, le morphisme de groupes
D(G) → G/Z0(G) est surjectif, d’où dimD(G) ≥ dimG − dimZ0. Or, on a
vu (Proposition 18.18) que le morphisme de groupes algébriques

φ : D(G)× Z0(G)→ G

est de noyau fini (car Kerφ ∼= D(G) ∩ Z0(G)), donc son image est un sous-
groupe fermé de G de dimension ≥ dimG. Donc φ est surjectif. Le corollaire
est démontré.

23.2. Rappels sur les systèmes de racines. — On rappelle dans ce para-
graphe quelques propriétés des systèmes de racines. Pour les démonstrations,
on renvoie à [BLie, Chap.6] ou [Hu1, Chap.III].

23.3. Notation et conventions. — Soit R un système de racines dans un
espace vectoriel réel E. Alors, R∨ est un système de racines dans l’espace
dual E∗. Soit W le groupe de Weyl. Il est commode d’identifier E et E∗ au
moyen d’un produit scalaire (défini positif) W -invariant. Ceci est possible car
si φ(−,−) est un produit scalaire arbitraire sur E, alors la forme bilinéaire sur
E définie par

(x, x′) =
1
|W |

∑

w∈W

φ(wx,wx′)

est W -invariante et définie positive. On obtient alors un isomorphisme τ :
E∗ ∼→ E et l’on vérifie que, pour tout α ∈ R, on a

τ(α∨) =
2α

(α, α)
,

cf. loc. cit. Par abus, on écrira encore α∨ au lieu de τ(α∨), alors on a, pour tout
x ∈ E :

〈α∨, x〉 =
2(α, x)
(α, α)

def= (α∨, x),

c.-à-d., l’identification τ(α∨) = α∨ est compatible avec le remplacement des
crochets 〈−,−〉 par le produit scalaire (−,−). De plus, comme (α, α)/2 > 0,
alors

(α∨, β), (α, β), (α, β∨)

sont de même signe, pour tout α, β ∈ R.
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23.4. Systèmes de racines irréductibles. —

Définition 23.4. — Un systèmes de racines R est dit réductible s’il existe une
partition de R en deux sous-ensembles non vides R1 et R2 tels que (α, β) = 0
pour tout α ∈ R1 et β ∈ R2. Dans ce cas, on écrira

R = R1
⊥tR2.

Dans le cas contraire, on dit que R est irréductible.

Définition 23.5. — 1) Soit R un système de racines et ∆ une base de R. On
rappelle que les éléments de ∆ forment les sommets du graphe de Coxeter
C(R) de R, dans lequel deux sommets α, β ∈ R sont reliés par

〈α, β∨〉 〈β, α∨〉 =
4(α, β)2

(β, β)(α, α)
arêtes (ceci est un élément de {0, 1, 2, 3}).

2) Tout β ∈ R s’écrit de façon unique

β =
∑

α∈∆

nα(β)α.

On pose Supp(β) = {α ∈| nα(β) 6= 0} ; on l’appelle le support de β.

Soit R un système de racines ; notons C1, . . . , Cn les composantes connexes
de C(R).

Proposition 23.6. — Posons Ri = {β ∈ R | Supp(β) ⊆ Ci}, pour i = 1, . . . , n.
Alors chaque Ri est un système de racines irréductible, dont le graphe de Coxe-
ter est Ci, et R est la réunion disjointe orthogonale des Ri :

R = R1
⊥t · · · ⊥tRn

(c.-à-d., (α, β) = 0 si α ∈ Ri, β ∈ Rj, et i 6= j). De plus, cette décomposition
vérifie la propriété suivante : si

R = R′1
⊥t · · · ⊥tR′m

est une partition de R en sous-ensembles deux-à-deux orthogonaux, alors
chaque R′j est la réunion des Ri qu’il contient. En particulier, si les R′j sont
irréductibles, alors m = n et il existe une permutation σ ∈ Sn telle que
R′i = Rσ(i) pour i = 1, . . . , n.

Par conséquent, les Ri sont uniquement déterminés. On les appelle les com-
posantes irréductibles de R. En particulier, R est irréductible si et seule-
ment si C(R) est connexe.

Remarque 23.7. — Il résulte de la proposition précédente que, pour tout β ∈ R,
son support est contenu dans une unique composante connexe de C(R).
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23.5. Commutateurs et parties closes. —

Lemme 23.8. — Soient α, β ∈ R telles que β 6= ±α. Il existe w ∈ W tel que
wα ∈ R+ et wβ ∈ R+.

Démonstration. — CommeW agit transitivement sur les bases et toute racine
appartient à une base, on peut supposer que α ∈ ∆. Si β ∈ R+ alors w = id
convient. Sinon, on a sαα = −α et sαβ ∈ R− (car β 6= −α) et alors w0sα

convient, où w0 désigne l’unique élément de W tel que w0R
+ = R−.

Proposition 23.9. — Soient α, β ∈ R, α 6= ±β. Il existe des ci,j ∈ k tels que

(θα(x), θβ(y)) =
∏

i,j∈N\{0}
iα+jβ∈R

θiα+jβ(ci,jxiyj), ∀x, y ∈ k.

En particulier, Uα et Uβ commutent si α et β ne sont pas dans la même com-
posante irréductible de R.

Démonstration. — En utilisant le lemme précédent, on se ramène au cas où
α, β ∈ R+. Alors, puisque U ∼= ∏

γ∈R+ Uγ (le produit étant pris dans un ordre
fixé arbitraire), il existe des polynômes Pγ ∈ k[X,Y ], uniquement déterminés,
tels que, pour tout x, y ∈ k,
(∗) (θα(x), θβ(y)) =

∏

γ∈R+

θγ(Pγ(x, y)).

Puisque (θα(0), θβ(y)) = e = (θα(x), θβ(0)), alors chaque Pγ est de degré ≥ 1
en X et en Y .

Fixons γ et posons Pγ =
∑

i,j≥1 cγ,i,jX
iY j . Conjugant (∗) par un élément

arbitraire t ∈ T , on obtient que

γ(t)Pγ(x, y) = Pγ(α(t)x, β(t)y) =
∑

i,j≥1

cγ,i,j(iα+ jβ)(t)XiY j ,

On en déduit que Pγ est la somme des cγ,i,jX
iY j , pour les i, j tels que iα+jβ =

γ. De plus, puisque Qα∩R = {α,−α} et que β 6= ±α, on obtient que s’il existe
i, j ≥ 1 tels que iα+ jβ = γ, alors le couple (i, j) est unique et l’on a

Pγ = ci,jX
iY j , où ci,j = ciα+jβ,i,j .

Sinon, on a Pγ = 0. Ceci prouve la première assertion.
De plus, si α et β ne sont pas dans la même composante irréductible de R,

alors aucun iα + jβ ne peut être une racine, puisque le support d’une racine
est contenu dans une composante connexe de C(R). Par conséquent, Uα et Uβ

commutent dans ce cas. La proposition est démontrée.

Définition 23.10. — On dit qu’une partie Γ de R est close si elle vérifie la
propriété suivante : si α, β ∈ Γ et α+ β ∈ R, alors α+ β ∈ Γ.
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Le corollaire suivant découle alors de la proposition.

Corollaire 23.11. — Soit Γ une partie close de R+. Alors
∏

α∈Γ Uα est un sous-
groupe fermé T -stable de U , noté UΓ (le produit étant pris dans un ordre fixé
arbitraire).

Remarque 23.12. — En caractéristique nulle, tout groupe unipotent H est
connexe. En effet, H/H0 est unipotent et fini. Or, puisque car(k) = 0, tout
groupe fini est formé d’éléments semi-simples. Donc H/H0 = {1}.

Par contre, si car(k) = p > 0, alors Ga = k contient les sous-groupes finis

Ga(Fpn) = {x ∈ k | xpn
= x}.

Revenant à G réductif, T un tore maximal, etc., on a de même les sous-groupes
Uα(Fpn) ; ils ne sont pas stables par T .

Toutefois, on peut montrer que tout sous-groupe fermé unipotent, non né-
cessairement connexe, de G est contenu dans un sous-groupe de Borel (voir
[Hu2, Th. 30.4.b)]).

23.6. Composantes quasi-simples. —

Définition 23.13. — On dira qu’un groupe algébrique affine connexe est quasi-
simple s’il est non commutatif et ne possède pas de sous-groupe fermé normal
propre de dimension > 0. Dans ce cas, D(G) = G donc G n’est pas résoluble,
d’où R(G) = {1}, donc G est semi-simple.

Remarque 23.14. — Soit G quasi-simple. On va voir dans le théorème qui suit
que le centre Z(G) est fini et que tout sous-groupe fermé normal, distinct de G,
est contenu dans Z(G). Par conséquent, G/Z(G) ne possède aucun sous-groupe
normal fermé propre et distinct de {1}.

De plus, on peut montrer, en utilisant la théorie des systèmes de Tits, aussi
appelés BN-paires, que G/Z(G) est simple comme groupe abstrait, voir [Hu2,
§29.5 Corollary].

Lemme 23.15. — Soit G un groupe connexe réductif (resp. semi-simple) et soit
H un sous-groupe fermé connexe normal. Alors H est réductif (resp. semi-
simple).

D’autre part, si T est un tore maximal de G, alors (T ∩ H)0 est un tore
maximal de H.

Démonstration. — Soit R le radical unipotent (resp. le radical) de H. Il est
stable par tout automorphisme de H, donc est normal dans G. Par conséquent,
R = {1}. Ceci prouve la première assertion.

Soit T (resp. S) un tore maximal de G (resp. de H). Alors S est contenu
dans un tore maximal T ′ = g−1Tg de G. Alors, comme H est normal, gSg−1
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est un tore maximal de H, qui est contenu dans, et donc égal à, (T ∩H)0. Le
lemme est démontré.

Théorème 23.16. — Soient G un groupe semi-simple connexe, T un tore
maximal, R = R(G,T ), et soit

R = R1
⊥t · · · ⊥tRn

la décomposition de R en composantes irréductibles. Pour i = 1, . . . , n, soit Gi

le sous-groupe de G engendré par les Uα, avec α ∈ Ri. C’est un sous-groupe
fermé connexe. De plus :

a) Si i 6= j, Gi et Gj commutent. Par conséquent, chaque Gi est normal
dans G, et donc semi-simple, et l’on a

G = G1 · · ·Gn.

De plus, ceci est un produit « presque direct », c.-à-d., pour chaque i, Gi ∩∏
j 6=iGj est fini.

b) Pour toute partie I de {1, . . . , n}, soit GI le produit des Gi (resp. RI la
réunion des Ri), pour i ∈ I. Alors, pour tout α ∈ R, on a

(∗I) Uα ⊆ GI ⇔ α ∈ RI ,

d’où
Lie(GI) = Lie(TI)⊕

⊕

α∈RI

gα,

où l’on a posé TI = (T ∩GI)0, et RI est le système de racines de GI .
c) Tout sous-groupe fermé connexe normal de G est le produit des Gi qu’il

contient. De plus, chaque Gi est quasi-simple.

Démonstration. — G est engendré par les Uα, donc aussi par G1, . . . , Gn.
D’après la proposition 23.9, Uα commute à Uβ si α ∈ Ri et β ∈ Rj , avec
j 6= i. Donc chaque Gi est centralisé par les Gj , pour j 6= i (et est évidemment
normalisé par lui-même), donc est normal dans G, donc semi-simple, et l’on a

G = G1 · · ·Gn.

Démontrons maintenant les assertions b) et c). Soit I un sous-ensemble de
{1, . . . , n}, propre et non vide, et soit J son complémentaire. Soient RI , RJ et
GI , GJ comme dans le théorème. Alors GI est normal. Donc d’après le lemme
précédent, GI est semi-simple et TI := (T ∩GI)0 en est un tore maximal. Soit
α ∈ R tel que

Uα ⊆ GI .
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Soit β ∈ RJ arbitraire. Alors β∨(Gm) est contenu dans le sous-groupe engendré
par Uβ et U−β, donc commute à GI et donc à Uα. Donc, pour tout x ∈ k et
z ∈ k×, on a

1 = α∨(z)θβ(x)α∨(z−1)θβ(−x) = θβ((z〈β,α∨〉 − 1)x),

et il en résulte que (α, β) = 0. Ceci montre que α est orthogonal à RJ , donc
n’appartient pas à RJ , d’où α ∈ RI . Ceci prouve (∗I).

Alors, d’après la proposition 22.12, on a

Lie(GI) = Lie(TI)⊕
⊕

α∈RI

gα.

De plus, la restriction à TI de chaque α ∈ RI est non-triviale, puisque TI

contient α∨(Gm). Donc RI est bien le système de racines de (GI , TI). Ceci
prouve b).

Soit H 6= G un sous-groupe fermé connexe normal, de dimension > 0.
D’après le lemme précédent, H est semi-simple et TH := (T ∩ H)0 en est
un tore maximal, et dimTH > 0, d’après la remarque 18.17. Posons

R(H) = {α ∈ R | Uα ⊆ H}.
On va voir dans un instant que R(H) 6= ∅. D’abord, comme H 6= G alors
R(H) 6= R, d’après le théorème 23.1. Donc R′ := R \ R(H) est non-vide.
Notons H ′ le sous-groupe de G engendré par les Uβ , pour β ∈ R′. Il est fermé
et connexe, d’après la proposition 10.1.

Pour tout β ∈ R′, t ∈ TH , x ∈ Ga, on a

tθβ(x)t−1θβ(−x) = θβ((β(t)− 1)x),

et ceci est dans H puisque t et θβ(x)t−1θβ(−x) y sont. Comme Uβ 6⊆ H, on en
déduit que

(1) ∀β ∈ R′, Kerβ ⊇ TH .

Par conséquent, tout poids non-nul de TH dans Lie(G), et a fortiori dans
Lie(H), est la restriction à TH d’un α ∈ R(H). Comme H est semi-simple, ceci
montre en particulier que R(H) 6= ∅.

De plus, pour tout α ∈ R(H), la restriction de α à TH est non triviale, car
sinon Uα appartiendrait au centralisateur de TH dans H, dont on sait qu’il
égale TH puisque H est semi-simple.

On a donc obtenu que R(H) et R′ sont tous deux non-vides, et il résulte de
(1) que pour tout α ∈ R(H) et β ∈ R′, on a :

〈β, α∨〉 = 0 = (β, α).

Par conséquent, R = R(H)
⊥tR′, et il résulte donc de la proposition 23.6, que

R(H) et R′ sont chacun une réunion de composantes irréductibles de R. La
première assertion de c) est démontrée.
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Ceci a la conséquence suivante. Soit I un sous-ensemble de {1, . . . , n}, propre
et non vide, et soit J son complémentaire. Appliquant (∗I) à I et J , on obtient
que la composante connexe de GI ∩GJ ne contient aucun Uα, donc est triviale.
Ceci montre que GI ∩ GJ est fini, et donc le produit G = G1 · · ·Gn est bien
« presque direct ». Ceci achève la preuve de l’assertion a).

Enfin, soit i ∈ {1, . . . , n} et soit H un sous-groupe fermé connexe normal
de Gi. Alors H est normal dans G (car Gj commute à Gi pour j 6= i), donc
engendré par les Gj qu’il contient. Mais d’après l’assertion b), Gi ne contient
aucun Gj avec j 6= i, et donc H égale {1} ou Gi. Ceci montre que Gi est
quasi-simple. Le théorème est démontré.
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