
I. GROUPES DE LIE RÉELS (SUITE)

SÉANCE DU 16/11/07

2.8. Action adjointe, suite. — (4) Soient G un groupe de Lie et g =
Lie(G).

Lemme 2.46. — Soit f une fonction C∞ au voisinage d’un point g ∈ G.

1) Soit X ∈ g. Alors, pour t dans un voisinage de 0, et k ∈ N, on a (5)

(1)
dk

dtk
f(g exp(tX)) = (Xkf)(g exp(tX)).

En particulier,

(2)
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(g exp(tX)) = (Xf)(g).

2) Soient X1, . . . ,Xs ∈ g. Alors

(3) (X1 · · ·Xsf)(g) =
∂s

∂t1 · · · ∂ts

∣∣∣∣
t1=···=ts=0

f(g exp(t1X1) · · · exp(tsXs)).

Démonstration. — Par hypothèse, f est définie et C∞ sur un voisinage ouvert
V de g dans G, et comme t 7→ exp(tX) est C∞, a fortiori continue, il existe
un intervalle ouvert I contenant 0 tel que g exp(tX) ∈ V pour tout t ∈ I.

Pour toute fonction φ C∞ sur V et tout x ∈ V, on a, puisque X = exp′

X(0) :

(Xφ)(x) = (dxφ)(Xx) = (dxφ ◦ d1ℓx)(X) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

φ(x exp(tX)).

(4)version du 22/11/07
(5)avec l’abus de notation usuel, qui consiste à noter (d/dt)F(t) la fonction qui à t associe
F′(t) = (dtF)(1).
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Fixons t0 ∈ I. Appliquant l’égalité précédente à x = g exp(t0X), on obtient :

(Xφ)(g exp(t0X)) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

φ(g exp((t0 + s)X)) =
d

dt

∣∣∣∣
t=t0

φ(g exp(tX)).

Ceci montre que, avec l’abus de notation déjà signalé,

(†)
d

dt
f(g exp(tX)) = (Xφ)(g exp(tX)), ∀ t ∈ I.

La formule (1) en découle aussitôt, par récurrence sur k. La formule (2) est,
bien sûr, l’évaluation en t = 0 de (1).

Montrons (3). Posons

F(t1, . . . , ts) = f(g exp(t1X1) · · · exp(tsXs)).

Alors il existe ε > 0 tel que F soit définie et C∞ sur le voisinage de 0 dans Rs

suivant :
Isε = {(t1, . . . , ts) ∈ Rs | ∀ i = 1, . . . s, |ti| < ε}.

D’après (2), on a :

∂F

∂ts
(t1, . . . , ts−1, 0) = (Xsf)(g exp(t1X1) · · · exp(ts−1Xs−1)),

pour tout (t1, . . . , ts−1) ∈ Is−1
ε , et (3) en découle par récurrence sur s.

Théorème 2.47(Représentation adjointe et centres). — 1) La différentielle de
Ad : G → GL(g) cöıncide avec l’application adjointe ad : g → End(V), c.-
à-d., pour tout X,Y ∈ g, on a :

d(Ad)(X)(Y) = [X,Y] = ad(X)(Y).

2) Pour tout X ∈ g, on a

Ad(expG(X)) = expGL(g)(ad(X)) =
∑

k>0

ad(X)k

k!
.

3) Supposons G connexe. Alors

Ker(Ad) = Z(G) et Lie(Z(G)) = Ker(ad) = z(g).

Démonstration. — 1) Notons provisoirement ãd = d(Ad). Comme d1 exp =
idg, on a, pour tout X ∈ g, l’égalité suivante dans End(g) :

(1) ãd(X) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Ad(exp(tX)).

En composant ceci avec l’application linéaire d’évaluation en Y ∈ g, on obtient
l’égalité suivante dans g :

(2) ãd(X)(Y) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

Ad(exp(tX))(Y).
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Soit f une fonction C∞ sur un voisinage de e. Alors, l’application Z 7→
(Zf)(e) = def(Z) est une forme linéaire sur g ; en l’appliquant à (2) on obtient
l’égalité suivante dans R :

(3)
(
ãd(X)(Y)f

)
(e) =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(
Ad(exp(tX))(Y)f

)
(e).

Or, pour t fixé, on a, d’après les lemmes 2.46 et 2.43 :

(4)

(
Ad(exp(tX))(Y)f

)
(e) = d

ds

∣∣
s=0

f
(
exp

(
Ad(exp(tX))(sY)

))

= d
ds

∣∣
s=0

f
(
exp(tX) exp(sY) exp(−tX)

)
.

Par conséquent, posant F(t, s) = f(exp(tX) exp(sY) exp(−tX)), on obtient que
(
ãd(X)(Y)f

)
(e) =

∂2F

∂t ∂s
(0, 0) =

∂2F

∂s ∂t
(0, 0).

Or, F est la composée de l’application (t, s) 7→ (t, s,−t) et de l’application

H : R3 −→ R, (t1, s, t2) 7→ f(exp(t1X) exp(sY) exp(t2X)).

On en déduit que

d

dt

∣∣∣∣
t=0

F(t, s) =
d

dt1

∣∣∣∣
t1=0

H(t1, s, 0) −
d

dt2

∣∣∣∣
t2=0

H(0, s, t2),

d’où
(
ãd(X)(Y)f

)
(e) =

∂2

∂s ∂t

∣∣∣∣
s=t=0

(
f(exp(tX) exp(sY)) − f(exp(sY) exp(tX))

)
.

D’après le lemme 2.46, combiné avec l’égalité ∂2/∂s ∂t = ∂2/∂t ∂s, ceci égale

(XYf)(e) − (YXf)e = ([X,Y]f)(e).

Ceci montre que d(Ad)(X)(Y) = [X,Y] = ad(X)(Y). Le point 1) est démontré.

Le point 2) découle du théorème 2.39 (fonctorialité de l’exponentielle), ap-
pliqué à φ = Ad, et du fait que l’application exponentielle pour GL(g) est
l’exponentielle usuelle d’une matrice (2.37).

Montrons le point 3). Pour tout morphisme φ : G → H de groupes de Lie,
on a

Lie(Ker φ) = Ker(dφ),

d’après le théorème 2.16. Appliquant ceci à φ = Ad et tenant compte du point
1), on obtient :

Lie(Ker Ad) = Ker ad = z(g).

Il reste à montrer l’égalité Ker(Ad) = Z(G), lorsque G est connexe. On a
toujours l’inclusion Z(G) ⊆ Ker(Ad). En effet, si g ∈ Z(G), alors Int(g) = idG

et donc Ad(g) = idg, d’où g ∈ Ker(Ad).
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Réciproquement, supposons G connexe et soit g ∈ Ker(Ad). Alors, pour
tout X ∈ g, on a

g exp(X)g−1 = exp(Ad(g)(X)) = exp(X),

et donc g commute au sous-groupe de G engendré par exp(g), qui égale G0 =
G d’après le point 3) du théorème 2.38. Ceci achève la preuve du théorème
2.47.

Remarque 2.48. — En particulier, si G est commutatif, alors Lie(G) est une
algèbre de Lie abélienne, et réciproqument si G est connexe.

2.9. Sous-groupes et sous-algèbres de Lie. —

Définition 2.49(Immersions, etc.). — Soit f : M → N une application C∞

entre deux variétés C∞, et soit m ∈ M. On dit que f est une

immersion en m si dmf est injective
resp. submersion en m si dmf est surjective

resp. application étale en m si dmf est bijective.

On dit que f est une immersion, resp. submersion, resp. application étale,
si elle l’est en tout point m ∈ M. Ainsi, « application étale » est synonyme de
difféomorphisme local.

Remarque 2.50. — Attention, une immersion n’est pas nécessairement injec-
tive ! Par exemple, on a une immersion non injective

S1 −→ ⊂ R2.

De plus, une immersion injective X →֒ Y n’est pas nécessairement un ho-
méomorphisme de X sur une sous-variété de Y. Par exemple,

f : R −→ ⊂ R2

est une immersion injective, dont l’image n’est pas une sous-variété au voisi-
nage du point f(0) = limt→+∞ f(t), et qui n’est pas un homéomorphisme (car
l’image inverse de tout voisinage de f(0) dans R2 est la réunion d’un voisinage
de 0 et de +∞).

Pire encore, pour α ∈ R \ Q, l’application R → S1 × S1, t 7→ (eit, eiαt) est
un morphisme de groupes de Lie et une immersion injective, dont l’image est
dense :
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Définition 2.51(Plongements). — Soit f : Y → X une application C∞. On dit
que c’est un plongement (= “imbedding” in American, or “embedding” in
English, according to Spivak [Spi, p.49]), si : 1) c’est une immersion injective,
et un homéomorphisme de Y sur son image, 2) f(Y) est une sous-variété
(localement fermée !) de X.

Si de plus f(Y) est ouvert (resp. fermé) dans X, on dit que que f est un
plongement ouvert (resp. fermé).

Remarque 2.52. — En fait, on peut montrer que la condition 2) est consé-
quence de la condition 1), voir par exemple la preuve de [Le, § I.4.B, Prop. 2].

Lemme 2.53(Immersions, etc. de groupes de Lie). — Soit φ : G → G′ un mor-
phisme de groupes de Lie. Alors φ est une immersion (resp. submersion,
resp. application étale) si et seulement si d1φ est injective (resp. surjective,
resp. bijective).

Démonstration. — Notons ℓg, resp. ℓh, la translation à gauche par un élément
g ∈ G, resp. h ∈ G′. Pour tout g ∈ G, on a φ ◦ ℓg = ℓφ(g) ◦ φ et donc :

dgφ ◦ d1ℓg = d1ℓφ(g) ◦ d1φ.

Comme d1ℓg et d1ℓφ(g) sont inversibles, ceci montre que dgφ est injective
(resp. surjective, resp. bijective) si et seulement si d1φ l’est.

Définition 2.54(Sous-groupes de Lie). — Soit G un groupe de Lie. Un sous-
groupe de Lie de G est un sous-groupe H, muni d’une structure de groupe de
Lie telle que l’inclusion H →֒ G soit une application C∞ (et donc un morphisme
de groupes de Lie).

De façon plus formelle mais équivalente, un sous-groupe de Lie est une classe
d’équivalence de couples (H, τ), où H est un groupe de Lie et τ une immersion
injective ; deux tels couples (H, τ) et (H′, τ ′) étant équivalents s’il existe un

isomorphisme φ : H
∼
−→ H′ tel que τ ′ ◦ φ = τ .

Le théorème suivant est important. Pour une démonstration reposant sur
la théorie des équations différentielles (plus précisément, le théorème d’inté-
grabilité de Frobenius), on renvoie à [Va, §2.5] ou [Wa, 3.19]. (Pour d’autres
démonstrations, voir [Go, §6.13] ou [DK, 1.10.3].)
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Théorème 2.55(Sous-groupes de Lie). — Soient G un groupe de Lie, g =
Lie(G) et h une sous-algèbre de Lie de g. Il existe un unique sous-groupe
de Lie connexe H tel que Lie(H) = h, c.-à-d., il existe un groupe de Lie
connexe H et une immersion injective

τ : H →֒ G telle que dτ = σ,

où σ désigne l’inclusion h ⊆ g. De plus, le couple (H, τ) est unique à isomor-
phisme unique près. On dit que H est le sous-groupe associé à h.

Proposition 2.56. — Soient G un groupe de Lie, g = Lie(G) et h une sous-
algèbre de Lie de g. Soit H le sous-groupe de Lie connexe de G associé à h.
Alors, H est le sous-groupe de G engendré par exp(h).

Démonstration. — L’hypothèse signifie qu’il existe une immersion injective
τ : H →֒ G telle que dτ soit l’inclusion de h dans g. Identifions H à son image
dans G. Alors, il résulte du théorème 2.39 que expH est la restriction à h de
exp = expG.

Donc exp(h) ⊆ H, et comme H est connexe il est engendré par exp(h),
d’après le point 3) du théorème 2.38.

Remarque 2.57. — Dans la proposition précédente, on a supposé l’existence de
H établie (grâce au théorème d’intégrabilité de Frobenius), et montré qu’alors
H est nécessairement égal au sous-groupe engendré par exp(h). Une autre
approche consiste à montrer directement que le sous-groupe de G engendré
par exp(h), notons-le H′, peut être muni d’une (unique) structure de groupe
de Lie telle que l’inclusion H′ →֒ G soit un morphisme de groupes de Lie. C’est
l’approche suivie dans [Go, §6.13] et [DK, 1.10.3].

Exemples 2.58. — 1) Soit G = S1. Alors g = R et l’application exponentielle
est t 7→ eit. Ou bien, mieux encore, considérons G = S1 comme sous-groupe
de Lie (fermé) de G1 = C∗. Alors

g1 = C = R ⊕ iR

et l’application exponentielle expG1
: C → C∗ est l’exponentielle usuelle.

Alors, le sous-groupe S1 de C∗ étant défini par l’équation zz = 1, son algèbre
de Lie est définie par l’équation z+z = 0, c.-à-d., Lie(S1) = iR, et l’application
exponentielle expS1 est la restriction de exp = expC∗ à la sous-algèbre de Lie
iR = Lie(S1).

2) De même, l’algèbre de Lie du tore T = S1 × S1 est R2. Pour tout α ∈ R,
considérons la droite

∆α = {(t, αt) ∈ R2 | t ∈ R}.
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Le sous-groupe de Lie connexe qui lui est associé par le théorème 2.55 est le
sous-groupe de Lie

{(eit, eiαt) ∈ T | t ∈ R},

rencontré plus haut : si α 6∈ Q, ce sous-groupe est dense dans T, et n’est pas
une sous-variété.

Corollaire 2.59. — Soient G un groupe de Lie, g = Lie(G), h une sous-algèbre
de Lie de g, et soit K un sous-groupe de Lie (non nécessairement connexe) de
G tel que Lie(K) = h. Alors, K0 est le sous-groupe de G engendré par exp(h).

En particulier, si G est connexe et si Lie(K) = g, alors K = G.

Démonstration. — Soit H le sous-groupe de Lie connexe de G associé à h, c’est
le sous-groupe de G engendré par exp(h), d’après la proposition 2.56.

Notons τ (resp. σ) l’inclusion de H (resp. K0) dans G. Comme Lie(K0) =
Lie(K), l’hypothèse entrâıne que dσ = dτ est l’inclusion de h dans g. Alors
l’assertion d’unicité dans le théorème 2.55 entrâıne que H = K0. Ceci prouve
le corollaire.

2.10. Sous-groupes fermés d’un groupe de Lie. — Dans ce paragraphe,
on va démontrer le théorème suivant (établi dans le cas G = GLn(R) par John

von Neumann en 1929, puis généralisé pour G arbitraire par Élie Cartan).

Théorème 2.60. — Soit G un groupe de Lie et soit H un sous-groupe fermé de
G. Alors H est un sous-groupe de Lie fermé de G, dont l’algèbre de Lie est :

Lie(H) = {X ∈ Lie(G) | exp(tX) ∈ H, ∀ t ∈ R}.

Démonstration. — Elle se fait en trois étapes. Posons g = Lie(G) et munissons
g d’une norme euclidienne ‖ · ‖.

Lemme 2.61. — Soit (Xn)n∈N une suite d’éléments non-nuls de g, convergeant
vers 0 et telle que

exp(Xn) ∈ H, ∀n ∈ N,

et que la suite Un := Xn/‖Xn‖ converge vers U ∈ g. Alors, on a

exp(tU) ∈ H, ∀ t ∈ R.

Démonstration. — Fixons t ∈ R et posons tn = t/‖Xn‖. Soient kn la partie
entière de tn et t′n = tn − kn. Comme t′n ∈ [0, 1[ et Xn → 0, la suite (t′nXn)n
tend vers 0, et donc la suite de terme général

knXn = tnXn − t′nXn = tUn − t′nXn

converge vers tU. Par conséquent, comme l’application exp : g → G est C∞,
donc a fortiori continue, la suite de terme général

exp(knXn) = exp(Xn)kn
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converge vers exp(tU). Le sous-groupe H contient exp(Xn) par hypothèse, donc
aussi exp(Xn)kn , et comme H est fermé il contient aussi la limite exp(tU). Ceci
prouve le lemme.

Posons maintenant

h = {X ∈ g | exp(tX) ∈ H, ∀ t ∈ R}.

Lemme 2.62. — h est un sous-espace vectoriel de g.

Démonstration. — Soient X,Y ∈ h. Il est clair que sX ∈ h pour tout s ∈ R,
donc il suffit de montrer que X + Y ∈ h. On peut évidemment supposer que
X + Y 6= 0.

On sait que d0 exp = idg, donc exp induit un difféomorphisme d’un voisinage
U de 0 dans g sur un voisinage V de 1 dans G. Notons log le difféomorphisme
réciproque. Alors d1 log = idg.

La multiplication G × G → G est C∞, donc a fortiori continue, donc il
existe un intervalle ouvert I contenant 0 tel que

exp(sX) exp(tY) ∈ V, ∀ s, t ∈ I.

Alors l’application

ψ : I −→ U, t 7→ log(exp(tX) exp(tY))

est bien définie, C∞, et vérifie ψ(t) 6= 0 si t 6= 0 (car ψ(t) = 0 et t ∈ I
impliquent exp(tX) = exp(−tY), d’où tX = −tY, et t = 0 car on a supposé
X + Y 6= 0), et

∀ t ∈ I, exp(ψ(t)) = exp(tX) exp(ty) ∈ H,

puisque X,Y ∈ h.
De plus, comme la dérivée en (1, 1) de µ est l’addition g×g → g, on obtient

que ψ′(0) = X + Y, d’où

(∗) ψ(t) = t(X + Y) + O(t2), pour t −→ 0.

Soit alors (tn)n∈N une suite d’éléments non-nuls de I convergeant vers 0, et
posons Zn = ψ(tn). Alors on a Zn 6= 0 et exp(Zn) ∈ H pour tout n ∈ N,
la suite (Zn)n converge vers 0, et d’après (∗), la suite (Zn/tn)n converge vers
X + Y, d’où en déduit que la suite de terme général Zn/‖Zn‖ converge vers
U := (X+Y)/‖X+Y‖. Par conséquent, d’après le lemme précédent, U et donc
X + Y appartiennent à h. Ceci prouve que h est un sous-espace vectoriel de
g.

Soit maintenant m un sous-espace vectoriel supplémentaire de h dans g,
c.-à-d.,

(†) g = h
⊕

m.
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Lemme 2.63. — Il existe un voisinage ouvert Wm de 0 dans m tel que
exp(Wm) ∩ H = {1}.

Démonstration. — En effet, il existerait sinon une suite d’éléments non nuls
Yk ∈ m, convergeant vers 0, et telle que chaque hk = exp(Yk) soit un élément
de H, distinct de 1 (puisque exp est bijective au voisinage de 0 dans g). Alors
chaque

Xk =
Yk

‖Yk‖

appartient à la sphère unité S(m) de m, qui est compacte, donc la suite Xk

possède une valeur d’adhérence X ∈ S(m). Alors, d’après le lemme 2.61, X ∈ h,
d’où une contradiction avec l’hypothèse m∩h = {0}. Ceci prouve le lemme.

On peut maintenant achever la démonstration du théorème 2.60. L’applica-
tion

φ : h ⊕ m −→ g, (X,Y) 7→ exp(X) exp(Y),

est C∞, et sa différentielle en (0, 0) est idh⊕ idm, qui est un isomorphisme.
Donc d’après le théorème d’inversion locale (1.24), il existe des voisinages
ouverts Uh,Um, resp. V, de 0 dans h,m, resp. de 1 dans G, tels que φ induise
un difféomorphisme

ψ : Uh × Um
∼

−→ V.

De plus, d’après le lemme précédent on peut supposer, quitte à remplacer Um

par Um ∩ Wm, que l’on a exp(Um) ∩ H = {1}. Il est clair que

exp(Uh) = ψ(Uh × {0m}) ⊆ V ∩ H.

Réciproquement, soit h ∈ H ∩ V. Alors, il existe X ∈ Uh et Y ∈ Um tels que
h = exp(X) exp(Y), mais alors

exp(Y) = exp(−X)h appartient à exp(Um) ∩ H = {1},

d’où Y = 0. Posant U = Uh × Um, ceci montre que

V ∩ H = ψ(Uh) = ψ(U ∩ h).

Par conséquent, H est, au voisinage de 1, une sous-variété C∞ de G, de di-
mension d = dim h.

Il en est de même en tout point h ∈ H, puisque la translation ℓh : g 7→ hg
est un difféomorphisme C∞ de G. Ceci montre que H est un sous-groupe de
Lie fermé de G, de dimension d.

Enfin, pour tout X ∈ h, la courbe f(t) = exp(tX) est C∞, à valeurs dans H,
et vérifie f(0) = 1 et

f ′(0) = X.

Donc X ∈ T1H = Lie(H), et ceci montre que h ⊆ Lie(H). Comme

dim Lie(H) = dim(H) = dim h,
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on a l’égalité h = Lie(H). (On pouvait aussi dire que, pour tout X ∈ Lie(H) et
t ∈ R, on a, par fonctorialité de l’exponentielle :

expG(tX) = expH(tX) ∈ H,

d’où X ∈ h et l’inclusion Lie(H) ⊆ h). Le théorème est démontré.

Proposition 2.64(Stabilisateurs). — Soient G un groupe de Lie et M une G-
variété C∞. Pour tout p ∈ M, son stabilisateur

StabG(p) = {g ∈ G | gp = p},

qu’on note aussi Gp, est un sous-groupe de Lie fermé de G.

Démonstration. — Gp est un sous-groupe, et il est fermé car c’est l’image
inverse de la diagonale de M × M par l’application C∞ (donc continue)

G −→ M × M, g 7→ (p, gp).

Corollaire 2.65(Représentation d’isotropie, II). — Soient M une G-variété et
p ∈ M. Alors,

h 7→ dpµh ∈ GL(TpM)

est une représentation C∞ de Gp dans l’espace tangent TpM (où l’on a noté
µh l’application M → M, x 7→ hx).

Démonstration. — Sachant que Gp est un groupe de Lie, d’après la proposition
précédente, ceci résulte du théorème 2.42.

2.11. Le yoga des -zateurs. — Soit G un groupe de Lie. Reprenons les
conventions sur les représentations introduites dans le paragraphe 2.4, c.-à-d.,
désignons par K le corps de base, avec la convention que K = R ou bien K = C.

Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie n, et soit ρ : G → GL(V)
un morphisme de groupes de Lie, c.-à-d., une représentation lisse de G dans
V. Soit θ le morphisme d’algèbres de Lie dρ : g → End(V).

Dans la suite, on écrira souvent g · v ou gv au lieu de ρ(g)(v), et de même
X · v ou Xv au lieu de θ(X)(v), pour g ∈ G, v ∈ V, X ∈ g.

Lemme 2.66. — Pour tout v ∈ V, la différentielle en e de g 7→ gv est l’appli-
cation X 7→ Xv.

Démonstration. — Posons φv(g) = gv et notons ηv l’application

GL(V) −→ V, A 7→ Av.

Sa différentielle en tout point A ∈ GL(V) est l’application linéaire

εv : End(V) −→ V, Y 7→ Y(v).
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Comme φv = ηv ◦ ρ alors, pour tout X ∈ g, on a

(deφv)(X) = (εv ◦ deρ)(X) = Xv.

Ceci prouve le lemme.

Soient W un sous-espace de V et g ∈ G tels que

ρ(g)(W) ⊆ W.

Comme ρ(g) est inversible, ρ(g)(W) a même dimension que W, et donc on a
l’égalité ρ(g)(W) = W, d’où aussi W = ρ(g−1)(W). Posons alors les définitions
suivantes, où l’égalité (∗) résulte de ce qui précède.

Définition 2.67(Stabilisateurs dansG). — Soient v ∈ V et W un sous-espace
de V. On introduit leurs stabilisateurs dans G :

StabG(v) = {g ∈ G | gv = v};

StabG(W) = {g ∈ G | gW = W}
(∗)
= {g ∈ G | gW ⊆ W}.

Ce sont des sous-groupes de G. On dit aussi que StabG(v) est le fixateur de
v, noté FixG(v), ou le groupe d’isotropie (dans G) de v, noté Gv. De même,
StabG(W) est aussi noté GW.

Lemme 2.68. — StabG(v) et StabG(W) sont des sous-groupes fermés de G,
donc des sous-groupes de Lie fermés.

Démonstration. — Pour tout v ∈ V, l’application µv : G → V, g 7→ gv est
continue, et l’on a

StabG(v) = µ−1
v (v) et StabG(W) =

⋂
w∈W

µ−1
w (W),

ce qui montre que ce sont des sous-groupes fermés de G. Ce sont donc des
sous-groupes de Lie fermés, d’après le théorème 2.60.

Notation 2.69. — On note Stab0
G(v), resp. Stab0

G(W), la composante connexe
de StabG(v), resp. StabG(W). On les appelle les « stabilisateurs connexes ».

On introduit aussi les stabilisateurs dans g. (La définition ci-dessous est
valable pour toute représentation θ : g → End(V).)

Définition 2.70(Stabilisateurs dansg). — Soient v ∈ V et W un sous-espace de
V. On introduit leurs stabilisateurs dans g :

Stabg(v) = {X ∈ g | X · v = 0};

Stabg(W) = {X ∈ g | X · W ⊆ W}.

Ce sont des sous-algèbres de Lie de g (vérification immédiate). On les note
aussi gv, resp. gW.
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Théorème 2.71. — On a Lie(Gv) = gv (resp. Lie(GW) = gW) et donc G0
v

(resp. G0
W) est le sous-groupe de Lie connexe (et ici, fermé) associé à gv

(resp. gW).

Démonstration. — L’application Gv → V, g 7→ gv = v est constante, donc sa
différentielle est nulle. Par conséquent, d’après le lemme 2.66, on a

Xv = 0, ∀X ∈ Lie(Gv), d’où Lie(Gv) ⊆ gv.

De même, pour tout w ∈ W, on a φw(g) ∈ W pour tout g ∈ GW, d’où

Xw = deφw(X) ∈ W, ∀X ∈ Lie(GW), d’où Lie(GW) ⊆ gW.

Montrons les inclusions réciproques.

Soit S (resp. H) le sous-groupe connexe de G associé à gv (resp. gW) ; il est
engendré par exp(gv) (resp. exp(gW)), d’après la proposition 2.56.

D’après le théorème 2.39 et l’exemple 2.37 on a, pour tout X ∈ g,

ρ(exp(X)) = exp(θ(X)) =
∑

k>0

θ(X)k

k!
.

Par conséquent, v est fixé par exp(gv), donc par S, et, de même, W est laissé
stable par exp(gW), donc par H. Donc

(∗) S ⊆ G0
v et H ⊆ G0

W

d’où les inclusions

gv = Lie(S) ⊆ Lie(Gv) et gW = Lie(H) ⊆ Lie(GW).

On obtient donc les égalités

Lie(Gv) = gv et Lie(GW) = gW,

et donc les inclusions dans (∗) sont des égalités, d’après le corollaire 2.59.

Remarque 2.72. — Voici une autre démonstration de l’égalité Lie(Gv) = gv,
qui n’utilise pas l’application exponentielle (mais utilise à la place le théorème
du rang constant). On a vu plus haut que Lie(Gv) ⊆ gv, donc il suffit de
montrer que ces deux espaces ont même dimension.

L’application φ : G → V, g 7→ gv est C∞. Pour tout g ∈ G, on a φ ◦ ℓg =
ρ(g) ◦ φ, d’où

dgφ ◦ d1ℓg = ρ(g) ◦ d1φ.

Comme d1ℓg et ρ(g) sont inversibles, dgφ a même rang que d1φ. Or d1φ est
l’application

g −→ V, X 7→ X · v,

dont le noyau est gv. Ceci prouve que φ est de rang constant égal à

dim g − dim gv.
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Donc, d’après le théorème du rang constant 1.38, Gv = φ−1(v) est une sous-
variété fermée de dimension dim gv. Par conséquent, on a l’égalité Lie(Gv) =
gv.

Définition 2.73(Vecteurs invariants). — Soit V une représentation de dimen-
sion finie de G. On pose

VG = {v ∈ V | gv = v, ∀ g ∈ G}

Vg = {v ∈ V | Xv = 0, ∀X ∈ g}.

Théorème 2.74. — Supposons G connexe.

1) On a Vg = VG.

2) Soit W un sous-espace de V stable par g. Alors W est stable par G.

Démonstration. — 1) Il est clair que VG ⊆ Vg. Réciproquement, soit v ∈ Vg.
Alors, Lie(Gv) = g. Donc, d’après le corollaire 2.59, Gv = G, d’où v ∈ VG.
Ceci prouve 1).

De même, on a Lie(GW) = g, d’où GW = G, c.-à-d., W est stable par G.

Théorème 2.75. — Soient G un groupe de Lie connexe, g = Lie(G), h une
sous-algèbre de Lie de g, et H le sous-groupe de Lie connexe de G associé à h.
On a les équivalences suivantes :

1) h est un idéal de g ⇔ H est normal dans G.

2) h ⊆ z(g) ⇔ H ⊆ Z(G).

Démonstration. — 1) Si H est normal, alors h est stable par Ad(G) donc a
fortiori par ad(g). Réciproquement, supposons que h soit un idéal de g, c.-à-d.,
que son stabilisateur dans g, pour la représentation adjointe, égale g. Comme
G est connexe alors, d’après le théorème précédent, h est stable par Ad(G).

De plus, d’après le théorème 2.39, l’application exponentielle de H est la
restriction à h de celle de g. Donc, utilisant le lemme 2.43, on obtient que,
pour tout X ∈ h et g ∈ G,

g exp(X)g−1 = exp(Ad(g)(X)) ∈ H.

Donc G normalise le sous-groupe engendré par exp(h), qui égale H d’après le
théorème 2.56. Ceci montre que H est normal dans G. Le point 1) est démontré.

La preuve du point 2) est analogue et est laissée au lecteur.
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[BA8] N. Bourbaki, Algèbre, Chap. 8, 1958.
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